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TJeber  diejenigen  Berührongstniisfonnfttioneii,  weloha 

das  Verhaltniss  der  EjrümmimgfeniisMte  irgend  iwei 

sich  berührender  Cl&clien  im  Berührungspunkte 

unverändert  lassen. 

Vom 

G.  ViVANTI 

in  Ifantu*. 


1«  Herr  Dr.  B.  Mehmke  hat  bewiesen,*  dass  die  lineftren  (projeoiiyen) 
Transformationen  die  einzigen  Pnnkttransformationen  sind,  welche  das  Ver- 
b&ltniss  der  zum  Bertthrnngspunkte  gehörigen  Krümmungsmaasse  irgend 
zwei  sich  berührender  Flächen  unverändert  lassen.  Dass  jene  Transfonna* 
tionen  auch  die  einzigen  Bertthrungstransformationen  sind,  welchen  eine 
solche  Eigenschaft  zukommt,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 

2.  Es  werden  zwei  sich  berührende  Flächen  a,  a  durch  eine  Beruh- 
rungstransformation : 

X  =  X(x,y,z,p,q),    Y^Y{x,  y,  0,  p,  q),   Z^Z{x,y,  e,p,  q), 
P=P(a?,y,  xr,p,  2),  'Q=^Q{x,y,  e,p,  q) 

in  ^bezw.  27  übergeführt.  Bezeichnen  wir  durch  o;,  ^,  ir,  |7,  g  die  Coordi- 
naten  des  den  zwei  Flächen  a,  3  gemeinschaftlichen  Elementes ,  durch  i/\  8^t 
die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  »  nach  x  und  y  für  die 
Fläche  er,  durch  r,  i,  ^  dieselben  Ableitungen  für  die  Fläche  ä.  Erwägt 
man ,  dass  die  Erümmungsmaasse  von  c  und  a  im  Berührungspunkte  durch 

-7-- — ,  .    ..^^   bezw.   r^— — =— — ^r^  dargestellt  werden,  so  ersieht  man,  dass 

die  Transformation  1)  die  angegebene  Eigenschaft  dann  und  nur  dann  be- 
sitzt, wenn  die  Gleichung:  ^     _ 

stattfindet,  welches  auch  die  betrachteten  Flächen  sein  mögen. 
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üeber  diejenigen  Berahrungstraosfor  ifttionen  etc. 
Es  ist  nnn  bekanntlich:* 

Setzt  man: 

Xj r, — X, r,  =  (,  ^p^9 "^t^p^ ^f 

-1^         o\  r^-««=rt*,     ri  — ?  =  5, 

so  folgt  ans  2): 

5  _  (a  +  /»r  +  yf +  ii'+gi;;)(l  +  ftr  +  vs  +  gf  +  atf) 

«*  ""  (i  +  f»r  +  ir#  +  Qi  +  tf u)(ft  +  /5r  +  y«  +  5<  +  «t*) 
oder: 

»  (a  +  ^  r  +  V  J  +  p  *  +  a  Ä)  ( «  + /J  r  +  y  5  +  ^  <  +  f  t*) 
^u{a  +  ßr  +  ys+  ii+  tu){i  + nr+ vs+ Qt  + 8u), 

eine  Gleichung,  welche  nach  r,  8^  t^  u^  r,  s,  ty  u  identisch  bestehen  muss. 
Da  die  rechte  Seite  u  als  Factor  enthalten  muss,  so  ist: 

3)  a  =  |S===y  =  5  =  0, 
und  die  Oleichung  redncirt  sich  auf: 

iuu{k  +  ^r  +  vi  +  gt  +  aü)  =  Büu{k  +  iir  +  v8  +  Qt  +  cu), 

woraus  folgt: 

4)  Hi  =  v  =  p  =  a  =  0. 

8«   Das  System  4)  uimmt  wegen  der  Gleichung  [XY]  =0**  die  Form: 

5)  x^r,-z,r^=o,  Xjrp-Xpr,  =  0; 

6)  x,r,-x,r,  =  o,  Xir,-x,ri  =  0; 

7)  Xpr,-x,r^=o 

au.    Aus  5)  folgt,  wenn  man  beachtet;  dass  i  nicht  identisch  Null  sein  darf: 
and  ebenso  ans  6): 

9)  ^,=  r,  =  o. 

Die  Oleichungen   [ZZJ  =  [FZ]  =  0***  reducireu  sich,  wegen  8)  und 
9),  auf: 

worans  folgt: 

10)  Zp=^Z,  =  0. 

*  Siehe  meine  Note:  ^SuUe  trasformazioni  di  contatto  che  trasformano  qua- 
lunque  syilappabiie  in  una  ■viluppabile'',  Rend.  del  Circ.  mat  di  Palermo,  1891. 
**  Siehe  Lie,  „Theorie  der  Transfprmationsgruppen'',  II.  Abschnitt  S.  145. 
•**  Lie,  a.  a.  0. 


oder: 


Von  0.  VivAirn.  3 

Di«  GtoichiiBg«B  3),  9),  10)  MgBB  ftu,  d«M  di*  g»stiokt«i  B«rfllin»ig8< 
tnBiinniiftlioa«D  Isaier  erweiterte  Pankttnunsformationeii  sind ;  diese  Trans- 
forBMiiioiieB  sind  aber  naok  dem  Ifekmke 'sehen  S«tse  noikwendig  linear, 
folglich  ist  nneere  Behaoptong  Tollstftadig  bewiesen. 

4«  Die  ThaAsache,  dass  die  gesnehtai  Transformationen  linear  sind, 
kann  aber  anek  auf  Omnd  der  Qleiekungen  3)  und  4)  nachgewiesen  werden. 

Wir  waren  schon*  dem  Oleichnngssystemc  3)  begegnet  nnd  sind  dabei 
an  folgenden  Besnltaten  gelangt: 

Aas  diesen  leisten  Oleickeagsn  fiilgt: 

^i  *  •  ^  -^  ^1  ^1  *t ""  ^t  ^1 

cl{Y,Z)     .d{T,Z)       d(T,Z) 

d{X,Y)        d{X,T)        diX,t)' 
d(y.z)  ^^  d{0,x)  ^      d(«,f) 
d{Z,X)        d{Z,X)       djZ.X) 
Q^        ^(y,ig)  ^^  d{e,x)  ^      d{x,y) 
^         d{X,Y)       d(^X,Y)       d(X,Y) 
d(y,0)  ^^  d{0,x)  ^       d{x,y) 
Schreiben  wir  der  Kürze  halber: 

j^      ap  +  hq  +  c  dp  +  eq  +  f^ 

gp  +  hq  +  k'     ^  gp  +  hq  +  k' 

wo  sämmtliche  Coefficienten  von  p  nnd  g  unabhängig  sind.  Berechnet  man 
Pi  und  Pg»  ^^^  s^^2^  ^^^  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  und  Po- 
tenzproducte  von  p  und  g  einzeln  gleich  Null,  so  erhttlt  man: 

11)  fl'a.-a^a^O, 

1 2)  ghz  +  haz  —  aÄ»  —  bg^,  =  0, 

13)  Ä6,-6Ä.  =  0, 

14)  ^a^r  — 5'<^»  — *ö»~a5'x  +  ö*«  +  ^^»  =  0, 

15)  ghx  +  haje  —  hc»  —  Ä6,  —  aÄx  —  l>gx  +  hk^  +  ckt  -  0, 

16)  Ä6x-tÄx  =  0, 

17)  —  ^Car  —  küx  +  kcz  +  akjf  +  cg^  —  cä»  =  0, 

18)  -  Äc,  -  *&,  +  6*,  +  cK  =  0, 

19)  Äex-cÄ;,  =  0, 

20)  ^Oy  —  a^y  —  O, 

21)  ^ftjf  —  fl'^J»  +  Äay  —  Äa*  —  ahy  +  oä?»  —  6^,+  cg^  =  0, 

22)  Ä &,  -  Äc,  —  Ä6.  -  6Äy  +  6*,  +  cÄ,  =  0, 

23)  —  gcy  —  kay  +  oäJj,  +  cg^  =  0, 


Siehe  die  oben  angeführte  Note. 

1* 


Ueber  diejenigen  BerflbrungvtnMisformalioiien  etx 


^N./^       ,**^^^   ^  ^     >^  ^^  .^>   -—■  ^^b^^.,^  ^-  rf^  ^V^^  < 


24)  —  *<v  -  »*r  +  »c.  +  fcÄ^  +  cÄy  -  0*.  «  0, 

25)  *C,-C»y=:0. 

Bnbtrahirt  man  22)  von  15)  nnd  14)  ron  21),  so  folgt: 

27)  ^^jf  +  Äa,  —  ^a,  -  ah^  —  5^^  +  a^«  «  0. 

5.  Aas  11),  20),  13),  16),  19),  25)  ergiebt  sich: 

a^gÄix),    &==*^(y),    c  =  *C(^); 
die  OL  12),  18),  23)  redooiren  neb  dum  auf: 

(B-il)(^Ä,-Ä^O  =  -(<^--B)(Ä**-*M«-(^-C)(Ä^y-p*^)  =  0. 

]>a  höchstens  zwei  TOn  den  drei  Functionen  Ä^  B,  C  constant  and  ein- 
andw  gleich  sein  dürfen  (denn  sonst  wftre  P  constant),  so  sind  vier  F&lle 
möglich:   entweder  nttmlich  rerechwindet  der  zweite  Factor  von  jeder  der 

*  

letzten  Oleichnngen,  oder  der  zweite  Factor  von  irgend  zwei  dieser  Oleich- 
nngen  and  der  erste  Factor  der  übrigen. 

6,  Ist  erstens  g'kt^hg»  =  hJex^Jcha,  =  1cgy''ghy  =  0,  so  folgt: 

g^hw{x,y),    Ä  =  Ätt(y,  iE?),    k  =  gv{ejx),    uvw=l. 
Differentiiren  wir  diese  letzte  Oleichang  logarithmisch  nach  x,  so  haben  wir: 

V  dx  '  tu  dx  "^    ' 

da  aber  v  von  y,  w  von  0  nnabhftngig  ist,  so  dürfen  —  —  und  —  — 
nar  die  Veränderliche  x  enthalten;  setzt  man  also: 

1  at;^  1  dw^k\x) 

V  dx       w  dx  ~~ Hx) 

*  ,  .  ^W  ^(^)         1  , .  /*{y)     *^      , 

so  folgt  V  =  —-r  >  HD  s=  -^  f  und  hieraus  u  =  ^-7^  •    Man  kann  also  setzen : 

X{x)  (i{y)  v{$) 

a^Äkt,    h  =  B(it,    c^Cvt^    g  =  Xti    ä  =  ^^    ä  =  v^ 
und  die  Ol.  14),  17),  22),  24),  26),  27)  geben: 

j-At«[C^-ii'A  +  (C-ii)v']=0,        vfi[C'vÄ'k  +  {C-Ä)k']=:0, 

28)        (At^[B'iA^C'v  +  {B^C)v]  =  0,    -v<«[5V-C'v  +  (5-C)^']=0, 

I     iifllÄ'k^B'ii  +  {Ä--B)k']=^0,    '-kt^[Ä'k--B'ii  +  {Ä^B)ti']^0. 

Hieraus  folgt  A,'=fi'=  v',  und  da  k'  nur  von  oj,  fi'  nur  von  y,  v'nur  von  e 
abhängig  sein  darf,  so  muss  der  gemeinschaftliche  Werth  von  k\  fi\  v  eine 
Constante  ^3  sein.     Es  ist  dann: 

k{x)^6,{x  +  a,),     ii(!^)  =  8,{y  +  ß,),     v{e)  =  ö,{0  +  y,), 

^0  ^8>  ßiy  Ys  constante  Orössen  bedeuten;  und  aus  28)  folgt: 

Ä'k  +  il  A'=  B'ii  +  JB/=  C'v  +  Gv\ 

Der  gemeinschaftHche  Werth  dieser  Ausdrücke  muss  eine  Constante  6^  sein ; 
folglich  ist,  wenn  a^,  ßi,  y|  constante  Grössen  bedeuten: 
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nnd  endlich: 

7.  Ist  xweitens  jB«Csse9fi^^  gk^-^hg^^hgy  —  gh^^Q^  so  hat  man: 
^»j^«9(ap,y),  jt=:^;(«,|p),  ud  iia  Gkiohniigeii  14)»  17),  86),  27)  er- 
halten  die  Form: 

30)  ^'.(B_ji)|i„0, 

31)  X+(1,^^)1|!«0. 

V   öz 

32)  ^'.(Ä-^)i|f«.0, 

33)  A^-{B^Ä)y^^O. 

Aus  31),  32)  folgt;  -    .         ,    .    ^. 

—  _  J-  o 

V  dx,     w  dx       ' 

y(#)  i(fl;) 

und    bieraas   wie  früher  «'(jf|  aj)  =  ry-r>    «'(«»  y)  = -7— v »    »■«   hat   dann 

wegen  30),  32),  33):  *^^^  '^^^ 

Ä    ^v\z)^i:{x)^ii'{y) 

B-Ä      X{x)      k{x)      k{x)' 
also  k\x)  s=  |Lfc'(^)  =  v{v)  SS  Con^^ ,   die  wir,  ohne  Beeinträohtignng  der  All- 
gemeinheit, gleich  1  annehmen  dürfen.     Man  erhält  durch  Integration: 

folglich : 


X[X)  X  +  OTg 


a:6:c:^:Ä:Ä;  =  JB(rr  +  a8  +  0--5(y+A)-"^(^  +  y8)-«  +  «3-y  +  ft-^  +  y8- 
Die  zwei  übrigen  Fälle  werden  ganz  analog  erledigt 
(Jeberhaupt  ersieht  man,  dass  die  allgemeine  Lösungsform  durch  29) 

gegeben  wird,  mit  der  Beschränkung,  dpss  nicht  zugleich  a^^^^a^^  ß^  =  ß^^ 

y^s=y^  sein  darf. 

8.  Die  Behandlung  des  Gleichungssjstems  £)^  =  (>,  =  0  führt  zu  einer 
Relation  von  der  Form:     ^ 

I  ä:e:f:g:h:ih  =  6^{x+a^):ö^{g  +  ß^) 

wo  nicht  zugleich  «^  =  «3,  ß^^^^ß^t  Vi^^Ys  ^^^^  ^^^^* 

9.  Das  System  29) ,  34)  besteht  aus  acht  Gleichungen ,  die  leicht  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden  können: 

]  {x+»,)JC,  +  (y  +  ß,)Xy  +  {e  +  Y,)X,  =  0, 
^  \  («+a,)X,  +  (y  +  ft)X,+  (*  +  y,)X.  =  0; 

^^  \(a;+«.)rx  +  (y  +  ft)r,  +  (*+n)r.  =  0; 


lieber  diejenigen  BerührungstransformaiirviieQ  etc. 


^     j  >--  M.-' 


■V-      -  *- 


37) 


\  {x+  «i)Z,  +  (y+ßt)Z,  +  {g+r,)  Z,  =0; 
ä(T,  Z)        d(Z,  X)        d(Z,  T) 


38) 


<*(y. «) 


i(y.  *) 


<»(y. ') 


Die  Aaweodvng  der  M »yar'sefaen  iDtegntiOBSDiflihod«  auf  das  Gleich- 
ungssystem  35)  giebt  als  das  aUgemeine  Integral  derselben: 

V        (A-A)«-(«,-«'.)»  +  («,/Sa -«./»»)        >' 
wo  <9  eine  willkHrliohe  FuMtioB  ist.     Das  Argoment  S  dieser  Function 

kann  durch  das  Argonunt: 


S- 


1 


KAi-«»ft)® 


1 

1 

1  1 

«» 

ft 

Yi 

"» 

A 

Ys  > 

enetst  w«rdmi,  walch«e  eine  symmetriBche  Form  besitzt    Wir  werden  der 
Kflne  halber  sehreiben: 

^*'        \    e,*  +  f,y  +  0,«     /        V5D,/ 
Aus  36)  und  37)  ergiebt  sich  ganz  analog: 

z = ff  (0  =  g(«»^+;^y+'c,^+b,\  ^  ^/M. 

\    tsse  +  fsy  +  Ös«    /        V5)sy 

10.  Man  findet  dnrch  leichte  Rechnungen: 
wo: 


und  hieraus: 
d(Y,  Z) 


U=\lßY\x+\lra\y  +  \Uß\0  +  \ußy\, 


Es  folgt  dann  aus  38): 


=  e'(i?)  H'a)S^=e'H' 


t>«*>s 


<*(y.i») 


SD,»5D, 


l(a!+a,)17,   .... 


oder  wenn  man  Ärr-r-;-  =  ir  setzt: 

®1*         ®S»         S),» ' 

Differentiiren  wir  nach  x,  so  folgt  wegen  39): 


40) 


*  W&re  «ti  =«rt  =:«,,  ao  wfirden  wir  38)  durch  das  nach  y  oder  nach  t  analog 
gebildete  Oleichungssystem  ersetsen. 
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=  ^,[Ä"{a,-e,0-2ffV,l, 

und  nach  DivinoB  d*.roh  die  (f)**  Potens  Ton  40): 

1    (a,-c,|)y-2e,J^      J   K:i«t'>)ö":l2ejö' 

Der  wtie  Aoadrnck  hftngt  nnr  Ton  {,  der  zweite  nur  ron  i},  der  dritte  nur 
▼on  t  ab,  folglieh  iet  ihr  gemeinBchaftlicher  Werth  eine  Constante  2e. 
Dareh  IntegraÜOD  der  Oleiehang: 

«rhilt  BiMi,  wenn  |,,  f|  iwei  wüIkOrlich«  GoBsUnten 

41)  F ¥hp7  +  '« 

oder,  wenn  man:  ^ 

9i. 


setzt: 


l^=:=r-i 


und  analog: 


Ana  41)  folgt: 


and  ebenso: 


1  2>* 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  40)  ein,  so  hat  man  Sii' =  Stg*  =  dtj^  und 
bierans,  wenn  man  beachtet,  dass  £  der  Coefficient  von  x  in  allen  drei  Polj- 
nonaen  St.,  9L,  91«  ist: 

Damit  ist  bewiesen,  dass: 

eine  projective  Pnnkttransformation  bildet. 
Mantaa,  den  24.  September  1891. 


>■ 


II 

Bewegung  eines  materiellen  mit  BlektricitAt  geladenen 
Theilohens  unter  der  Einwirkung  eines  ruhenden  Cen- 
trums bei  Giltigkeit  des  Weber'schen  Oesetses.  / 

/ 

Von  ! 


E,  Ritter 

in  Cftn«L 


Hitna  T«f.  I  n.  ü. 


I 


Die  Bewegong  eines  PonkteB,  der  von  einem  Centrum  naeh  dem 
Weber*8chen  Gesetz  angezogen  wird,  ist  schon  in  verschiedenen  Arbeiten 
Gegenstand  der  Betrachtung  gewesen.  Diese  früheren  Behandlungen  kann 
man  in  zwei  Gattungen  unterscheiden,  von  denen  die  eine  wesentlich  astro- 
nomische Tendenz  verfolgt,  indem  sie  die  Anwendbarkeit  des  Webe  raschen 
Gesetzes  auf  die  Bewegung  der  Weltkörper  darzuthun  sucht,  die  andere 
mehr  physikalisch  -  chemische  Gesichtspunkte  voranstellt. 

In  die  erste  Gattung  gehören  die  Abhandlungen  von: 

See g er 8,  De  motu  perturbationibusque  planetamm  eecundam  legem  Weberianam 

solem  ambientium.    (Inaug.-DiBB.    Göttingen  1884); 
Tisserand,  Sur  le  mouvement  des  planätes  autour  da  soleil  d^apr^s  la  loi  ^lectro- 

dynamiqae  de  Weber.    (Comptes  rendue  1872). 

Beide  Arbeiten  behandeln   naturgemäss  nur  einen  beschränkten  Fall, 
nämlich  nur  den  der  Anziehung,  bei  Geschwindigkeiten,  die  klein  sind  im 
Verhältniss  zu   der   Constanten   c  des    Weber 'sehen   Gesetzes,   und   zwar    \ 
Seegers  in  voller  Strenge,  Tisserand  als  Störungsproblem  mit  Vernach-    .^ 

lässigung  der  liöheren  Potenzen  von  -^  *    Es  sind  dies  die  Fälle  von  Taf.  I  j 
Fig.  1  u.  2.  ^  / 

Zur  andern  Classe  von  Arbeiten  sind  zu  rechnen: 

W.  Weber,  Elektrodynamische  Massbestimmungen,  insbesondere  über  das  Prineip 
der  Erhaltung  der  Energie.  (Abh.  d.  kgl  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  10  u.  11). 

In  dieser  Abhandlung  wird  das  Problem  der  Bewegung  zweier  Theilchen, 
die  nach  dem  Weber'schen  Gesetz  aufeinander  wirken,  nur  beiläufig,  als 
Beispiel  für  allgemeinere  Untersuchungen,  betrachtet.  Demgemäss  wird  das 
Problem  auch  nicht  vollständig  durchgeführt,  sondern  nur  qualitativ,  mit 
besonderer   Rücksicht  auf  die   „Molecularbewegungen**    discutirt.     Zugleich 
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wird  dort  aus  gewissen  allgemeineren  Gründen  die  Beschränkung  getroffen, 

dass  die  Constante  des  Energiesatzes   unter  einer  gewissen  Orenze  bleibe, 

wodurch  eine  Reihe  von  Bewegungen  wegfUUt. 

Ed.  Blecke,  üeber  Molekolarbewegnug  zweier  Theilchen ,  deren  Wechselwirkung 
durch  das  Weber*8che  Gesetz  bestimmt  wird»    (Gott.  Nachr.  1874.) 

Hierin  wird  nur  der  in  dem  innern  Theile  von  Taf.  I  Fig.  6  dar- 
gestellte Bewegungstjpus ,  und  zwar  in  voller  Strenge,  untersucht. 

G.  L ollin g,  Ueber  Bewegungen  elektrischer  Theilchen  nach  dem  Weber^schen 
Grundgesetz  der  Elektrodynamik.  (Nova  acta  d.  kaiser].  Leopold.  Carol. 
Deatschen  Akademie  der  Naturf.,  Bd.  44 ) 

Diese  Arbeit  ist,  wenigstens  ihrer  Absicht  nach,  von  allen  die  um- 
fassendste, indem  sie  sftmmtliche  möglichen  Bewegungsarten  zu  untersuchen 
beabsichtigt;  aber  freilich  hat  sie  eine  Reihe  von  Mängeln,  auf  die  ich  zum 
Schlüsse  meiner  Arbeit  ausfahrlicber  eingehen  will,  und  die  eine  neue  Be- 
arbeitung desselben  Problems  nicht  nur  nicht  überflüssig,  sondern  nothwen- 
dig  erscheinen  lassen. 

Ich  meinerseits  werde  in  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  elementaren 
Hilfsmitteln,  mit  Vermeidung  der  für  die  Discussion  überflüssigen ,  ja  nur 
die  XTebersicht  erschwerenden  elliptischen  Functionen  alle  vorkommenden 
Bewegungsvorgftnge  mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer  Grenzfälle  und 
ihres  Zusammenhanges  untereinander  untersuchen,  und  so  nicht  allein  die 
Lei  Ungesehen  Angaben  berichtigen,  sondern  auch  zu  detaillirteren  Besul- 
taten  kommen,  als  Herr  Lo Hing  mit  seinem  umständlichen  Formelapparat. 


§1. 

Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen. 

Es  sei  gegeben  ein  festes  Centrum  mit  der  elektrischen  Ladung  s^  und 
ein  im  Baume  frei  beweglicher  materieller  Punkt  mit  der  Masse  m  und  der 
elektrischen  Ladung  t^ .  Dann  findet  aus  Symmetrierücksichten  die  Bewegung 
dieses  Punktes  stets  in  derjenigen  durch  das  Centrum  gelegten  Ebene  statt, 
in  welcher  die  Anfangsbewegung  liegt.  In  dieser  Ebene  construire  ich  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  {x,  y)  mit  dem  festen  Centrum  als  Null- 
punkt; es  sei   ferner  r  =  Yx^  +  y^  die  Entfernung  des  bewegten  Punktes 

vom  Centrum,  und  3-=/,  -T^=^r\ 

at  dv 

Dann  ist  «,  .„  f       /«^ 

die  Kräftefunction  des  Webe  raschen  Gesetzes,  durch  welche  sich  die  in  der 
Richtung  des  Badius  vector  auf  das  bewegte  Theilchen  wirkende  Kraft  fol- 
gendermass^n  ausdrückt: 

dr      dt\dr/        r*   \  c* 
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Die  Componenten    der  Kraft   nach   der  x-  und  ^-Richtung  ergeben  sich 
hieraus  durch  die  Formeln: 

Führt  man  Polarcoordinaten  (r,  g>)  ein,  so  lauten  die  Bewegungsgleich- 
ungen, unter  ip\  <p"  bezw.  — »   -^  verstanden: 

m  (r  qp"+  2  r  V)  =  0. 

§2. 
Aufstellung  der  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen. 

Beim  Web  er 'sehen  Gesetz  ist  die  bei  einer  kleinen  Bewegung  von  der 
Kraft  geleistete  Arbeit  das  vollständige  Differential  einer  Function ,  die  vom 
Ort  und  dem  Bewegungszustande  abhängt,  der  negativ  genommenen  poten- 
tiellen Energie:  _      _       ,^7      «.  Fof.      r* 


dr        r    [        c*  J 


In  solchem  Falle  gilt  aber  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie: 

wenn  man  unter  T  die  kinetische  Energie  versteht. 

Eine  zweite  Integralgleichung  wird  uns  durch  den  FlSchensatz  geliefert, 
da  ja  die  Kraft  eine  Centralkraft  ist. 

Die  so  gefundenen  Integralgleichungen  lauten  in  Polarcoordinaten ,  deren 
ich  mich  fortan  bedienen  werde: 

2)  rV=ft,. 

Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  g>'  die  Gleichung: 

«  — f2i?r  — ^  w 


r 
Ich  setze  zur  Abkürzung: 


Dann  wird 


"    ^     Qi  +  9i  /  r^r-'Q^) 

4)  <p'=:      cj/^^l^.L^ 

r       Qi  +  Q2  r^ 

*  9'  werde  ich,  da  der  Punkt  seinen  Botationssinn  nie  ändert,  ein-  für  alle- 
mal positiv  voraussetzen. 
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Es  ist  noch  ^j  und  ^  durch  den  Anfangszustand  des  bewegten  Theil- 
chens  auszudrücken;  für  die  auf  den  Anfangsznstand  bezüglichen  Grössen 
will  ich  folgende  Bezeichnungen  einführen: 

Im  Falle,  dass  (»,  und  q^  reell  sind,  soll  ^j  den  grösseren  absoluten 
Werth  besitzen ;  falls  ^i  und  ^  conjugirt  imaginär  sind ,  soll  der  reelle  und 
imaginSre  Theil  von  ^,  gleiches  Vorzeichen  haben.  Es  ist  dann ,  wenn  man 
die  Quadratwurzeln  immnr  positiv  oder  positiv  imaginär  nnnimmt: 


5) 


§3. 

Allgemeine  Discussion  der  ersten  Integrale. 

Für  die  physikalische  Deutung  der  Formeln  kommen  nur  positive  r  in 
Betracht,  da  man  bei  absoluter  Deutung  negativer  r  jedesmal  einen  andern 
physikalischen  Fall,  statt  Anziehung  Abstossung  und  umgekehrt  erhalten 
würde. 

Ich  werde  zunächst  ganz  allgemein  das  Verhalten  der  Bewegung  für 
r  =  ^]  oder  q^^  für  ^g,  0,  oo  untersuchen,  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung 
einen  dieser  Punkte  wirklich  erreicht. 

Wird  r  =  ^i  oder  =ft,  so  wird  /=0.  Würde  r  den  Werth  ^|  oder 
Q^  überschreiten,  so  würde  der  Badicand  in  r,  wenn  er  erst  positiv  war> 
negativ,  r  also  imaginär  werden.  Bei  der  wirklichen  Bewegung  muss  folg- 
lich r  umkehren ;  sobald  es  an  ^^  oder  q^  gelangt,  und  zwar  derart,  dass 
r  durch  Null  hindurchgehend  sein  Zeichen  wechselt.  Da  für  r=^|  oder  q^ 
tp  endlich  und  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  berührt  die 
Bahncnrve  die  Kreise  q^  und  p,»  ^^^^^  ^^^  dieselben  überhaupt  erreicht.  Die 
Bahn  besitzt  dort  ein  Perihel. 

Auch  an  dem  Kreise  f  «=»(»8  i^^^s  r  umkehren;  doch  ist  hier  /=qo, 
q>'  endlich;  also  muss  der  Punkt,  wenn  er  den  Kreis  r  =  ^8  erreicht,  auf 
ihn  mit  unendlicher  Oeschwindigkeit  auf-  und  von  ihm  zurückprallen.  Die 
Bahncnrve  besitzt  dort  eine  auf  dem  Kreise  r^  q^  senkrecht  stehende  Spitze. 

Erreicht  die  Bewegung  den  Nullpunkt,  so  wird  daselbst  sowohl  r ,  als 
auch  q>  unendlich.  Die  Bahn  umkreist  den  Nullpunkt  unendlich  oft  spiral- 
förmig und  zwar  schneidet  sie  die  Radii  vectores  um  so  mehr  rechtwinklig, 
je  näher  sie  dem  Centrum  kommt.     Die  Oesammtgeschwindigkeit  wird  für 

r  =  0  unendlich  wie  —  • 

r 
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Erstreckt   sich   die  Bewegung   ins  Unendliche,   so  kommt  der  Punkt 
daselbst  mit  der  Grenzgeschwindigkeit 


r    9i  +  9% 


V 

an. 

Da  9>'=0  wird,   so  wird  die  Bewegung  immer  mehr  radial  gerichtet. 

Der  Grenzwerth  der  Subtangente  wird 


lim  @t  =  Km  fr*  J"~  )  =  V"  Qi  Q2  • 


Die  Curve  besitzt  also,  wenn  sie  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  immer  eine 
im  Endlichen  gelegene  Asymptote ,  falls  nicht  ^]  =  oo  ist. 

Ferner  interessiren  uns  noch  die  Inflexiouspunkte  der  Bahn,  welche 
physikalisch  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  in  ihnen  die  Kraft  ver- 
schwindet.    Demgemftss  ist  in  ihnen: 

r"-r<p'»  =  0,    r'«-2rr"=c« 

oder,  indem  man  r"  eliminirt : 

r'»^2rV'*==c«. 

Setzt  man  die  Werthe  von  r  und  (p'  aus  3)  und  4)  ein ,  so  ergiebt  sich  ftlr 

die  Badii  vectores  der  Wendepunkte  die  Gleichung: 

6)  /^(r)  =  r»-3r»      ^'^^      +Apy^jl.^o. 

Um  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  abzusondern,  stelle  ich  nach  dem 
Stürmischen  Verfahren  die  Reihe  folgender  vier  Functionen  auf: 


7) 


Qi  +  9i  —  Qi 


Die  Anzahl  der  zwischen  zwei  Grenzen  a  und  ß  enthaltenen  reellen  Wur- 
zeln ist  dann  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  welche  in  der  Reihe 
fi  fi>  /s)  /d  ^61™  Fortschritt  von  a  bis  ß  verloren  gehen. 

§4. 

Eintheilnng  der  möglichen  Bewegungsvorgänge. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  ausgesprochenen  allgemeinen  Sätze  sind, 
soweit  sie  sich  auf  die  Bahncurve  beziehen,  natürlich  nur  so  lange  giltig, 
als  man  überhaupt  eine  Bewegung  in  zwei  Dimensionen  vor  sich  hat,  d.  b. 
so  lange  q^  und  damit  h^  von  Null  verschieden  ist.  Der  Fall  ^9  =  0  erfor- 
dert überhaupt  eine  besondere  Behandlung. 

Ich  will  daher  bei  der  speciellen  Untersuchung  erst  unter  A.  den  all- 
gemeinen Fall  ^8 1^  0  behandeln ,  dann  besonders  unter  B.  den  Fall  q^  »  0. 

Berücksichtigt  man,  dass  in  den  Formeln  4)  und  5)  r  und  q>'  reell 
sein  müssen  und  dass  r  nur  positive  Werthe  annehmen  darf,  so  findet  man 
folgende  Eintheilung  der  physikalisch  möglichen  Bewegungsvorgänge: 
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A.    9t ^0,    Bewegung  In  zwei  Dimensionen. 

I.    ^s<0.    Ladungen  der  Punkte  ungleichnamig. 

1)  +co>Qi:>Qt>0  oder  ^^J^^^>l^p^  +  s{p^  +  g^)>0, 

2)  e,>0>^i;^-oo  oder  O^l-^p^  +  sip^  +  q^). 


IL    ^3^0.    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 

1)  0>p,^Pi>-Oü        oder  0^1-i?«  +  5(p«  +  2»)>-ji^, 

2)  pj  =  -a-6i,  ^,  =  -a  +  6toder  0  >- Jp>  l-.p«  +  5  (i?«  +  ^«), 

3)  +<y^>Qi>0>Q^  oder  l-p«  +  5(p«  +  3*)  >0, 

B«   ^1  =  0.   Bewegung  in  einer  Dimension. 
L    Ps<0.    Ladungen  der  Punkte  ungleichnamig. 

1)  +oo>pi>0  oder   l-i)«  +  5p«>0, 

2)  0>^i>_-oo  oder  0^l-p*  +  spl 

IL    ^3>0.    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 

1)  0>(>i^  — 00  oder  0^1— p*  +  5p*, 

2)  +oo>^j>0    oder   l-p^  +  sp^>0, 

a)     ^3>^ii 

§5. 
Ä.  Bewegung  in  zwei  Dimensionen. 

P2  <  ^-     (Pigurentafel  L) 

I-    ^8^^*    Ladungen  der  Puukte  ungleichnamig. 
1)    +oo>(»,>(>8>0  oder  j^-^,>l- 

-    /^    Qi  +  Qjr         r(r-^3) 

A^         Pl  +  (>8       r^ 

r  ist  nur  dann  reell,  wenn  r  sich  zwischen  ^|  und  ^,  befindet.  Die  Bahn- 
corve  wird  demnach  der  vorangeschickten  allgemeinen  Discussion  zufolge 
die  beiden  Orenzkreise  f  =  (»j  und  r  =>  p^  abwechselnd  berühren. 
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Die  Zeichenfolge  in  der  Fonctionsreihe  7)  ist  sowohl  fdr  r^pj)  ^^^ 
fUr  r  =  ^, :  +  +  — h*  l^ie  Bahn  besitzt  also  keine  Inflexionspnnkte  und 
ist  mithin  überall  concav  gegen  das  Centrum  (Fig.  2). 

Die  Zeit,  welche  zwischen  der  Berührung  des  innern  und  der  nSchsten 
des  äussern  Grenzkreises  vergeht,  ist  endlich  und  durch  das  Integral  gegeben: 

9i 


9t 

Der  Winkel,  den  die  Radii  vectores  nach  zwei  aufeinanderfolgenden  Peri- 
helien  miteinander  bilden,  ist 

Im  Grenzfall  ^jss^,  sp  oder  1— !>*  +  «(?* +  ?*)  =  j7 — r-5  geht  die 
Bewegung  in  eine  Kreisbewegung  Ober  (Fig.  1).     Dann  ist 


r  =  j,    r'^0,    v'=c>^4(-p8)-r\ 


1 


2)         +oo>p,>0>p,>-<»  oder  0>  l-p»  +  s(i»«  +  <7»); 


«'=     ^7/(-e.)-p«(-g3).l. 


-   -  > 


Damit  r  reell  sei ,  muss  r^Q^  sein ;  die  Bewegung  bleibt  stets  ausser- 
halb des  Kreises  mit  dem  Radius  g^i  deiiselben  einmal  berührend,  indem 
sich  die  Bahncurve  symmetrisch  zum  Berührungspunkte  beiderseits  ins  Un- 
endliche erstreckt,  und  zwar  mit  je  einer  Asymptote,  deren  kürzester  Ab- 
stand vom  Nullpunkte  =^(—91)^4  ist  (Fig.  3  u.  4). 

Der  Winkel,  den  eine  dieser  beiden  Asymptoten  mit  dem  nach  dem 
Berührungspunkte  gezogenen  Radius  vector  bildet,  ist  durch  das  Integral 
gegeben : 

9t 
Für  dieses  Integral  kann  man  leicht  eine  untere  Orenze  angeben: 
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00 


J^  r  rK(r-pi)(r-e,) 

J  ry(r-Qi)(r-Q^)  r       Q^ 

Es  ist  aber  -^Qi^Q^^  ^^^^  O^^n.  D.h.:  der  Pankt  wird  im  Ganzen 
nach  dem  Centrnm  hin  von  seiner  geradlinigen  Bahn  abgelenkt,  so  dass 
die  Kraft  mehr  anziehend  als  abstossend  wirkt. 

Ob  aber  die  Canre  überall  gegen  das  Centrum  concav  ist  oder  ob  sie 
Wendepunkte  besitzt,  ist  noch  besonders  zu  nntersnchen. 

Die  Cnrve  ist  gegen  das  Centram  convex  oder  concav,  je  nachdem  an 
der  betreffenden  Stelle  die  Kraft  eine  Abstossnng  oder  eine  Anziehung  ist. 

In  der  Nähe  des  Peribels  ist  r'=0,  r">0,  also 


«=y>0-?+4)<»' 


die  Kraft  folglich  eine  Anziehung,  die  Curve  concav  gegen  das  Centrum. 
Im  ünendlichfernen  ist 

9i  +  92 

_B  =  !jLi« .  ?L+i«n?3 
*"'  Qi  +  Qi 
die  Kraft,  folglich  Anziehung  oder  Abstossung,  je  nachdem  {—q^)  kleiner 
oder  grösser  als  *— (Pi  +  ^s)  ^^^>  ^°^  ebenso  die  Curve  gegen  das  Centrum 
concav  oder  convex.  Im  ersten  Falle  muss  die  CurVe  zwischen  r  =  p,  und 
r  =  OD  zu  jeder  Seite  des  Perihels  eine  gerade,  im  zweiten  Falle  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Wendepunkten  haben.  Man  kann  aber  leicht  durch 
Untersuchung  der  Functionen  7)  sehen,  dass  im  ganzen  Intervall  r  =  0  bis 
r=oo  im  ersten  Falle  kein,  im  zweiten  nur  ein  Wendepunkt  auf  jeder 
Seite  des  Perihels  liegen  kann. 

Die  Curve  ist  also,  wenn  (— Pg^  <  ""  f ^i  +  ^2)  "*>  ^^^  ^^^  ^^  Fig.  3 
dargestellten  Art,  wenn  dagegen  (— pj)  >  — (Pi  +  ^«)  ist*  vo^  der  Gestalt 
der  Fig.  4.  Den  üebergang  zwischen  beiden  Fällen  bildet  {—  q^="^{Qi  +  Q2)' 
dann  liegen  die  Infiexionspunkte  unendlich  fern  und  'die  Asymptoten  sind 
selbst  Wendetangenten. 

Ein  Grenzfall  von  2)  ist: 

p^=s-.Qo  oder   l^p^  +  8{p^  +  q^)==0. 

In  diesem  Falle  rücken  die  Asymptoten  der  Fig.  3  ins  Unendliche;  sonst 
bleibt  die  Figur  dieselbe.  Man  kann  sich  die  Curve  auch  aus  Fig.  2  ent- 
standen denken,  indem  der  äussere  Kreis  r  =  ^|  unendlich  gross  wird. 

Man  sieht,  wie  man  durch  allmftlige  Aenderung  von  q^  alle  in  den 
Floren  1  —  4  dargestellten  Bewegungsarten  erhalten  kann,  und  wie  diese 
ineinander  übergehen.     Ich  will  ^2  ^^^  ^3  festhalten,   ^   dagegen  von  q^ 
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bis  +  00,  dann  von  *  oo  bis  —  q^  wachsen  lassen.     Es  folgen  dann  die  ein- 
zelnen Bewegungsarten  nach  folgendem  Schema  aufeinander: 

Qi  =  Qi Pig-  1; 


+  ^>Qi>92     • 
93-Qi>Qi>  —  ^ 
—  ^2  >  Pi  >  Ps  ""  ^2 


n     2, 

„     3  mit  unendlich  fernen  Asymptoten, 

,    3. 

„     3  mit  Wendepunkten  im  Unendlichen , 

»    4. 

Endlich  kann  man  noch  als  einen  Grenzfall  von  I  den  Fall  ansehen,  dass 

P3  =  0, 
also  einer  der  Punkte  nicht  elektrisch  geladen  ist. 

Falls  hier  überhaupt  eine  Bewegung  vorliegen  soll ,  muss  dann  zugleich 

^1  +  ^2  =  0 

sein         o  .._ 

*   — ^ —  aber  einen  bestimmten,   von  0  verschiedenen  Werth  haben, 

^i  +  Qi 

etwa  —  •    Dann  lauten  die  Bewegnngsgleichungen 
c 

—       r '^  ^2  1     -f  r^      dr       —  yj/^2_^^2 

Das  Integral  dieser  letzteren  Differentialgleichung  lautet,    wenn  man    für 

r  =  p«   epcr  0  setzt: 

r.cosq>^Qgi 

welches  die  Gleichung  einer  Geraden  mit  der  Entfemang  ^g  ^^^  Centrum 
ist.     Die  Geschwindigkeit  ist  überall  constant,  nämlich 

»  =  a. 
Man  kann  die  Bewegung  (Fig.  5)  als  Grenzfall  von  Fig.  3   oder  von 
Fig.  4  auffassen ,  indem  der  Asjmptotenwinkel  den  kleinstmöglichen  Werth  n 
annimmt  und  die  Curve  mit  den  Asymptoten  znsammenföllt. 

IL    ^3^0.    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 
1)     0>p8^^,^-oo  oder  0  >  l-jp«  +  s(p2  +  5«)  >  -  jl-|, 


Die  Bahn  windet  sich  unendlich  oft  spiralförmig  um  das  Centrum 
herum  und  steht  mit  einer  Spitze  senkrecht  auf  dem  Kreise  r^=Q^  auf,  so 
dass  eine  Bahncurve  entsteht,  wie  sie  sich  in  dem  innern  Kreise  der  Fig.  9 
befindet,  doch  ohne  den  andern  ausserhalb  9,  in  derselben  Figur  dar- 
gestellten Ast. 

Die  Grenzfälle  p,  =  q^  ^^^  ^t  ^  ~  ^  ändern  den  Charakter  dieser  Be- 
wegung nicht. 
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2)  ^,==-a-5»,   p,  =  -a  +  5i  oder  0>-j—,>l-|>«  +  Ä(p2+ 9*); 

'^  /^         2a        r* 

Die  Bewegung  hat  wieder  dieselbe  Form  wie  in  III),  so  dass  man 
II 1 )  and  II 2)  physikalisch  in  eine  Kategorie  zusammenfassen  kann ,  oha- 
rakterisirt  durch  die  Bedingung: 

0>l-j)*  +  «(p*+9')- 
In    beiden  Fällen  1)   und  2)  ist  die  Zeit,   in  welcher  der  Punkt  von 
r  =  0  bis  r=pj  gelangt,  endlich,  nämlich: 

9t  

0 

3)  +  oo>  p,>  0>  p,  oder  1  _  j,»+  s(p«  +  3«)>  0; 

~         «i  +  P»  '        rir- 


e») 


Es  existiren  zwei  Grenzkreise ,  r  =  pj  und  r^s^g.  Reell  ist  die  Be- 
wegang  nur  innerhalb  des  innem  und  ausserhalb  des  Süssem  der  beiden 
Kreise.  Man  erhält  so  jedesmal  zwei  Curvenzweige ,  die  zwar  analytisch 
zusammengehören,  physikalisch  jedoch  zwei  verschiedene  Bedingungen  dar- 
stellen ,  die  nur  im  Falle  c) ,  in  welchem  die  beiden  Grenzkreise  zusammen- 
fallen» in  Zusammenhang  treten.  In  den  Figuren  habe  ich  immer  beide 
Zweige  zugleich  gezeichnet,  um  so  den  Zusammenhang  der  Figuren  unter- 
einander besser  hervortreten  zu  lassen. 

Derjenige  Curvenzweig,  dessen  Gebiet  durch  den  Kreis  r=Q^^  begrenzt 
ist,  berührt  diesen  Grenzkreis,  der  andere  steht  mit  einer  Spitze  senkrecht 
auf  dem  Grenzkreise  r  =  Q^  auf. 

a)  Q3>9i  (FJg-ß)* 

Die  Bahncurve  besteht  aus  einem  innem  Curvenzweige ,  der  sich  un- 
endlich oft  um  das  Centrum  herumschlingt  und  den  Kreis  r  =  ^|  von  innen 
berührt  (a),  und  einem  äussern  Zweige,  der  mit  zwei  Asymptoten  ins  Un- 
endliche reichend,  mit  einer  Spitze  auf  dem  Kreise  r^g^  aufsteht  (ß). 
Weder  der  innere,  noch  der  äussere  Curvenast  besitzt  Wendepunkte,  da 
weder  im  Innern,  noch  im  äussern  Intervall  die  Reihe  der  Functionen  7) 
Zeichenwechsel  verliert.  Beide  Aeste  sind  gegen  das  Centrum  überall  concav, 
bei  beiden  Bewegungen  liegt  also  durchweg  Anziehung  vor. 

Zeitsobrift  f.  Hfttbemftiilr  u.  Physik  XXXVII,  I.  2 
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^  ^H    ^-Nj-^.,^"     .^^    ^^     ä.      ^    *^    , 


Die  Zeit,   welche  zur  Durchlaufang  der  inneren  Bahn  von  r  =  0  bis 

r  =  Qi  gebraucht  wird ,  ist  endlich : 

9i 


0 
Der  Winkel   zwischen  den  Asymptoten   des   äusseren  Astes  und   dem 

Radius  yector  nach  der  Spitze  ist: 

00  


•=  )^:ps/'-'  y^ 


es 

b)  Q^  >  9s  (Fig.  8  u.  9). 

Auch  hier  besteht  die  Bahncurve  aus  zwei  getrennten  Aesten ,  von  denen 
jedoch    der  innere  eine  Spitze  besitzt,   der  äussere  den  Orenzkreis  berührt. 

Der  innere  Curvenast  (a)  besitzt  stets  zu  jeder  Seite  der  Spitze  je  einen 
Inflexionspunkt,  der  äussere  (ß)  nur  dann  auf  jeder  Seite  des  Perihels  je 
einen  Inflexionspunkt,  wenn  Pi  +  9g  ^  ^s»  wie  man  ebenso  wie  im  Falle  1 2) 
schliesst.  Die  Wendepunkte  rücken  ins  Unendliche,  wenn  91  + ^^  =  ^3  wird, 
und  verschwinden  für  p,  +  ^g  ^  Ps  • 

Für  die  Bewegung  im  innem  Kreise  ist: 

».1 


0 
Der  halbe  Asymptotenwinkel  der  Sasseren  Curve  ist: 

Dieser  Winkel  ist,  wie  leicht  nachzuweisen,  stets  <^7r.  Der  Punkt  ist 
also,  entgegengesetzt  wie  im  Falle  12)  (Fig.  3),  vom  Centrum  weg  von 
der  geradlinigen  Bahn  abgelenkt,  so  dass  hier  die  Abstossung  vorherrscht. 

c)  Qi==Qsi^^S'V\ 


Die  Bewegung  findet  statt  in  einer  Spirale  zwischen  r  =  0  und  r  ==  oo, 
welche  eine  Asymptote  besitzt ;  die  Kreise  r  =  q^  und  r  =  ^3  haben  beim 
Zusammenrücken  ihre  Singularität  für  die  Bewegung  eingebüsst. 

Den  Zusammenhang  der  verschiedenen  unter  II  betrachteten  Bewegnngs- 
arten  untereinander  sieht   n^an  am  deutlichsten,   wenn  man  bei  festgehal 
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tenem  q^  und  ^3  (ich  wähle  —  ^2  <  P3)  p]  von  —  p,  ^^^  H"  ^  >  dann  Yon 
~Qo  bis  ^2  wachsen  iSsst  und  endlich  p|  and  g^  complex  von  der  Form 
—  a  — 6*  und  —a  +  hi  werden  Ittsst. 

So  lange  g^  <C  Q^  ist ,  hat  man  Fig.  6,  und  zwar  wird  bei  Annfthernng 
Ton  p,  an  g^  die  ErQmmuDg  der  inneren  Curve  in  der  Nähe  des  Perihels 
immer  schärfer  und  die  Spitze  der  äusseren  Curve  immer  kürzer,  bis  für 
Qi  =  g^  beide  Cujyen  mit  je  einer  Ecke  zusammenstossen ;  in  diesem  Augen- 
blicke geht  für  die  physikalische  Bewegung  die  eine  (punktirte)  Hälfte  jedes 
Curvenastes  verloren,  und  die  übrig  bleibenden  Hälften  der  äussern  und  der 
innem  Curve  treten  in  physikalischen  Zusammenhang,  so  dass  die  aus- 
gezogene Curve  der  Fig.  7  entsteht. 

Bückt  nun  pj  über  ^3  hinaus,  so  trennt  sich  der  Doppelpunkt  der 
Fig.  7  wieder,  doch  jetzt  so,  dass  der  innere  Curvenzweig  eine  Spitze  be- 
sitzt, der  äussere  ein  Perihel  mit  je  einem  Wendepunkte  zu  beiden  Seiten 
des  Perihels ,  zunächst  in  unmittelbarer  Nähe  desselben ,  die  aber  nun  immer 
weiter  nach  dem  unendlichen  hin  rücken,  während  zugleich  die  an  der 
innern  Gurre  in  unmittelbarer  Nähe  der  Spitze  auftauchenden  Wendepunkte 
weiter  nach  innen  rücken.  Es  entsteht  so  Fig.  8.  Nunmehr  ändert  sich 
der  innere  Curvenast  nicht  mehr  wesentlich.  Im  äussern  Aste  dagegen 
rücken  für  ^^  =  ^3  —  g^  die  Wendepunkte  ins  Unendliche  und  verschwinden 
für  gi^g^  —  Qi  vollständig,  so  dass  dann  Fig.  9  vorliegt.  Wächst  nun  g^ 
weiter,  so  entfernt  sich  der  ganze  äussere  Curvenast  mehr  und  mehr  und 
verschwindet  für  (»1=00  ganz,  um  für  die  nun  folgenden  g^  nicht  wieder 
zu  erscheinen.  Es  liegt  dann  die  unter  U  l)  und  II 2)  beschriebene  Be- 
wegungsart vor. 

Die  Figuren  (die  übrigens  nur  schematische  Bedeutung  haben)  ent- 
sprechen mithin  folgender  Reihe  von  Bedingungen: 

Qs>Qi Fig'6, 

Qi  =  99 P5g-  '^» 

Qs"  Q2>Qi>99   .    .   Fig.  8; 

gi^g^  —  g%  .    .    •    .  Fig.  9  mit  Wendepunkten  im  Unendlichen , 

+  Qo>p,>(>3  — p,   .   Fig.  9, 

.    .  innerer  Ast  von  Fig.  9. 


* }  complex 


Ich  will  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  der  Bewegung  in  zwei  Dimen- 
sionen noch  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  der  bewegte  Punkt  das 
Centrum  erreicht,  unsere  ersten  Integrale  uns  nur  über  den  Verlauf  der 
Bewegung  bis  zum  Centrum  Aufschluss  geben,  und  dass  wh*  das  weitere 
Verhalten  der  Bewegung  erst  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 
erkennen  werden.     Ich  werde  das  Nöthige  davon  später  nachtragen. 


*>• 
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§6. 
B.    Bewegung  in  einer  Dimension.     (Figurentafel  IL) 


Kommt  der  bewegte  Punkt  an  die  Stelle  r  =  ^|,  so  wird  seine  Ge- 
schwindigkeit allmälig  0  und  die  Bewegung  kehrt  um.  Kommt  der  Punkt 
an  die  Stelle  r  =  ^3 ,  so  wird  seine  Geschwindigkeit  oo ,  um  dann  plötz- 
lich das  Zeichen  zu  wechseln.  Det  Punkt  prallt  mit  unendlicher  Geschwin- 
digkeit auf  und  wieder  zurück.  Erstreckt  sich  die  Bewegung  ins  unend- 
liche, so  hat  der  Punkt  dort  die  Geschwindigkeit  cj/^'     Erreicht  die 

Bewegung  den  Nullpunkt,  so  überschreitet  der  bewegte  Punkt  denselben 
mit  der  Geschwindigkeit  c. 

Da  r  wesentlich  positiv  ist,  so  stimmt  r  immer  mit  dem  absoluten 
Werthe  der  Abscisse  überein.  Beim  Durchgang  durch  den  Nullpunkt 
wechselt  also  r  das  Zeichen  nicht,  wohl  aber  r ,  indem  die  Geschwindigkeit 
selbst  ihre  Richtung  nicht  wechselt.  Nach  dem  Durchgange  durch  den  Null- 
punkt sind  die  Kräfte,  also  auch  die  Bewegung  symmetrisch  zu  den  Kräften 
und  der  Bewegung  vor  Erreichung  des  Nullpunktes,  während  in  den  ana- 
lytischen Formeln,  sofern  man  in  ihnen  r  einfach  als  Abscisse  deutet,  diese 
Symmetrie  nicht  stattfindet.  Deswegen  darf  man  die  analytischen  Formeln, 
auch  wenn  der  Punkt  das  Centrum  überschreiten  kann ,  nur  für  r  >  O 
benutzen. 

Ich  untersuche  jetzt  die  einzelnen  Bewegungsvorgänge. 

I.  Ladungen  der  Punkte  ungleichnamig.     (Fig.  1.)^ 
1)  +oo>(»i>0  oder  l-p^  +  sp^>0  (Fig.  la); 


••-±«/t^/^ 


r  liegt  zwischen  0  und  ^j,  woselbst  r==0  wird.  Der  Punkt  vollführt 
Schwingungen  zwischen  den  Abscissen  —  ^^  und  +^1»  indem  er  den  Null- 
punkt jedesmal  mit  der  Geschwindigkeit  +  c  überschreitet  und  an  den  Stellen 
+  ^1  allmälig  zum  Stillstand  kommt  und  umkehrt.    (Fig.  1  a.) 

Die  Dauer  einer  Viertelschwingung  (von  r  =  0  bis  r  =  pi)  beträgt: 


^,1  

T^Lj/-^.ldrj/'-^^ 
c  ^    -Q3J       r     Qi-^ 
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2)         0>^,^-Qo  oder  0>l-j)«+5p«  (Fig.  Ib,  c,  d,e)5 

r'  wird  nirgends  0  oder  oo.  Der  Punkt  bewegt  sich  von  —  oo  mit  der 
Geschwindigkeit  cj/-^  beginnend,  überschreitet  mit  der  Geschwindigkeit  c 

das  Centmm  und  gelangt  mit  der  Geschwindigkeit  ej/^  nach  +  ^* 

Der  Grenzfall  ^^  s=  —  oo  (Fig.  1  b)  unterscheidet  sich  vom  allgemeinen 
nur  dadurch,  dass  die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  =0  wird. 

Ein  specieller  Fall  der  geschilderten  Bewegungsart  ergiebt  sich,  wenn 
Q^  =  Q^  wird  (Fig.  1  d).  Dann  bewegt  sich  der  Punkt  mit  der  gleichf()r 
migen  Geschwindigkeit  c,  gerade  als  ob  die  Punkte  nicht  aufeinander  ein- 
wirkten. Dieser  Fall  kann  auch  als  Grenzfall  anderer  Bewegungsformen 
auftreten.     Er  entspricht  der  Beziehung 

1  —  p*  4-  «P*  =  5 
oder 

1  — p*  =  0,   da  hier  5<1  ist, 

d.  h.  er  tritt  ein,  sobald  irgend  einmal  (ausser  für  r  =  0)  /=  +  c  ist 
Zur  ErklKrung  der  Figuren  der  Tafel  II  diene  Folgendes: 
üeber  jeder  Abscisse  ist  der  zugehörige  absolute  Werth  der  Ge- 
schwindigkeit als  Ordinate  aufgetragen;  zugleich  sind  die  Curven,  die  sich 
ins  Unendliche  erstrecken,  verkürzt  gezeichnet,  das  Unendliche  ins  Endliche 
gerQckt,  so  dass  man  sich  den  punktirten  Theil  der  Curven  als  unendlich 
lang  zu  denken  hat. 

Die  einzelnen  unter  I  gefundenen,  in  Fig.  1  zusammengestellten  Be- 
wegungstypen erhftlt  man  der  Reihe  nach ,  wenn  man  bei  festgehaltenem  q^ 
Pj  von  0  bis  +^9  ^^^^  ^on  —  oo  bis  0  wachsen  lässt,  in  folgender  Auf- 
einanderfolge:  +oo>^,>0  .  Fig.  la, 

p^=  +  00.     .     .        n       Ib, 

^,  =  ^j  .    .    .    .     „     1  d , 
0>Qi>Q3  .    .      „     le. 

II.  Ladungen  der  Punkte  gleichnamig.     (Fig.  2  u.  3.) 

Qb>0. 

1)  0>pi^-oo  oder  0>l-i)«  +  5p>; 


r 

Der  Punkt  schwingt  zwischen  —  ^3  und  +  ^3 ,  indem  er  an  den  Grenzen 
mit  unendlicher  Geschwindigkeit  ankommt  und  zurückprallt,  und  sein  Mini- 
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mum  der  Geschwindigkeit^  dl  c,  bei  üeberschreitung  des  Centrnms  besitzt 
(Fig.  3  innerer  Theil) 

Die  Dauer  einer  Viertelscbwingung  beträgt 


0 
2)  +oc>Pi>0  oder  l-jp«  +  5p«>0; 


Die  Bewegung  ist  nur  reell  ausserhalb  der  Strecke  QiQ^-  Sie  besteht 
aus  zwei  getrennten  Bewegungsarten,  die  nur  im  Falle  ^^^^^3  physikalisch 
zusammenhängend   werden  (ebenso  wie  fttr  ^2^^)- 

a)  ^3>  Qi  oder  1  -p«>  5(1  --p«)  (Fig.  2). 

Die  eine  Bewegung  o)  besteht  aus  Schwingungen  zwischen  —  q^  und 
+  ^x;  die  andere  {ß)  aus  einer  Bewegung  von  +qo  nach  ^3,  Umkehr  da- 
selbst und  Rückkehr  nach  +0^* 

Die  Dauer  einer  Viertelschwingung  der  Bewegung  (a)  beträgt: 


b)  p,  >  p,  oder  1  _p«  < 5(1  -  p«)  (Fig.  3). 

Die  Bewegung  (o)  besteht  aus  Schwingungen  zwischen  ^  q^  und  +  ^3 
mit  Reflexion  an  den  Grenzen ,  die  andere  {ß)  aus  einer  Bewegung  von  -f  ^^ 
nach  P|,  Umkehr,  dann  Rückkehr  nach  +00. 

c)  ^i  =  ^3  oder  J?  =  +  1  (Fig.  1  d). 

Der  Punkt  bewegt  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  c,  als  ob 
das  Centrum  gar  nicht  auf  ihn  einwirkte. 

Die  Fig.  Id  kann  man  sich  als  Grenzfall  von  Fig.  2  oder  Fig.  3  denken, 
indem  man  sich  vorstellt)  dass  beim  Zusammenrücken  von  q^  und  ^3  sowohl 
die  innere )  wie  die  äussere  Curve  immer  mehr  an  die  Gerade  /=c  sieb 
anschmiegen,  und  das  Aufsteigen  der  einen,  wie  das  Abfallen  der  andern 
Curve  erst  in  immer  grösserer  Nähe  der  Grenze  merkbar  wird.  Es  würde 
also  zu  der  Geraden  r  =  c  analytisch  noch  die  senkrechte  Gerade  r  =  p^  =  ^3 
hinzugehören. 

Lässt  man  q^  von  0  bis  +00,  dann  von  ^  oo  bis  0  wachsen,  so  folgen 
die  Bewegungen  in  folgender  Weise  aufeinander: 

P8>^i>0  .    .  Fig.  2, 

^i=^3        .      .      .       .         ;,         Id, 

0>^i>  —  00.     ^     3  innerer  Theil  allein. 
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§7. 
Einige  Bemerkungen  über  die  Ansfülirnng  der  zweiten  Integration. 

Was  die  Ausführung  der  zweiten  Integration  betrifft,  so  ist  es  zwar 
nicht  möglich,  r  und  q>  direct  als  ezplicite  Functionen  von  t  darzustellen; 
wohl  aber  gelingt  es  mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen,  r,  tp,  t  als  Func- 
tionen einer  vierten  Variablen  u  darzustellen,  die  mit  t  monoton  wächst. 
In  SpecialfUllen  degeneriren  die  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische 
and  Exponentialfnnctionen.  Ich  verzichte  hier  auf  die  Ausftlhrung  der 
zweiten  Integration,  da  sie  nicht  zu  neuen  physikalisch  interessanten  Re- 
sultaten fahren  würde ,  ausser  einem  einzigen ,  welches  ich  ohne  Beweis  hier 
wiedergeben  will. 

In  den  Fällen,  wo  eine  Bewegung  auftritt  zwischen  dem  Centrum  und 
einem  Grenzkreise,  also  in  den  Fällen  II1)|  2),  3a),  3b),  gaben  uns  die 
erbten  Integrale  nur  Aufschluss  über  die  Bewegung  bis  zum  Nullpunkte. 

Analytisch  setzen  sich  die  Curven  aber  weiter  fort,  und  zwar  so,  dass 
sich  der  in  der  Zeit  von  —  T  bis  +  T  durchlaufene  Curvenzug  in  der  Zeit 
von  T  bis  3T  wiederholi ,  aber  gegen  den  ersten,  in  den  Figuren  gezeichne- 
ten Curvenzug  um  einen  bestimmten  Winkel  2(P  gedreht,  der  sich  durch 
ein  vollständiges  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  bestimmt. 

Im   Falle   der  Fig.  7   endlich   setzt   sich   die   Bahncurve,    welche   die 

Gleichung  hat.  .  »        . 

J         qp  I 

ebenfalls  über  den  Nullpunkt  fort,  und  zwar  in  einer  Spirale,  welche  mit 
der  punktirten  Spirale  congruent  ist,  aber  nicht  mit  ihr  zusammenfällt, 
sondern  gegen  dieselbe  um  einen  Winkel  gedreht  ist,  derart,  dass  der  halbe 
Winkel  zwischen  den  beiden  Asymptoten  der  nunmehr  vervollständigten 
Curve  den  Werth  hat: 


§8. 
Vergleich  mit  LoUing.    Schlnssbemerkungen. 

Zum  Schlüsse  komme  ich ,  wie  ich  in  der  Einleitung  versprochen  habe, 
nochmals  auf  die  Abhandlung  von  Herrn  Lolling  zurück,  um  ihre  Mängel 
kurz  zu  beleuchten. 

Erstens  ist  die  Lolling'sche  Arbeit  unvollständig.  Denn  alle  die- 
jenigen Bewegungen,  die  kein  Perihel  haben,  kommen  bei  Lolling  nur 
als  Zweige  mit  negativen  r  (die  ich  gar  nicht  berücksichtigt  habe ,  und  die 
übrigens  nur  einer  Zeichenänderung  der  Kraft  entsprechen),  ohne  physika- 
lische Bedeutung,  als  „geometrische  Bewegungen",  wie  er  sie  nennt,   vor. 
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Der  Grund  davon  ist  der,  dass  er  zum  Zweck  der  Constantenbestimmang 
voraussetzt,  das  bewegte  Theilcben  habe  zu  einer  bestimmten  Anfangszeit 
nur  eine  Geschwindigkeit  o  senkrecht  zum  Radiusvector  r.  Es  ist  aber  von 
vornherein  gar  nicht  ersichtlich ,  ob  es  überhaupt  jemals  einen  solchen  Zeit- 
punkt geben  kann,  in  dem  r  =  0  ist.  Wollte  Lolling  als  Grund  der  Un- 
möglichkeit der  anderen  Bewegungen  anführen ,  dass  dann  r  an  einer  Stelle 
00  werden  würde,  so  würde  dasselbe  von  der  Bewegung  im  innem  Kreise 
von  Fig.  6  gelten,  die  Lolling  doch  nicht  als  unmöglich  bezeichnet.  Oder 
sollte  etwa  Lolling  die  Weber*sche  BeschrSnkung  der  Grösse  von  k^  adop- 
tirt  haben  ?  Davon  sagt  er  gar  nichts ,  und  dann  wftre  es  doch  immer  ein 
Fortschritt  meinerseits,  diese  Beschränkung,  deren  Berechtigung  fraglich 
ist,  fallen  gelassen  zu  haben,  schon  um  des  analytischen  Interesses  der 
Resultate  willen. 

Zweitens  geht  Lolling  auf  die  verschiedenen  Grenzfälle  gar  nicht  ein, 
und  so  kommt  es,  dass  er  über  den  Zusammenhang  der  Curven  unter 
einander,  insbesondere  auch  über  den  Fall  der  Fig.  7  ganz  irrige  Vor- 
stellungen hat.  Er  meint,  dass  dann  die  Bahncurve  aus  zwei  geraden 
Linien  bestehe,  die  sich  bei  t*»^,  unter  einem  bestimmten  Winkel  an- 
einandersetzen  (pag.  329  bei  Lolling).  Ausser  diesem  directen  Fehler  ist 
mir  übrigens  noch  ein  kleiner  Irrthum  Lolling's  aufgefallen ,  nämlich ,  dass 
er  den  Radiusvector  für  r  =  Qo  direct  als  Asymptote  der  Bahncurve  an- 
sieht, während  doch  die  letztere  die  stets  von  0  verschiedene  Entfernung 
V^QiQt  ^^™  0- Punkt  besitzt 

Drittens  ist  es  doch  wünschenswerth ,  das ,  was  mit  einfacheren  Mitteln 
besser  geleistet  werden  kann,  auch  mit  diesen  Mitteln  zu  leisten.  Statt  so 
die  qualitative  Untersuchung  der  Bewegung  direct  an  die  Ausdrücke  für 
die  Geschwindigkeitscomponenten  zu  knüpfen,  wie  ich  es  gethan  habe, 
führt  Lolling  sofort  die  elliptischen  Functionen  ein  und  führt  die  zweite 
Integration  aus.  Um  nachher  die  Curven  zu  untersuchen,  was  nur  sehr 
dürftig  geschieht,  muss  Lolling  erst  wieder  dififerentüren ,  was  doch  sicher 
ein  Umweg  ist. 

Aus  allen  diesen  Gründen  bitte  ich  meine  Arbeit,  eine  erschöpfende 
qualitative  Untersuchung  aller  vorkommenden  Bewegungsformen,  als 
eine  Ergänzung  zu  derjenigen  von  Lolling  zu  betrachten. 


in. 

Einige  Sätze  über  reguläre  Polygone. 

Von 

Benedikt  Spoheb. 


I. 

Es  ist  folgender  Satz  allgemein  bekannt: 

Hat  irgend  eine  Curve  fi*""  Grades  mehrere  Symmetrie- 
achsen, etwa  ly  d.  h.  sind  in  der  Ebene  derselben  l  solche 
gerade  Linien  gelegen,  die  sie  in  zwei  symmetrische  Hftlften 
zerlegen,  so  gehen  diese  l  Symmetrieachsen  alle  durch  einen 
und  denselben  Punkt  0. 

Es  ist  weiter  in  dem  Begriffe  Symmetrieachse  selbst  enthalten,  dass 
alle  übrigen  Symmetrieachsen  mit  einer  beliebigen  paarweise  im  Punkte  0 
gleiche  Winkel  bilden.  Eine  Ausnahme  hiervon  macht  nur  eine  zu  der  be- 
liebig gew&hlten  etwa  senkrecht  stehende  Symmetrieachse.  Wenden  wir 
diese  Betrachtung  auf  jede  einzelne  der  Symmetrieachsen  an,  so  folgt 
femer  der  Satz: 

Die  Symmetrieachsen  theilen  den  Vollwinkel  von  360^  in 
gleiche  Winkel,  d.   h.   irgend  zwei  auf  einander  folgende  der- 

selben  bilden  einen  Winkel  =  — r— . 

Beschreiben  wir  weiter  um  0  durch  einen  beliebigen  Curvenpunkt  einen 
Kreis,  so  sind  durch  die  {  Symmetrieachsen  auf  dem  Kreise  und  der  Curve 
2 1  gemeinsame  Punkte  derart  bestimmt ,  dass  die  Symmetrieachsen  auf  je 
l  Seiten  und  Diagonalen  des  durch  die  21  Punkte  bestimmten  Vielecks 
senkrecht  stehen.  Jeder  Kreis  um  {  durch  einen  beliebigen  Punkt  der 
Curve  hat  also  mindestens  2  {  Punkte  mit  der  Curve  gemein.  Wir  schliessen 
daraus: 

Hat  irgend  eine  algebraische  Curve  t»^®°  Grades  mehr  als 
n  Symmetrieachsen,  so  muss  sie  nothwendig  in  Kreise  zer- 
fallen, die  alle  den  gemeinsamen  Punkt  0  der  Symmetrie- 
linien zum  Mittelpunkte  haben. 
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Geht  also  aus  der  Art  der  Entstehung  einer  algebraischen  Curve  her- 
vor, dass  sie  eine  bestimmte  Anzahl  Symmetrieachsen  besitzen  muss,  die 
grösser  ist  als  ihr  Grad,  so  können  wir  von  vornherein  behaupten,  dass 
diese  Curve  aus  einem  oder  mehreren  concentrischen  Kreisen  bestehen  wird. 


II. 


Ist 


die  Gleichung  irgend  einer  Geraden  durch  den  Goordinatenursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems ,  und  ist  zudem 

so  stellt  der  Werth  ox^-j-ßyi  die  Entfernung  des  Punktos  {x^ffi)  von  der 
Geraden  L  dar.  Diese  Entfernung  kann  entweder  einen  positiven  oder 
negativen  Werth  haben,  und  zwar  werden  für  alle  Punkte  auf  der  einen 
Seite  der  Geraden  L  die  Entfernungen  positiv,  auf  der  andern  Seite  negativ. 
Wir  sind  also  gewissermassen  berechtigt,  von  einer  positiven  und  einer 
negativen  Seite  der  Geraden  L  zu  reden. 

Sind  insbesondere  n  Geraden,  deren  Gleichungen  sind 

Z3  =  ^.m(^+^)+yro5('^+p)^0 


.  fn.2n  ,     \  ,  /n,2n  .   .\      ^ 


Fig.  1. 


xsin 


gegeben,  so  stellen  dieselben  n  durch  den  Ursprung  gehende  Geraden  dar, 

die  den  Vollwinkel  zusammen  in  2n 
gleiche  Theile  zerlegen.  Durch  die 
in  den  Gleichungen  festgestellten  Coef- 
ficienten  von  x  und  y  ist  für  un- 
gerade n,  zudem  die  durch  Fig.  1 
ersichtliche  Feststellung  der  positiven 
und  negativen  Seiten  der  einzelnen 
Geraden  geschehen.  Irgend  zwei  der 
aufeinanderfolgenden  2n  Halbstrahlen 
kehren  sich  also  stets  die  gleiche  Seite 
zu ,  oder  ein  Punkt  zwischen  2  solchen 
auf  einander  folgenden  Halbstrahlen 
ist  bei  beiden  auf  der  positiven  oder 
negativen  Seite  gelegen. 
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Bilden  wir  nun  irgend  eine  Function  ungeraden  Grades 

q>  {L^^L^^L^, . .  .Ln)  =  0, 

die  in  Bezug  auf  die  Indices  1  bis  n  die  Eigenschaften  hat,  dass  sie  sich 
nicht  ändert ,  wenn  wir  jeden  Indices  durch  den  folgenden  ersetzen , .  also 
etwa  anstatt  dem  Indices  4  den  6,  anstatt  5  den  6  u.  s.  w.  schreiben  und 
welche  zudem  die  weitere  Eigenschaft  hat,  dass  sie  auch  unveränderlich 
bleibt,  wenn  wir  einen  der  Indices  festhalten  und  die  in  dem  Cyklus  von 
ihm  gleich  weit  abstehenden  mit  einander  vertauschen,  so  können  wir  in 
Bezug  auf  diese  Function  folgende  geometrische  Betrachtung  veranstalten. 
Ist  P  irgend  ein  Punkt  des  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Ortes,  und  ist  0 B^  die  Halbirungslinie  des  Winkels  il^OJg* 
80  wird  ein  zweiter  Punkt  P^,  der  zu  P  so  gelegen  ist,  dass  OB^  das 
Halbirnngslotk  von  PP^  ist,  auch  auf  dem  Orte  gelegen  sein,  denn  die 
Function  wird  sich  nach  dem  Obigen  nicht  ändern,  wenn  wir  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  P  von  den  Geraden  XpXg,. .  .Z«  durch  die  Entfer- 
nungen des  Punktes  P^  von  diesen  Geraden  ersetzen;  es  wird  dies  gleich- 
bedeutend sein  mit  einer  Vertauschnng  der  Indices  in  der  oben  als  statt- 
haft angegebenen  zweiten  Art. 

Daraus  schliessen  wir: 

Die  GeradeOJ?^  ist  Symmetrieachse  des  Ortes  (p(Zj,i2,...i„)=0. 

Und  da  diese  Eigenschaft  auch  jeder  andern  Geraden  OB  in  gleicher 
Art  zukommt,  die  einen  Winkel  von  2  aufeinander  folgenden  Geraden  OA 
halbirt,  so  haben  wir: 

Die  durch  die  Gleichung  gp  =  0  dargestellte  Curve  hat  die- 
jenigen n  Geraden,  welche  die  Winkel  zweier  aufeinander- 
folgenden Geraden  OA  halbiren,  zu  Symmetrieachsen. 

Ist  ferner  die  Function  9  =  0  eine  homogene  in  den  Geraden  L ,  und 
zwar  vom  Grade  Pf  so  haben  wir  für  gerade  p  zudem  noch,  dass  auch  die 
Geraden  OA  Symmetrieachsen  des  Ortes  sind.  Tritt  nämlich  ein  Punkt  P 
von  dem  Winkel  A^OA^  etwa  in  den  Winkel  A^Oa^  über,  so  sind  zwar 
die  Werthe  L^yL^^L^^.^.Ln  für  2  Punkte  P  und  Pj,  von  denen  OA^  das 
Halbirungsloth  der  Verbindungslinie  ist,  gleich  aber  nicht  alle  von  dem- 
selben Vorzeichen;  aber  diese  verschiedenen  Vorzeichen  treten  paarweise 
auf,  so  dass  also  der  Werth  y(i,,i,,...i„)  =  0  auch  für  den  Punkt  P^ 
befriedigt  ist.     Fassen   wir  diese  Resultate  zusammen,  so  haben  wir  also: 

Ist  irgend  eine  homogene  Function  p^*°  Grades  9>(Zri,2;2,*..X„) 
=  0  gegeben,  die  in  Bezug  auf  die  Indices  1,2...  n  die  oben 
angegebene  Eigenschaft  hat,  und  ist  n  ungerade,  und  stellen 
IjiyL^y.>,Lj,  n  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade,  die  mit 
einander  gleiche   Winkel  bilden,    dar,   so  hat  die  durch  <)p=sO 
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dargestellte  Curve  n  oder  2n  Symmetrieachsen,  je  nachdem 
p  ungerade  oder  gerade  ist. 

Berücksichtigen  wir  die  in  I  erwfthnten  Eigenschaften  der  Symmetrieachsen, 
so  folgen  daraas  für  diese  Functionen  gp^O,  wenn  wir  bedenken,  dass  für  unge- 
rade p  die  Gleichung  cp  =  0  mindestens  eine  reelle  Gerade  enthalten  müsste : 

Für  ungerade  j9y  die  zudem  <t»  sind,  yerschwindet  die  oben 
genannte  homogene  Function  9)(X|,X2f>-Z^n)  =  0  identisch,    und: 

Für  gerade  /><2t»  ist  die  Function  ^»(JDi,!/,,!/«...)  =0  eine 
mit  einer  Constanten  multiplicirte  Potenz  von  {ac^  +  y*). 

Für  letztern  Fall  können  wir  dieses  Resultat  auch  so  fassen: 

Für  gerade  J7<2fi  zerfftllt  der  durch  die  Gleichung 
(p{L^,L2jL^,,.Ln)=^k^  dargestellte  Ort  in  Kreise,  die  entweder 
alle  oder  bis  auf  einen  imaginär  werden. 

m. 

Die  in  II.  entwickelten  Sätze  lassen  eine  interessante  geometrische 
Fassung  zu.  Beschreiben  wir  nämlich  über  der  Verbindungslinie  eines 
Punktes  P,  der  im  Falle  p  ungerade  ist,  beliebig,  im  Falle  p  gerade  ist 
auf  dem  Ortskreise  gewählt  ist,  und  dem  Coordinatenanfange  0  einen 
Kreis,  der  OP  zum  Durchmesser  hat;  so  bestimmen  auf  diesem  Kreise  die 
n  Geraden  OA  ein  reguläres  n-Eck,  und  die  Lothe  von  /'auf  die  Geraden 
OJ  sind  nichts  anderes  als  die  Verbindungslinien  des  Punktes  P  mit  den 
Ecken  dieses  regulären  ti-Ecks.  Denken  wir  uns  anstatt  dem  Punkte  P 
die  Geraden  OÄ  um  den  Punkt  0  gedreht,  so  ist  weiter  klar,  dass  die 
oben  genannten  Sätze  auch  für  diese  Systeme  von  Geraden  gelten,  oder 
dass  die  Function  q){L^^L2jL^..,Lm)  für  einen  Punkt  P  in  Bezug  auf  jede 
beliebige  Lage  der  n  Geraden  OÄ^  wenn  nur  letztere  gegen  einander  ihre 
Winkel  beibehalten,  ihren  festen  Werth  X;  behält.  Wir  können  uns  also 
auch  auf  dem  Kreise  über  OP  als  Durchmesser  den  Punkt  P  als  fest  denken 
und  das  System  der  Geraden  Oj4  um  0  drehen.  Es  wird  sich  nun  das 
reguläre  Polygon,  das  diesem  Kreise  einbeschrieben  ist,  so  bewegen,  dass 
jede  Ecke  den  ganzen  Kreis  durchläuft,  so  oft  die  Geraden  OÄ  eine  volle 
Drehung  von  360^  gemacht  haben.  Umgekehrt  können  wir  wieder  in 
diesem  Kreise  die  Ecken  des  regulären  Polygons  festhalten  und  den  Punkt  P 
sich  bewegen  lassen,  ohne  dass  die  Function  9>  =  0  ihren  Werth  ändert 
Dies  vorausgeschickt,  gehen  unsere  Hauptsätze  in  II.  in  folgende  über: 

Ist  irgend  einem  Kreise  ein  reguläres  Polygon  mit  unge- 
rader Seitenzahl  n  einbeschrieben  und  nehmen  wir  auf  dem 
Kreise  irgend  einen  beliebigen  Punkt  P  an  und  verbinden 
denselben  mit  den  Ecken  des  regulären  Polygons  durch  Ge- 
rade LyyL^^L^,,.Ln^  so  ist  der  Werth  jeder  homogenen  obigen 
Function  q>  vom  Grade  p  gleich  Null  für  ungerade  p  und 
j7<Cn  und  gleich  einer  Constanten  für  gerade  p<C.2n, 
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IV. 

Es    dürfte   nicht  unnütz  sein,    diese  Resultate  an  einigen  Beispielen 
näher  zu  erOrtem. 

a)  Das  reguläre  Polygon  sei  ein  Dreieck  A^A^A^. 
Wir  erhalten  ftir  jo=r=l  das  bekannte  Resultat: 
Für  irgend  einen  Punkt  P  des  Kreises  zwischen  A^  und  /^g  ist:  ' 

«)     /»^i  — />^,  + />^3  =  0.    Purp  =  2: 

ß)     PA,^+PA^^  +  PA^^^2f^, 

y)-PA^.PA^+  PA^.PA^^  PA^.PA^^^i^,  und  für  ^  =  4: 

6)     PA,^+PA,^  +  PA,'^2f^, 

0      PAi^ .  P^,*  +  P^j» .  PA^^  +PA^^.  PA^  =  s  *. 

V)  Für  das  regulftre  Fünfeck  A^A^A^A^A^: 

Setzen  wir|>=l,  so  ist: 

ä)     PA^  —  PA^  +  PA^^  PAj^+  PA^^O. 

Setzen  wir  ebenso  l>  =  3,  so  haben  wir: 

ß)     P^^^^PA,^  +  PA,^^PA^^+PA^^^O, 

y)     PA^ .  PA^.PA^  —  PA^.PA^.PA^  +  PA^.PA^.  PA^^ 

—  PA^.PA^.  PA^  +  PA^.PA^  .  P^,  =  0, 

ö)     PA^.PA^.PA^  -  PA^.PA^. PA^  +  PA^.PA^ . P^g 

—  PA^.PA^.PAq  +  PA^.  PA^.PA^  =  0. 

Für  p  =  2: 

t)     PA^.PA^  +  PA^.PA^  +  PA^.PA^+  PA^.PA^+  PA^.PA^^const 

u.  s.  w. 
Für  |)  =  4;  z.  B.: 
1?)     P^/  +  Prf/  +  P^8*  +  Pil/  +  PÄf*  =  const. 

Und  wenn  |7 »  6  und  8 ;  z.  B. : 
'&)     PA^  +  Pil,«  +  TA^  +  P-ä/  +  PA^  =  const , 
0     PA^  +  Pil,8  +  P-A,»  +  PA^  +  P^  =  const 

u.  s.  w. 

Alle  diese  Relationen  lassen  sich  wieder  in  Sfttze  fassen ;  so  haben  wir 
z.   B.  fOr  eine  der  einfachsten  Relationen  folgenden  Ausdruck: 

Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  P  eines  Kreises  mit 
den  Ecken  eines  regulären  PoljgonS;  das  dem  Kreise  ein- 
beschrieben ist  und  das  eine  ungerade  Anzahl  n  von  Ecken 
hat,  durch  Strahlen  von  der  Lftnge  ^i,9a...9n,  so  ist 

^^  -  ft**  +  ft'*  -  g/  +  •••  +  fi'«P  =  0. 
wenn  p  ungerade  und  <n  ist,  und 

^i'*  +  5«'*  +  ö's'*+«««+Ö'<i'*  =  const|    wenn  p    gerade 

und  <2n  ist. 
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V. 

Die  entwickelten  Relationen  lassen  aber  noch  eine  weitergehende  geo- 
metrische Deutung  zu.  Beschreiben  wir  nämlich  um  den  Mittelpunkt  des 
regulären  Polygons  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  jeden  der  Strahlen 
PÄ  noch  in  2  Punkten  C  und  D,  so  dass  ÄC^PD  und  PÄ^-FC-FD 
ist.  Da  die  durch  den  Punkt  P  gehenden  Strahlen  den  Vollwinkel  von 
360^  in  2n  gleiche  Theile  zerlegen,  so  folgt  aus  der  Relation 

?!  -  ft  +  ^s  -  ^4  +  ••  •  +  ö'n  =  0 
folgender  Satz: 

Sehneiden  sich  in  einem  Punkte  P  eine  ungerade  Anzahl 
von  n  Strahlen,   so   dass  je  zwei  auf  einander  folgende  Strah- 

len   mit  einander  denselben  Winkel   bilden   (nämlich  =  — ),    so 

n 

sind  dadurch  2n  von  P  ausgehende  Halbstrahlen  bestimmt, 
die  von  irgend  einem  Kreise,  in  welchem  P  innerhalb  beliebig 
gelegen  ist,  in  Punkten  C  so  geschnitten  werden,  dass  die 
Summe  der  ungeraden  Halbstrahlen  PC,  also  des  ersten,  drit- 
ten, fünften  u.  s.  w.  gerade  so  gross  ist  als  die  Summe  der 
gerade  gezählten  Strahlen  PC,  also  des  zweiten,  vierten,  sechs- 
ten. Dabei  ist  es  gleichgiliig,  welchen  Strahl  man  als  den 
ersten  betrachtet. 

Soweit  ist  der  Satz  bereits  in  Crelle's  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  in  Bd.  17.  p.  367  von  E.  F.  Auguste  ohne  Beweis 
gegeben  worden. 

Bezeichnen  wir  weiter  die  Strecken  PC  und  BD  mit  r  und  5,  so  dass 
also 

ist,  und  bedenken  wir,  dass  für  den  Punkt  P  der  Werth  rs  derselbe  ist, 
wir  mögen  den  Strahl  durch  P  ziehen  wie  wir  wollen,  indem  derselbe 
gleich  der  Potenz  von  P  in  Bezug  auf  den  zweiten  beliebigen  Kreis  ist, 
und  dass  weiter: 

g**  =  (r  -  8)P  =  rP  +  a^rs{T  -  s)^-^  +  ^^^s-,?  (^  _  5)p-*  -f ...  +  5P, 
oder  für  ungerade  p\ 

=  f^  -  s-  +  a,hqP-^  +  a^Wqv-^  +.,.+  at^'^q, 
wobei  6  =  r5,  a,,  62 •••^n  gewisse  Constant^n  sind,  so  erhalten  wir: 
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Da  weiter  Dach  dem  obigen  Satze  alle  hier  auftretenden  Summen 
2!qP^^y  £qP~^^y  £qP~'^,,.Zq  gleich  Null  werden,  so  haben  wir  ferner 

-TrP  —  ZäP  =  0 
für  ungerade  p  <  w. 

Ebenso  erhält  man  für  gerade  p: 

and 

£qp  =  £rv  +  2^5»»  +  a^hSqP-^  +  a^h^ZqV^  +. . .+  P .  ath^. 

Alle  hier  auftretenden  Summen  sind  hier  jedoch  gleich  Constanten  mit 
Ausnahme  von  Sr^  und  Xsi»,  d.  h.  wir  erhalten: 

Zr^  +  ZsP  =  const  p  gerade  wie  <  2 «. 

Fassen  wir  diese  Resultate  in  Worte,  so  läs^t  sich  der  von  E.  F.  Auguste 
gegebene  Satz  wie  folgt  verallgemeinern: 

Schneiden  sich  in  einem  Punkte  innerhalb  eines  Kreises 
eine  ungerade  Anzahl  von  n  Geraden  in  der  oben  angegebenen 
Weise,  so  ist  die  Summe  der  j?*«°  Potenzen  für  die  gerad- 
zahligen Strahlen  gleich  der  Summe  der  p^®^  Potenzen  für 
die  ungeradzahligen  Strahlen,  wenn  p  ungerade  und  <n  ist, 
und  die  Summe  der  p^^^  Potenzen  aller  Strahlen  gleich  einer 
Constanten,  wenn  p  gerade  und  <  2n  ist.  Dieser  letztere 
Werth  ändert  sich  nicht,  wenn  man  das  Strahlensjstem  um 
den  Punkt  P  dreht,  ist  also  nur  abhängig  von  dem  Werthe 
des  Kreishalbmessers  und  der  Entfernung  des  Punktes  Pvom 
Kreismittelpunkte. 

Der  erstere  Theil  dieses  Satzes  ist  nach  einer  Notiz  von  Brissane, 
Noavelles  annales  de  mathematique  Bd.  7^  p.  213 — 214  von  Breton  im 
Anschluss  an  obigen  Satz  in  Crelle's  Journal  verallgemeinert  worden,  jedoch 
gab  Breton  für  ungerade  p  die  obere  Grenze  unrichtiger  Weise  kleiner  als 
2n  an,  wie  sich  rechnerisch  schon  für  den  Fall  p  =  3  leicht  zeigen  lässt: 
auch  die  für  gerade  n  gegebene  Verallgemeinerung  Br6ton's  ist  nicht  voll- 
ständig richtig.     Die  Sätze  selbst  sind  ohne  Beweis  von  Brissane  angeführt. 

VI. 

Es  erübrigt  uns  nur  noch,  den  Fall  zu  untersuchen,  für  den  der 
Werth  von  n  gerade  ist.  Setzen  wir  in  Bezug  auf  die  n  Geraden  wieder 
positive  ^d  negative  Seiten  fest,  wie  für  den  Fall  des  ungeraden  n^  so 
zeigt  sich,  dass  die  obige  Anordnung  von  positiven  und  negativen  Seiten 
in  der  Rosette   nicht  mehr  möglich  ist.     Wir  können  auch  hier  noch  fest- 
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Fig.  2. 


stellen,  dass  irgend  2  der  Geraden,  etwa  Ä^^  Ä^  und  Ä^^  A^  sich  die 
gleichartigen  Seiten  zukehren;  es  ist  alsdann  auch  noch  möglich,  auf  die 
angedeutete  Art    eine    Symmetrie    für   die    Gerade    herzustellen,    die    den 

Winkel  A^OA^  halbirt.  Diese  Gerade 
bleibt  jedoch  die  einzige  Symmetrie- 
achse, d.  h.  die  Function  wird,  falls 
alle  Werthe  L^  in  ihr  yertreten  sind, 
auf  diese  Art  zu  keinen  Resultaten 
führen.  Nichts  destoweniger  aber  wird 
es  möglich  sein,  auch  hier  Resultate 
abzuleiten,  die  jedoch  nicht  mehr  in 
solchem  Maasse  symmetrisch  sind  wie 
die  obigen. 

Ist  dagegen  die  Function  (]o  =  0 
vom  geradem  Grade,  und  in  ihr  homo- 
gen, so  ist  es  möglich,  auch  hier  für  die 
Curve  9  =  0  Symmetrieachsen ,  und 
zwar  jetzt  2n  zu  erhalten,  nämlich 
die  Geraden  n  selbst  und  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zweier  auf 
einander  folgenden  Geraden  OA, 

Dies  gilt  namentlich  dann,  wenn  die  Entfernungen  L  in  der  Glei- 
chung 9  =  0  quadratisch  auftreten ,  oder  überhaupt  nur  vom  geraden  Grade. 
In  analoger  Weise,  wie  oben,  erhalten  wir  daraus  die  Sätze,  um  hier 
gleich  zu  speciellen  Resultaten  überzugehen: 

Ist  irgend  einem  Kreise  ein  reguläres  Polygon  von  gera- 
der Seitenzahl  einbeschrieben  und  verbinden  wir  irgend 
einen  Punkt  P  des  Kreises  mit  den  Ecken  des  Polygons  dureh 
Strahlen  g,  so  ist  die  Summe  der  geraden  p**°  Potenzen  für 
Werthe  j?<2w  constant,  wir  mögen  P  wählen  wie  wir  wollen. 
Und: 

Ist  irgend  ein  Punkt  P  innerhalb  eines  Kreises  gegeben, 
und  legen  wir  durch  denselben  eine  gerade  Anzahl  von 
n  Strahlen,  die  alle  mit  einander  gleiche  Winkel  bilden,  so 
ist  die  Summe  der  p^^^  Potenzen  der  2n  von  P  an  den  Kreis 
gehenden  Strahlen  constant,  wenn  wir  das  Strahlensystem 
um  den  Punkt  P  drehen,  und  wenn  p  gerade  und  <C2n  ist. 
Es  sind  nur  specielle  Fälle  hiervon  die  Sätze: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Katheten  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ist  für  dieselbe  Hypotenuse  constant,  nämlich 
gleich  dem  Quadrat  der  Hypotenuse.     Und: 

Schneiden  sich  in  einem  Kreise  2  Sehnen  senkii^cht,  so 
ist  die  Summe  der  Quadrate  der  4  Abschnitte  derselben  con- 
stant, wenn  wir  die  Sehnen  beliebig  um  P  drehen. 
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Es  ist  hier  ii  =  2,  p  =  2  gewählt  worden. 

Ist  ft  =  4,  80  gelten  z.  B.  folgende  Relationen: 

^1^  +  ft^  +  9z  +  ö'/  =  const , 
n.  8.  w. 

VII. 
Wir  haben  oben  in  VI.  erwtthnt,  dass  wir  auch  für  gerade  n  und 
ungerade  p  nichts  destoweniger  Formeln  entwickeln  können,  um  dies  zu 
zeigen,  wollen  wir  ein  bestimmtes  n,  nämlich  6,  nehmen.  Wir  haben  als- 
dann ein  reguläres  6 -Eck  eines  Kreises  mit  den  Ecken  A^^  A^,  J^^  A^y 
^51  -^6-  I^ieses  6 -Eck  können  wir  zusammengesetzt  denken  aus  den  regu- 
lären Dreiecken  Ä^j  A^^  A^  und  A^^  A^,  A^.  Für  diese  und  einen  belie- 
bigen Punkt  P  haben  wir  nun: 

«1-^  +  ^5  =  0, 

y«  — 94  +  ^6  =  0, 

und  hieraus  z.  B.: 

Qi  +  9i-  Qu"  94  +  9s  +  96  =  0. 
Ebenso  finden  wir  aus: 

^i*  +  ft*  +  ?6*"=  const, 
und 

da  diese  Constanten  denselben  Werth  haben: 

Allgemein  haben  wir  z.  B.  die  Sätze: 

Verbinden  wir  die  Ecken  eines  regulären  Polygons  von 
gerader  Seitenzahl  mit  irgend  einem  Punkte  P  des  Umkreises 
durch  Strahlen  9,  so  ist  die  Summe  der  |>*®"  Potenzen  stets 
Null,   wenn  bei  ungeraden  p  auf  zwei  gleichnamigen  Zeichen 

stets  2  ungleichnamige  kommen  undp^^  ist,  und   wenn  bei 

geraden  |><  n  positive  und  negative  Zeichen  abwechseln,  und 
n  nicht  durch  4  theilbar  ist. 

Und: 

Schneiden  sich  in  einem  Punkte  P  innerhalb  eines  Kreises 
eine  gerade  Anzahl  von  n  Geraden  unter  gleichen  Winkeln 
und  ist  n  nicht  durch  4  theilbar,  so  ist  die  Summe  der  p^*^ 
Potenzen  des  ersten  und  zweiten,  fünften  und  sechsten,  neun- 
ten und  zehnten  etc.  Strahles  gleich  der  Summe  der  />^*°  Po- 
tenzen  der   übrigen    Strahlen,    also    des   dritten   und   vierten, 

siebenten  und  achten  etc.,  wenn  p  ungerade  und  <^   ist,    und 

die  Summe  der  p^*^  Potenzen  der  ungeradzahligen  gleich  der 
Samme  der  geradzahligen  für  gerade  p  <  n. 
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In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  Polygone,  deren  Seitenzahl  t 
darch  eine  Primzahl  aasgedrückt  ist,  in  Polygone  von  niederer  Seiten 
zerlegen,  und  jede  dieser  Zerlegung  wird  wieder  zu  Relationen  i 
Strahlen  g^  Pt  r  und  s  führen.  , 

Wir  wollen  weiter  darauf  hinweisen,  dass  die  entwickelten  Besi^ 
es  gestatten,  eine  grosse  Anzahl  trigonometrischer  Relationen  aufzustf 
unterlassen  es  jedoch,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

Stuttgart,  im  Mai  1891.  \ 

i 


IV. 

TTeber  die  Ereisungspunkte  einer  complan  bewegten 

Ebene. 

Von 

Prof.  M.  Grübler. 

4 

in  Biga. 


Hierzu  Tafel  TU. 


Sind  E^^  E^^  E^y  E^  vier  beliebige  Lagen  einer  Ebene  JE7,  welche  sich 
in  einer  complanen  Ebene  J^  bewegt,  so  bilden,  wie  Burmester*  zuerst 
nachgewiesen  hat,  diejenigen  Punkte  Ä  von  J?,  deren  entsprechende  Lagen 
i4|,  A^y  ^3,  A4  demselben  Kreise  angehören,  eine  Focalcarve  dritter  Ord- 
nung, welche  durch  die  6  selbstentsprechenden  Punkte  je  zweier  der  vier 
Ebenen  und  die  imaginSren  Kreispuhkte  geht.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
bilden  ebenfalls  eine,  der  Ebene  Eq  angehOrige  Focalcurye  von  analogen 
Eigenschaften.  Die  erstere  der  Curven  wurde  von  Burmester  die  Kr  eis - 
punktcurve,  die  letztere  die  Mittelpunktcurye  genannt.  Sind  die 
vier  Lagen  consecntive ,  d.  h.  unendlich  nahe  Lagen  einer  irgendwie  in  Eq 
bewegten  Ebene  J?,  so  erh&lt  das  vorstehende  Resultat  die  folgende,  von 
SchOn flies**  mitgetheilte  Gestalt:  „Bewegt  sich  eine  Ebene  E  in  ihrer 
Ebene,  so  giebt  es  in  jedem  Augenblicke  eine  Curve  Jf  dritter  Ordnung, 
deren  Punkte  gerade  Linien  mit  stationärem  Krümmungskreis  beschreiben. 
Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  bilden  eine  in  der  festen  Ebene  Eq  gelegene 
Curve  A^^,  die  ebenfalls  von  der  dritten  Ordnung  ist.  Jede  derselben 
berührt  die  Polcurve  ihrer  Ebene  im  momentanen  Drehungscentrum  drei- 
punktig.  Bei  der  ümkehrung  der  Bewegung  vertauschen  die  beiden  Curven 
ihre  Bedeutung.** 


^  üeber  die  Geradfühnuig  durch  das  Kurbelgetriebe.  Civilingenieur  1876, 
S.  597;  1877,  S.  227  und  319.  Yergl.  ferner:  Burmester,  Lehrbuch  der  Kine- 
matik.   Bd.  1,  S.  616. 

**  Geometrie  der  Bewegung,  8.  39. 

8* 
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Wie  aus  den  letzteren  Sätzen  hervorgeht,  existiren  in  einer  complan 
bewegten  Ebene  Punkte,  deren  Bahnen  ihren  Krümmungskreis  yierpunktig 
berühren.  Diese  Punkte,  welche  Schönflies  Punkte  mit  stationSrem 
Krümmungskreis  genannt  hat,  bewegen  sich  momentan  in  kreisförmigen 
Stellen  (Kreis-  oder  Circularstellen?)  ihrer  Bahnen,  oder,  was  dasselbe  ist, 
vollziehen  momentan  eine  unendlich  kleine  kreisende  Bewegung  und  sollen 
deshalb  kürzer  Kreisungspunkte  der  Ebene  heissen;  die  Mittelpunkte 
der  vierpunktig  berührten  Krümmungskreise  dagegen,  um  welche  die  vor- 
erwähnten Punkte  momentan  kreisen,  mögen  Angelpunkte  genannt 
werden.  Das  Continuum  der  Kreisungspunkte  ist  die  Curve  X^,  welche  der 
bewegten  Ebene  £7  angehört  und  Kreisungspunktcurve  heissen  möge, 
während  die  Angelpunkte  die  der  ruhenden  Ebene  Eq  angehörige  Curve  k^ 
bilden,  welche  mit  dem  Namen  Angelpunktcurve  belegt  werden  soll. 
Die  Kreisungs-  und  Angelpunkte  sind  einander  zugeordnete  Punkte  und 
vertauschen  ihre  Bedeutung  bei  ümkehrung  der  Bewegung. 

Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen  ist  die  Ermittlung  der  Lage 
der  Kreisungs-  und  Angelpunkte.  Wir  werden  zu  derselben  geführt  durch 
Benutzung  der  besonderen  Beziehung,  in  welcher  die  Angelpunkte  zu  den 
Evoluten  der  Bahncurven,  bez.  Hüllbahnen  stehen.  Wie  leicht  ersichtlich, 
hat  die  Evolute  einer  Curve  in  dem  Mittelpunkte  eines  vierpunktig  berüh- 
renden Krümmungskreises  einen  Rückkehrpunkt;  es  sind  sonach  die  Angel- 
punkte zugleich  Rückkehrpunkte  der  Bahnevoluten.  Da  der  Krümmungs- 
radius einer  Curve  in  einem  Rückkehrpunkte  derselben  aber  gleich  Null 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  der  Krümmungsradius  der  Bahnevolute  eines 
Kreisungspunktes  gleich  Null  sein  muss.  Diese  für  die  Kreisungspunkte 
charakteristische  Bedingung  zeigt  nun  sofort,  auf  welchem  Wege  wir  zur 
Kenntniss  der  Lage  der  Kreisungspunkte  gelangen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  den 
Krümmungsradius  der  Evolute  derjenigen  Hüllbahn  zu  finden,  welche  von 
einer  beliebig  gegebenen  Hüllcurve  bei  der  Bewegung  der  Ebene  umhüllt 
wird ,  und  specialisiren  dann  die  gefundene  Lösung  in  entsprechender  Weise, 
indem  wir  darin  den  letzterwähnten  Krümmungsradius  gleich  Null  setzen. 
Hieran  schliesst  sich  die  Mittheilung  einer  einfachen  geometrischen  Con- 
struction  der  Kreisungs-  und  Angelpunkte,  femer  die  Aufstellung  und 
Discussion  der  Gleichungen  der  Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcurven. 
In  engstem  Zusammenhange  mit  den  Kreisungs-  und  Angelpankten  einer 
bewegten  Ebene  stehen  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Polcurven ,  worauf 
ich  in  einer  früheren  Arbeit  (diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXIV,  S.  305)  hinwies. 
Da  im  Folgenden  auf  letztere  Arbeit  öfter  Bezug  genommen  wird,  so  werde 
ich  sie  kurz  mit  [XXXIV,  S. . . .  ]  bezeichnen.  Ferner  beziehe  ich  mich  auch 
des  Oefteren  auf  die  Arbeit:  „lieber  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Pol- 
bahnen", d.  Z.  Bd.  XXIX,  S.  212  und  deren  Ergänzung  in  demselben  Bande, 
S.  382,  die  im  Folgenden  kurz  mit  |XXIX,  8....]  bezeichnet  werden. 
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I. 

Wir  suchen  zuvörderst  die  Lage  der  Kreisungspunkte  auf  einem  ge- 
gebenen Normalstrahle,  welcher  den  Winkel  gp  mit  der  Polcurvennormalen 
einschliessen  mag,  zu  bestimmen.  Es  sei  F  der  Pol  und  c,  /  ein  Hüll- 
curvenpaar,  welches  sich  momentan  im  Punkte  B  auf  diesem  Normalstrahle 
berührt  (s.  Fig.  1,  Taf«  III);  Cund  f  seien  die  entsprechenden  Erttmmungs- 
mittelpunkte  der  beiden  Curven.  Setzen  wir  Pr  =  9,  PC^fj  und  be- 
zeichnen mit  W  den  Durchmesser  des  Wendekreises  der  momentanen  Be- 
wegung der  Ebene,  so  besteht  für  die  drei  Punkte  P,  f,  C  die  Euler 'sehe 
Gleichung 

1)  (J-l)co5v  =  A 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  drei  consecutiye  Lagen  der  bewegten 
Ebene,  welche  mit  I,  II,  III  bezeichnet  werden  mögen.  Nehmen  wir  eine 
vierte  consecutive  Lage  IV  hinzu,  so  ordnet  sich  den  drei  Lagen  II,  III, 
IV  ein  anderer  Pol  F  und  eine  andere  Polcuryennormale  zu,  welche  letz- 
tere die  den  Lagen  I,  II,  III  entsprechende  Polcuryennormale  im  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  ruhenden  Polcurye  p  schneidet.  Denken  wir  uns 
die  LagenSnderung  des  Poles  dadurch  herbeigeführt,  dass  wir  die  Ebene 
um  den  Winkel  d^  drehen,  wobei  die  bewegt«  Polcurye  n  auf  der 
ruhenden  p  um  den  Betrag  FF'  =^d3  vorwärts  rollt ,  so  ist  bekanntlich 

2)  ds^W.d}\}. 

Bezeichnet  dn^  den  Contingenzwinkel  und  hp  =  FCp  den  Krümmungs- 
radius der  Curye  p  im  Punkte  P,  so  hat  man  weiterhin  die  Beziehung 

ds  =^JCp  ,  dfip, 

also  in  Verbindung  mit  2) 

3) 


dnp^W 
d^      kp' 


Den  drei  Lagen  II,  III,  IV  ordnet  sich  aber  auch  ein  anderer  Wende- 
kreis zu;  denn  es  ändert  sich  nicht  nur  die  Lage  des  Berührungspunktes  B 
des  Hüllcurvenpaares,  sondern  auch  die  des  Normalstrahles ,  welche  letztere 
in  P'B^  übergeht.  Diesem  Normalstrahle  ordnen  sich  andere  Krümmungs- 
mittelpunkte des  Hüllcuryenpaares  zu,  welche  C,  bez.  T  sein  mögen  und 
für  die  wieder  die  Euler'sche  Gleichung  besteht,  jedoch  unter  Aenderung 
sämmtlicher  darin  auftretenden  Grössen  um  ihre  Incremente.  Zwischen 
letzteren  besteht  zufolge  1)  sonach  die  Beziehung 

aus  welcher  die  Aenderung  des  Wendekreisdurchmessers  sich  ermitteln  lässt. 
lim  die  Grössen  dtp^  dq  und  dr  abhängig  von  di\f  darstellen  zu  können. 
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benutzen  wir,  dass  C  and  C  Punkte  der  Evolute  e  der  Curve  e  sind  und 
die  Normalen  der  Evolute  in  deren  Punkten  C  und  C  sich  im  Erüm- 
mungsmittelpunkte  M  der  Evolute  e  schneiden  mttssen.  Letzterer  Punkt 
ordnet  sich  sonach  den  vier  Lagen  I,  II,  III,  IV  der  bewegten  Ebene  zu. 
Das  Gleiche  gilt  von  den  Paukten  f  und  f'i  welche  der  Evolute  e  der 
Httllcurve  y  angehören  und  den  Krümmungsmittelpunkt  M  von  c  bestimmen, 
der  den  vier  Lagen  der  Ebene  entspricht.  Berücksichtigen  wir,  dass  der 
Contingenzwinkel  der  Evolute  einer  Curve  der  gleiche  ist,  wie  derjenige 
der  Curve  selbst  im  zugehörigen  Punkte,  so  erhalten  wir,  falls  wir  den 
Winkel  zwischen  den  consecutiven  Normalen  von  c  mit  (fn,  den  ent- 
sprechenden für  y  mit  dv  bezeichnen. 


rr= i.dv\ 

hierin  ist  zur  Abkürzung  der  Krümmungsradius  der  Evolute  e ,  d.  i.  MC  =  e, 
derjenige  von  / ,   d.  i.  M  f  =  c  gesetzt  werden. 

Errichten  wir  im  Pol  P  die  Senkrechte  PP'q  zu  PC,  so  ist  Z.P'  PP^Q  =  g)^ 
folglich 

f^QP'  =  ds,8inq> 

und  demnach 


dr^CCr  +  P'of 

=  e.dn-\-ds.sin<p. 

Andrerseits  ist 

PP'o  =  ds.cosq>, 

und  weil  auch 

• 

PP'o  =  r.dw, 

so  wird 

5) 

_         cosq)    , 
dw  = .  ds 

AM 

r 
und  unter  Benutzung  von  2)  erhalten  wir  dann 

dr  =  i-cosfp  +  smg>J  W,  d^. 
Ganz  analog  ergiebt  sich 

dQ^rT  +  p'o'F 

=  (.dv  +  d8.sinq>\ 

da  aber  die  ursprüngliche  Normale  Bf  der  Curve  y  und  von  ihrer  neuen 
Lage  BT  um  den  Drehwinkel  drfj  der  Ebene  E  in  ihrer  Richtung  abweicht, 
so  ist 

also  nach  5) 
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dv  =  — -.ds  +  dftf 


=  [ — cosq>+  Ijd^ 
und  schliesslich  zufolge  1) 

dv  =  —  eoscp.drp, 
Q 
Man  erhält  demnach 


dps=  l-cosq>  +  8inip\W.  dtj;. 


Beachten  wir  endlich,  dass  die  Gerade  MCp  während  der  Bewegung  der 
Ebene  durch  die  Lagen  I  bis  IV  ihre  Lage  nicht  ändert,  so  folgt,  wenn 
n,  bez.  tip  die  im  gleichen  Sinne  gemessenen  Winkel  dieser  Geraden  mit 
dem  Normalstrahle  PB^  bezw.  der  Polcurvennormalen  bezeichuen,  aus  der 
unmittelbar  der  Figur  zu  entnehmenden  Beziehung 

das  Increment 

dq>=idn^  dfip] 

anter  Verwendung  der  Relationen  3)  und  5)  wird  hieraus 

Diesen  Werth,  sowie  diejenigen  für  dr  und  dg  in  4)   substituirt,   liefern 

+  y^co$ip+8inq>\-^co8q>\dif 
und  mit  Benutzung  von  1)  entsprechend  zusammengezogen 

Der  gefandene  Differentialquotient  muss  nun  bei  einer  irgend  wie 
bestimmten  Bewegung  der  Ebene  dieselbe  Grösse  besitzen  für  alle  Hüll- 
cnryenpaare,  die  sich  auf  dem  gegebenen  Normalstrahle  berühren.  Zieht 
sich  die  Hüllcurye  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  hat  man  in  6)  sssO 
zQ  setzen,  und  ist  dieser  Punkt  ein  Kreisnngspunkt ,  so  muss  auch  es=sO 
sein.  Bei  K  der  Kreisnngspunkt  und  K  der  zugeordnete  Angelpunkt  auf 
dem  gegebenen  Normalstrahle,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung  PK  =  P, 
P  KsszR^  80  folgt  aus  6)  für  dieses  Punktepaar  die  Beziehung 


^)  d^[wr'i^''\p+Br''' 
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Die  Elimination  des  links  stehenden  Differentialqnotienten  ans  (6)  und  (7), 
welche  auch  diejenige  von  hp  nach  sich  zieht,  liefert  die  Gleichung 

Ereisnngs  •  and  Angelpunkt  sind  aber  zugeordnete  Punkte  auf  dem  Normal- 
strahle, für  welche  folglich  die  Euler'sche  Gleichung 


»)  ft-^) 


1 


besteht.     Die  Gleichungen  8)   und   9)  bestimmen   die  Lage  der  Kreisungs- 
und Angelpunkte  auf  dem  Normalstrahle  völlig,  und  zwar  ergiebt  sich 

Wco^q> 


10) 


B     r      \q^     r*/   Z8inq> 

Diese  Ausdrücke  machen  ersichtlich  erstens,  dass  es  auf  jedem  Normal- 
strahle nur  ein  solches  Punktepaar  giebt,  zweitens,  dass  die  Lagedieser 
Punkte  schon  völlig  bestimmt  ist  durch  ein  Hüllcurvenpaar 
c,  /,  welches  sich  auf  dem  Normalstrahle  berührt,  und  die 
Polcurvennormale.     Setzt  man 

Zg^sintp 


W£C08*q> 


=  (>ü» 


=  ro, 


Wecos^q) 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  10)  in  der  folgenden  Form 

P      Q      Qq     r^     R     r 

schreiben,  aus  welcher  die  nachstehende  einfache  Bestimmungsweise  des 
Ereisungs-  und  Angelpunktes  hervorgeht.  Denkt  man  sich  auf  dem  Normal - 
strahle  zwei  Punkte  Vq  und  Cq,  deren  Entfernungen  vom  Pol  Pro  =  ^o, 
PCqSstq  sind,  so  lassen  die  Gleichungen  11)  erkennen,  dass  die  drei 
Punktepaare  K,  AT;  fo,  ^oS  T,  C  in  einer  speciellen  quadratischen  Verwandt- 
schaft stehen,  welche  ganz  gleichartig  ist  mit  derjenigen,  die  die  Punkte 
zweier  gegenseitig  bewegten  Ebenen  einander  zuordnet.  Demgemäss  können 
mittels  bekannter  geometrischer  Constructionen*)  K,  bezw.  K  als  zugeord- 
nete Punkte  zu  f,  bezw.  C  und  dem  Punktepaare  Fq,  Cq  gefimden  werden. 
Es  ist  daher  nur  nöthig,  Tq  und  Cq  geometrisch  zu  constrairen,  was  in 
folgender  Weise  geschehen  kann. 


*)  Vergl.  u.  A.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik.    Bd.  1,  S.  103. 
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Wir  errichten  in  P  (s.  Fig.  2)  eine  Senkrechte  zu  MP,  welche  die 
Grerade  MF  in  M'  schneiden  mGge;  ist  nun  auf  dem  Normalstrahle  der 
Punkt  W  so  bestimmt,  dass 


so  ziehen  wir  rf  1  WM'  und  föUen  von  dem  so  gefundenen  Punkte  f' 
das  Loth  VTq  auf  eine  Senkrechte  in  P  zum  Normalstrahle,  dann  schneidet 
eine  durch  f'o  parallel  zur  Polcurventangente  PT  gelegte  Gerade  den 
Normalstrahl  im  gesuchten  Punkte  Vq.  Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser 
Construction  folgt  einfach  daraus,  dass 

MT      « 
and,  wenn  r'<t>'  die  Hfihe  des  Dreiecks  TTP  ist,  sich 


r<D':MT  =  Pr:Plf' 
verhält.    Dann  ergiebt  sich 


f^= ?!_ 

s.^Wcosfp 


and  weil 


femer  Lr^V^Pessq)^ 


pr'o=rct)', 

^  ^Q^sinq^ 

"  Wi.cosrg^ 

wie  erforderlich.  Analog  construirt  man  C7,  indem  man  von  den  Punkten 
C  und  M  ausgehend  erst  Jlf ,  dann  mittels  W  den  Punkt  C  und  auf  der 
Geraden  Pf'o  den  Punkt  C'q  erhält;  die  Parallele  durch  C'q  zur  Polcurven- 
tangente  schneidet  den  Normalstrahl  in  Cq, 

Anstatt  die  Punkte  K  und  A^  aus  den  Punktepaaren  f^,  C^  und  f,  C 
zu  ermitteln,  kann  man  sie  auch  directer  aus  Tq^Cq  ^^^  ^i^  finden  und 
zwar  wie  folgt:  Man  verbinde  (s.  Fig.  3)  Cq  mit  C  und  f  durch  Gerade, 
welche  die  Polcurventangente  in  C*,  bez.  V"  treffen  mögen;  die  Geraden 
fo^j  bez.  V'qC''  schneiden  dann  den  Normalstrahl  in  K,  bez.  K.  Der 
Beweis  fttr  diese  Construction  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  r'or'QHCoCT'o  j 
PC  zieht  und  ferner  berücksichtigt,  dass  ^QrQlG'QCQ  ist.      Man  hat  danu 

(r'Cr'Qia'P==(/'oCo''PC^PCo:PC==ro:r 
und 

CTo:  Cr'P=  r'or'o  :  Pir=  PV^iPK^q^.R. 

Substituirt  man  die  hieraus  fttr  C'(J\  und  C'V\  sich  ergebenden  Werthe 
in  die  folgende  der  Figur  sofort  zu  entnehmende  Relation 

C.a\ :  Tor-,  =  />Cr, :  ?V\  =  PC  -  C'G\ :  PC"  -  CT'o, 
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80  erhält  man  nach  geringer  Umformung  die  zweite  der  Gleichungen  11); 
ebenso  beweist  man  den  anderen  Theil  der  Constrnction. 

Die  vorausgeschickten  Entwickelungen  sttttzen  sich  auf  die  Figur  1, 
in  welcher  die  ErQmmungsmittelpunkte  M  und  M  der  Evoluten  des  Hüll- 
curvenpaares  eine  solche  Lage  gegenüber  dem  Normalstrahle  haben,  dass 
die  Krümmungsradien  der  Hüllcurven  bei  fortschreitender  Bewegung  zu- 
nehmen, also  die  Grössen  (7C7'  =  c.<iw,  bezw.  rr  =  B.dv  positiv  sind. 
Würde  dagegen  M  auf  der  andern  Seite  des  Normalstrahles  liegen,  so 
müsste  der  Badius  BG  der  Curve  c  bei  fortschreitender  Bewegung  abnehmen, 
also  CC  =  ^e.  dn  zu  setzen  sein.  Hieraus  erkennt  man,  dass  in  vor- 
stehenden Entwickelungen  und  Gleichungen  e  und  s  mit  positivem  oder 
negativem  Zeichen  einzuführen  sind,  je  nachdem  bei  fortschreitender  Be- 
wegung der  Ebene  die  Krümmungsradien  der  HüUcurven  zu-  oder 
abnehmen.  Die  mitgetheilten  Constructionen  werden  hierdurch  nicht 
beeinflusst. 


IL 

Ist  die  Bewegung  der  Ebene  durch  zwei  Paare  von  HüUcurven  c^  y^ 
und  c^y^  bestimmt,  dann  lassen  sich  die  Krümmungsradien  hp  und  k^  der 
Polcurven,  wie  folgt,  ermitteln.  Wir  stellen  die  Gleichung  6)  für  die 
beiden  Hüllcurvenpaare ,  bezw.  deren  Normalstrahlen  auf;  durch  Elimination 

( =  j  aus  den  beiden  entsprechenden  Gleichungen  erhält  man  sofort 


von 


dtif 

tan  <p,  —  tan  tp^ 


12a) 


h 


\p,     r,/  \Q^     r,/ 

/f ,  COS^  (JP,  ^  «8  COS^  <P2       C^  cos*  (JP,        6^  COS*  q>^\  ^ 


Entweder  durch  Umkehrung  der  Bewegung  oder  unter  Benutzung  der  Re- 
lation 

13)  1-1  =  1 

Kji       fCp        W 

erhält  man  weiterhin 


12b) 


tamp^  '-tanq>i      /l    ,  2\    .  /"  1  ,  2  \    . 

— r. — = ir- + J  ^'"  ^'  -  k + J  ''"  "' 

6  j  cos*  0),      f  2  cos*  q>2     e,  cos*  g),      e^  cos*  q>A  ^ 

Die  beiden  Gleichungen  12a)  und   12  b)  finden  sich  bereits   [XXXIV, 
S.  309]  mitgetheilt. 

Denkt  man  sich  auf  den  beiden  Normalstrahlen   die  Kreisungs-  und 
Angelpunkte  bestimmt  und  führt  deren  Abstände  P^,  Pj,  2?^,  R^  ^^™  ^^^ 
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an   Stelle  der  Grössen  q^  r  in   die  Gleichungen   12)   ein ,    so  nehmen  die- 
selben die  einfachere  Gestalt 


14) 


tan  <p,  —  ian 
k 

fanqp,  —  tanq>^ 


an,  weil  für  diese  Pankte  «j  =  (,  =  ei  =  ej  =  0  ist.  unter  entsprechender 
Benutzung  der  Euler'schen  Gleichungen  fttr  die  beiden  Kreisungs-  und 
Angelpunkte,  d.  i.  der  Belationen 

erhalten  wir  schliesslich  ans  14) 

1  3 


16) 


kp     tony,  —  fflng>g\   Äj  R^  /      W 

1  3 


"p;      pT/'^w 


,kn     tang>i—tan<P2\   P,  r^   /      W 


als  Ausdrücke  ftir  die  Krümmungen  der  Polcurven.  Da  dieselben  völlig 
übereinstimmen  mit  denjenigen,  welche  [XXIX,  S.  216]  abgeleitet  wurden, 
so  Ifisst  sich  offenbar  die  [XXIX,  S.  218]  angegebene,  [XXIX,  S.  382]  ab- 
geSnderte  Construction  der  KrümmuDgsmittelpunkte  Cp,  Vn  der  Polcurven 
liier  direct  verwenden,  indem  wir  die  an  citirter  Stelle  mit  C^C,,  bezw. 
K^^  K^  bezeichneten  Punkte  durch  die  Kreisungs-  bezw.  Angelpunkte  auf 
den  beiden  Normalstrahlen  ersetzen.  Hiernach  wird  diese  Construction,  im 
Zasammenhange  dargestellt,  die  folgende: 

Es  seien  K|,  K2  (s.  Fig.  4)  die  Kreisungs-,  JTj,  K^  die  Angelpunkte 
auf  den  beiden  Normalstrahlen  PB^^  bezw.  PB^  der  gegebenen  Hüllcurven- 
paare  und  Q  sei  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Kj  K^  und  K^K^^  dann 
errichten  wir  in  P  eine  Senkrechte  zu  PQ^  welche  die  vorgenannten  Ge- 
raden in  K',  bezw.  K*  schneiden  möge.  Legen  wir  nun  durch  K',  bezw.  K' 
Parallelen  zu  PQ^  welche  die  beiden  Normalstrablen  in  Kq^,  Kq^,  bezw.  Kq^^ 
K^  schneiden,  und  errichten  in  letzteren  Schnittpunkten  Lothe  zu  den 
betreffenden  Normalstrahlen,  so  schneiden  sich  die  ent.sprechenden  Lothe  in 
den  Punkten  Kq,  bezw.  Kq  der  Polcurvennormalen.  Die  vier  Punkte 
KKoATgÄ"'  bilden  dann  ein  Paralleltrapez,  dessen  Diagonalen  Y!  K^  und  J^Kq 
sieh  in  S  schneiden  mögen.  Legen  wir  schliesslich  durch  F  eine  Parallele 
PG  zu  den  parallelen  Seiten  K'K^,  bezw.  K'K^  des  Trapezes,  und  fällen 
von  8  ein  Loth  auf  PQ,  so  schneidet  letzteres  die  erwähnte  Parallele  in 
einem  Punkte  j?,  welcher  mit  K',  bezw.  K'  verbunden,  Geraden  ergiebt, 
die  auf  der  Polcurvennormalen  die  gesuchten  Punkte  Vn^  bezw.  Cp  aus- 
schneiden« 
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Der  Beweis  der  Richtigkeit  die&er  Construction  soll  bier  nicht  wieder- 
holt werden,  dagegen  mögen  diejenigen  Umformungen  der  Ausdrücke  16) 
bier  noch  Platz  finden,  welche  auf  diese  Constructionen  führen,  da  sie 
später  wieder  gebraucht  werden. 

Aus  dem  Bobil  Her 'sehen  Satze  folgt  mit  Rücksicht  darauf ,  dass 
PK'±PQ  ist: 

setzen  wir  nun  zur  Abkürzung  L  PK'Q^='k^  so  ergiebt  sich  aus  den  Drei- 
ecken K^K'P,  bezw.  K^K'Px 

smlc 


Ä,  =  PK,  =  PK\  - 


s%n{q>^  +  ky 


R.=^FK.^PK\  -r^ 


sink 


sin{q>^  +Ä)' 


und  es  wird  folglich 

sin  <jp,      sin  (pg  __  sin  (<p^  +  k)  sin  g>,  —  sin  {q>i  +  k)  sin  (p^ 


17a) 


^i 


Ä 


PK',  sink 


_  sin  (y  I  —  gpg) 
PK' 


1 


cos  qpj .  COS  <Jp2 


""  PK' 

tan  <P|  ^  tan  qpj 


Auf  ganz  analogem  Wege  erhält  man  die  Relation 


17b) 


stn 


in  q>,     sin  ^jpg ^o*»  <P\  -"  tan  gpj 


Vermittels  derselben  führt  man  die  Ausdrucke  16)  über  in 


18) 


1 


1 


welche  in  dieser  Form  ebenfalls  [XXIX,  S.  217]  sich  mitgetheilt  finden. 

Unter  Verwendung   der   oben    stehenden  Ausdrflcke   fttr  22,   and  ü, 
erhSlt  man  weiterhin 
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cos  7,       cos  (jPj  __  sin  (qp,  +  ^)  cos  <p,  —  sin  ( y,  +  k)  cos  gpg 
^1  R%    "  1^\  sink 

_^      sin  (<)p,  —  qpj) sin  (y,  —  tp,) 

~"       TE'.tank   "  PQ 

und  derselbe  Ausdmck  ergiebt  sich,  wenn  man  hierin  die  Grössen  2?| 
und  R^  darch  Pj=P£j,  bezw.  Pg^/^f^  ^n^tzt;  wir  finden  sonach  die 
später  zu  verwendenden  Relationen 


19) 


cosipx       cosq>^  __  cosq>i      costp^ sin{q>^  —  q>^) 

"R,  ^  ~  "P,  PT  PQ       ■ 


III. 


Sei  y  eine  beliebige  Curve  einer  Ebene,  deren  Bewegnng  durch  die 
beiden  Httllcur yenpaare  c^  /j  und  c^  y^  bestimmt  ist ,  so  lässt  sich  mittels 
der  in  I  abgeleiteten  Sesaltate  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der- 
jenigen Curve  c  finden,  welche  y  bei  ihrer  Bewegung  einhüllt.  Stellen 
wir  nämlich,  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen,  für  die  drei 
HllUcarvenpaare  cy^  CiYi,  c^y^  die  Gleichung  6)  auf  und  eliminiren  ans 

den  so  erhaltenen  drei  Gleichungen  sowohl  ;2~('^)>  ^^s  ^^^^  ^pt  so  er- 
giebt sich  die  Gleichung 

20)  ^ 

Äi\tanq>—  fanqPjj— -ijUanqp  — fang?,), 

in  welcher  zur  Abkürzung 

gesetzt  wurde.  In  dieser  Gleichung  ist  q  und  €  als  gegeben  zu  betrachten 
und  r  findet  sich  aus  der  Eul  er 'sehen  Gleichung  1);  die  einzige  Unbe- 
kannte ist  sonach  der  Krümmungsradius  e  der  Evolute  der  Hüllbahn  c, 
nach  welcher  die  Gleichung  20)  aufzulösen  ist.  Besteht  die  Curve  y  nur 
aus  einem  Punkte;  so  hat  man  in  vorstehender  Gleichung  £  =  0  zu  setzen, 
und  ist  dieser  Punkt  ein  Kreisungspunkt,  so  muss  weiterhin  auch  e  =  0  sein. 

Führen  wir  die  letzteren  Specialwerthe  für  €  und  e  in  20)  ein,  so 
baben  wir  dann  q  und  r  durch  P  und  R  zu  ersetzen;  es  besteht  folglich 
fUr  die  Abstände    des   Kreisungs-    und    Angelpunktes   vom    Pol   auf  dem 
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Normalstrahle,   der  den  Winkel  q>  mit  der  Polcurvennormalen  eindchliesst, 
die  Bedingungsgleichung 

2-.        1       2  _  .  ^1  —  ^> A^tantp^-^AttantPi 

^       P     B      {tan  qpj  —  tan  gp^)  cos  <p      {tan  g}^  —  tan  qp,)  sin  q>  * 

welche  zusammen  mit  9)  die  Grössen  P  und  B  bestimmt.     Man  erhftlt 
22  ^  ^^  [       ^i""^«        I    ^  I      ^  A^tantpt—  A^tanq>^ 

gg.      1  ^  [       ^1  -  ^t 1  1       ^  ^, </in <p,  —  A^ tan  tp^ 

B      \tantp^-~tan(pt      W]^cos(f>     *6{tan(py'-tanq)t)sin(p^ 
und  wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  tp  als  nnabhSngige  Variabele  betrachtet, 
so    stellen    sie    die    Polargleichungen    der    Kreisungspunkt-    und 
Angelpunktcurye  dar. 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  erheblich  einfacher,  wenn  man  sich 
die  Kreisungs-  und  Angelpunkte  auf  den  Normalstrahlen  der  beiden  Hall- 
curvenpaare  c^y^  und  c,y,  bestimmt  denkt  und  die  Abstände  PpPti  B^^Bt 
dieser  Punkte  vom  Pol  an  Stelle  der  Grössen  ^j,  q^^  r|,  r,  einführt;  es 
ergiebt  sich  dann  zufolge  10): 

Unter  Benutzung  der  Relationen  15)  wird  weiterhin 
3  \tanq>^  —  tan^p^      w]      ^{tanq>^  —  tancp^)  1  VPj      Wcos(pJ      ^^ 

~sm(v,-v.)"\~p;     pTr 

3  \/ong»,  — /anqp,     TT/     3 (te«?», —tan <>>,)}  \Ä,     WcostpJ       ''• 

__  cosqp,  005(p,  l^mqpi     5m(;pt^^ 
~"  sin{q>i  —  <p,)  1    Ä,  Bf    y 

3 i/angp,  —  /angp,)  ~  3 (tanq>i  —  tan^f)  1 VP,       WcosfpJ         * 


^  sin  <p,  «*»  <p,  I  cos  g?i     ccw  <)p, ) 
""«n(<p,  — g>,)  1    Pj    ""    P,    1 

'^sin(fp,'-^y\B,         äTt 
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uod  sabstituirt  man  diese  Ausdrflcke  in  22  a)   und  22  b),  so  erhält  man 
als  Polargleichangen  der  Kreisungspunkt  -  and  Angelpunkicurve : 

23a^  -  =a  1  r/singpi  ^  sinq>f\cos(p^  costpt  ^  fcos<p^  ^  cos  q>t\  sintp^  8inq>t'\ 

^  P'^Mwf^,  —  qp,)L\   Pi  P,   /       cös^  \?^  P,   )       sintp      J 

23 M  1:  —           1          r/gifiy,  ^ 5tnqp,\ cos cp,  cos ip,      /cos gp,  cos q>t  \  smy,  giny^l 

Ä "" «« (9j  —  «p,)  L\    i?,          22,  /       costp           \Bt  ^^       ^^  ^       J 

Die  einfachste  Gestalt  nehmen   diese  Gleichungen  aber  an,  wenn  man  sie 

mittels  der   Relationen    17)   nnd   19)  umformt;    es   ergiebt  sich  dann  zu- 

nfichat: 

1^  __  1  r/an  <p,  —  tan  v,    cos  qp,  cos  g>f     sin  {q>i  —  (p^)   sin  gp,  sin  (p^l 

P^wnfipi  —  <p,)L         pi<"^  '        cosg»  PQ  ^n(p      J 

__        1  stnqp,  sinq>^ 

PK^co^gp         PQ.singf 

Errichtet  man  nun  in  dem  Punkte  Q  (s.  Fig.  5)  eine  Senkrechte  zu  PQ^ 
welche  die  beiden  Normalstrahlen  in  den  Punkten  Q^^  bezw.  Q^  schneiden 
mag,  und  errichtet  hierauf  in  Q^  und  Q^  Lothe  zu  den  betreffenden  Normal- 
strahlen, so  schneiden  sich  diese  Lothe  auf  der  Polcurventangente  in  einem 
Pankte  ^q,  von  dem  sich  leicht  zeigen  lässt,  dass 

PQ 


''i>o-'^n^,.sing>. 

Denn  der  Winkel  zwischen  der  Polcurventangente  nnd  dem  Normalstrahle 
PB^  ist  gleich  90®  — <jP|,  der  zwischen  letzterem  Strahle  und  PQ  ist  gleich 
90*-  gpjj  sonach  wird 

FQ^TÖi  •  cos(90^  -  <pj  cos(9()®  —  ep,)  =  POq  .  sintp^  sinq>^ . 

Setien  wir  noch  zur  Abkürzung  /*Kq=:xq,  POq^Qo^  so  finden  wir  als 
Gleichung  der  Kreisungspunktcurve 

24a)  l L_  +  _J_ 

P      KQCOsq)      qoSinq> 

Qnd  als  Gleichung  der  Angelpunktcurve,  wenn  PK^^ilcQ  gesetzt 
wird)  auf  analogem  Wege 

24b)  i  =  _!_+      ^ 


R     Jcq  COS  g)     Qq  sin  q) ' 

IV. 

Wenn  die  Bewegung  der  Ebene  durch  die  beiden  Polcurven  gegeben 
i^t,  80  reichen  die  in  I  entwickelten  Gleichungen  ebenfalls  völlig  hin,  um 
^ie  Kreisungs-  und  Angelpunkte  der  Ebene  zu  ermitteln.  Da  nSmlich  die 
der  bewegten  Ebene  angehörige  Polcurve  n  die  ruhende  Polcurve  p  ein- 
^ttlU,  die  beiden  Curven  also  ein  Hüllcurvenpaar  bilden,   welches  sich  auf 
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der  Polcaryennormale  berührt,  80  gilt  für  dasselbe  die  Gleichung  6),   in 
der  man  9^  =  0,  Q  =  k„^  r^kp  zu  setzen  hat.     Maü  erh&lt  dann 


^)         f,iw)=-(k-w>' 


in  welcher  Gleichung  6^  =  JtfpCp,  bezw.  e„  =  Mnrn  (s.  Fig.  6)  die  Krüm- 
mungsradien der  Evoluten  ep,  bezw.  c^r  ^ei*  Polcuryen  bezeichnen.  Ist 
wieder  y  eine  beliebige  Curye  der  bewegten  Ebene,  und  e  ihre  Httllbabn, 
so  folgt  durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  6)  und  25)  die  Gleichung 

aus  welcher  der  Krümmungsradius  e  der  Evolute  von  c  berechnet  zu  werden 
vermag. 

Für  den  Kreisungs-  und  Angelpunkt  auf  einem  beliebig  angenommenen 
Normalstrahle  erhalten  wir  aus  26)  die  specielle  Gleichung 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  9)  und  12)  sich  die  Ausdrücke: 

[R     \kp      WJ  3cos(p^\V^„     kf^pJisimp 

ergeben.  Dieselben  stellen  die  Polargleichungen  der  Kreisungs- 
punkt* und  Angelpunktcurve  dar,  wenn  wir  darin  B^  P  und  (p  als 
Yariabele  betrachten. 

Beachten  wir,  dass  wir  dieselbe  Bewegung  der  Ebene  erhalten,  ob 
wir  sie  nun  durch  zwei  HüUcurvenpaare  oder  durch  das  zugehörige  Pol- 
curvenpaar  erzeugen ,  so  erkennen  wir ,  dass  die  durch  die  Gleichungen  27) 
dargestellten  Curven  identisch  sein  müssen  mit  den  Cnrven,  welche  die 
Gleichungen  24)  repräsentiren.  Es  müssen  sonach  auch  die  Gleichungen  24) 
und  27)  übereinstimmen,  was  die  nachstehenden  Relationen  zur  Folge  hat: 


28a)  i=i(l  +  l), 

Qo       3  \k\      k\/ 
Die  erste  derselben  lüsst  in  der  Form 

Xq       k^        wY 
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erkennen,  dass  derjenige  Punkt  N^  der  Polcanrennormalen,  dessen  Bahn  Vn 
zum  Krttmmungsmittelponkte  hat,  sich  in  ein  Drittel  der  Strecke  Xq  vom 
Pol  entfernt  befindet  i  d.  h.  dass 

ist.  Da  sich  nun  der  Punkt  Nq  als  zugeordneter  Sjstempunkt  zu  f^  geo- 
metrisch sehr  einfach  ermitteln  iSsst,  so  erhttlt  man  in  diesem  Falle  sofort 
anch  den  wichtigen  Punkt  K^,  indem  man  PKo  =  3PNo  macht  Dasselbe 
gilt  von  dem  Punkte  Cg,  den  man  ganz  analog  findet,  indem  man  zunächst 
den  Krfimmungsmittelpunkt  Nq  der  Bahn  sucht,  welche  Cp,  als  Punkt 
der  bewegten  Ebene  aufgefasst,  beschreiben  würde;  es  ist  dann  wieder 
PCq  =  SPNq.  Es  lassen  sich  demnach,  wenn  die  Polcuryen  gegeben  sind, 
aus  deren  Krflmmungsmittelpankten  fn  und  Cp  die  Punkte  Kq  und  Kq  geo- 
metrisch sehr  einfach  finden ,  wobei  mau  noch  benutzen  kann ,  dass  K^  und 
E^  einander  zugeordnete  Paukte  auf  der  Polcurvennormalen  sind,  weil 
zufolge  28) 

ist. 

Auch  der  Punkt  Qqi  bezw.  die  Strecke  ^o,  ergiebt  sich  hier  in  direc- 
terer  Weise  als  früher.     Setzen  wir  nämlich  in  29) 

so  lassen  sich  k  und  Z,  als  Strecken  betrachtet,  nach  dem  auf  Seite  41 
angegebenen  Verfahren  construiren,  und  zwar  findet  sich  durch  Benutzung 
dieser  Construction  hier  (s.  Fig.  6) 


falls  r'p  und  Cp  hier  dieselben  Punkte  sind ,  welche  in  der  früheren  Con- 
strnction,  bezw.  in  Fig.  2  mit  f'  und  C'  bezeichnet  wurden  und  wieder 
r'n^\  bezw.  C'pF'  die  Lothe  von  den  Punkten  f'«,  bezw.  C'p  auf  die 
Polcnryennormale  darstellen.     Dann  aber  findet  man,  weil 

1  =  1-^ 

Qq  constructiy  sehr  einfach  auf  Grund  des  Satzes,  den  ich  [XXIX,  S.  382] 
milgetheilt  habe.  Ist  nämlich  L  der  Schnittpunkt  der  Geraden  C'pf'n  mit 
der  Polcurvennormalen ,  so  legen  wir  durch  L  eine  Parallele  zur  Polcurven- 
tangente,  welche  die  Gerade  C'p<i>'  im  Punkte  L'  schneiden  möge;  eine 
Parallele  durch  L'  zur  Polcurvennormalen  schneidet  die  Polcurventangente 
im  gesuchten  Punkte  C^o*     ^^°^  Beweise   dieser  Construction  benutze  man, 

9S 
ZeiUchrlft  f.  Mathematik  n.  Pbyvik  XXXVII,  1.  ^ 
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r«0':zr=c' L'iO' rv 


=  1.^:0^ 


=  XF':ZrF'-Z0' 
und  ferner  

ist;  es  folgt  dann  sofort 

1    ^1      1^1 

was  zu  beweisen  war,  weil  constructionsgemäss 


PQ^^LL' 
ist. 

Dorch  diese  Darlegungen  haben  wir  die  Ermittlung  der  Ereisungs- 
und  Angelpunkte  auch  im  vorliegenden  Falle ,  also  bei  gegebenen  Polcurven, 
auf  die  Bestimmung  der  drei  Punkte  Kq,  K^  und  Qq  zurückgeführt,  was 
wir  spftter  bei  der  Untersuchung  der  Ereisungspunkt-  und  Ange1punktcm*ve 
insofern  benutzen  werden,  als  wir  dann  die  Erzeugungsweise  der  ebenen 
Bewegung  ganz  ausser  Betracht  lassen  können. 

Die  Relationen  28)  hätten  sich  auch  direct  ableiten  lassen  und  zwar 
aus  den  Ausdrücken  16)  unter  Verwendung  der  Relationen  17),  wtthreDd 
29)  sich  wie  folgt  gewinnen  lässt*  Aus  der  ersten  der  Gleichungen  27) 
ergiebt  sich  für  zwei  Ereisungspunkte ,  deren  Normalstrahlen  die  Winkel  (p^ 
und  q>^  mit  der  Polcurvennormalen  einschliessen : 

cos 


r  - -pT = 3"  1)^  "  fci;  A*^"^"' -  «'"•0 

und  zufolge  19)  sonach 

oder  endlich  in  Rücksicht  auf  die  früher  bewiesene  Beziehung 


PQ=PQQ.8tn(pi  sinqf^ 
W'/jß5__Cp\      ^^1 

3  \Jf^n      Ä?p/       pö'       Qq 


PQo     ^0 

Die   Verbindung  der  Relationen  25)  und  29)  liefert  die  bemerkens- 
werthe  Beziehung 

dijf 

aus  der  hervorgeht ,  dass  nur  die  Grösse  der  Strecke  ^q  von  Einfluss  auf 
die  Aenderung  des  Wendekreisdurchmessers ,  bezw.  auf  die  momentane  Be- 


»"  Hw>-1' 
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wegnng  der  Ebene  durch  vier  consecntive  Lagen  ist.  Weiterhin  erkennt 
man  dann  aus  29),  dass  die  erwähnte  Bewegung  unabhängig  ist  von  der 
Grosse  der  einzelnen  Krümmungsradien  Bp  und  b%  der  Polcuryenevoluten, 
falls  diese  Radien  nur  der  Gleichung  29)  genügen.  Hierin  unterscheidet 
sich  das  Polcurvenpaar  aber  nicht  von  jedem  Hüllcuryenpaar ,  welches  sich 
in  einem  Punkte  der  Polcurvennormalen  berührt ,  wie  aus  26)  für  9  =  0 
hervorgeht,  während  dies  bei  allen  anderen  Hüllcurvenpaaren  der  Fall  ist, 
weil  deren  Evolutenkrümmungsradien  fdr  die  Lage  der  Kreisungs-  und 
Angelpunkte  des  betreffenden  Normalstrahles,  wie  wir  sehen,  bestimmend 
sind. 

Ist  umgekehrt  die  Bewegung  der  Ebene  durch  zwei  Hüllcurvenpaare 
gegeben,  so  liefert  die  Gleichung 

1 sin  (p^  sin  q>^  /cos  qp,      cos  y A sin  qpj  sin  qpj  /cos  tp^      cos  (pjX 

go""5w{qp^  — 9?2)\    Pj  P2   /      5m(gPi  — (jpj)  \   ^i  Ä2  / 

~      3  W„     Jt^pJ 

wohl  eine  Bedingung  für  die  Grössen  Cp  und  e^,  nicht  aber  diese  letzteren 
selbst.  Will  man  sie  ermitteln,  so  muss  offenbar  noch  eine  weitere  con- 
secntive  Lage  der  bewegten  Ebene  in  Betracht  gezogen  werden.  Da  nun  in 
der  Ebene  im  Allgemeinen  vier  disorete  Punkte  existiren,  deren  fünf  con- 
secutive  Lagen  auf  einem  Kreise  sich  befinden*,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
deren  Bahnen  ihren  Krümmungskreis  fünfpunktig  berühren**,  so  erkennt 
man,  dass  die  Ermittlung  der  Krümmungsradien  der  Polcurvenevoluten  in 
engstem  Zusammenhange  mit  den  letzterwähnten  Punkten  steht.  Die  Be- 
stimmung der  Lage  dieser  Punkte,  welche  selbstredend  der  Kreisungs - 
pnnktcurve  angeboren  müssen,  soll  aber  einer  späteren  Mittheilung  vor- 
behalten bleiben. 

Was  schliesslich  den  Einfluss  der  Lage ,  welche  die  Krümmungsmi^tel- 
pankte  Mp  und  M^r  der  Evoluten  der  Polcurven  gegenüber  der  Polcurven- 
normalen besitzen ;  auf  die  Bewegung  der  Ebene  anlangt,  so  kann  hier 
aaf  das  am  Schlüsse  des  Abschnittes  I  Gesagte  verwiesen  werden. 

V. 

Die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Kreisungspunkt  -  und  Angelpunkt- 
curve  erkennen  wir  unmittelbar  aus  deren  Gleichungen  in  Cartesischen 
Pnnktcoordinaten.  Wählen  wir  den  Pol  als  Coordinatenanfang ,  die  Pol- 
cunennormale  und  -tangente  als  X-,  bezw.  F-Achse  des  Coordinatensystems, 
80  sind  die  Coordinaten  der  Kreisungspunktcnrve 


*  Vergl.  Barmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I,  S.  621. 
**  Siehe  Schönflies,  Geometrie  der  Bewegung,  S.  39. 
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durch  EinfÜhrang  derselben  in  24  a)  erhalten  wir  nach  geringer  Umformung 

32a)  (aj*  +  y«)  (xq«  +  &  y)-^o9o^y  =  ^' 

Dies    ist   die   Gleichung   der  Kreisnngspunktcurve,   wShrend  die  der 
Angelpunktcurve  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

32b)  {x^  +  y^  (kox  +  q,y)  -  Ä^o^o^^  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungsformen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die 
Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcurve  im  Pol  einen  Doppel- 
punkt haben,  ferner,  dass  die  Polcurvennormale  und -tangente 
die  Doppelpunktstangenten  sind*,  endlich,  dass  sie  durch  die 
imaginären  Kreispunkte  gehen,  also  nur  eine  reelle  Asymp- 
tote besitzen.  Es  sind  diese  Curyen  identisch  mit  den  von  Burmes- 
ter**  doppelpunktige  Focalcurven  genannten  Curyen  dritter  Ord- 
nung, wie  später  gezeigt  werden  soll;  da  dieselben,  wie  die  Focalcurven 
dritter  Ordnung  überhaupt,  aber  bereits  sehr  eingehend  untersucht  worden 
sind,  so  kann  bezüglich  der  sonstigen,  speciell  der  geometrischen  Eigen- 
schaften dieser  Curven  auf  die  einschlägige  Literatur  verwiesen  werden.**^ 
Hier  sollen  nur  diejenigen  Eigenschaften  und  Constructionen  der  Kreisungs- 
punkt- und  Angelpunktcurve  Platz  finden,  welche  mit  der  Bewegung  der 
Ebene  in  Zusammenhang  stehen  und  solchergestalt  neu  sein  dürften. 

Aus  der  Polargleichung  24a)  der  Kreisungspunktcurve  folgt,  dass  der 
spitze  Winkel  a,  welchen  die  reelle  Asymptote  PV  (s.  Fig.  7)  dieser  Curve 
mit  der  Polcurvennormalen  PKq  einschliesst ,  bestimmt  ist  durch  den  Werth 

tana  =  ^  -^: 
Qo 

es  hat  also  die  Asymptote  die  in  der  Figur  angenommene  Lage.     Aber  es 
ist  auch 

folglich,  wenn  wir  das  Loth  PAq  auf  die  Gerade  KqQq  fällen ; 

Das  Loth  PAq  schneidet  die  Kreisungspunktcurve  ausser  im  Doppel- 
punkte P  noch  in  einem  Punkte  A ,  dessen  Abstand  PA  =  6  vom  Pol  sich 
aus  24a)  zu 


*  Von  Herrn  Schön  flies  wurde  mir  im  Februar  a.  c.  folgendes  Theorem 
ohne  Ableitung  desselben  brieflich  mitgetheilt;  „Die  Curve  A:*  (Kreisungspunkt- 
curve) ist  eine  focale  ä  noeud;  sie  hat  im  Pol  einen  Doppelpunkt,  und  Tangente 
und  Normale  der  Polbahnen  sind  ihre  Doppelpuuktstangenten." 
**  Lehrbuch  der  Kinematik.    £d.  1,  S.  76. 

•♦♦  Vergl.  hierüber:  Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte.  3.  Aufl.,  S.  869; 
Eckart,  Diese  Zeitschrift  1865.  Bd.  X,  S.  381;  Schröter,  Math.  Annalen. 
Bd.  5,  8.  50;  Bd.  6,  S.  85;  Duräge,  Math.  Annalen.    Bd.  5,  S.  83. 
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ergiebt,  weil  -^tä 

ist;  68  halbirt  sonach  der  Curvenpnnkt  A  das  Loth  PAq. 

Mittels  des  Cnrvenpnnktes  A  und  eines  ttber  PAq  als  Durchmesser 
errichteten  Kreises  iSsst  sich  aber  die  Kreisungspnnktcarve  ttberans  einfach 
constmiren.  Ist  PB  ein  beliebiger  Normalstrahl ,  auf  welchem  wir  den 
Kreisangspunkt  K  bestimmen  wollen,  and  der  den  erwähnten  Kreis  in  H 
schneidet,  so  machen  wir  im  gleichen  Sinne 

Z.HPH'  =  Z-HoPAo  =  a 

(am  einfachsten  durch  Eintragen  der  Sehne  HH'^HqAq  in  den  Kreis  von 
H  aus);  dann  schneidet  die  Gerade  H'A  den  Normalstrahl  PB  im  gesuchten 
Punkte  K.  Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Construction  folgt  leicht, 
wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

/.H'PAo  =  «p 
ist,  wie  aus  der  Construction  unmittelbar  hervorgeht;  dann  muss 

sein  und  folglich,  weil 

Z.KPA  =  9  — «, 
Z.PKA  =  9  +  «. 

m 

8omit  finden  wir  aus  dem  Dreieck  PKA,  in  welchem  PA  =  d,  PK=P 
ist,  den  nachstehenden  Ausdruck  ftlr 

38)  P  =  ,.J!«^. 

Zu  demselben  gelangen  wir  aber  auch,  wenn  wir  in  24a)  die  vorher 

gefundenen  Werthe 

28  2ö 


*o  —  iin»    ^0  — 


cosa  stnct 

substituiren ,  womit  der  fragliche  Beweis  gegeben  ist. 

Bemerkt  mag  hier  noch  werden,  dass  die  Asymptote  PFuAHo  ist, 
also  parallel  dem  Durchmesser  des  über  PAq  errichteten  Kreises,  welcher 
die  Schnittpunkte  des  letzteren  mit  der  Polcurvennormalen  und  -tangente 
yerbindet 

Die  einfache  Gleichung  33)  der  Kreisungspunktcurve  ist  noch  dadurch 
von  Interesse,  dass  sie,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  übereinstimmt  mit 
der  Gleichung  einer  Curve,  die  von  dem  Scheitel  eines  Winkels  beschrieben 
wird,  dessen  Schenkel  den  Winkel  2a  einschliessen ,  falls  sich  der  Winkel 
80  bewegt,  dass  der  eine  Schenkel  immer  durch  den  festen  Punkt  A  der 
Ebene  geht^   während  ein  Punkt  des  andern  Schenkels,  der  vom  Scheitel 
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die  Entfernung  ö  besitzt,  auf  der  Geraden  P  V  gleitet  Nnn  Iftsst  sich 
aber,  wie  Bnrmester*  gezeigt  hat,  die  von  ihm  doppelpanktige 
Focalcurve  genannte  Curve  in  dieser  Weise  erzengen,  womit  erkannt 
wird,  dctös  die  Ereisungspunktcurve  mit  der  doppelpunktigen  Focalcurve 
identisch  ist. 

Die  zuletzt  gegebene  Construction  der  Ereisungspunktcurve,  welche 
auf  die  Gleichung  33)  führte,  und  welche  besonders  zweckmSssig  ist,  weon 
die  Bewegung  der  Ebene  durch  die  Polcurven  erzeugt  wird,  ist  ein  spe- 
cieller  Fall  einer  etwas  allgemeinen  Construction,  die  immer  sehr  einfach 
zum  Ziele  führt,  wenn  irgend  ein  Kreisungspunkt  und  der  Punkt  Kq  auf 
der  Polcurvennormalen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann.  Um  zu 
dieser  Construction  zu  gelangen,  denken  wir  uns  zunächst  auf  zwei  belie- 
bigen Normalstrahlen  die  Rreisungspunkte  gegeben  und  suchen  den  Punkt  Kg. 
Es  sei  PQ  (Fig.  8)  die  den  beiden  Normalstrahlen  zugeordnete  CoUinea- 
tionsachse,  so  errichten  wir  zu  dieser  in  P  eine  Senkrechte,  welche  die 
Verbindungslinie  der  gegebenen  Rreisungspunkte  K^  und  K^  im  Punkte  K' 
schneiden  möge.  Ziehen  wir  nun  durch  K'  eine  Parallele  zu  P0,  welche 
die  Normalstrahlen  in  den  Punkten  Kq^  bez.  K^^  schneidet,  und  errichten 
in  letzteren  Punkten  Lothe  zu  K^^  Py  bez.  Kq^  P,  so  schneiden  sich  diese  in 
dem  gesuchten  Punkte  Kq  .auf  der  Polcurvennormalen.  Wie  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  18)  hervorgeht,  hängt  nun  PKq  =  Kq  nur  von  kjt  und  W 
ab,  nicht  aber  von  den  gegebenen  Kreisungspunkten.  Denken  wir  uns 
sonach  statt  K]  einen  beliebigen  andern  ^eisungspunkt  K  auf  dem  Nor- 
malstrahle PB  gegeben,  so  muss  sich  aus  den  Kreisungspunkten  K  und  K^ 
derselbe  Punkt  Kq  ergeben,  also  auch  Kq^  als  derselbe  Punkt,  weil 


ist.  Berücksichtigen  wir  nun  weiterhin,  dass  bei  variabelem  q)^  und  con- 
stantem  (p^  der  Ort  des  Punktes  K^j  ein  Kreis  über  PK02  ^^^  Durchmesser 
ist,  weil  constructionsgemäss 

L  K  PKoi  =  L  Kq^PKq  =  gpg , 
und  folglich 

Z.K'/'Ko2  =  qPi) 
also  i 

PK  =  PKq2  .  costpj^ 

sein  muss,  so  finden  wir  K  auf  dem  willkürlich  angenommenen  Normal- 
strahle PP,  indem  wir  im  gleichen  Sinne 

LH'PKo,  =  LHPKo  =  9 
antragen  und  den  so  erhaltenen  Punkt  H'  (auf  dem  Kreise  über  PK^  als 

*  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  II,  S.  76. 
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Durchmesser)  mit  K^  durch  eine  Gerade  verbinden;  letztere  schneidet  den 
Normalstrahl  FB  im  gesuchten  Kreisungspunkte  K.* 

Die  frühere  specielie  Construction  folgt  aus  dieser  für  qp,  =»  a. 

Dieselben  Betrachtungen  und  Constructionen  lassen  sich,  wie  ohne 
Weiteres  erkannt  wird,  auf  die  Angelpunktcurye  Übertragen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Punkt  auf  der  Kreisungspunktcurve, 
in  welchem  die  letztere  vom  Wendekreis  geschnitten  wird.  Es  ist  dies  der 
zuerst  Yon  Ball  (Proceedings  of  the  R.  Irish  Acad.  Ser.  II,  Bd.  I,  S.  243) 
bemerkte  ündulationspunkt,  in  welchem  die  Bahntangente  vierpunktig 
von  der  Bahn  des  Punktes  berührt  wird.  Da  der  dem  Ündulationspunkt 
zugeordnete  Angelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  also  JSasoo  sein  muss,  so 
erkennen  wir,  dass  der  ündulationspunkt  im  Schnittpunkt  der 
reellen  Asymptote  der  Angelpunktcurye  mit  dem  Wende- 
kreise liegen  muss.  Die  Asymptote  der  Angelpunktcurye  kann,  wie 
vorher  mitgetheilt,  geometrisch  sehr  einfach  construirt  werden;  sonach  kann 
man  auch  den  ündulationspunkt  leicht  construiren. 

Der  Schnittpunkt  der  Asymptote  der  Ereisungspunktcurve  mit  dem 
Rückkehrkreis  ist  der  ündulationspunkt  für  die  umgekehrte  Bewegung;  da 
dieser  Punkt  auf  der  Angelpunktcurye  liegt,  so  ist  er  zugleich  der  Mittel- 
punkt aller  Krümmungskreise,  welche  die  Enveloppen  der  Systemgeraden 
vierpnnktig  berühren.  Die  Rttckkehrtangente  dieses  Punktes  berührt  ihre 
Enveloppe  in  einer  Spitze  zweiter  Art. 

An  Specialfällen  mOgen  nur  folgende  Erwähnung  finden: 

1.  Ist  ein  Punkt  der  Ebene  gezwungen,  sich  auf  einem  Kreise  zu 
bewegen,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Ereisungspunkt,  und  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  der  zugeordnete  Angelpunkt.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  der  Ebene 
auf  Kreisen,  wie  beim  Gelenkviereck,  so  kann  die  Kreisungspunkt-  und 
Angelpunktcurye  folglich  unmittelbar,  wie  vorher  angegeben,  construirt 
werden.  Wenn  umgekehrt  ein  Kreis  der  bewegten  Ebene  durch  einen 
festen  Punkt  der  ruhenden  Ebene  geht,  so  ist  letzterer  Angelpunkt,  und 
der  Mittelpunkt  des  Kreises  der  zugeordnete  Kreisungspunki 

2.  Bewegt  sich  ein  Punkt  der  Ebene  auf  einer  Geraden,  so  ist  der- 
selbe der  ündulationspunkt;  die  Verbindungslinie  desselben  [mit  dem  Pol 
ist  dann  die  Asymptote  der  Angelpunktcurye.  Geht  eine  Gerade  der  Ebene 
immer  durch  einen  festen  Punkt,  so  ist  letzterer  der  ündulationspunkt  der 
umgekehrten  Bewegung  und  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pol  die  Asymp- 
tote der  Kreisungspunktcurve  der  bewegten  Ebene. 

3.  Sind  die  Polcurven  beide  Kreise,  so  wird,  weil  fn  =  ep  =  0,  zu- 
folge 29) 

*  Diese  Erörterungen,  welche  unmittelbar  zu  obiger  einfachen  Condtruction 
führen,  finden  sich  in  anderem  Znsammenhange  bereits  [XXIX,  S.  221]  mit- 
getheUt. 
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i=o, 

was  auch  anmittelbar  aas  31)  erkannt  zu  werden  vermag,  weil  der  Wende- 
kreisdurchmesser sich  dann  nicht  ändert.  Die  Kreisungspunkt-  and  Angel- 
panktcurye  zerfallen  dann  zufolge  24)  in  die  Polcaryennormale  and  in 
Kreise,  deren  Durchmesser  sich  aus  28)  zu 


Äq  


ö  Vf  fCp  öfCjfiCj 


YV  "^  fCp        TS  fCff  """  iCp 


ergiebt.     Dass  die  Polcarvennormale  jeder  der  beiden  zerfallenden  Curven 
angehört,   erkennt  man  anmittelbar  aus  den  Gleichungen  32) ,   falls  darin 

nach  Division  mit  ^q  —  =  0  gesetzt  wird.    In  derselben  Weise  zerfallen  die 

Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcurve  überhaupt,  sobald  entweder 

1.8         t8    "" 

K  jf        KTp 

ist,  wie  z.  B.  bei  congruent- symmetrischen  Polcuryen,  oder 


wird,  was  z.  B.  eintritt,  wenn  die  Yerbindungslinie  zweier  gegebener 
Kreisungspunkte  der  Verbindungslinie  der  zugeordneten  Angelpunkte 
parallel  ist. 

4.  Ist  die  ruhende  Polcunre  jp  eine  Gerade,  also  A^kod  ,  so  wird  der 
Punkt  Kq  sehr  einfach  angebbar,  weil  nSmlich  aus  28a)  sofort 

folgt.  Dann  ermittelt  man  K^  direct  als  zugeordneten  Punkt  zu  £^,  so 
dass  zufolge  28b)  und  weil  W=:lc^  ist, 

—  2 

wird.  Das  Umgekehrte  gilt ,  wenn  die  bewegte  Polcurve  it  eine  Gerade  ist. 
In  beiden  Fällen  wird  auch  die  Ermittlung  von  Qf^  viel  einfacher,  weil 
dann  entweder  g^  =  i  = /^  f'«  oder  5^^  =  — i  =  — PC"^  ist. 

Riga,  Mai  1891. 
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L  lieber  die  Oleichimg  xP  +  pP=^g^. 

Die  in  der  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsätze  von  Herrn  Rieke 
über  den  Fermat'schen  Satz  (üeber  die  Gleichung  sf  +  y^^^y 
Bd.  XXXIV,  8.238  —  48;  Versuch  über  die  Gleichung  a:P+yP  =  «^, 
Bd.  XXXVI,  8.249  —  54)  sind,  wie  es  mir  scheint,  mit  einigen  Fehlem 
behaftet,  die  ich  mir  erlaube,  hier  hervorzuheben. 

Die  Gleichung  (Bd.  XXXIV,  8.  241): 

P— I        «/  ^\         P^-J^        p/  \         P--5 

m   2    -^|^p-2jom   2   +|:^p-3jim  2    -...  =  0 

besitzt  im  Allgemeinen  keine  rationalen  Wurzeln;  jedoch  werden  ihre  Wur- 
zeln in  der  Folge  als  rationale  ganze  Zahlen  behandelt.    Es  ist  insbeson- 

Pul 
dere  zu  fragen,  was  bedeutet  die  Aussage ;  dass  „m   2      den    Factor  |>... 

haben  muss". 

Bd.  XXXVI,  8.251  wird  bewiesen,  dass: 

durch  — -ff>^  theilbar  ist,  und  hieraus  folgert  man,  dass 

{^«)K)'-+'.(r'+<ö'"*+-] 

ist,  wo  A^i,  X;^  ...  ganze  Zahlen  bedeuten.     Man  muss  aber  beachten,   dass 
die  Theilbarkeit  nicht  im  Allgemeinen,   sondern  nur  für  einen  bestimmten 

Werth  von  —  stattfindet ,    woraus    die    algebraische   Theilbarkeit   nicht 

gefolgert  werden  darf. 

Ein  Leser. 
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n.  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadisoher  Zahlen. 

Die  im  4.  Heft  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  Yom  Herrn  Cand. 
math.  Dietrichkeit  angegebene  Regel  betr.  die  Theilbarkeit  der  Zahlen, 
hat  wohl  nur  für  n  =  3,  7,  9  und  für  diejenigen  n,  deren  letzte  Ziffer 
1,3,  7  oder  9  ist;  Oiltigkeit,  da  die  Vielfachen  der  anderen  Zahlen  nie 
mit  Ol  resp.  mit...  001  endigen.  Für  fi  =  3,  9  ist  es  aber  bequemer, 
wenn  man  versucht,  ob  die  Quersumme  des  Dividend us  durch  3  resp.  9 
theilbar  ist.  Es  bliebe  also  nur  #»  =  7  und  n=ll,  13,  17,  19,  21,  23, 
27,  29  etc.,  für  welche  Zahlen  die  betr.  Methode  anzuwenden  wire. 

Oldenburg  i.  6.  6.  Speokmank. 

Im  ersten  Hefte  vom  36.  Jahrgange  der  „Zeitschrift  ftlr  Mathematik 
und  Physik^  ist  von  Herrn  Dietrichkeit  als  Verallgemeinerung  einer 
bekannten  Regel  ein  Criterium  fUr  die  Theilbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  Z 
durch  n  veröffentlicht  worden. 

Obgleich  ich  durchaus  keinen  Zweifel  hege,  dass  Herr  Dietrichkeit 
diese  Verallgemeinerung  selbständig  gefunden  hat,  möchte  ich  doch  histo- 
risch bemerken,  dass  diese  allgemeine  Regel  schon  in  den  „Comptes  Eten- 
dus  hebdomadaires  des  S6ances  de  TAcad^mie  des  Sciences''  t.  CVI  Nr.  15 
(9.  April  1888)  von  Herrn  Loir  bekannt  gemacht  worden  ist. 

Aber  auch  Herr  Loir  darf  nicht  als  der  eigentliche  Entdecker  dieses 
Verfahrens  betrachtet  werden.  Wie  von  mir  in  den  j^Comptes  Bendos' 
t.  CVII  Nr.  6  (pag.  386)  in  einer  kleinen  Mittheilung  bemerkt  wurde, 
kommt  dieses  Criterium  in  dem,  bereits  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts 
von  dem  bekannten  holländischen  Mathematiker  Prof.  Jacob  de  Gelder 
verfassten  Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  (Orondbeginselen  der  Cjfferkunst, 
Rotterdam,  1793).  Zwar  weiss  ich  nicht,  ob  die  Regel  von  diesem  Ge- 
lehrten entdeckt  wurde,  aber  jedenfalls  ist  dieselbe  nachher  in  viele  hol- 
ländische Lehrbücher  übergegangen. 

Dem  in  Rede  stehenden  Criterium  wird  gewöhnlich  ein  anderes  zur 
Seite  gestellt,  das  mit  einer  kleinen  Abänderung  in  der  von  Hrn.  Dietrich- 
keit benutzten  Form  also  lauten  könnte: 

„um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  w  getheilt  werden 
kann,  multiplicire  man  die  letzte  Ziffer  von  Z  mit  der  für  jedes  n 
besonders  zu  bestimmenden  Zahl  "k  und  addire  das  erhaltene  Product 
zu  den  von  den  vorhergehenden  Ziffern  gebildeten  Zahl.  Ist  die  gefun- 
dene  Summe  durch  n  theilbar,  so  ist  es  auch  ZJ^ 

Die  Zahl  A;  bestimmt  sich  nach  folgender  Regel: 
„Man  schreibe  alle  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  der 
Ziffer  9  endigen,  streiche  diese  Ziffer  9  weg  und  addire   1  zu  der 
von  den  übrigen  Ziffern  gebildeten  Zahl;  dann  genügen  die 
so  erhaltenen  Zahlen  den  für  'k  angegebenen  Bedingungen.'' 
Z.  B.:  wenn  fis=  13,  wird  fl;=:4,  17  n.  s.  w. 

Dr.  R.  H.  VAN  Dorsten, 

Lehrer  am  OymnAsium  BratmiAanm  in  Rott«r4«m. 
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in.    Zwei  Sätze  über  coUineare  Ebenen. 

1.  Wir  gehen  von  2  collinearen  Systemen  derselben  £bene  aas.  ABC 
resp.  ahc  sei  das  Dreieck  der  sich  selbst  entsprechenden  Pankte  resp.  Ge- 
raden (Fundamentaldreieck).     Dann  beweisen  wir  folgenden 

Satz  I.  Eine  Gerade  trifft  ihre  entsprechende  Gerade  and 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  4  Punkten  von  con- 
stantem  DoppelVerhältniss  //. 

Beweis:  Seien  gg\  hh'  zwei  entsprechende  Strahlen  paare,  so  wollen 
wir  mit  G  resp.  JET  die  Schnittpunkte  dieser  Paare  bezeichnen.  Qa%  Q^h%  G'c 
und  Hay  Hb,  Ho  seien  die  Schnittpunkte  von  g  und  h  mit  a ,  & ,  c.  Dann 
müssen  wir  zeigen ,  dass  (ff  Ga  ffft  ff  c)  =  {HHa  H&  ITc)  =  ^. 

Sei  S  der  Schnittpunkt  von  g  und  h,  8'  der  Schnittpunkt  von  g'h\ 
so  bilden  wir  aus  S  und  S'  projectivische  Büschel.  Sie  erzeugen  einen 
Kegelschnitt  K%  der  die  Punkte  8 8\  ABC,  ff  und  H  enthält.  Polglich 
sind  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  8G  H  diesem  Kegelschnitt  eingeschrie- 
ben. Daraus  folgt,  dass  die  Seiten  dieser  Dreiecke  einen  neuen  Kegel- 
schnitt umhüllen.  Die  Tangenten  g k  desselben  werden  von  ah  c  und  der 
Geraden  ffif  in  entsprechenden  Punkten  von  projecti vischen  Reihen  ge- 
schnitten.    Mithin  ist  (ff  ff«  ff 6  ffe)  =  {H Ha  Ht  H^)—J,  w.  z.  b.  w. 

Dem  Satze  I  steht  dual  gegenüber: 

Satz  II.  Verbinden  wir  einen  Punkt  mit  seinem  entspre« 
chenden  Punkte  und  mit  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks, 
so  bilden  diese  Verbindungslinien  ein  constantes  Doppelver- 
hSltniss. 

Wir  können  beweisen ,  dass  das  letztere  Doppelverhältniss  gleich  dem- 
jenigen ist,  von  welchem  Satz  I  spricht.  Sei  n&mlich  eine  beliebige  Ge- 
rade g  gegeben,  so  lässt  sich  diese  als  Verbindungslinie  eines  entsprechenden 
Punktepaares  PP'  auffassen.  Wir  erhalten  dieses  Punktepaar,  indem  wir 
g  sowohl  zu  dem  einen  als  andern  Systeme  rechnen  und  zu  g  die  ent- 
sprechenden Geraden  zeichnen.  Sie  schneiden  ^  in  P  und  P\  Nun  bildet 
P  mit  den  Punkten ^  in  welchen  g  die  Dreieckseiten  ahc  schneidet,  das- 
selbe Doppelverhältniss,  wie  g  mit  den  Strahlen,  welche  aus  P  nach  den 
Ecken  ABC  gehen.*  Das  erste  dieser  Doppelverhältnisse  tritt  in  Satz  I, 
das  zweite  in  Satz  II  auf.  Mithin  sind  diese  Doppelverhältnisse  einander 
gleich. 

Die  bewiesenen  Sätze  gelten  auch  dann  und  haben  einen  bestimmt 
definirten  Sinn,  wenn  zwei  Ecken  des  Fandamentaldreiecks  conjugirt  imagi- 
näre Punkte  auf  einer  reellen  Seite  sind. 

2.  Geben  wir  das  Fundamentaldreieck  von  2  collinearen  Ebenen  und 
2  Doppelverhältnisse  /l^  A\  so  sind  die  collinearen  Ebenen  bestimmt.    Wir 


*  Vergl.  in    meiner  Abhandlung:    Ueber   eine   ebene  Reeiprocität  etc.  im 
XXXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  p.  147  den  Satz  1. 
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finden  za  einer  Geraden  g  die  entsprechende  g\  indem  wir  za  den  Schnitt- 
punkten GaO-bG-o  von  g  und  ah  c  einen  Pankt  Q  construiren,  fOr  den 
{Qa  GbO-eG)=^^>  Hierauf  verbinden  wir  O  mit  ABO  und  bestimmen  zu  diesen 
Verbindungslinien  g^g^g^  eine  Linie  g\  für  welche  lgjgßgcff')  =  ^*' 
Sie  entspricht  g .  Um  zu  einem  Punkte  P  den  entsprechenden  P'  zu  be- 
stimmen, ziehen  wir  PA^PB^  PO  oder  paPftPc  und  zeichnen  eine  Gerade  p 
nach  der  Bedingung  {paPbPc  p)  =  A,  Auf  dieser  Geraden  construiren  wir  zu 
den  Schnittpunkten  P«  Pt  Pe  mit  ahc  einen  Punkt  P'  für  den  (PaPtPeP')=A. 
Er  entspricht  P.  Machen  wir  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  J  =  j\  so 
muss  g  mit  g\  P  mit  P'  zusammenfallen.  Aber  der  Schnittpunkt  von  Gg' 
ist  ein  ausgezeichneter  Punkt  auf  g.  Durch  PP'  geht  eine  ausgezeichnete 
Gerade,  welche  die  2  zusammenfallenden  Punkte  PP'  verbindet.  Wir  ge- 
langen  auf  diesem  Wege   von   der  Collineation   zu  einer  speciellen  Beci- 

procität.* 

Dr.  Bbtel. 


17.   Heber  die  Orössenfolge  einer  Reihe  von  Mittelwerih6n. 

Nachdem  erst  vor  Kurzem  der  bekannte  Satz,  dass  das  arithmetische 
Mittel  aus  n  verschiedenen  positiven  Grössen  grösser  ist  als  das  geometrische, 
durch  Hurwitz  einen  neuen  Beweis  erfahren  hat,**  möge  es  gestattet  sein, 
auf  einen  viel  weniger  bekannten,  allgemeineren  Satz  hinzuweisen. 

Derselbe  ist  xwar  schon  vor  geraumer  Zeit,  als  von  Fort  herrührend, 
durch  Schlömilch  publicirt,***  an  eben  jener  Stelle  aber  auch  der  Wunsch 
ausgesprochen,  der  Satz  möge  einen  seinem  Wesen  mehr  entsprechenden 
Beweis  erhalten. 

Gegeben  seien  n  positive  Grössen,  von  denen  zwei  variabel  gedachte 
mit  a?|  und  x^  bezeichnet  werden. 
Es  bedeute 
(m)     die  Summe  der  als  Producte  aufgefassten  Combinationen  (ohne 

Wiederholung)  der  n  Grössen  zur  m**°  Classe, 
(m)j2  eine  analoge  Summe,   bezüglich  auf  die  nach  Weglassung  von 

x^f  Xt  übrig  bleibenden  n  — 2  Elemente. 
Dann  ist  offenbar: 


*  Im  XXXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  p.  147  behandelte  ich  diese  Recipro- 
cität.  Noch  sei  bemerkt,  dass  die  Beziehungen^  welche  dort  zwischen  Gurren 
entwickelt  werden^  mit  solchen  identisch  sind,  welche  Dr.  Steiner  in  seiner  Dis« 
sertation  über  Curven  vom  Geschlechte  Null  (Zürich  1890)  ableitet.  Die  im  Vor- 
stehenden bewiesenen  2  Sätze  vermitteln  diese  Identität. 

**  „Ueber  den  Vergleich  des  arithmetischen  und  des  geometrischen  Mittels". 
Journal  f.  r.  und  ang.  Math.    Bd.  108 ,  S.  266. 

***  „Üeber  Mittelgrössen  verschiedener  Ordnungen"  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  3, 
S.  801  und  ff.  am  Schiaas. 
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1)  (m)  =  (m  -  2)i,  x^  «2  +  (m  -  1)|,  {x^  +  x^  +  (m),, 

2)  (m  +  1)  =  (m  —  l),jiCi  «g  +  (m)j8  (iCi  +  a:,)  +  (m  + 1),, . 
Der  Abkürzung  wegen  Bei 

(m)  -  (m)„  =  C, 

(m  +  l)-(m  +  l)„=7. 

Hierbei  ist  bemerkenswerth ,  dass 

(m - 1)»„  >(m -  2)„ («)„ 
Überhaupt 

3)  (m-1)«   >(m-2)(m) 

ist     Siebe  hierüber  den  Schluss  der  Note. 

Nun  sei,  unter  Constanthalten  der  n  — 2  übrigen  OrOssen,  die  Varia- 
bilität der  positiven  GrOssen  o;,,  x^  dadurch  beschränkt,  dass  (m),  somit 
auch  C  constant  gehalten  wird. 

Es  gilt  dann: 

4)  V  ist  um  so  grösser,  je  kleiner  {x^  —^)'  ist. 
Denn  es  folgt  ans  1)  und  2): 

Da  die  sämmtlichen  Brüche  rechts  von  den  Gleichheitszeichen  positiven 
Werth  haben  (s.  3),  wichst  F,  wenn  x^  +  x^  abnimmt,  and  wenn  x^x^ 
wächst.  Wenn  aber  ein  die  Gleichungen  5)  und  6)  befriedigendes  Werth- 
System  x\^x\  derart  ist,  dass 

7)  »'i+a?'s<a?i+«2i 

folgt  durch  Qnadriren  von  7)  und  Subtrahiren  der  mit  4  multiplicirten 
Ungleichung  8) 

9)  {x\  -  x\Y  <  {X,  -  x^Y 

und  die  Richtigkeit  der  Behauptung  4)  ist  erwiesen. 

Im  Folgenden  seien  die  n  positiven  Grössen,   so  lange  nichts  Beson- 
deres von  ihnen  gilt,  mit  a|,  o^,  a^,  ,  ,an  bezeichnet,  und 

(m)  =  /"m  («1  a^  «8  •  •  •  ^n) 
gesetzt. 

In  einer  Gleichung: 

* 

seien  von  den  Argumenten  links  vom  Gleichheitszeichen  die  n  ersten  — 
aber  keine  weitem  —  rechts  vom  Gleichheitszeichen  alle  Argumente  gleich 
einer  positiven  Grösse  Mm  geworden. 
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Dann  läset  Bich  folgern,  dass  die  Grössen  0^4. i,  an  +  2***an  nicht 
sämmtlicb  grösser  und  auch  nicht  sämmtlich  kleiner  als  Mm  sein  können. 
Man  wird  daher  unter  ihnen  stets  zwei,  seien  es  etwa  an 4.1  und  an+s« 
ausfindig  machen  können ;  welche  der  Bedingung  genügen 

11)  «n+l    >  Mm   >a„  +  2. 

Man  mache  nun,  unter  Aufrechterhaltung  von  10),  an+\  und  an+s  yariabel, 
resp.  gleich  a^n+i  und  Xn^2^  und  lasse  x„^i=:Mm  werden^  wodurch  x^^t 
auf  einen  bestimmten  positiven  Werth  a'n+?  geschoben  wird.  Dann  muss, 
bei  der  durchaus  positiven  Natur  der  Function /^  weil  o^n+i  =  ^m  zwischen 
an-\-{  und  an+2  fällt,  dies  auch  für  XH^2  =  an  +  2  der  Fall  sein: 

12)  ttn+l    >  a'n-|.2  >an  +  2 

und  es  folgt  aus  11)  und  12): 

13)  (fln + 1  —  o« +2)*  >  {Mm  —  a'„ +2)* 

und  weiter  mittels  4): 

14)  fm^\  (Mm  Mm  .  .  .  Mm\    a„+i  ««  +  2.  •  •  «;,) 

<  fm-^\  {Mm  Mm  .  •  •  Mm  Mm  \    a»^2»  -  'a„). 

Diese  Entwicklungen  lassen  erkennen: 

Wenn  wir  unter  Mm  die  stets  vorhandene  positive  Wurzel  der  Oleichang 

fm  {aiO^a^.  . .  an)  =  fm  {Mm  Mm  Mm  .  .  . Mm)i 
wo  rechts  sämmtliche  Argumente  gleich  sind,  verstehen,  und  eine  passende 
Yertheilung  der  Indices  bei  den  a  vorgenommen  denken ,  so  lässt  sich  unter 
Constanthalten   von   fm   durch   eine  Reihe   von  successiven  Yerwandlnngen 
zweier  ai  die  Folge  von  Ungleichungen  bewirken: 

fm-\-i  («1  a^  Oj  .  .  .  a„)  <.fm+i  {Mm  a\  »3  a^ .  .  .  an) 
fm^\  {Mm  a\  % .  .  .  a^X  fm^\  {Mm  Mm  a\  a^ .  . .  a„) 

fm-\-\  Mm  Mm  ö  8  •  •  ^'•)  <  /)»  +  !  {^m  ^in  Mm  «'4  «5  •  -  •  «n) 


15) 


fm^\  {Mm  Mm     -  •  Mm  ö'n-l  «ii)  <  fm  +  i  {Mm  Mm  •   •  •  Mm  Mm)i 

woraus  sich  ergiebt: 

16)  fm  +  i  (a,  Oj  «8  .  .  .  a„)  <  /"m  +  l  {Mm  Mm  Mm  •  .  •  Mm) 

eine  Ungleichung,   welche  gilt,   so  lange  nicht  sämmtliche  a«  gleich  sind«. 
Bestimmen  wir  nun  eine  Grösse  Mm^i  aus 

WO  rechts  alle  Argumente  gleich  sind,  so  folgt  mittels  16): 

fm~\.\  {Mm  Mm-  .  .  Mm)  >  fm  +  l  {Mm-{-i  Mm  +  \'  •  .  üfm  +  l) 

und   bei  der  positiven  Natur  der  Functionen  f  und   ihrer  Argumente   die 
Ungleichung  M„>  M^+x 

ausführlicher  geschrieben  die  Reihe  von  Ungleichungen: 

.    ^    ^  M,>M,>M,>M^..,>M„', 

m  Worten: 
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Die  Mittelwertbe  aas  n  von  einander  verschiedenen  posi- 
tiven Grössen,  berechnet  mittels  der  fundamentalen  sym- 
metrischen Functionen  /^,  /g,  ^. .  .A»  bilden  eine  fallende  Reihe. 

Ausführlicher  würde  Mp  folgendermassen  zu  schreiben  sein: 


Dies  ist  der  versprochene  Satz. 

Der  Beweis  von  3)  kann  auf  verschiedene  Weise  geliefert  werden. 
Man  vergleiche  z.  B.  Nouv.  Annal.  (2)  3.  Bd.  1864  S.  37;  wo  ein  Beweis 
gegeben  wird,  dass 

17)  sig  (a%+i  —  a»  0^+2)  =  sig  (0*1^+2  —  Oy+i  Oy+s) 

ist.    Hier   bedeutet  sig  das   Vorzeichen  des  dahinter  stehenden   Klammer* 
ausdrucks  (Krön  eck  er),  die  a  sind  Coeffioienten  einer  Gleichung 

flo^  +  öi«""*  +  9««*~^  +  - .  .  +  «11  =  0 
mit  lauter  reellen  Wurzeln  a,  welche  bis  auf  für  1 7 )  irrelevante  Vorzeichen  und  etwa 
einen  constanten  Factor  mit  unseren  f  übereinstimmen.    Da  wir  a  mit  nega- 
tivem Index  gleichNull  setzen  dürfen,  so  wird  für  v  =  —  1  (die  Gleichung  17)  zu 

^  W)  =  sig  (a^*  -  ao  Oj) , 
was  sich  auch  leicht  unabhängig  beweisen  lässt,  und  sämmtliche  Ausdrücke 
ergeben  sich  als  positiv,     q.  e.  d. 

Man  vergl.  übrigens  meinen  in  einem  der  nächsten  Hefte  dieser  Zeitschr. 
erscheinenden  Aufsatz  „über  gewisse  orthosjmmetrische  Determinanten '^ 

Hermann  Brunn. 

V.  Kriterien  der  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Zur  Ergänzung  der  im  vierten  Hefte  dieses  Jahrganges  von  Herrn 
Dietrichkeit  gegebenen  Regel  Iftsst  sich  folgender  Satz  aufstellen,  der  für 
alle  Zahlensysteme  gilt^  die  dem  decadischen  analog  gebildet  sind. 

Um  die  Theilbarkeit  der  Zahl  Z  durch  n  zu  untersuchen,  multiplicire 
man  die  p  letzten  Ziffern  von  Z  mit  der  für  jedes  n  besonders  zu  bestim- 
menden  Zahl  v  und  addire  das  Product  zu  der  Zahl,  welche  von  den 
jenen  p  Ziffern  vorangehenden  Ziffern  gebildet  wird.  Ist  diese  Summe 
durch  n  theilbar,  so  ist  auch  Z  durch  n  theilbar. 

Die  Zahl  v  wird  in  folgender  Weise  bestimmt:  Man  suche  ein  Viel- 
faches von  n,  dessen  letzte  p  Ziffern  jede  einzeln  um  1  kleiner  sind  als 
die  Basis  des  betreffenden  Systems  (für  das  decadische  System  also  9). 
Streicht  man  von  diesem  Vielfachen  diese  p  Ziffern  ab  und  erhöht  die  ver- 
bleibende  Zahl  um  1 ,  so  erhält  man  r. 

Beispiel  für  das  decadische  System. 

Es  soll  mit  Bücksicht  auf  das  zweistellige  Ende  untersucht  werden, 
ob  9503  durch  13  theilbar  sei.  Nun  ist  299  durch  13  theilbar.  Streicht 
man  die  beiden  Nenner  und  addirt  1  zum  Best,  so  erhält  man  t;  =  3. 

Nun  ist  95 +3. 3=:=  104  durch  13  theilbar,  also  auch  9503  durch  13  theilbar. 
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Beispiel  für  das  Neunersystem. 
Es     soll    mit    Berücksichtigung    des    dreistelligen    Endes    untersucht 

werden,  ob  IX (110002)  =  65612  (decadisch) 

durch  47  theilbar  sei. 

Es  ist  IX  (1888)  =  4373  (decadisch)  durch  47  theilbar;  mithin  p»2. 

Ferner  IX  (1 10)  +  2 . 2  =  94  durch  47  theilbar. 

Mithin  auch  IX  ( 1 1 0002)  =  656 12 

durch  47  theilbar 

Allgemein  lässt  sich  die  Sache  in  folgender  Weise  geben: 

worin  B  die  Basis  des  Systems,  a  die  den  letzten  p  Ziffern  vorausgehende 
Zahl  und  q  die  durch  die  letzten  p  Ziffern  dargestellte  Zahl  bedeutet.  Statt 
des  obigen  Ausdrucks  kann  man  schreiben 

Z=  Bi»  (a  +  hg)  +  {hB^  ±  1)  q. 

Ist  nun  hB^  +  l,  resp.  hB^—l  durch  eine  Zahl  n  (die  nicht  in  B  ent- 
halten) theilbar,  so  handelt  es  sich  bei  der  Bestimmung  der  Theilbarkeit 
von  Z  durch  n  nur  darum,  ob  a  — &^,  resp.  a  +  bg  durch  n  theilbar  ist. 
Im  ersten  Falle  resultirt  die  von  Herrn  Dietrichkeit  aufgestellte 
Regel,  im  zweiten  Falle  die  im  Eingange  besprochene  Regel. 

Wien.  Dr,  Karl  Haas. 

VI.  Berichtigung. 
In  Folgendem  erlaube  ich  mir,  auf  ein  Versehen  aufmerksam  zu  machen, 
das  sich  in  dem  Aufsatze  des  Herrn  Rieke,  im  4.  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
S.  249  —  254  vorfindet.  Der  Verfasser  sucht  die  Unmöglichkeit  der  Auf- 
lösung der  Format 'sehen  Qleichung,  x^  +  yV  =  gPy  in  ganzen  Zahlen  zu 
beweisen.  Im  Laufe  seiner  Untersuchung  findet  er  für  |)  =  3 ,  Seite  253, 
die  Gleichung:       /<,  \*      ^   « ^ 4«     /-^  ^  i.  \  /" «  _l  a  ^ 

Hier  betrachtet  er  nun  g  als  unabhängige  Veränderliche,  während  es  doch 
eine  ganze  Zahl  von  ganz  bestimmter  Beschaffenheit  bedeuten  soll;  zudem 
folgt  die  Unmöglichkeit  einer  derartigen  Zerlegung  für  ein  variables  0  schon 
daraus,   dass   die  Discriminante  der  linken  Seite  der  Gleichung  negativ  ist 

~  In  Wirklichkeit  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  nur: 


{-i> 


a      A  —  k^  —  fig 


womit  wohl  nicht  viel  anzufangen  ist.  —  Derselbe  Einwand  gilt  auch  fUr 
den  allgemeinen  Fall,  und  es  ist  somit  die  Unauflösbarkeit  der  Fermat- 
schen  Gleichung  erst  noch  zu  beweisen. 

Göppingen.  Reallehrer  Schuhachbr. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

ZAHLENTHEORIE 

VON 

ADRIEN-MARIE  LEGENDRE. 

NACH  DER  DRITTEN  AUFLAGE  INS  DEUTSCHE  ÜBERTRAGEN 

VOH 

HEBMANN  MASEK. 

ZWEI  BÄNDE. 

[1.  Band:  XVni  u.  442  S.,   H.  Band:  XH  u.  458  S] 
gr.  S.  1886.  geh.  jeder  Band  n.  M.  ll.OO. 

Dieses  im  Jahre  1830  in  dritter  Ausgabe  unter  dem  Titel  „Theorie  des  noinbres"  erschienene 
Werk  von  Legendre  nimmt  unstreitig  unter  den  Erzeugnissen  geistiger  Forschung  auf  mathematischem 
Gebiete  einen  sehr  hervorragenden  Platss  ein.  In  eleganter ,  leicht  verständlicher  Sprache  behandelt 
dasselbe  alle  bis  zd  jener  Zeit  von  allen  Gelehrten,  vor  allen  aber  von  Legendre  selbst  entdeckten 
Eigenschaften  der  Zahlen.  Dabei  werden  größere  Digrossionen  auf  verwandte  Gebiete,  sei  ea  um  die 
nötigen  Hilfsmittel  für  die  Beweisführung  zu  gewinnen,  sei  es  um  die  Bedeutung  der  Zahlentheorie  far 
andere  mathematische  Disziplinen  zu  erweisen,  nicht  vermieden.  In  dieser  Beziehung  sind  namentlich 
einerseits  die  Lehre  von  den  Kettenbrü.chen  und  die  numerische  Auflösung  der  Gleichungen,  andcer- 
aeits  die  mit  großer  AusfUbrlichkoit  im  Anschluß  an  Gauß'sche  Untersuchungen  behandelte  Theorie 
der  Kreisteilungsgleichungen  zu  erwähnen.  Wenn  nun  auch  das  nur  wonige  Jahre  nach  der  ersten 
Ausgabe  des  Legendreschen  Werkes  erschienene  geniale  Gauß'sche  Werk  „  Disquisitiones  arithmeticae^* 
viele  der  in  ersterem  enthaltenen  Eigenschaften  der  Zahlen  von  einem  höheren  Gesichtspunkte  ans 
betrachtet,  wie  denn  überhaupt  das  Gauß'sche  Werk  in  methodischer  Beziehung  große  Vorzüge  vor 
dem  Legendreschen  aufweist  und  hierin  für  spätere  Arbeiten  maßgebend  gewesen  ist,  so  darf  deshalb 
das  Studium  des  letztgenannten  noch  nicht  als  überflüssig  erachtet  werden.  Vielmehr  enthält  dieses 
Werk  des  Interessanten  und  Belehrenden  noch  soviel,  daß  dasselbe,  zumal  die  in  ihm  in  Anwendung 
gebrachten  Hilfsmittel  und  Methoden  höchst  einfacher  und  elementarer  Natur  sind,  allen  denen, 
welche  sich  eingehender  mit  der  Theorie  der  Zahlen  beschäftigen  wollen,  gewissermaßen  zum  Vor- 
studium für  die  Arbeiten  von  Gauß  und  neuerer  Forscher  nicht  dringend  genug  empfohlen  werden 
kann.  Deshalb  dürfte  es  kein  unnützes  Beginnen  sein,  dieses  Werk,  welches  heutzutage  kaum  mehr 
oder  nur  nach  Aufwendung  bedeutender  Mittel  zu  erhalten  ist,  durch  eine  deutsche  Übcrsetzunff 
wieder  einem  größeren  Leserkreise  zugänglich  zu  macheu.  Anmerkungen  und  Zusätze  sind  aber  dieser 
Übersetzung  absichtlich  nicht  beigefügt,  noch  weniger  sind  Änderungen  innerhalb  des  Textes  selbst 
vorgenommen  worden. 


<$erbet'fci)e  ^etfag^Qaitbfttttg ,  #ftei0ttr0  im  ^rei^gau. 


©oeBen  ift  erfrfiiencn  unb  burd^  alle  ©uc^l^anblungcn  ju  bejicl^en: 

Bongaeptzi  J.|  Vorschule   zur   Geometrie  nebst 

Flächen-  und  K5rperberecliiiaiig  für  Pr&paranden,  sowie  zum  Gebrauch 
in  Yolks-,  Fortbildangs«  nnd  Mittelschulen.  Mit  lia  Abbildungen,  gr.  8^ 
(Vm  u.  96  S.)    ur  1.20;  geb.  in  Halbleinwand  mit  Goldtitel  UT  1.50. 

Saf^rbucb  bet  ^aiutwifftniibaften.  Sitktstrt  |iil|r$iiii$  1891-1892. 

(Snt^altenb  bie  l^erüorragenbften  goiifd^ritte  auf  ben  (Gebieten:  V^^W,  <l^|eiitic 
ttitb  4emif4e2:e4itoloaie;  iRe^aitil;  Peteotologie  Uitb))l69ft!onf4e(9eo0toii)tc; 
Kflronomie  ttub  mot^emotifide  @eoara)i|ie:  8oolo0ie  ititb  fßütanit,  %^vft* 
itnb  SonbtQtrtfdlaft;  SRinetoIogie  ttnH  ibeologie;  9lnt|to)ieIogie  nttb  Utaef^i^te; 
@t]un^tMpfit%t,  SRedi)in  nnb  tpf^fiologte;  Sänbet«  m^  eölfettmt^e; 
fianbel,  3nblt{ltic  unb  9ttU^t.  Unter  ^Mtmirfung  Don  Fachmännern  l^eranS^ 
gegeben  bon  ^ofeffot  Dr.  'gtax  ^ifbetntann.  Wxt  35  in  ben  Xejt  gebnidtcn 
^ol3fd)nitten  unb  2  ^ärtd^cn.  gr.  8  °.  (XVI  u.  560  8.)  jT  6;  in  elegantem  Driginal= 
einbanb;  Scinnjanb  mit  3)ecfen:prc{jung  JJf  7,  —  2)ie  ©inbanbbeäe  70  /J* 

^ie  ft^B  fröQeren ^(a^rflange  ftönnrit  naiOOetoaen  »erben;  ^A^i-ganciIIIIl  jum rnnftgigten 
«ßreifc  bon  ä  .*  3,  geb.  .^  i ;  Snbtßanfl  I,  IV,  V  u.  VI  für  i^  JtH;  geb.  ^  7. 

^er  fediftc  ^abrgang  cntbült  ciniftcnttatrt^ifltx  |tt  ben  tt^tn  fünf ^at^t^&uf^tn ^  baS  aui^ 

opart  ftum  greife  oon  -ko  ^J  gu  bejie^fii  ifl. 


Jacob  Steiner's  Sätze  über  den  Sohwerpunkt 

der  gemeinschaftllohen  Punkte  einer  Geraden 

und  einer  algebraischen  Curve. 

Von 

Benedikt  Sporer. 


1.  Irgend  eine  Gerade  S  bat  mit  einer  Corve  w^*°  Grades  (7"  n  Pnnkte 
a  gemein,  welche  reell  oder  imaginär  sein  können.  Immer  aber  wird  ein 
solcher  Pankt  Ä  vorbanden  sein,  den  wir  als  Schwerpunkt  dieser  n  Schnitte 
a  mit  der  Basis  ansehen  können.  Diesen  Punkt  A  werden  wir  karz  als 
„Schwerpunkt  der  Geraden  8^^  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  möge 
folgender  Satz  als  erwiesen  angesehen  werden: 

Wird  eine  Transversale  8  parallel  mit  sich  selbst  fortbe- 
wegt, so  beschreibt  ihr  Schwerpunkte  (d.  h.  der  Schwerpunkt 
ihrer  veränderlichen  n  Schnitte  a)  irgend  eine  bestimmte  Ge- 
rade D,  nfimlich  den  der  Richtung  der  Geraden  8  conjugirten 
Durchmesser  der  Basis  (7^,  oder  aber  auch  die  zu  dem  unendlich 
fernen  Punkt  auf  8  gehörige  Polargerade.  Das  so  erhaltene 
System  Durchmesser  ist  zudem  so  beschaffen,  dass  es  nur  ab- 
hängig ist  von  der  Lage  der  Asymptoten  der  Basis,  jede  Ge- 
rade hat  mit  der  Basis  n  Punkte  a  und  mit  den  Asymptoten 
n  Punkte  &  gemein,  und  die  n  Punkte  a  haben  allemal  denselben 
Punkt  Ä  zum  Schwerpunkt  wie  die  Punkte  h. 

Daran  anschliessend  erhalten  wir: 

Giebt  man  der  Transversale  8  nach  und  nach  alle  Bich- 
tuDgen,  so  entstehen  alle  Durchmesser  D  der  Basis,  wozu  ins- 
besondere auch  ihre  n  Asymptoten  Ä,  gehören,  und  zwar  als 
diejenigen  eigenthümlichen  Durchmesser,  welche  ihrer  eigenen 
Richtung  conjugirt  sind;  daher  liegt  der  Schwerpunkt  ji  jeder 
Transversale  8^  die  einer  Asymptoten  A,  parallel  ist,  in  dem 
unendlich  entfernten  Punkt  der  letzteren;  der  Schwerpunkt 
der  unendlich  fernen  Geraden  G^,  diese  als  Transversale  8 
angesehen,  ist  unbestimmt,  er  liegt  in  jedem  Durchmesser, 
also  nach  jeder  Richtung  hin  (574.)* 

*  Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  verweisen  auf  J.  Steiner's  ges. 
Werke,  Bd.  2. 
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2.  Wie  wir  bereits  früher  gezeigt  haben,*  ist  die  Polarenveloppe  aller 
Polargeraden  für  Pole  einer  Geraden  G  eine  Curye  (n— 1)*®'  Classe  und 
2(fi  — 2)*«»^  Grades.     (497.)    Wir  erhalten  daraus: 

Alle  Durchmesser  einer  Basis  C"  berühren  insgesammt 
eine  bestimmte  Curve  (n-1)*»  Classe  D"-*  und  2(n-2)*« 
Grades  SD^»--*. 

Um  einen  solchen  Durchmesser  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  durch 
einen  Funkt  eine  solche  Gerade  zu  ziehen,  welche  in  diesem  Punkt  ihren 
Schwerpunkt  in  Bezug  auf  die  Basis  hat;  der  Schwerpunkt  einer  2*"'^  zur 
erstem  parallelen  Geraden  giebt  alsdann  einen  2^^  Punkt  des  Durchmes- 
sers. Wählen  wir  den  Punkt  auf  einer  Asymptote  >^.  der  Basis  selbst, 
so  genügt  eS;  wenn  wir  eine  Gerade  bestimmen ,  deren  Schnitte  mit  den 
übrigen  (n— 1)  Asymptoten  ihren  Schwerpunkt  in  dem  gewählten  Punkt 
haben.  Die  Anzahl  derselben  ist  (n  — 2),  indem  ein  Durchmesser  selbst 
auf  Äg  fällt.  Wählen  wir  den  Punkt  derart,  dass  er  auf  der  Asymptote  At 
so  gelegen  ist;  dass  er  Schwerpunkt  der  Schnitte  derselben  mit  den  anderen 
Asymptoten  ist,  so  föUt  ein  2^'  Durchmesser  durch  diesen  Punkt  auf  Äa\  oder: 

Jede  Ag  berührt  die  Curve  D"'^  in  demjenigen  Punkte, 
etwa  a^,  welcher  der  Schwerpunkt  ihrer  (n— 1)  Schnitte  mit 
den  anderen  Asymptoten  ist.  Demnach  gehen  durch  jeden 
Punkt  im  Allgemeinen  (n  —  X)  Durchmesser  D  der  Basis,  oder 
jeder  Punkt  P  ist  Schwerpunkt  von  (»—1)  durch  ihn  gehen- 
den Transversalen  8,  welche  nämlich  jenen  Durchmessern 
beziehlich  conjugiert  sind;  liegt  der  Punkt  P  insbesondere 
in  einer  ^«,  so  ist  diese  selbst  einer  der  (n  — 1)  Durchmesser 
und  so  fällt  die  ihr  conjugirte  Transversale  S  auf  sie,  und  da 
diese  Transversale  mit  den  übrigen  wie  zuvor  ihren  Schwer- 
punkt in  P  haben  muss,  so  kann  also  jeder  Punkt  P  in  der 
Asymptote  Ä,  als  Schwerpunkt  einer  auf  ihr  liegenden  Trans- 
versale S  angesehen  Werden  (575.) 

Weiter  finden  wir: 

Wird  P  in  den  unendlich  fernen  Punkt  a^  der  Ä,  ver- 
legt, so  sind  die  übrigen  durch  ihn  gehenden  (n-'2)  Durch- 
messer alle  mit  Äg  parallel,  die  ihnen  conjugirten  Transver- 
salen fallen  alle  auf  G^  und  die  der  A,  conjugirte  liegt  anf 
dieser  wie  zuvor;  liegt  endlich  P  in  beliebiger  Richtung  auf 
O^^  so  sind  ebenso  alle  (n—  1)  Durchmesser  nach  dieser  Rich- 
tung parallel  und  die  ihnen  conjugirten  Transversalen  fallen 
alle  auf  G^  (575.) 

^      3.   Bezeichnen    wir    ferner    mit   x   die   Anzahl    Doppeltangenten  der 
Curve  D""^,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Plücker'schen  Gleichungen: 

*  Schlö milch,  Zeitschrift  far  Mathematik  Bd.  35,  p.  806. 
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(«-1)  (fi-2)-.2ir  =  2(fi-2), 
oder:  fl?=i(fi-2)  (fi-3); 

Die  CurveD*-*  bat  i  (n  — 2)  (n- 3)  Doppeltangenten.  (575.)* 
4.  Die  Basis  ist  im  Allgemeinen  von  der  fi(n— 1)^'^  Classe,  hat 
somit  mit  der  Curve  IM""*)  auch  fi(n— 1)'  Tangenten  gemein.  Unter 
denselben  sind  aber  die  n  Asymptoten  mit  inbegriffen.  Ziehen  wir  diese 
von  denselben  ab,  so  bleiben  noch  deren  n^(n  — 2)  Durchmesser  Dg  übrig; 
welche  die  Basis  in  fi^(fi  — 2)  Punkten  d^  berühren. 

Ortscurven,  welche  mit  dem  Schwerpunkt  A  einer 
Transversale  zusammenhängen. 

I. 
Ort  des  Schwerpunkts  für  Traasversalen  dnroh  einen  feiten  Pol  P. 

a)  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  (n  —  1)  Durchmesser  der  Basis  C**  und 
also  auch  (n—  1)  solche  Transyersalen  der  Basis,  die  in  ihm  ihren  Schwer- 
punkt haben.  In  irgend  einer  Geraden  durch  den  Pol  P  liegt  femer  nur 
noch  ein  von  dem  Pol  P  verschiedener  Punkt  A^  der  Schwerpunkt  dieser 
Geraden  selbst.  Drehen  wir  die  Gerade  um  den  Pol  P,  so  wird  auf  jeder 
Geraden  ein  von  F  verschiedener  Punkt  A  zu  liegen  kommen  und  A  wird 
(n— l)mal  auf  P  selbst  fallen^.nimlich  für  jede  der  (n^\)  Transver- 
salen der  Basis,  die  ihren  Schwerpunkt  in  P  haben;  oder: 

Wird  eine  beliebige  Transversale  S  um  einen  in  ihr 
liegenden  Pol/'  herumgedreht,  so  beschreibt  ihr  Schwer punktil 
eine  Curve  fi*«**  Grades-^»,  mit  P  als  (n— l)-fachen  Punkt.    (575.) 

V)  Der  (n-1). fache  Punkt  P  gilt  so  viel  als  4(n—  1)  (n--2)  Dop- 
pelpunkte, d.  h.  er  vermindert  die  Classe  der  Curve  A^  um  den  Werth 
(n-1)  {n'^2),  oder: 

Die  Curve  -4»  ist  von  der  2(n  — 1)*«"  Classe.     (575.) 

c)  um  die  Tangenten  im  vielfachen  Punkte  P  zu  bestimmen,  hat  man 
nur  diejenigen  Geraden  8  zu  suchen,  die  P  zum  Schwerpunkt  haben;  d.  h. 
wir  haben  weiter: 

Die  Curve  A^  hat  in  P  diejenigen  Geraden  zu  Tangenten, 
welche  den  Pol  P  zum  Schwerpunkt  haben.     (575.) 

d)  Eine  Gerade  durch  Pj  welche  irgend  einer  Asjmptote  parallel  ist, 
hat  mit  der  Basis  (n  —  1)  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  und  einen  Punkt 
^°f  ^»  gemein« 

Bestimmen  wir  für  die  erstem  (w  —  1)  Punkte  den  Schwerpunkt,  so 
wird  die  Verbindungslinie  von  diesem  Punkt  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkt  auf  der  Asymptote  durch  den  Schwerpunkt  aller  Schnitte  im  Yer- 

*  Hier  steht  in  den  ges.  Werken  Steiner's  der  Werth  i(n— 1)  (n-2). 
Dieser  Werth  ist  unrichtig,  wie  schon  aus  dem  Fall  n^^  folgt,  indem  die  dazu 
gehörige  Curve  D"-*!  ein  Kegelschnitt  ist  und  also  keine  Doppeltangente  haben  kann. 
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hältniss  von  l:(n— 1)  getheilt,  oder  die  Asymptoten  der  Corvo  j4^  sind 
den  Asymptoten  der  Basis  parallel  nnd  ibre  Abstände  von  P  verbalten 
sich  zu  denen  der  Asymptoten  der  Basis  wie  l:n,  oder: 

Die  Asymptoten  ^^  der  Ortscurve  ^"  sind  denen  der 
Basis  parallel|  nnd  zwar  sind  die  beiden  vollständigen  w-Seite, 
n^s  nnd  nA»  einander  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  habenden 
Pol  P  zum  Aehnlichkeitspunkt  und  ihre  homologen  Dimen- 
sionen verhalten  sich  wie  l:n  (575.) 

e)  Da  die  Ortscurve  ^^  mit  der  Basis  parallele  Asymptoten  hat,  so 
liegen  die  übrigen  Schnitte  derselben  mit  der  Basis  auf  einer  Corve 
(n— !)*•*  Orades,  d.  h.  wir  erhalten: 

Durch  jeden  Pol  P  gehen  n(n  —  l)  solche  Transversalen 
£^(s=:/9),  welche  ihren  Schwerpunkt  A^  in  der  Basis  selbst 
haben,  und  zwar  sind  die  zugehörigen  w(n— 1)  Punkte  ^i  die 
Schnitte  der  Basis  mit  einer  Curve  (n— 1)'*"  Grades  (576.) 

f)  Fällt  der  Pol  P  in  die  Basis,  so  folgt  ferner: 

Liegt  der  Pol  in  der  Basis  selbst,  so  wird  diese  in  dem 
Punkte  P  von  der  Ortscurve  (n— l)punktig  berührt,  die  Be- 
rührung wird  n-punktig,  wenn  eine  jener  (n—  l)Transver8alen, 
die  P  zum  Schwerpunkt  haben,  zur  Tangente  der  Basis  in 
diesem  Punkte  wird,  was  jedoch  nur  für  eine  bestimmte  An- 
zahl Punkte  P  der  Fall  sein  kann.* 

II. 
Das  Syttem  Curven  S{ji")  für  Pole  P  einer  Oeraden. 

a)  Liegt  der  Schwerpunkt  A  einer  Transversale  8g  auf  einer  Ge- 
raden &,  so  bestimmt  die  zu  irgend  einem  Pol  P  gehörige  Ortscurve  Ä^ 
auf  der  Geraden  Gn  Punkte  solcher  Transversalen  8^,  die  alle  durch  P 
gehen.     Daraus  erhalten  wir: 

Der  Ort  aller  Transversalen  £f^,  deren  Schwerpunkt  in 
einer  Geraden  ö  liegt,  ist  eine  Curve  n***"  Classe  8^^.  (578.) 

Jeder  Punkt  einer  Asymptote  kann,  wie  wir  sahen,  als  Schwerpunkt 
derselben  angesehen  werden;  die  Asymptoten  sind  also  ebenfalls  Tangenten 
der  Ortscurve  S^",  (578.)  Aber  auch  die  Gerade  &  selbst  ist  eine  solche 
Tangente;  denn  durch  jeden  Punkt  von  G  gehen,  ausser  &,  nur  noch  (n  —  1) 
Transversalen  8^  hindurch;  fällt  der  Punkt  in  den  Schwerpunkt  j4y  von 
Qy  80  fällt  eine  der  Sg  auf  G  selbst,  und  zwar  ist  dieser  Punkt  der  Be 
rührungspunkt  von  G  mit  Sg^.  (578.) 

Alle  Geraden  S^  sind  ferner  so  beschaffen,  dass  keine  zwei  derselben 
parallel  sind.   Soll  eine  Gerade  8^  eine  gegebene  Richtung  haben,  so  bestimmt 

*  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  n(n— 1)^ 
und  zwar  setzt  sich  diese  Zahl  zusammen  aus  den  n  unendlich  fernen  Pankteo 
der  Basis  und  aus  n'(n  — 8)  Punkten  Ot  im  Endlichen. 
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der  dieser  Bichtung  conjugirtc  Darclimesser  anf  O  ihren  Schwerpunkt  A. 
Dies  klSrt  sich  dadnrch  auf,  dass  die  unendlich  ferne  Gerade  0«  mehrfache 
Tangente  des  Ortes  ist,  und  zwar  (n —1)- fache.  Ausser  dieser  mehrfachen 
Tangente  kann  die  Ortscurve  keine  weitere  vielfoche  Tangente  haben,  d.  h.  der 
Grad   der  Ortscurve  i8t=.n(n -1)  -  (n- 1)  (n-2)  =2(n-l).     (578.) 

h)  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  n  Gerade  8g.  Liegt  der  Pol  P  auf 
dem  Orte  S^",  so  gehen  nur  noch  (n  —  1)  Geraden  iS^  durch  diesen  Punkte 
indem  2  Gerade  8^  in  eine  sich  vereinigen,  oder  die  zu  einem  solchen 
Pol  P  gehörige  Curve  A^  berührt  die  Gerade  0,  d.  h.  wir  erhalten: 

Soll  eine  Curve  A^  eine  Gerade  G  berühren,  so  ist  der 
Ort  des  Pols  P  derselben  die  obige  Curve  8g^. 

Und  hieraus: 

Bewegt  sich  der  Pol  P  in  irgend  einer  Geraden  0,  so 
bilden  die  ihm  in  Bezug  auf  die  Basis  C^  in  obigem  Sinne  ent- 
sprechenden Curven  ^^  ein  solches  Curvensystem,  S{A^)  dass 
je  (n  — 1)  derselben  durch  einen  Punkt  gehen  und  je  2  (n  — 1) 
derselben  irgend  eine  Gerade  berühren. 

c)  Durch  jeden  Punkt  Q  auf  einer  Geraden  H  gehen  je  (n  — •  1)  obiger 
Ortscnryen  y^",  deren  Pole  auf  Q-  gelegen  sind.  Ziehen  wir  an  jede  dieser 
Curven  in  Q  die  Tangente  Q/?,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  Q  je  (n  — 1) 
Tangenten  QRy  die  von  Q  verschieden  sind.  Die  Tangente  QR  kann  aber 
auch  mit  der  Geraden  H  zusammenfallen,  und  zwar  ist  für  jede  der  Curven 
des  Systems  dies  der  Fall ,  die  H berührt ;  QR  föllt  demnach  2  (n  —  l)mal  mit 
E  zusammen.  Der  Ort  der  Geraden  QR  ist  also  eine  Curve  der  3(n  —  1)**" 
Classe,  fi2(nlj|*,  die  H  zur  2  (n  —  1)- fachen  Tangente  hat.  Durch  jeden 
Punkt  Q  von  E  gehen  3  (n  — 1)  Gerade  QR^  von  denen  jedoch  2  (n  — 1) 
mit  H  zusammenfallen. 

Die  Curven  eines  Büschels  B{&)  durch  g'  Grundpunkte  sind  ferner 
so  beschaffen ,  dass  je  eine  durch  einen  Punkt  geht  und  je  (2  g  —  2)  eine 
Gerade  berühren.  Ziehen  wir  in  jedem  Punkt  Q  einer  Geraden  H  an  die 
durch  Q  gehende  Curve  0^  des  Büschels  eine  Tangente,  so  gehen  durch 
Q,  (2g  —  1)  solche  Tangenten,  von  denen  jedoch  (2g  —  2)  mit  H  zusammen- 
fallen. Jeder  Cn^ve  C^,  welche  H  berührt,  entspricht  n&mlich  eine  solche 
anf  H  fallende  Tangente.  Der  Ort  dieser  Tangente  ist  somit  eine  Curve 
der  (2g -l)*««  Classe,  äJJzJ  mit  E  als  (2g-2)-facher  Tangente. 

Die  beiden  Ortscurven  filjn-i)  ^^^-^J^i  l^aben  ausser  der  Geraden  E 
noch:        3(n-l)(2g-l)-4(n-l)(g-l)  =  (n-l)(2g  +  l) 

Tangenten  gemein.  Jeder  solchen  gemeinsamen  Tangente  entspricht  auf  E 
ein  solcher  Punkt  Qo,  in  dem  eine  Curve  des  Systems  8{A^)  eine  Curve 
des  Büschels  B{&)  berührt,  d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

*  Der  Index  2  (ti-1) bedeutet  hier,  dass  bei  der  Curve  die  Gerade  H 2 (n-1)- fachen 
Tangente  ist. 
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Soll  eine  Curve  des  Systems  8{A'')  eine  Curve  eines  Bfi- 
schels  ^(C*)  berühren,  so  sind  auf  jeder  Geraden  ir(n—l)(2g+l) 
solche  Punkte  gelegen,  oder  der  Ort  des  Berührungspunktes 
ist  eine  Curve  (n-1)  (2g  +  l)*«»  Grades  J8gz})^'«+^\  mit  den 
Grundpunkten  des  Büschels  als  (n  — l)-fachen  Punkten. 

Durch  jeden  Grundpunkt  des  Büschels  gehen  (n  — 1)  Curven  Ä^  und 
jede  dieser  Curven  wird  von  einer  Curve  des  Büschels  B{&)  berührt. 

Ausser  den  q*  Grundpunkten  hat  jede  Curve  des  Büschels  B{C^)  mit 
der  Ortscurve  B|;z}j^''+*^  noch 

(n-l)(2^  +  l)g-g8(n-l)  =  g((Z+l)(n-.l) 

Punkte  gemein,  oder: 

Das  ganze  System  Curven  S{Ä^)  für  Pole  P  auf  einer  Ge- 
raden G  ist  so  beschaffen,  dass  jede  Curve  C  von  je 
ff(ö'  +  l)(w-l)  Curven  ^»  berührt  wird.     (577.) 

III. 

lieber  die  Enveloppe  der  CorvenBohaar  8{Ä^). 

a)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  Einhüllenden  D"""^  aller  Durchmesser  der 
Basis,  so  fallen  2  der  durch  P  gehenden  Durchmesser  in  einen  zusammen. 
Ganz  dasselbe  ist  der  Fall  für  2  durch  P  gehende  Transversalen,  die  P 
zum  Schwerpunkt  haben.  Ist  etwa  ®(=iS)  eine  solche  Gerade  durch  P„ 
deren  Richtung  dem  Durchmesser  D  conjugirt  ist,  der  die  Ortscurve  D*'^ 
in  P  berührt,  so  ist  das  ganze  System  dieser  Geraden  @  so  beschaffen, 
dass  keine  2  derselben  parallel  sind.  Liegt  P  insbesondere  auf  G^^  so 
ftllt  auch  ®  mit  &«  zusammen.  Da  die  Curve  D"*"'  vom  Grade  (2fi'-4) 
ist,  so  ist  letzteres  (2 n  — 4) mal  der  Fall,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade ist  (2 n  — 4) -fache  Tangente  des  Orts  der  Geraden  @  und  der  Ort 
derselben  ist  von  der  Classe  (2w  —  4  +  1)  =  (2n  — 3).  Ausser  der  un- 
endlich fernen  Geraden  besitzt  die  Curve  keine  mehrfache  Tangente,  der 
Grad  der  Ortscurve  der  @  ist  also: 

(2n-3)(2n-4)-(2n-4)(2n-5)  =  4(n-2), 

oder  wir  haben: 

Wird  durch  denjenigen  Punkt  Oq,  in  welchem  jeder  Durch- 
messer 2>  die  Enveloppe  D*>~^  berührt,  die  dem  Durchmesser 
coujugirte  Transversale  @{=8)  gezogen,  so  ist  der  Ort  der- 
selben eine  Curve  (2n-3)*«'  Classe,  ©'"-»,  und  4(n  — 2)«« 
Grades,  welcher  die  Gerade  Q^  zur  (2n  — 4)-fachen  Tan- 
gente hat  und  namentlich  auch  die  Asymptoten  der  Basis  be- 
rührt    (581.) 

Letzteres  ist  deswegen  der  Fall,  weil  die  Asymptoten  die  ihrer  eigenen 
Bichtung  coiyugirten  Durchmesser  der  Basis  sind. 
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b)  Durch  jeden  Pol  P  auf  D"^*  gehen  noch  (n  — 3)  andere  Trans- 
versalen @09  welche  P  zum  Schwerpunkt  haben,  und  da  weiter  jeder  Durch- 
messer ausser  seinem  Berührungspunkte  mit  der  Curye  D"*"^  noch  2(n  — 3) 
Punkte  gemein  hat,  so  sind  diese  Transyersalen  &q  auch  zu  je  2(n  — 3) 
parallel.  Ein  solches  System  paralleler  Sehnen  gehört  einem  Durchmesser 
derart  an,  dass  sie  alle  auf  ihm  ihren  Schwerpunkt  haben,  also  ihm  con- 
jugirt  sind  und  dass  durch  jeden  Schnittpunkt  von  ihm  mit  der  Curye  D"~^ 
ausser  dem  Berührungspunkt,  je  eine  solche  Sehne  geht.  Für  jeden  Pol  P 
auf  &^  fallen  ferner  alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen  ©^  auf  G«  selbst, 
und  da  es  auf  O^a  (2n  — 4)  solche  Pole  giebt,  fallen  also  auf  G^^  auch 
(2n  — 4)(n  — 3)  Transyersalen  ©q.  Der  Ort  der  Transyersalen  @q  ist 
demnach  eine  Curye  der 

2(2«  -  3)  +  (2«  -  4) (n  -  3)  =  2{n  -  l)(n  -  3)*«»  Classe, 
@^2(«-i)(i.-8)^  mit  ff«  als  (2n-4)(n-3)-faoher  Tangente. 

e)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  somit  je  (2fi  — 3)  Gerade  @ 
und  2(n — l)(n  — 3)  Gerade  @o.  Jede  zu  irgend  einem  Pol  Ä  gehörige 
CuiTe -^"  hat  demnach  auch  (2n  — 3)  Funkte  a  und  2(n  — l)(fi  — 3) 
Punkte  Oq  mit  der  Curye  D"7~^  gemein,  und  zwar  sind  die  Punkte  a,  welche 
zu  den  Transyersalen  @  gehören,  Berührungspunkte  beider  Curyen,  und 
die  Punkte  a^,  welche  zu  den  Geraden  &q  gehören,  Schnittpunkte  beider 
Curyen,  womit  die  yoUe  Anzahl  Punkte  beider  Curyen 

2(2n  -  3)  +  2(n  -l)(n-.  3)  =  2n(n  -  2) 
bestimmt  ist.    Dies  giebt: 

Jede  Curye  Ä^  berührt  die  Enyeloppe  der  Durchmesser  in 
(2n  — 3)  Punkten  und  schneidet  sie  in  2(n  — l)(n  — 3)  Punkten 
(577),  und  die  Curye  D^~^  ist  auch  die  Enyeloppe  aller 
Curyen  -<^". 

d)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  obigen  Curye  ©^"-^  selbst,  so  gehen  yon 
ihm  nur  (2n  — 4)  Transyersalen  aus,  indem  zwei  in  eine,  die  Tangente 
der  Ortscurye  ©^n-a  vereinigt  sind.  Die  zu  P  gehörige  Curye  Ä^  wird 
die  Curye  D"^^  nun  auch  nur  noch  in  (2n  — 4)  Punkten  berühren,  aber 
in  einem  Punkte,  auf  dem  Berührungspunkte  des  der  Tangente  in  P  an 
®'»-*  conjugirten  Durchmessers,  yier  Punkte  mit  D""*  gemein  haben. 
Jede  Gerade  ff  hat  aber  mit  der  Ortscurye  ©^"-^  4(n  — 2)  Punkte  gemein, 
d.  h.  wir  erhalten: 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Geraden  ff,  so  giebt  es  auf 
demselben  je  4(n  — 2)  Punkte  P,  deren  zugehörigen  Curyen -4" 
die  Curye  D"-*  in  einem  Punkte  a  yierpunktig  berühren.    (577.) 

IV. 
Das  Curvensyttem  S{Ä^)  für  Pole  auf  einer  Curve  C"*. 
a)  Bewegt  sich  eine  Transyersale  S  so,  dass  ihr  Schwerpunkt  Ä  in 
Bezug  auf  eine  Basis  C"  sich  stets  in  einer  Curye  C^  befindet,  so  folgt 
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ans  den  gemeinsamen  Funkten  der  Curye  Ä"*  eines  Pols  P  und  der  ge- 
gebenen Curye  C*",  dass  durch  jeden  Pol  P  je  m.n  Transversalen  abgehen, 
deren  Schwerpunkte^  auf  C"*  gelegen  sind;  oder: 

Soll  der  Schwerpunkt  A  der  Transversale  8  in  irgend 
einer  gegebenen  Curve  m^°  Grades,  C"*,  gelegen  sein,  so  ist 
der  Ort  der  Transversale  S  eine  Ourve  m.n^*'  Classe,  Ä™".  (618.) 

Für  jeden  Schnittpunkt  der  Curve  0™  mit  einer  Asymptote  der 
Basis  C"  föllt  eine  der  Transversalen  mit  der  Asymptote  zusammen.  Da 
letztere  mit  C7'"m Punkte  gemein  hat,  so  ist  sie  also  m- fache  Tangente. 
Für  jeden  Punkt  der  Basis  auf  &ao  fallen  ebenso  sämmtUche  (n  —  1)  Trans- 
versalen 5,  die  in  ihm  ihren  Schwerpunkt  Ä  in  Bezug  auf  die  Basis  haben, 
auf  &00*  Auf  letzterer  sind  demnach  m(n  — 1)  solche  Transversalen  S 
gelegen,  oder  wir  haben: 

Die  Ortscurve  5""*°  hat  die  Asymptoten  der  Basis  zu 
m-fachen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  tit(n  —  l)- fachen  Tan- 
genten, und  der  Grad  der  Curve  ist  also=3m(m  +  lj(M'"l)-    (578.) 

Da  die  Gerade  G<»ifi(n  —  l)-fache  Tangente  ist,  so  sind  von  den  im 
Endlichen  gelegenen  Tangenten  je  m  parallel,  nftmlich  diejenigen  Trans- 
versalen 8^  deren  Schwerpunkte  auf  einem  Durchmesser  D  und  zwar  in 
dessen  Schnitten  mit  der  Curve  C"  gelegen  sind. 

h)  Die  Ortscurve  8^'^  hat  mit  irgend  einer  Geraden  0-  m(m  +  \) 
(n  —  1)  Punkte  Pq  gemein.  Zu  jedem  solchen  Punkt  Pq  auf  der  Ortscurve 
gehört  aber  eine  Curve  A^,  welche  0^  berührt,  indem  für  jeden  solchen 
Pol  zwei  durch  ihn  gehende  Transversalen  8  und  damit  auch  2  gemein- 
same Punkte  von  A^  und  C^  zusammenfallen.  Ersetzen  wir  m  durch  g, 
so  erhalten  wir  wieder  wie  bereits  oben ,  dass  die  Schaar  Curven  A*  für 
Pole  Pq  auf  einer  Geraden  G  so  beschaffen  ist,  dass  deren  je  ^(g  + 1)  (n  —  1) 
eine  Curve  &  berühren.  ^ 

c)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  Curve  (?",  so  geht  die  zu  ihm  gehörige 
Curve  A^  in  Bezug  auf  die  Basis  durch  n  feste  Punkte  auf  O^^  nämlich 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  0",  (577.)  Ziehen  wir  durch  irgend 
einen  Punkt  Q  eine  Gerade,  die  in  ihm  ihren  Schwerpunkt  hat,  so  gehen 
weiter  alle  Curven  A^  für  Pole  auf  dieser  Geraden  durch  Q,  Jedem 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Curve  C"  entspricht  also  eine  Curve  A', 
die  durch  Q  geht.  Da  ferner  darch  Q  (n  — 1)  Transversalen  8  gehen, 
deren  Schwerpunkte  in  Q  liegen,  so  liegen  auf  der  Basis  auch  im (n  —  1) 
Pole,  deren  zugehörige  Carven  A^  durch  einen  Punkt  Q  gehen,  oder  das 
ganze  System  Curven  A"  für  Pole  P  aaf  C"  ist  so  beschaffen,  dass  deren 
je  in  (n  —  1)  durch  einen  Punkt  Q  gehen.     (577.) 

Für  jeden  Pol  P  auf  einer  Asymptote  der  Basis  hat  die  Curve  A^ 
diese  Asymptote  ebenfalls  zur  Asymptote,  oder  die  Curve  A*  berührt  für 
jeden  Pol  P  auf  einer  Asymptote  die  Basis  in  dem  unendlieh  fernen  Punkt 
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dieser  Asymptote.  Fällt  der  Pol  auf  die  Basis  selbst,  so  kann  man  sagen, 
die  Curve  Ä*  habe  mit  der  Basis  eine  (n  —  l)panktige  Berührung  in  diesem 
Pankte.     Wir  haben  somit: 

Die  Basis  0^  wird  in  jedem  der  n  Pnnkte  a«  der  Basis 
von  m  Curven  Ji"  einfach  und  in  ihren  m»n  Schnitten  mit  der 
Curve  C*"  von  je  einer  (w  —  l)-punktig  berührt.     (577.) 

d)  Die  Curve  C^  hat  ferner  mit  der  Ortscurve  5/  2m (n  --1)  Punkte 
gemein;  hieraus  folgt,  dass  je  2m(fi  — 1)  der  Curven  il"  für  Pole  auf  C^ 
irgend  eine  Gerade  O  berühren.  Lassen  wir  wieder  einen  Punkt  Q  auf 
der  Geraden  &  fortgleiten  und  ziehen  an  jede  der  m(fi  — 1)  durch  ihn 
gebende  Curven  A^  des  Systems  eine  Tangente ,  QR^  so  gehen  durch  jeden 
Pankt  Q  auf  G  m{n^l)  solche  Gerade  QB^  aber  die  Gerade  QR  wird 
aach  2m(n  — l)mal  mit  O  zusammenfallen,  und  zwar  für  jede  Curve  Ä\ 
die  0  berührt,  einmal.  Der  Ort  der  Geraden  QR  wird  demnach  eine 
Curve  der  Classe  2in(n-l) +  m(« -i;  =  3m(«  — 1),  OjmlJH!)  sein,  und 
sie  wird  G  zur  2m(n —  1)- fachen  Tangente  haben.  Ziehen  wir  ebenso  an 
jede  Curve  C^  eines  Büschels  B{Oi)  durch  q^  Grundpunkte  in  jedem  Schnitt 
derselben  eine  Tangente  QTy  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eine  Curve 
der  {2q  —  iy^  Classe,  öjjlj,  mit  G  als  (2^  —  2)-facher  Tangente.  Die 
beiden  Curven  02m(nIIi)  ^^^  Qlq^l  ha^ön  ausser  der  Geraden  G  noch 

3m(ti-l)(2g-l)-.2m(w-l)(2g-2)  =  w(n-l)(2ff+l) 

weitere  Tangenten  gemein.  Soll  also  eine  Curve  A'^  des  Systems  eine 
Curve  C^  eines  Büschels  berühren,  so  sind  auf  irgend  einer  Geraden  G 
fn{n—'l){2q  +  \)  Berührungspunkte  Q  solcher  2  Curven  gelegen ,  oder  der 
Ort  dieses  Berührungspunkteef  ist  eine' Curve  r»(n  — 1)(2^ +  1)*«"  Grades, 
P2(I|:J)^'^'*''\  die  die  Grundpunkte  des  Büschels  zu  w  (n  - 1)  -  fachen 
Punkten  hat,  indem  durch  jeden  dieser  Grundpunkte  m(n  — 1)  Curven  Ä^ 
geben  und  jede  dieser  von  einer  Curve  des  Büschels  in  diesem  Punkt  be- 
rührt wird. 

Ausser  den  Grundpunkten  hat  die  Curve  0m(n-ij^^ '"*"'*  ^^^  ^^^^^  ©i^' 
zelnen  Curve  des  Büschels  noch 

Punkte  gemein;  oder: 

Irgend  eine  Curve  C^  wird  im  Allgemeinen  von  qm^n^l) 
iq  +  l)  Curven  des  Systems  S(^")  berührt.     (577.) 

e)  Aus  der  Anzahl  gemeinsamer  Punkte  der  Curve  ©^'■-^  und  der 
Curve  C"  folgt  weiter,  dass: 

auf  O"*  4m(n  — 2)  solche  Pole  Pq  gelegen  sind,  für  welche 
die  zugehörige  Curve  -4"  die  Curve  2)""*  vierpunktig  be* 
rührt.    (577.) 
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V. 

lieber  den  Ort  des  SchwerpnnktB  der  Tangenten  einer  algebraischen 

Cnrve  m*®""  ClasBe  (7". 

Die  obige  Ortscnrve  SJ^  hat  mit  irgend  einer  Carve  m^^  Classe  m.n 
Tangenten  gemein.  Aaf  jeder  Geraden  G  liegen  also  auch  tit.n  solche 
Funkte,  die  Schwerpunkte  yon  Tangenten  der  C"*  sind;  oder  wir  erhalten: 

Soll  die  durch  die  Basis  C°  gezogene  Transversale  8  eine 
Curve  m**'  Classe  C"  berühren,  so  ist  der  Ort  ihres  Schwer- 
punkts eine  Curve  des  iM.fi^*^  Grades  8m. n.    (578.) 

VI. 
lieber  Transversalen  8^ ,  deren  Schwerpunkte  in  der  Basis  gelegen  sind. 

ä)  Durch  jeden  Pol  gehen  n(n— 1)  solche  Sehnen  8^^  deren  Schwer- 
punkte in  der  Basis  selbst  gelegen  sind;  oder: 

Der  Ort  der  Transversalen  8^,  deren  Schwerpunkt  ^,  in 
der  Basis  selbst  gelegen  ist,  ist  eine  Curve  der|n(«  — 1)*^ 
Classe  Si»<«-^).     (578.) 

Für  jeden  Pol  jP,  der  auf  der  Basis  und  einer  ihrer  Asymptoten  zu- 
gleich angenommen  wird,  fällt  eine  der  Geraden  /S^  auf  die  Asymptote, 
und  für  jeden  unendlich  fernen  Punkt  der  Basis  fällt  eine  8i  auf  die 
Asymptote,  die  andern  (n  — 2)  dagegen  fallen  aaf  Ggo*  Jede  Asymptote 
ist  demnach  (n—l)- fache  Tangente  und  die  Gerade  d^o  ^(m  '  2)-fache 
Tangente.  Die  im  Endlichen  gelegenen  Tangenten  des  Orts  sind  zu  n  und 
n  parallel  und  zwar  sind  deren  n  Schwerpunkte  allemal  die  Punkte,  welche 
ein  Durchmesser  D  mit  der  Basis  gemein  hat.     Wir  erhalten  also: 

Die  Curve  fi|"("-*>  hat  die  Gerade  G ^  zur  n(n  —  2)-fachen 
und  die  Asymptoten  der  Basis  (n  — l)-fachen  Tangenten  und 
sie  ist  demnach  vom  fi(w*  — 3)**°  Grade.     (578.) 

h)  Irgend  einem  Pol  P  der  Ortscurve  £f^»(»-i)  entspricht  eine  solche 
Curve  A*y  welche  die  Basis  in  irgend  einem  Punkte  berührt,  indem  für 
diesen  Fall  2  Gerade  8^  in  eine  vereinigt  sind.  Mit  irgend  einer  Curve 
m^^^  Grades  hat  die  Ortscurve  m.n.(n'  — 3)  Punkte  gemein;  oder: 

Das  ganze  System  Curven  8{A'^)  für  Pole  P  auf  einer 
Curve  C^  ist  so  beschaffen,  dass  m.n(n'  — 3)  derselben  die 
Basis  berühren.    (577.) 

c)  Bilden  wir  in  Bezug  auf  einen  Pol  Q  und  alle  Curven  eines  Bü- 
schels die  Polargeraden,  so  gehen  alle  durch  einen  bestimmten  Punkt  J?, 
und  speciell: 

Alle  Durchmesser,  die  einer  gegebenen  Richtung  in  Bezug 
auf  alle  einzelnen  Curven  eines  Büschels  conjugirt  sind, 
gehen  durch  einen  Punkt  R. 
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Die  Gerade  QB  hat  ferner  die  Eigenschaft,  dass  sie  auch  Polargerade 
ist,  und  zwar  filr  die  Cnrve  des  Büschels,  welche  durch  Q  geht;  QR  muss 
somit  die  Corre  notfawendig  berühren,  d.  h.  wir  haben: 

Ziehen  wir  durch  den  Funkt  R  nach  der  gegebenen  Rich- 
tung eine  Gerade  BQ,  so  ist  die  Gerade  Asymptote  einer  ein- 
zelnen Curve  des  Büschels;  und 

Jede  Curye  eines  Büschels  schneidet  eine  Asymptote  einer 
einzelnen  Curve  desselben  Büschels  in  solchen  n  Schnitt- 
punkten a,  dass  deren  Schwerpunkt  bei  allen  Curven  derselbe 
ist,  oder  die  Gerade  QB  hat  in  Bezug  auf  alle  Cnryen  des  Bü- 
schels denselben  Schwerpunkt  B. 

Wir  sahen  ferner  oben ,  dass  der  Ort  der  Tangente  einer  algebraischen 
Curve,  eines  Büschels  B{C'')^  wenn  der  Berührungspunkt  auf  einer  Ge- 
raden O  gelegen  ist,  eine  Curve  der  (2fi  — 1)*^  Classe  mit  Q  als  (2fi— 2)- 
facher  Tangente  ist.     Dies  giebt: 

Der  Ort  aller  Asymptoten  einzelner  Curven  eines  Bü- 
schels ist  eine  Curve  der  (2n  — 1)*^°  Classe  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  (2fi  — 2)-fachen  Tangente. 

Bilden  wir  weiter  in  Bezug  auf  einen  Pol  P  und  jede  einzelne  Curve 
des  Büschels  Bi^C)  die  Ortscurven  A^y  so  gehen  alle  durch  (2n^l) 
Punkte  B^  die  auf  den  (2n  — 1)  durch  P  gehenden  Asymptoten  einzelnei 
Curven  des  Büschels  gelegen  sind.  Ausser  diesen  Punkten  B  haben  alle 
Curven  Ä^  noch  den  Pol  P  zum  (w  —  1)- fachen  Punkt,  also  in  P(n  — 1)* 
Punkte  gemein.  Die  Anzahl  ihrer  gemeinschaftlich  festen  Punkte  ist  also: 
(fi-l)«-J-2«-l  =  n«,  d.  h.: 

Das  System  Curven  Ä"  eines  Pols  P  für  alle  einzelnen 
Curven  eines  Büschels  ist  selbst  wieder  ein  Büschel. 

Ziehen  wir  durch  P  irgend  eine  Gerade,  so  geht  durch  jeden  Punkt 
von  ihr,  der  nicht  mit  einem  der  obigen  Punkte  B  oder  mit  P  selbst 
zusammenfällt,  eine  einzige  Curve  Ä^\  oder: 

Jeder  Punkt  einer  Geraden  G  ist  Schwerpunkt  derselben 
in  Bezug  auf  eine  einzige  Curve  des  Büschels. 

Eine  Curve  des  Büschels  J?(C^)  bestimmt  auf  einer  Geraden  H 
n  Punkte  b  und  auf  einer  Geraden  0  einen  Schwerpunkt  Ä,  Durch  jeden 
Punkt  A  auf  G  gehen  n  Gerade  Ab  und  Ah  fällt  auch  einmal  mit  G 
zusammen,  für  die  Curve  nämlich,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  G  und 
H  geht  Durch  jeden  Punkt  h  auf  H  geht  dagegen  nur  eine  einzige 
von  H  verschiedene  Gerade  bA^  und  bA  fällt  nmal  mit  J7  zusammen,  für 
die  Curve  nämlich,  für  die  der  Schnitt  von  H  und  G  Schwerpunkt  der 
Geraden  G  ist;  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Geraden  jib  ist  eine  Curve  (n  +  1)*"  Classe 
6^"+^,  mit  G  als  einfacher  und  H  als  n-facher  Tangente. 
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Irgend  eine  Curve  C"  eines  Bflschels  bestimmt  auf  der  Geraden 
H  n  Punkte  h  und  auf  der  Geraden  Q  n  Punkte  c.  Durch  jeden  Punkt  aof 
G  oder  JS  gehen  n  Gerade  bc,  die  von  G  oder  H  yerschieden  sind;  es 
fallen  aber  auch  (n  — 1)  Gerade  hc  auf  G  und  ebenso  yiele  auf  H,  und 
zwar  für  die  Eunre  des  Büschels,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  G  und 
H  geht.     Daraus  schliessen  wir: 

Der  Ort  der  Geraden  hc  ist  eine  Curve  (2n  — 1**')  Classe 
ö("-"i)  mit  G  und  H  als  (n  — l)-fachen  Tangenten. 

Die  beiden  Curven  ffj^-^  und  01«+^  haben  (2n-l)  (n+l)=2n«+«-l 
Tangenten  gemein.     Diese  setzen  sich  zusammen  aus: 

a)     l.(n  — l)  =  (n  — 1)  Tangenten,  die  auf  6f, 

ß)     (n  — l)n  =  n*  — n  Tangenten,  die  auf  H  fallen, 

y)  «Tangenten,  die  parallel  dei*  Geraden  G  sind,  also  derjenigen 
Curve  des  Büschels  zugeordnet  sind,  welche  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  von  G  geht  und 

ö)  r?  weiteren  Tangenten,  die  sich  in  n  Gruppen  zu  je  n  anordnen, 
die  allemal  von  einem  Punkt  Aq  auf  G  ausgehen,  und  jeder  dieser 
Punkte  ^  hat  ferner  die  Eigenschaft,  dass  er  der  Schwerpunkt  der 
Geraden  G  in  Bezug  auf  die  durch  ihn  gehende  Curve  des  Büschels 
ist     Oder: 

unter  den  Curven  eines  Büschels  giebt  es  stets  n  solche, 
bei  denen  der  Schwerpunkt  einer  Geraden  G  in  Bezug  auf  jede 
dieser  Curven  in  einen  der  Schnitte  von  G  mit  der  Curve 
fällt. 

Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  M  der  Geraden  G  diejenigen  (n  — 1) 
Transversalen  MN^  deren  Schwerpunkte  in  Bezug  auf  die  durch  M  gehende 
Curve  in  M  fallen ,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  von  0  (fi  —  1)  solche  Trans- 
versalen MNy  die  nicht  mit  G  zusammenfallen,  aber  die  Gerade  JlfJ^  wird, 
wie  wir  eben  sahen,  auch  nmal  auf  G  zu  liegen  kommen.  Der  Ort  der 
Transversale  MN  wird  somit  eine  Curve  der  (n  +  n  — 1)  =  (2n  — 1)*** 
Classe  Gf?^'^  mit  G  als  n-facher  Tangente  sein.  Ziehen  wir  in  jedem 
Punkt  von  G  an  die  durch  den  Punkt  gehende  Curve  des  Büschels  eine 
Tangente,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eine  schon  oft  genannte  Curve 
(2n-l)*«  Classe  ©Xli  mit  G  als  (2n  — 2).facher  Tangente.  Beide 
Curven  ff2nl2    nnd    0»"*"'  haben  ausser  G  noch 

(2n-l)«-«(2n-2)  =  2n«-2«  +  l 

Tangenten  gemein.  Unter  letzteren  ist  aber  die  Asymptote  der  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  von  G  gehenden  Curve  des  Büschels  in  diesem 
Punkte  inbegriffen.  Ziehen  wir  diese  ab,  so  bleiben  noch  2n'  — 2fi  = 
2«(n  — 1)  weitere  solche  Tangenten  übrig,  für  welche  der  Schwerpunkt 
in  Bezug  eine  einzelne  Curve  des  Büsebels  zugleich  zum  Berührungspunkt 
geworden  ist,  und  auf  G  liegt,  oder: 
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Soll  der  Berührnngspunkt  üf  einer  Tangente  einer  Curve 
eines  Basohels  Schwerpunkt  der  Tangente  in  Bezug  auf  diese 
Curve  sein,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes  eine  Curve 
2n(-l)*«"  Grades  Jlf2»(»-»). 

Wählen  wir  die  Gerade  G  durch  einen  der  Grundpunkte  des  Büschels, 

80  werden   eine   gewisse  Anzahl  der  Punkte   des  Orts  ilP"("— D  iu  diesem 

Grundpunkt  vereinigt   sein.     Um   diese  Anzahl  zu  finden,   haben  wir  nur 

zu  berücksichtigen,   dass  der  Orundpunkt  selbst  als  Curve  P^  Classe  den 

Ortscurven  0^"^^  und  öJn-J  abgehört.     Sehen  wir  von  denselben  ab,  so 

gehen  beide  Curven  in  die  Ortscurven  G^"7^  und  G2""J  über,  die  von  der 

(2n  — 2)*«"  Classe  sind  und  die  Gerade  Q  nur  noch  zur  (»—  1)- fachen,  resp. 

zur  (2f» —  3) -fachen  Tangente  haben.    Beide  haben  ausser  der  Geraden  Q 

noch 

(2n-2)«-(2fi-3)(n-l)  =  2n«-3n  +  l 

Tangenten  gemein.  Ziehen  wir  davon  noch  die  zu  G  parallele  Asymptote 
der  Curve  des  Büschels  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  &  ab,  so 
bleiben  uns  noch  2w*  — 3n  Punkte  des  Orts  J|p'«(«-*)  auf  ff,  die  mit  G 
nicht  zusammenfallen;  in  dem  Grundpunkte  des  Büschels  sind  somit 
n  Punkte  des  Orts  vereinigt,  oder: 

Die  Ortscurve  iBf2n(n-i)  )^f^^  ^\^  Grundpunkte  des  Büschels 

zu  fi-fachen  Punkten. 

Ausser  den  Grundpunkten  hat  die  Curve  itf^nt^^O  mit  einer  einzelnen 
Carve  des  Büschels  noch: 

2n«.(n-l)-fi»  =  n3-2n«  =  nHw-2)      * 
Punkte  gemein,  woraus  wieder  folgt: 

Die  Curve  S^'C-»)  berührt  die  Basis  in  n*(n  —  2)  Punkten. 
(579.) 

d)  Die  Curve  Si"<*-'>  hat  mit  der  Basis  noch  n(»  — l)».(w  — 1^  Tan- 
genten gemein.  Hierbei  sind  die  Asymptoten  der  Basis  je  n-fach  zählend 
inbegriffen;  es  bleiben  also  ausser  den  Asymptoten  noch  deren  n'(w  — 2) 
übrig.  Ziehen  wir  hiervon  für  obige  n^(n-2)  Berührungspunkte  beider 
Curven  2fi^(n  —  2)  ab,  so  bleiben  noch  deren 

w8(^_2)-2n»(n-2)  =  n«(w-2)« 

übrig.  Jeder  dieser  Tangenten  entspricht  ein  Schwerpunkt,  der  auf  der 
Basis  (7"  liegt,  aber  nicht  in  ihren  Berührungspunkt  mit  derselben  fällt, 
sondern  in  einen  ihrer  Schnitte,  d.  h.  wir  haben: 

Es  giebt  n*(n  — 2)  Tangenten  der  Basis,  deren  Berührungs- 
punkt o,  ihr  Schwerpunkt  ist,  und  es  giebt  w*(n  — 2)*  solche 
Tangenten,  deren  Schwerpunkt  a^  ein  anderer  Schnittpunkt  a| 
der  Tangente  und  der  Basis  ist.     (580.) 

Hiermit  haben  wir  die  von  Jacob  Steiner  als  wahrscheinlich  be- 
zeichneten Werthe  für  die  Anzahl  der  Punkte  a^  und  a^  als  richtig  befunden. 
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Die  weiteren  von  Steiner  hier  und  bei  einigen  der  oben  behandelten 
Fragen  gegebenen  Eigenschaften  der  auftretenden  Curren  übergeben  wir, 
weil  deren  Ableitung  keine  Schwierigkeit  bietet. 

VII. 
lieber  den  Schwerpunkt  der  Tangenten  einer  Cnrve. 

Die  oben  erwähnte  |Curve  S/^  hat  mit  der  Basis  G"  im  Ganzen 
fi^(n  — 1)  Tangenten  gemein.  Davon  gehen  für  die  Asymptoten  n  ab  und 
es  bleiben  noch  deren  ^^(n  — 1)  —  n  =  fi(n^  — «  — 1)  andere  übrig.  Anf 
jeder  Geraden  G  sind  also  auch  n(fi^—- n^l)  Funkte  ii^  gelegen,  die 
Schwerpunkte  von  Tangenten  der  Basis  sind.     Daraus  folgt: 

Der  Ort  des  Schwerpunkts  Äq  aller  Tangenten  S^  der 
Basis  (7",  dieselben  als  Transversalen  angesehen,  ist  eine 
Cnrve  w(n«  — w-l)*«'»  Grades,  ilo"^"'"*"""'^  ^'  s-  w-     (58^0 

VIII. 
Heber  den  Ort  des  Schwerpunkts  der  Durchmesser  einer  Basis  C. 

Die  Ortscurve  8/^  hat  mit  der  Curve  D"~*  auch  n.(»  — 1)  Tan- 
genten gemein.  Beide  Curven  berühren  zudem  die  Asymptoten.  Ziehen 
wir  hierfür  n  Werthe  ab,  so  bleiben  noch  n(fi  — 2)  weitere  Tangenten 
übrig;  denen  Punkte  Ad  auf  G  entsprechen,  die  Schwerpunkte  einzelner 
Durchmesser  der  Basis  sind;  oder: 

Der  Ort  des  Schwerpunkts  aller  Durchmesser  D  der 
Basis  C»  i^t  eine  Curve  des  n(fi  — 2)*«''  Grades.     (581.) 

Hiermit  haben  wir  alle  Sätze  von  Jacob  Steiner  in  §25  seiner  Ab- 
handlung: „üeber  solche  algebraische  Curven,  welche  einen  Mittelpunkt  haben, 
und  über  darauf  bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner  Curven,  sowie  über 
geradlinige  Transversalen  der  letzteren.  (Ges.  Werke,  Bd.  2,  p,  501 — 596)" 
bewiesen. 

Stuttgart,  im  Juni  1891. 


VI. 

Ueber    eine    Methode    sur  Aufstellimg   eines    mVoU- 

Btandigen  '*  Systems  blosser  Invarianten  beliebig  vieler 

quadratischen  Formen  jeder  Stufe. 

Von 

JOHAKN  EXEIBER, 
Afsifltent  d.  Kgl.  Teolin.  Hoobsohnle  in  Manchen. 


Die  Behandlung  des  Problems,  die  rational  unabhängigen  Invarianten 
(im  gewöhnlichen  Sinne  zu  verstehen)  von  beliebig  vielen  quadratischen 
Formen  beliebig  hoher  Stufe  anzugeben,  kann  füglich  in  der  Art  und 
Weise,  wie  sie  im  Nachfolgenden  skizzirt  ist,  als  eine  canonische  be- 
trachtet werden,  deren  Wirkungskreis  allerdings  nicht  über  die  quadra- 
tischen Formen  hinauszureichen  scheint.  Thatsilchlich  involvirt  diese  Me- 
thode nichts  anderes,  als  eine  schärfere  Poinürnng  eines  von  Herrn  Gor- 
dan bei  Gelegenheit  der  Ableitung  des  „ vollen^  Formensystems  zweier 
quadratischen  ternären  Formen  ausgesprochenen  Gedankens,*  der  aber  dort 
wegen  Kürze  der  Behandlung  etwas  zurücktritt. 

Wenn  wir  hier  Gelegenheit  nehmen,  den  Gedanken  an  dem  oben  ge- 
nannten einfachsten  Probleme  zur  Anwendung  zu  bringen,  so  möge  dies 
als  eine  vorbereitende  Mittheilung  angesehen  werden,  um  die  Methode  zu 
kennzeichnen,  welche  in  einem  demnächst  mitzutheilenden  Aufsatz  über 
nein  vollständiges  Formensjstem  (115  Formen)  zweier  quateruären  qua« 
dratischen  Formen"  einen  ausgedehnteren  Gebrauch  erfahren  wird. 

Am  letzteren  Probleme  sowohl,  wie  an  dem  hier  sogleich  zu  verfolgenden, 
kann  man  so  recht  die  grosse  Einfachheit  und  Eleganz  des  anzuwendenden 
Verfahrens  darthun,  da  die  Fragen  auch  anderweitig  bereits  eine  Bearbei- 
tung, wenn  auch  nur  eine  unvollständige,  nach  anderen  Gesichtspunkten 
ausgeführte,  erfahren  haben.** 


*  Vergl.  Clebsch -Lindemann,  Vorlesung  über  Geometrie,  p.  288. 
**  Hertens:  üeber  die  Invarianten   dreier  temärer  quadratischer  Formen. 
Bitzgsber.  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.    Wien  14.  T.  86. 

Hertens:  Invariante  Gebilde  quaternäier  Formen.   Daselbst  23.  V.  89  etc. 
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§  1. 
Formnlirnng  des  Gordan'sohen  Gedankens. 

1.  Darstellung  einer  quadratischen  Form  in  einem  Gebiete 
von  n  Dimensionen.  Seien  die  Punktcoordinaten  des  Gebiets  mit  o; 
bezeichnet,  so  existiren  ausser  diesen  Punktcoordinaten  noch  folgende 
andere  Arten  (Linien-,  Ebenen-,  Baum-  etc.)  Coordinaten: 

wobei  z.  B.  unter  di^^gsi  ^^®  Coordinaten  jener  Gebilde  zu  yersteben  sind, 
die  durch  4  Punkte  x  bestimmt  sind  u.  s.  f. 

Die  Hauptdarstellung  der  quadratischen  Form  sei  (nach  Aronhold) 
f=zai]  dann  ezistiren  für  diese  Form  noch  Darstellungen  in  den 
Zwischencoordinaten,  wie  wir  die  Xij^...  interimsweise  bezeichnen 
wollen.  Diese  sind  nach  dem  yon  Clebsch  begründeten  üebertragangs- 
principe  folgende: 

(aj2  aJjj)   ,    (^123  *j8s)   »    (^1234  ^1234)   •  •  •  V^12S  •  •  *  ^J28  •  •  • »)    » 

wobei  z.  B.  unter  {ai^^oc^^Y  zu  verstehen  ist:  {ahcXi^^)*  und  im  Allgemeinen 
statt  0123*. »ib  der  Ausdruck  [a&c...]  von  k  gleichwerthigen  Symbolen 
einer  Form  a«". 

In  der  Ebene  ezistiren  so  für  den  Kegelschnitt  die  Bezeichnungen 
aj,  (a,8iCj2)*  =  (a5w)*,  im  Räume  für  die  FlBche  2*«'  Ordnung  aa?, 
(a,2a?jj)*=(a5|))*;  (ai28iPi83)^=(ö&cw)*;  wie  bereits  bekannt 

Anmerkung.  Dass  die  Coordinaten  x^^,„  im  Allgemeinen  nicht 
unabhängig  sind,  ist  aus  den  Untersuchungen  von  Clebsch  bekannt;  die 
ihnen  zugeordneten  Relationen  werden  aber  die  von  uns  zu  lösende  Auf- 
gabe nicht  berühren. 

2.  Der  Gordan*sche  Satz  für  die  Symbole  0,23. ..^  des  ter- 
nftren  Gebiets.*  Diese  Symbole  sind  hier  a  und  a]s^(a&).  Kommen 
nun  in  irgend  einem  Ausdruck  (Invariante)  I  von  realer  Bedeutung  bei 
dessen  Schreibweise  in  Symbolen  ä=^b  =  c=  ...  der  quadratischen  Form 
fssaa?  zwei  der  Symbole  a,  &  in  demselben  Klammerfactor  —  wir  sagen: 
partiell  gefaltet  —  vor,  so  kann  man  den  Ausdruck  J,  wenn  nöthig,  so 
umformen,  dass  die  Symbole  a,b  total  gefaltet  auftreten,  d.  h.  da  a  zwei- 
mal, h  zweimal  in  der  symbolischen  Schreibform  der  Invariante  I  vor- 
kommen mnss,  dass  a  und  h  nur  in  der  Verbindung  {ah.,,)  vorkommen. 
Demnach  kann  man  für  sie  das  Zeichen  a^^  von  {a^^Xi2y=^{ai^u)*s=:{auy 
einführen. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ist  zu  schliessen,  dass  man  jede  Invariante 
von  f  (zusammen  mit  anderen  Grundformen  q>)  immer  so  umzugestalten 
vermag,  dass  einfache  Symbole  a,  &  nie  mehr  in  partieller  Faltung, 
sondern  discret  auftreten. 


*  Clebsch-Lindemann,  Geometrie.    Bd.  I,  p.  288. 
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Was  aber  von  den  a  gilt»  gilt  in  gleicher  Weise  von  den  a,s.,  d.  h. 
jeder  Ausdmck,  der  die  Symbole  a,,,  b,,  partiell  gefaltet  aufweist,  kann 
in  einen  andern  umgeformt  werden,  der  diese  Symbole  in  totaler  Faltung 
entbftit.  Man  könnte  also  statt  des  total  gefalteten  Paares  (a|2&,2...) 
wieder  ein  neues  Symbol  einführen.  Dies  ist  aber  unnöthig,  da  das  ge- 
faltete Symbol  {(^^ht*")  ^^^  ^^  ursprüngliche  a  zurückführt,  bis  auf 
ein  anzufügendes  Vielfaches  des  Ausdrucks  (a&c)^,  der  nichts  anderes  ist 
als  die  Disciiminante  der  Form  /'ssa«*,  die  wir  als  a^js'  einführen  wollen. 

Besultat.  Jeder  invariante  Ausdruck,  der  die  Symbole  der  Form 
f=ax^^{(ii%uy  enth&lt,  kann  durch  einen  andern  ersetzt  werden,  in  dem 
zwei  gleichartige  Symbole  a,  bez.  a^^  nie  in  partieller  Faltung  auftreten. 
Sind  aber  a  und  a^^  selbst  partiell  gefaltet,  so  spaltet  sich  der  reale 
Factor  00^8'=  »123'  ab.  —  Dies  ist  der  Gordan'sche  Gedanke. 

§2 

Erweiterung  auf  beliebige  Dimensionen. 

Es  kann  hier  in  genau  derselben  Art  und  Weise,  wie  dies  von  Herrn 
Gordan  für  das  ternSre  Gebiet  geschieht,  Folgendes  nachgewiesen  werden: 

Treten  in  einem  Klammerfactor  des  Gebietes  n**'  Dimension  q  Sym- 
bole der  Art  a^f,.,k  partiell  gefaltet  und  coordinirt  auf  (welch'  letztere 
Eigenschaft  mit  der  Faltung  im  Folgenden  inbegriffen  sein  soll);  so 
kann  mau  den  zugehörigen  invarianten  Ausdruck  auch  so  umgestalten,  dass 
die  Q  Symbole  total  gefaltet  erscheinen.  Diese  (»gliedrige  Gruppe  von 
Symbolen  kann  man,  abgesehen  von  einem  als  Factor  vor  die  Invariante 
tretenden  Vielfachen  der  Discriminante  a^]28***nnTi)  durch  ein  einziges 
Symbol  der  Reihe: 

ersetzen,  nämlich  durch  Oi^s •  •  •  [p A;] ,  wobei  als  die  letzte  Ziffer  [qJc]  des 
Index  nicht  das  wirkliche  Product  QJCy  sondern  nur  diese  Zahl  modn  zu 
nehmen  ist.  Der  Exponent  der  vor  die  Invariante  tretenden  Discriminante 
«m---««"TT  ißt  dann:  p.Ä-[^Ä;] 

wobei  \qJc\  die  eben  angegebene  Bedeutung  hat. 

Analoges  gilt  für  coordinirt  partiell  gefaltete  Symbole  ai^,,,k  mit 
verschiedener  Endziffer. 

§3. 

Hachweis  eines  Hauptsatzes. 

Wenn  schon  bereits  die  vorangegangenen  Sätze  ein  mächtiges  Hilfs- 
mittel zur  Ausgestaltung  des  Formensystems  der  quadratischen  Formen 
sind,  so  wird  der  Nachweis  für  die  Endlichkeit  des  „ vollen **  Formen- 
systems doch  erst  durch  einen  weiteren  Satz  dargethan,  der  als  Pendant 

Zeitachrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXXVH ,  2.  6 
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zum  vorhergehenden  aufzufassen  ist.  Er  ist  es,  welcher  uns  das  Mittel  in 
die  Hand  geben  wird,  unsere  Invarianten  der  quadratischen  Form  in  eine 
canonische  Symbolschreibung  bringen  zu  können.  Bevor  wir  auf  den  Satz 
näher  eingehen,  treffen  wir  folgende  Festsetzung:  Wir  legen  jedem 
Symbole  0123... a  ein  Hilfsgewicht 

«=1+2+3+.. .ft=(*J^)  ■ 

bei  und  erklären  als  Hilfsgewicht  einer  Invariante  die  Summe  der 
Hilfsgewichte  der  darin  auftretenden  Symbole.  Wir  erkennen,  dass  alle  Um- 
formungen, welche  durch  die  oben  auseinandergesetzte  Oordan 'sehe  Regel 
benöthigt  werden,  solche  sind,  welche  das  Hilfsgewicht  der  ursprllnglicfaen 
Form  der  Invariante  erhöhen.  Das  Hilfsgewicht  ist  also  nur  an  die 
Form  der  Invariante  gebunden,  somit  nichts  Wesentliches,  wohl  aber  als 
Gradmesser  der  geleisteten  Umformungsarbeit  sehr  brauchbar.  Dass  tbai- 
sächlich  immer  eine  Erhöhung  des  Hilfsgewichts  statthat,  wenn  man  oben 
umformen  kann,  ist  ans  der  Giltigkeit  der  Gleichung: 

*-Ct')<("t')-(^-*-f^*])+C'V') 

für  alle  Grössenverhältnisse  von  q  und  [gJc]  zu  ersehen. 

Aus  der  Definition  des  Hilfsgewichts  kann  man  auch  erkennen,  dass 
dann  und  nur  dann  eine  Erhöhung  desselben  zu  erreichen  ist, 
wenn  Symbolgruppen  noch  nicht  total  gefaltet  in  einem  Aus- 
drucke auftreten.  Nennen  wir  einen  solchen  Ausdruck,  je  nachdem  in 
ihm  „blos  partiell^  gefaltete  Symbolgruppen  auftreten,  oder  lauter  ptotal 
gefaltete^:  normalisirbar  bez.  normalisirt,  so  schliesst  diese  Bezeichnung 
also  auch  die  Constatirung  der  Möglichkeit  in  sich,  das  zugehörige  Hilfs- 
gewicht  zu  erhöhen  oder  nicht. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  in  der  Bezeichnungsweise  können  wir 
nun  unsern  Hauptsatz  so  aussprechen: 

„Treten  in  einem  normalisirten  Aus'druck  zwei  (discrete^  d.h. 
nicht  im  selben  Klammerfactor  befindliche)  Symbole  gleicher  Art 
auf:  a]2*.*%,  &is8«**%i  so  kann  man  dieselben  „partiell**  aus- 
tauschen (d.  h.  eines  der  zwei  Einzelzeichen  a^j***^  mit  irgend 
einem  Einzelzeichen  der  &|2...%  —  gleichzeitige  Vertauschung  aller 
wäre  ja  ohnehin  schon  erlaubt)  unter  Adjunction  von  höher  nor- 
malisirbaren  Termen." 

In  der  That  ergiebt  sich  durch  einfache  üeberlegung  eine  Formel: 


■^   /«■ 


=  ilf  (6|g...*  ^i2«*«A)(aj2*.*Aj^i2*"0  +  ^(öi2-"A|  ^if'k]  X^^-^'h  yu«»**)» 

worin   der   letzte  Term   thatsächlich   unter  das  Gordan'sche  Gesetz  (SWt 
Da,   wie  ersichtlich,   keines  der  alten   Symbole  „aufgelöst**  zu  werden 
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braucht,    so  wird   sich   natürlich   bei   Ausführang   der  Normalisirung   des 
Termes  das  Hilfsgewioht  erhöhen  müssen. 

§4. 
Folgerungen. 

Die  Wirknngsföhigkeit  des  oben  angeführten  Satzes  äussert  sich  erst, 
wenn  wir  unserer  näheren  Betrachtung  das  Formensystem  von  quadratischen 
Formen  zu  Grunde  legen.     Zu  dem  Ende  seien  die  Symbole  der  benutzten 
uadratisohen  Formen: 


ö, 

«l»> 

«m» 

•  •  •    ^lOtt    *  •  ■    "\ 

9 

r 

t 

f 

ö, 

«125 

»m» 

•  •  •  ö  128  •  •  •  ^5 

*f 

rt 

tt 

ft 

«> 

ö  1S> 

ö  188' 

••  »^   183»'  '^j 

u.  s.  f. 

Dann  kOnnen  wir  folgende  Behauptung  als  richtig  erweisen: 

„Treten  im  symbolischen  Ausdruck  einer  Inyariante  der  obigen 
quadratischen  Formen  in  zwei  Klammerfacioren  Gruppen  von 
correspondirend  gleichwerthigen  Symbolen  auf,  also  z.  B. : 

•  •  •  V  ^12  •••/iO|a.««^0    12  •••^•.*  2^J  ) 

so  kann  man  statt  der  Gruppe  von  oorrespondirenden  Symbolen  des 
zuletzt  geschriebenen  Klammerfactors  eine  andere  substituiren ,  welche 
mit  der  des  ersten  identisch  ist,  also: 

*  M.    (^A^2  ***AA|2**    9^  12  ***^***  *^  J  *  *  * 

•••  t^i8*"*  ^  18** '^  ^  12  •••^•••yj» 

wenn  man  noch  höher  normalisirbare  Terme  adjungirt.«" 
Es  folgt  dieser  Satz  direct  aus  der  partiellen  Vertauscbungsfähig- 
keit  von  Einzelsymbolen  &||...;t  mit  Einzelsymbolen  a^^^^^ky  wie  oben  an- 
gegeben. 

Gleichzeitig  ist  ersichtlich,  dass  sich  eine  solche  Gruppe 

v.^18* '  •  *  ^  18*  • '^  ^    18***M'**J 

„gemischter  Elemente"  wie  ein  einziges  Symbol  behandeln  Iftsst. 
Als  Specialfall  äes  vorhergehenden  Satzes  können   wir  den  folgenden 
aussprechen: 

„Zwei  gleichgebaute  Klammerfactoren  mit  correspondirend  gleich- 
werthigen Symbolen  und  Variablen  sind  Anlass,  dass  die  zugehörige 
Invariante  in  zwei  Summanden  sich  zerlegen  lässt,  von  denen  der 
erste  das  Quadrat  des  Klammerfactors  als  selbstständige  Invariante 
abspaltet,  der  zweite  aber  höher  normalisirbar  ist.** 
und  hieraus: 

„Soll   eine   Invariante   dem    „vollen"  Formensystem 

der  quadratischen  Formen  angehören,  so  darf  sie  —  ge- 

6* 
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hörig   normslisirt  —  keine   zwei   Klammerfactoren  yon 
gleichem  Typus  aufweisen.** 

Da   die  Möglichkeit,   einen  Klammerfactor   mit  Symbolen   einer  end- 
lichen Zahl  quadratischer  Formen  und  einer  Combination  der  Veränderlichen 

ZU  besetzen,  auf  eine  endliche  Zahl  yon  Complexionen  führt,  so  ist  hier- 
durch bewiesen, 

„dass    das    „volle''    Formensystem    beliebig    vieler 
quadratischer  Formen  ein  endliches  sein  muss.'' 

Die  Besetzung   eines  Klammerfactors   im  ternären  Gebiete  kann  z.  B. 
blos  von  der  folgenden  Art  sein: 

(ax) ,  (a,ja?,j)  u.  s.  f. 

{aax^^)y  iaa\^),  {a^^a),  ia^^a\^x)  u.  s.  f. 

{aaa')^  (^it^is^'is)  u.  s.  f. , 


wo  die  durch  „  u.  s.  f.  *'  angedeuteten  Terme  durch  blosse  Vertauschung  der 
Symbole  von  a«*,  aa?^  a'x^.,,  hervorgehen. 

Dem  Hinschreiben  der  „vollen**  Formensysteme  liegt  nun  nichts  mehr 
im  Wege;  der  Satz,  dass  keine  zwei  Klammerfactoren  von  gleichem  Typus 
auftreten  dürfen,  leistet  die  Hauptarbeit. 

Doch  werden  in  dem  so  erhaltenen  Formensystem  noch  viele  Formen 
enthalten  sein,  welche  theils  reductibel  sind  an  sich,  theils  durch  den 
Clebsc  haschen  Satz*,  der  besagt |  dass  nur  eine  Beihe  von  jeder  Variablen- 
reihe auftreten  darf  (es  aber  möglich  ist,  dass  —  formell  zwar  nicht  — 
aber  in  der  That,  etwa  durch  „Zusammenrücken*^  zweier  zuerst  verschie- 
dener Variablen,  der  Fall  sich  realisirt). **  Die  Restarbeit  wird  durch 
Reductionsformeln  zu  besorgen  sein,  welche  ich  in  meiner  später  zu  ver- 
öffentlichenden Arbeit  verkürzte  Identitäten  genannt  habe. 

Im   ternären   Gebiete  giebt  es   blos   eine   solche   verkürzte  ^  Identität, 

nämlich :  r     '  \  r     *  \      mtittt 

(aa  u)  (« «  a?)  =  0,*** 

wobei  das  ,,congruent  Null**  besagen  will:  moduU)  von  Tefmen,  die  direct 
in  Factoren  zerfallen  oder  (was  im  ternären  Gebiete  allerdings  noch  nicht 
eintritt)  höher  normalisirt  werden  können.  Im  quaternären  Gebiete  erwei- 
tert sich  die  Zahl  der  „verkürzten  Identitäten**  auf  15  u.  s.  f. 

Anmerkung.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  nicht  verlassen,  ohne 
die  Leichtigkeit  zu    erwähnen,    mit   der   wir  hiermit  im  Stande  sind,  das 


*  Clebsch:  Ueber  eine  Fnndamentalaufgabe  der  In  Variantentheorie. 
**  Herr  Merte-ns  vermeidet  wohl  absichtlich  dieses  „Zusammenziehen*  der 
Variablen.    Vergl.  a.  a.  0.  p.  733.    1889. 

*«>»  Vergl.  GlebBch-Lindomann  a.  a.  0.  p.  290. 
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Gordan'sche  System  von  20  Formen,  das  zweien  quadratischen  ternftren 
Formen  zugeordnet  ist,  anzuschreiben.     Man  hat: 
d)  die  constitnirenden  Factorentypen : 

5)  Unter  Berücksichtigung,  dass  vermöge  der  einzig  auftretenden 
„verkürzten"  Identität  die  Factorentypen  {ad\A)  und  (aa'rc)  nicht 
in  derselben  Invariante  auftreten  dürfen: 

(Quadrate):  a.\  d,\  {adu)\  u^\u\\  iadx)\  aa\  dj,  a,„^  d,,,\ 

(Gemischte  Prodncte):  Hier  müssen  die  Symbole^  wie  leicht  er- 
sichtlich, eine  „Kette^^  bilden  und  darf  ein  Symbol  nicht  mehr, 
denn  einmal  auftreten. 


{ud)  (aa  )  (dx) 
(u«)  {jDid)  (dud)  (a«) 
(tttt)  («a')  {aud)  [ad)  (a'i*) 

{ud){axd){du) 
(ua)  {oxd)  {ad)  {ax) 

{xd)  {aci'){axd)  {ad)  {dx) 
{xd)  {aua)  {dx) 


{u  a')  {da)  {ax) 
{ud)  {da)  {aud)  {dx) 


{ud)  {dxd)  {ad)  {ax) 


§5. 


Veber  die  „Invarianten''  quadratischer  Formen  im  Allgemeinen. 

Wir  wissen  nun  bereits,  dass  das  „volle"  Formensystem  quadratischer 
Formen  endlich  ist  und  haben  zugleich  die  Hilfsmittel  bezeichnet,  welche 
uns  gestatten  würden,  ein  solches  hinzuschreiben.  Doch  ist  diese  Auf- 
gabe zunftchst  nur  ohne  Mühe  beim  ternfiren  Gebiete  so  zu  lösen,  dass  wir 
ein  möglichst  reducirtes  System  erhalten.  Wir  wollen  aber  nun  annehmen, 
es  sei  uns  gelungen,  ein  von  allen  überflüssigen  Elementen  freies  „voU- 
st&ndiges"  Formensystem  für  N  quadratische  Formen  im  Gebiete  von 
n  Dimensionen  vermöge  unserer  Anleitung  anzugeben.  Die  Elemente  des 
so  erhaltenen  vollen  Formensystems  0  bestehen  dann  aus  lauter  normali- 
sirten  Ausdrücken,  deren  Anzahl  5  sein  möge. 

Betrachten  wir  nunmehr  neben  den  obigen  ^Formen  noch  eine  wei- 
tere, die  wir  aa^=  (ö,2a?i»)*  =  (öi88fl?i28)*^  ...  bezeichnen  wollen.  Dann 
wird  dem  System  der  nunmehr  (^-f-l)  quadratischen  Formen  eine  Beihe 
von  blossen  Invarianten  (d.  h.  ohne  Variable)  zukommen,  deren  natürlich 
unendlich  viele  sein  werden.  Aber  aus  diesen  blossen  Invarianten  wird 
sich  ein  „volles"  System  ip  von  blossen  Invarianten  abspalten  lassen,  das 
selbst  endlich  sein  wird  nach  unseren  früheren  SStzen.  Wir  fragen  nun, 
wie  man  dieses  endliche  System  sofort  anschreiben  könne. 
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Die  Beantwortung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 
Sei  I  eine  blosse  Invariante  aus  dem  ,,vollen"  System  9>,  dann  kann 
man  sie  im  ,, vollen*^  System  q>  beibehalten,  auch  wenn  man  die  Symbole 
der  zuletzt  hinzogef {Igten  quadratischen  Form  a^?  =  . . . ,  sofern  sie  nur 
gleichwerthige  sind  (also  a^^.^.lc  mit  h^^^^^lc  u.  s.  w.)  in  I  beliebigen  par- 
tiellen oder  totalen  Yertauschungen  unterwirft.  Anders  ausgesprochen 
lautet  dies  so:  Ersetzt  man  in  1  alle  gleichwerthigen  Symbole  der  letzten 
quadratischen  Form  immer  durch  eine  einzige  zugehörige  Variable  mit  dem 
complementaren  Index  (al^o  z.  B.  wenn  »^5  ist,  ai^,..h  durch 
a;j2...[5-.A  4- 1]),  so  entsteht  eine  Covariante  =  allgemeine  Invariante  (im 
Clebsch*schen  Sinn)  der  ersten  N  quadratischen  Formen.  Aus  dieser 
findet  man  gemäss  oben  beschriebener  Freiheit,  wieder  die  alte  ,,blo88e*' 
Invariante,  indem  man  für  die  auftretenden  Variablen: 

X 

^\% 

t  •  • 

so  lange  Symbole  von  ax^=^  •••  einführt  (natürlich  je  mit  complemen- 
tärem  Index),  bis  sie  alle  —  in  irgend  welcher  Weise  —  besetzt  sind. 
Führen  wir  bei  allen  Elementen  des  „vollen**  Systems  q>  der  blossen 
Invarianten  den  Transformationsprocess  durch ,  durch  welchen  wir  Covariant- 
invarianten  der  N  ersten  quadratischen  Formen  erhalten,  so  transformirt 
sich  also  das  „volle*^  System  q>  in  einen  Theil  des  „vollen*'  Systems  <t> 
der  N  Formen ,  ev.  in  Produkte  von  Termen  des  letzteren.* 
Dann  ergiebt  sich  der  Satz: 

Es  giebt  so  viel  linearunabhängige  blosse  Invarianten 
von  ^-|-1  quadratischen  Formen  irgend  einer  Stufe, 
als  Glieder  im  vollständigen  System  der  Covariantin- 
Varianten  gerader  Ordnung  von  blos  N  Formen  der- 
selben Stufe.  Hierzu  ist  noch  die  Discriminante  der 
letzten  =jr  +  l*«»»  Form  zu  zählen. 
Wie  man  aus  den  betreffenden  Covariantinvarianten  die  Invarianten 
selbst  erhält,  ist  oben  gezeigt. 

Wir  wollen  die  diesbezüglichen  Resultate  an  3  ternären,  bez.  3  qua- 
temären  quadratischen  Formen  näher  bezeichnen. 

§6. 
Blosse  Invarianten  von  3  tem&ren  quadratisöhen  Formen. 

Wir  haben,  laut  der  entwickelten  Vorschrift,  an  erster  Stelle  aus  dem 
„vollständigen''  Formensystem  von  blos  2  ternären  quadratischen  Formen 

*  Was  Produkte  von  Termen  ungerader  Ordnung  anbetrifft,  so  mflssten  me 
den  ersten  Sätzen  von  §  4  genfigen ,  lassen  sich  aber  meist  ohne  Mühe  ausscheiden. 
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diejenigen  Coyariantinvarianten  heranszasnchen ,  welche  in  den  auftretenden 
Variablen  von  gerader  Ordnung  sind.  Wir  haben  oben  das  vollständige 
Formensystem  hierfQr  angegeben  und  finden  sofort: 

(axYy  (axy,  {aauy^  (wa)*,  (<*«')'»  (««aj)* 

Statt  der  Variablen  x  ist  nun  überall  a ',g  =  a' ,  statt  u  die  Symbole 
a'  zu  setzen ,  dann  folgt : 

(aa')\  (aV)«,  {aaay,  {a"a)\  aV)»,  {adcty 
Fügt  man  noch  die  Discriminante 

I 

der  dritten  ternfiren  Form  an,  so  haben  wir  genau  die  11  Invarianten  vor 
uns,  welche  auch  Herr  Mertens  a.  a.  0.  aufgestellt  hat. 

§7. 
Blosse  Invarianten  von  3  quaternären  quadratischen  Formen. 

Ich  entnehme  die  hier  nöthigen  Covariantinvarianten  dem  von  mir 
ZQ  veröffentlichenden  „vollständigen*^  System  zweier  quaternären  Formen. 
Diese  sind: 

I. 
{ax)\  (a„p)«,  (aijgu)«,  a\^^, , 

IL 
iaap)\  (aa\^uyy  iaa\^^)\ 
(«180«)*»  («laöjj'i  (^»18  0^2^?)%  (ajsa'jj^a;)«. 
(«IM«)',  («188», 2)*.  (0183» ö, 2 3 •!>)*• 

III. 
{ax)  (a a\ 3 u)  a',, a^j»)  (0,^3 u) 


(«188 w)  («1880)  (ö'öP)  (öö'i2«*)  («>!>) 

(«',43  «*)  (»123»)  (««»  (ö  «12")  (ö|8A>)  • 
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V. 

{ax)  {aap)  {da^^^)  {a^i^a\^x)  {a\^a^;)  (a.gp) 
iax)  {aap)  {aa\^^  (a'm «12 a^)  («12 »'la)  iP^'uP) 

(«128«*)  («128«  128P)  (ö'l2S«)  C«»««)  («l«««)  («12^) 
(«'123")  (ö'i23Öl28P)  K«3«')  («'«12)  (öl2«'l2)  («'12!^) 

(aa?)  (aa ,23)  (a ijaa^ic)  {a^^au)  {aa^^^)  {a^^u) 
{ax)  {aa^is)  {ai^a\^x)  {a\^au)  {aa\^)  {a\^^u). 

VI. 
{ax)  (aa „3)  {a^^^a^^x)  {ai^a^^)  {a\^ai^x) {a^^^a)  {ax) 
(a^gjw)  (a,8sa)  (aa„f*)  {a^^a^^)  {a\^au)  (aa^j)  (a,j3f*). 

/'>•        ^ «    V  ^2  VII. 

(ö'l28»    «.P»    «12)*« 

Setzen  wir  nun   in  den  vorstehenden  Ausdrücken  in  beliebiger  Weise 

ol&VU     je  •  •  •  C*      lao  "^   0     jQa  •—   *  •  • 

a     J'...»  ij  — 0  ij  — ... 

ff  mff 

n     u...a       =0       = ... 

80  erhält  man  38  Invarianten  der  3  quatemären  Formen,  welche  mit  der 
Discriminante  a"^\^^  der  dritten  Form  zusammengenommen  ein  „voUsUn- 
diges"  System  der  blossen  Invarianten  der  3  Gmndformen  darbieten, 
deuten  wir  unter  [thJe]  an,  dass  die  zugehörige  Invariante  vom  »**"  Grade 
in  den  Coeffioienten  der  ersten  Grundform ,  vom  &**"  in  jenen  der  zweiten, 
vom  h**^  in  jenen  der  dritten  sei ,  so  kommen  den  39  Invarianten  folgende 
Zahlen  zu:  I, 

[103],  [202J,  [301],  [400] 
[013]    [022J    [031]    [040]. 

II. 

[112],  [121],  [130] 

[211],  [220],  [224],  [233] 

[310],  [323],  [332]. 

III. 
[424]  [244[  [222]. 

IV. 

[442]  [334[  [554]  [455]  [545]  [434]  [344]. 

V. 
[635]  [365]  [653]  [563]  [644]  [464]. 

VI. 
[666]  [662]. 
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VII. 

[422]  [242]. 

Vlll. 
«.m*  =  [004]. 

Wie  wir  ersehen,  sind  sBoimtliche  Invarianten  mit  verschiedenen  In- 
dices  behaftet.  Wir  können  denselben  also  auch  die  Indicesgrnppe  als 
Name  beilegen  und  erhalten,  wenn  wir  sie  nach  Permntationsformen  ordnen, 
folgende  Reihe  von  39  Gebilden: 

[103]  [013]  [202] 
[031]  [130]  [022] 
[310]  [301]  [220] 

[112]  [400]  [224] 
[121]  [004]  [242] 
[211]  [040]  [422] 

[332]  [442J  [554] 
[323]  [424]  [545] 
[233]  [244]  [455] 

[222]  [666] 

[635]  [653]  [434]  [644] 
[365]  [563]  [344]  [464] 

[334]  [662]. 

München,  April  1891. 


VIL 

Die  trinomische  und  quadrinomische  Gleichung 
in  elementarer  Behandlungsweise. 

Von 

Dr.  W.  Heymann. 


L  Die  trinomische  Gleichung. 

§  1.  Einleitende  Bemerkungen. 

Die  trinomische  Gleichung  hat  schon  mannigfache  Bearbeitung  ge- 
funden, eine  durchaus  elementare  liegt  aber  meines  Wissens  noch  nicht  vor.^ 

Um  Missverständnissen  zu  begegnen,  wollen  wir  gleich  Anfangs  fest- 
stellen, welche  Anforderungen  wir  an  eine  solche  elementare  Behand- 
lungsweise stellen. 

Denken  wir  uns  die  trinomische  Gleichung 

vorgelegt,  so  fragen  wir  nach  einem  Ausdruck  für  y^  der  erstens  eine  be- 
queme Potenzirnng  zulässt^  zweitens  n-deutig  ist  und  drittens  der 
gegebenen  Gleichung  ersichtlich  genügt.  Genauer  gesprochen,  suchen 
wir  also  n  Ausdrücke ;  dieselben  werden  sich  jedoch  von  selbst  unter  einem 
gemeinsamen  Tjpus  einstellen. 

Dass  der  gewünschte  Ausdruck  im  Allgemeinen  kein  algebraisch  ge- 
schlossener sein  kann,  ist  selbstverständlich,  und  geschlossene  transcendente 
Ausdrücke,  wie  bestimmte  Integrale,  elliptische  Functionen  u.  dgl.,  wollen 
wir  principiell  bei  Seite  lassen.** 

Es  wird  sich  also  unsere  Betrachtung  auf  ein  anderes  Gebilde,  nSmlich 
auf  eine,  beziehentlich  mehrere  (hypergeometrische)  Reihen  beziehen.  Eben 
diese  Beihen  sind,  wie  schon  bemerkt,  ziemlich  oft  aufgestellt  worden ,  doch 
meist  nach  Methoden,  welche  mehr  oder  weniger  die  Differential-  und  In- 
tegralrechnung voraussetzen.  So  hat  man  vielfach  das  Theorem  von  Mac 
L aurin  als  Ausgangspunkt  gewählt,   man  hat  jene  Reihen  auch  aus  den 


*  Vergl.  des  Verfassers  „Stadien  über  die  Transformation  und  Integration 
der  Differential-  und  Differenzengleichungen*.  Teubner  1891,  8.  403.  Daselbst 
findet  man  Seite  248  auch  Angaben  über  die  einschlägige  Literatur. 

**  Ueber  solche  transcendente  Auflösungen  vergl.  auch  meine  Arbeit  „Theorie 
der  trinomischen  Gleichungen  *^    Math.  Annalen,  Bd.  XXVIII. 
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entsprechenden  hjpergeometrischen  Differenüalgleichnngen  abgeleitet,   man 
bat  die  allgemeinen  Formeln  von  Lagrange  za  Gmnde  gelegt  u.  s.  f. 

Wir  vermeiden  alles  Das  nnd  setzen ,  wenn  auch  zunächst  etwas  un- 
motivirt,  eine  unendliche  Reihe  an  die  Spitze  unserer  Unter- 
suchung. Wird  dieses  nicht  bemängelt,  so  treten  einige  Yortheile  so- 
gleich zu  Tage,  nämlich  folgende: 

1.  Die  hypothetisch  aufgestellte,  zuvörderst  eindeutige  Beihe»  wird 
bich  als  potenzfähig  erweisen.  Das  soll  heissen:  die  in  die  m^®  Potenz 
erhobene  Reihe  ist  wieder  eine  Reihe  von  dem  ursprünglichen  Charakter, 
oder  auch:  die  vorliegende  (hypergeometrische)  Reihe  n^'  Ordnung  giebt 
potenzirt  gleichfalls  eine  solche  Reihe  n^'  Ordnung. 

2.  Wird  die  mit  zwei  willkürlichen  Parametern  JAusgestattete  Reihe  in 
die  tiinomische  Gleichung  eingeführt,  so  lassen  sich  jene  so  bestimmen, 
dass  die  linke  Seite  der  Oleichung  identisch  verschwindet 

3.  Jene  Parameter  hängen  nur  von  einer  binomischen  Gleichung  ab, 
nnd  sie  veranlassen  es,  dass  in  die  Lösung  y  die  n^  Einheitswurzel  ein- 
geht. Auf  solche  Weise  entsteht  für  y  ein  n- deutiger  Ausdruck,  welcher 
sämmtliche  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung  zur  Darstellung  bringt. 

4.  Für  die  aufgestellte  Reihe  ergiebt  sich  eine  gewisse  einfache  Conver- 
genzbedingung.  Ist  letztere  nicht  erfüllt ,  so  liefert  eine  Transformation, 
resp.  Buchatabenvertauschung  eine  andere  Reihe,  welche  gerade  dann  con- 
vergirt,  wenn  die  ursprüngliche  divergirt. 

5.  Die  Ausdrücke ,  welche  der  trinomischen  Gleichung  genügen ,  führen 
zu  einer  hypothetischen  Annahme  über  die  Form  der  Lösungen  von  qua- 
drinomischen und  überhaupt  vielgliedrigen  Gleichungen,  welche 
nachträglich  leicht  zur  Gewissheit  erhoben  werden  kann. 

§  2.   Einffthrung  einer  Beihe. 
Wir  legen  unserer  Betrachtung  die  unendliche  Reihe: 

1)  g=i  +  a(i)|+a(j)jlL+a.s)  _!_+.. .  =  j.(l) 

ZU  Grunde,  in  welcher  6^^^  nachstehendes  Product  bedeutet: 

A— 1 


2)  ,.,  =  J0[.+!t^']. 


Da  dieses  Product  erst  mit  h  =  2  in  Wirksamkeit  tritt,  so  haben  wir  fest- 
zastellen,  was  wir  unter  6^^^  und  d^^>  verstehen.     Es  sei: 


m:=l     und     6«)  =  -. 

n 


Ueber  die  Zahlen   m,  n,  5   brauchen  augenblicklich  keine  beschränkenden 
Voranssetzungen  gemacht  zu  werden,  nur  h  mnss  immer  ganz  und  positiv 
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gedacht    werden.     Angenommen   werde  femer,  dass  die  Beihe  wenigstens 
für  gewisse  Werthe  von  |  convergirt. 

Setzen  wir  im  Product  2)  /» —  jk  an  Stelle  von  A;  und  ordnen  die  Fac- 
toren  in  umgekehrter  Reihenfolge  an^  so  ergiebt  sich  die  mit  2)  Squiva- 
lente  Formel: 


2  a) 


^''^==^J7f^*^i''^"*l' 


Endlich  wollen  wir  uns  gestatten,  für  die  Reihe  1)  bisweilen  die  nabe- 
liegende symbolische  Bezeichnung 

{:  =  e^^    wo    a*=d<*J 

einzuführen. 

§  3.   Beweis,  dass  die  Beihe  für  i  die  Eigenschaft  einer  Potenz  besitzt 

Indem  wir  jetzt  besonders  darauf  achten,  in  welcher  Weise  i  von  m 
abhängt,  schreiben  wir  ^(9,)  statt  ^  und  ö^m)  statt  d  und  beweisen,  dass  die 
Eigenschaft 

3)  f(m).fou)=&m+M) 

vorhanden  ist.  Wir  multipliciren  zu  diesem  Zweck  di^  beiden  Reihen  linb 
wirklich  aus  und  vergleichen  die  Coefficienten  von  4^.  Dann  ergiebt  sich 
die  Bedingung: 

d.  h.,  es  bleibt  zu  erweisen,  dass  unser  Product  d  für  jedes  ganze  posi- 
tive h  die  Eigenschaft 

besitzt,  wgbei  die  Potenzen  von  6  symbolisch  in  der  festgestellten  Weise 
zu  verstehen  sind.  v 

*^'^"*  fllrÄ  =  l 

für  Ä  =  2 

nl  n     j        n  n     nl  n     J 

An  diese  speciellen  Formeln  anschliessend,  kann  man  sich  durch  den 
Schluss  von  h  auf  h  +  l  von  der  Existenz  der  allgemeinen  Formel  über- 
zeugen« 
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Bezeichnen  wir  i^\)  mit  17,  so  ist  nun: 

d.  h.  aber,  die  Reihe  ^(m)  ist  die  m^*  Potenz  der  Reihe  £(i).  All- 
gemeiner noch  kann  man  sagen:  Die  Reihe  tim)  wird  in  die  p^^  Potenz 
erhoben,  indem  man  das  Element  m  mit  p  mnltiplicirt ,  also: 

§  4.  Beweis,  dass  durch  die  in  entsprechender  Weise  mit  der  n*^^  Ein- 
heitswurzel  ausgestattete  Reibe  für  i  jede  Wurzel  einer  trinomischen 

Gleichung  dargestellt  werden  kann. 

Es  sei 

5)  £(„)  =  T'»JF(m,  a|) 

im  Wesentlichen  wieder  die  unter  1)  aufgeschriebene  Reihe,  also: 


5a)  ft„,  =  ,».ji+5(ny+a{2j^+...j 


Die  beiden  hinzugefügten  Constanten  6  und  t,  welche  sogleich  bestimmt 
werden  sollen,  alteriren  die  Eigenschaft 

km)  f(/t«)=  ?(m-|-ju) 

ia  keiner  Weise,  also  auch  nicht  die  Eigenschaft  ^.  ^£(m)*  Wir  behaap- 
ten  jetzt,  dass  die  Reihe  fi  =  ti\)  bei  geeigneter  Wahl  von  a  und  x  der 
trinomischen  Gleichung 

6)  n"  +  S^"-'+i  =  o 

genügt  und  bilden  deshalb 

Soll  aber  die  Somme  der  Grössen  auf  der  linken  Seite  identisch  ver- 
schwinden, so  muss 

QD 

Nan  besteht,  wie  wir  nachträglich  zeigen,  für  jedes  h  zwischen  0  und  00 
die  Beziehung 

folglich  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

0  =  i"  + 1  +  (ai»  +  t"- ')  >  6j;>        ^ 


^  («-')    h\ 


k=u 


lind  sie  ist  sicher  erfüllt,  wenn  wir  a  und  t  so  wählen,  dass 
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8)  t"  +  1=0     und     tft"  +  r"-'  =  0,     d.h.  tf  =  T'— •. 

Was   die   in   7)  ausgesprochene  Eigenschaft  von  6  anlangt,    so  ist  sufolge 
der  Definition  in  §  2 

für  alle  weiteren  h  ist 


•"=n[*+"-^'-]' 


oder,   wenn   der   letzte  Factor   des  Productes  vor  das  Zeichen  TT  gesetzt 

"''^ '         i(H+ » = {h+i)(n-s)  fjh+ n-s-m 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  unter  5a)  angegehene  Reihe  zufolge  der 
n-Deutigkeit  von  t,  resp.  a  selbst  n* deutig  wird,  so  lässt  sich  das  Er- 
gebniss  von  diesem  Paragraphen  wie  folgt  aussprechen: 

Die  m^'^  Potenzen  sämmtlicher  Wurzeln  der  trinomischen 

Gleichung  -  ,  v  „-.  ,  i      a 

6)  i?"  +  $i?«— +  1=0 

können  durch  die  Reihen 

5a)  1, J  =  T"  jl  +  di»^  ^  +  6«>  g  + . , .  j  =  t- «•«»(-) 

dargestellt  werden,  wobei 


9) 


T  =  e      — „         («  =  0,  1,  ...,  »  — 1),     a  =  T" 


bedeutet  und  nur  solche  Werthe  von  £  zugelassen  werden 
dürfen,  für  welche  Convergenz  statt  hat.* 

§  5.  Umgestaltung  der  Reihe.  —  Convergenzbedingung. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestellte  Reihe 

möge  in  der  Form 

*  Es  ist  evident,  dass  die  Coefficienten  S<-^)  mit  den  Differentialquotienten 

-für- 1  zusammenfalleD  und  durch  die  hinzutretende  Einheitswurzel  n- deutig 

werden.  Unsere  Betrachtungen  sollen  aber,  wie  schon  vorausgeschickt,  hierauf 
keine  Rücksicht  nehmen,  den  Begriff  des  Differentiales  vermeiden  und  die  Eigen- 
schaften von  S  in  elementarer  Weise  begründen. 
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10)  v7  =  t'"{A^  +  A,c  +  A^6^+...+An^iC^-'\ 

gesetzt  werden,  dann  ist  offenbar 


und  die   ui   können   yon    den    früheren  d^^  höchstens  im   Vorzeichen   ab- 
weichen; man  hat  nämlich 

og+^n  =  (-  l)e(»— )  6(^+^») . 

Wir  wollen   nun  zeigen,   dass    sich  a^+^n ,   resp.   d^-^9^)  durch  ihre   An- 
fangswerthe  a,,  res]),  d^)  ausdrucken  lassen.     Es  war  nach  §  2 

folglich,  wenn  ^  um  n  wächst. 

Zerlegen  wir  diesen  Ausdruck  nach  dem  Schema 

ff 


ff  +  fl'\         »  ff  +  S'i      ff+'*-\ 

U=n  nh 


und  vertauschen  im 

ersten  Product  Ic  mit  5  — ä, 

zweiten     „  Ic    „    5  +  A;, 

dritten      „  k     „    «  +  Ä;  +  ^, 

so  entsteht  nach  einfacher  Umformung 

12)  3<.+->  =  (- \y m fj [h  +^J .  ff  [*  +  ^^^7^+"'] 

und  dem  entsprechend 

^^■{■n==f{g)'«ffi     ci,'{-2n  =  fig)-f\g  +  n).aff  etc., 
wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  wurde. 

Da  wir  später  (vergl.  §  6)  bei  der  Vertan schung  der  Parameter  n  und  s 
unter  sich,  wenn  auch  immer  ganze,  so  doch  negative  Zahlen  für  8  und 
A  — s  erhalten  werden,  und  dann  die  Producte  in  12)  resp.  13)  nicht  ohne 
Weiteres  branchbar  sind,  so  wollen  wir  selbige  in  Gestalt  von  Factoriellen 
schreiben,  nämlich 
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,3.)         n.)  =  (-1)-p-^|".  [^_(!Lz^-]<->, 

womit  also  das  Sjmbol 

a(*)  =  a(a  +  l)(a-h2)...(a  +  Ä;-l) 

eingeführt  ist.     Für  ganze   negative  E^onenten  h  kann  naan  dann  von 
der  leicht  erweisbaren  Beziehung 

(a -*)(*)     (1-ay*^ 

Gebrauch  machen. 

Wir  gelangen  nun  zu  dem  Resultat: 

Die  m^^  Potenzen  sämmtlicber  Wurzeln  der  trinomischea 
Gleichung 
6)  ^».  +  J^n-.^1:=,0 

können  durch  den  Ausdruck* 

dargestellt  werden,  wobei 

^^ßn+u^y^    («  =  0,   l,...,n-l),     <f  =  T— , 


14) 


i|  |*+»  1»+'"  I 


«0  =  1,«,=^;  «r  =  0,  1,...,  (»-l);''?  =  ^rf[*'''*Si    1 

Behufs   Feststellung   der  Convergenz   der  Reihe   für  Ä^  in    14)   bezeicbne 
man  den  Coefficienten  von  4^  +  ^"  mit  Uq^  dann  findet  man  leicht 


und,  falls  -^g"=l, 


M'-^hl- 


wobei  zur  Abkürzung 

^/  =  (—  1)"  n-"  5«  (n  -  ä}"-  ' 

gesetzt  wurde.     Die  durch  die  Ausdrücke  10)  und  14)  dargestellte  LOsung 
ist  demnach  zulässig,  so  lange 

*  Man  könnte  den  Ausdruck  10)  auch  so  umgestalten,  dass  an  Stelle  von  ^ 
durchweg  t  steht;  es  würde  dies  aber  eine  Aenderung  in  der  Reihenfolge  der  A^ 
bedingen.    (Vergl.  die  analoge  Darstellung  bei  der  qnadrinomischen  Gleich ang,  §  d). 
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>.^*.>-s      ".^ 


Es  sei  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Exponent  m  auf  die 
Convergenzbedingung  keinen  Einfluss  hat ;  dann ,  dass  der  Fall  m  =  0  nicht 
bedeutungslos  ist,  sondern  zur  Darstellung  der  natfirlichen  Logarith- 
men der  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichungen  führt.  Vergl.  die  Auf- 
gaben 88  und  89  in  meinen  ^Studien'*. 

§  6.  Die  Transformation  und  vollständige  Auflösung  der  trinomisohen 

Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  folgendes  Resultat  gefunden:  Die  m^^^  Potenzen 
8ftmmtlicher  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung 

6)  ^»  +  |i,n-.  +  1^0 

lassen  sich  durch  eine  unendliche  Reihe 

15)  i^F[m,  n,  5,  S],  U-i?"-) 

darstellen;  dieselbe  enthält  die  n*^  Einheits wurzeln  und  convergirt,  falls 
^|-<1. 

Es  ist  nun  bemerkenswerth ,  dass  durch  eine  einfache  Transformation, 
welche  schliesslich  auf  eine  blosse  Buchstabenvertauschung  hinauskommt, 
die  trinomiscbe  Gleichung  in  sich  zurflckgefUhrt  werden  kann.  Die  oben 
bezeichnete  Losung  wird  aber  hierbei  nicht  in  sich  transformirt,  sie  geht 
vielmehr  in  eine  andere  Über,  mit  einer  neuen  Convergenzbedingung, 
welche  letztere  der  früheren  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Substituiren  wir  in  6)  und  15) 

1         1 

80  ergiebt  sich 

16)  a,,  y"  +  a.  y"-'  +  a„  =  0 

mit  der  entsprechenden  Lösung 

m       m       r  1"! 

17)  e^ÜQ    na^nFlm,  n,  8,  (ao*-"ö."a«-«)«Ji  (i»  =  y'") 
und  der  zugehörigen  Convergenzbedingung 

a)  J ao'""  a."  o«-*  <  1 ,     /1  =  (-1)"  n""  s*  (n  —  «)"-•. 

Wir  bezeichnen   von  jetzt   ab   die   Gleichung  6)   als  Normalform,    die 

Gleichung   16)   als   die  aligemeine  Form   der  trinomischen   Gleichung; 

die  Lösung  17)  mag  die  erste  Hauptlösung  beissen. 

Vertauschen  wir 

die  Zahlen  n  s  On  a, 

mit  8  n  a,  a» 

und  multipliciren  die  Gleichung  16)  hinterher  mit  y"~~',  so  bleibt  selbige 
völlig  ungeändert,  während  die  erste  Hauptlösung  17)  in 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXXVH,  i».  7 
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übergeht.  Zugleich  bemerkt  man,  dass  infolge  der  Vertauschung  der 
Werth  z/ao*"""  a,"  a«*"'  genau  in  seinen  reciproken  umschlägt,  mithin 

Die  neue  Convergenzbedingung  ist  also  in  der  That  der  früheren  entgegen- 
gesetzt. Ausserdem  sind  die  n*^  Ei nheits wurzeln  von  F  übergegangen  in 
s^  Einheitswurzeln. 

Den  Ausdruck  18)  bezeichnen  wir  als  zweite  Hauptlösung  der 
trinomischen  Gleichung.  Er  stellt  zufolge  seiner  5-Deutigkeit  die  m*^  Po- 
tenzen von  8  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung  16)  dar;  insbeson- 
dere sind  es  jene  s  Wurzeln,  welche  mit  a„  nicht  gleichzeitig  verschwinden. 

Vertauschen  wir  weiter 

die  Zahlen      n     s     Oq     a, 
mit  n—s  —5     tta     a^,, 

so  ändert  sich  die  allgemeine  Form  16)  ebenfalls  nicht  Die  erste  Haupt- 
lösnng  17)  verwandelt  sich  dagegen  in 

19)     e  =  ar^^^»ani^»F[m,  n—s,  —s,  (a«~"ao"-*ö/)Jrr,Ji     (e=y'') 

und  die  zugehörige  Convergenzbedingung  geht  aus  gleichem  Grunde  wie 
oben  in  die  bereits  aufgestellte  b)  über. 

Den  Ausdruck  19)  bezeichnen  wir  als  dritte  Hauptlösung;  denn 
er  stellt  infolge  seiner  (fi  —  5) - Deutigkeit  die  m**"  Potenzen  von  n  —  s 
Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung  16)  dar.  Es  sind  dies  insbesondere 
jene  Wurzeln,  welche  mit  üa  gleichzeitig  verschwinden,  oder,  was  dasselbe 
ist,  welche  mit  verschwindendem  a^  nicht  zugleich  unendlich  gross  werden. 

Demnach  haben  wir  folgendes  definitive  Resultat: 

Die  m**"  Potenzen  g  sämmtlicher  Wurzeln  der  allgemeinen 
trinomischen  Gleichung 

16)  aoy"  +  a.y"  -  •  +  a„  =  0 

können  dargestellt  werden  —  entweder  durch  die  erste  Haupt- 
lösung 17)  —  oder  durch  die  vereinigte  zweite  und  dritte 
Hauptlösung  18)  und  19),  je  nachdem  der  Werth,   resp.  Modul 

^^"  .  (-1)"  n-" s*  {n  -  5)"-*  a^'-^a/'  a„-* 

ein  echter  oder  ein  unechter  Bruch  ist.  Wird  jener  Bruch  gleich 
der  Einheit,  so  sind  sfimmtliche  Lösungen  zulässig. 

Das  Prinoip  der  Vertauschung  der  Parameter,  welches  hier  zur  An- 
wendung kam,  verdient  umsomehr  Beachtung,  als  es  sich  sofort  auf  qua- 
drinomische ,  überhaupt  vielgliedrige  Gleichungen  übertragen  lässt  und  jede 
Rechnung  entbehrlich  macht. 

Für  den  praktischen  Gebrauch  wird  man  indessen  besser  nachträglich 
einen   oder   zwei   der  Coefficienten    der   allgemeinen   Form  16)   gleich  der 
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Einheit  setzen.     Nehmen  wir  etwa  a^  =  an  =  1 ,  at  =  a,  gehen  also  wieder 
anf  die  Normalform 

zurück  y  so  erhalten  wir  als  zugehörige  HanptlOsnngen 

B  =  F[in,  n,  s,  a]j  /ia"5^1, 

20)      {    £f  =  arF  [m,  5,  «,  a""i  J'  -Ja">l, 


IL  Die  qnadrinomisehe  Gleichung« 

§  7.   Hypothetitohe  Erweiterung  der  Eeihe  f&r  i  mit  Eüokticht 

auf  die  qnadrinomisehe  Oleiclmng. 

Sei  die  Gleichung 

21)  ij"  +  «p  1?"  -  P  +  Ä,  1/"-»  + 1  =  0 
Yorgelegt,  oder  kürzer 

22)  ^»  +  ^4-l=:0, 
wo  O  die  Zwischenglieder  aufnehmen  soll,  also 

23)  0(fl;,  i7)=«pi2"-''  +  «^i?''-«. 

Wir  versuchen  jetzt,  ob  die  w*^"  Potenzen  J  der  Wurzeln  jener  Gleichung 
durch  die  Reihe 


24)        5  =  t"' 


1  1  .^  J 


t"  +  1  =  0 

dargestellt  werden  könne.  Diese  Annahme  rechtfertigt  sich  yorl&ufig  schon 
dadurch,  dass,  wenn  eines  der  beiden  x  gleich  Null  gesetzt  wird,  die 
Reihe  genau  in  jene  übergeht,  welche  nach  §  4  auf  die  entsprechende 
trinomische  Gleichung  passt. 

Es  interessirt  nun  zunächst  der  Ausdruck 

25)  ^(^dx,  t)  =  [dp  Xp  r— P  +  dg  Xq  r"-9]'* 

und  in  diesem  die  symbolischen  Potenzen  von  dp  und  6q. 

Im    Falle   Xq^O,   d.  h.   wenn   eine   trinomische   Gleichung  vorliegt, 
mass 

falls  aber  Xp^O^  so  wftre 

7* 
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Nach  dem  Früheren  besteht  hier  die  Beziehung 

[d,{m)  +  d,  i(i)Y  =  (5(*)  (m  +  fi) ,     [d,  (m)  +  d,  (^)]*  =  d<*)  {m  +  ii). 

Als  neues  Symbol  tritt  daher  in  25)  nur  die  Form 

auf,  wobei  Vp  und  Vq  zwei  ganze  positive  Zahlen,  incl.  Null,  sind, 
deren  Summe  immer  h  beträgt,  und  dieses  Symbol  werde  definirt  durch 

26)  6('.)(n.)^(;«)H  =  ^|j[fc  +  "-^'^  +  ^'''^],      v,  +  v,  =  *. 

Offenbar  enthält  der  Ausdruck  26)  die  früher  mitgetheilten  (für  Vp  =  0, 
resp.  Vg  s=  0)  als  Sonderfälle  in  sich.     Dass  auch  die  Eigenschaft 

27)  [ip  (m)  +  i,  (^)J'  [i,  (m)  +  6,  (f.)]"'  =  *^'*>  (»»  +  <*)  *i,"^  («  +  »•) 

vorhanden  ist,  wird  erkannt,  wenn  man  zur  Definition  26)  zurückgeht 
Im  einfachsten  Falle  vp  =  l,  Vj^l,  h  =  2  hat  man 

[dp  W  +  *p  (^)]  [Ä,  (»)  +  S,  W]  =  «,.  (m)  6,  (m)  +  dp  (m)  «,  (^)  +  Jp(^)  a,  (m) 

i/'vr/vvn/^l^i  ^         j      n  n     nn      nl  n        J 

m  +  ntPi  ,  w  +  jti  —  (jp  +  g)1 

d.  h.  aber 

[Sp  (m)  +  6^  M]  [8g  (m)  +  6g  (^)]  =  dp  (m  +  ^)  d,  Cm  +  ^) . 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  26)  und  Anwendung  des  Schlusses 
von  h  auf  h  +  l  kann  man  schliesslich  die  Existenz  der  allgemeinen  Formel 
erweisen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  Ausdruck  für  0*  (dx,  x)  zurück  und  be- 
zeichnen ihn,  um  seine  Abhängigkeit  von  m  hervortreten  zu  lassen,  karz 
durch  ^^  (m) ,  so  dass 

^ {m)  =  [6p  (m)  rcp  T» -  P  +  tf,  (m)  Xg  t"-?]* . 

Auch   von  diesem  können  wir  zeigen,  dass  er  wie  d^^)  (m)*die  Eigenschaft 

28)  [9  (m)  +  e  (m)]*  =  ^*  (m  +  ^) 

.besitzt^  Im  Falle  h=sO  und  h=^l  ist  dies  unmittelbar  ersichtlich;  im 
Falle  A  =  2  hat  man 

O*  (w  +  ^)  =  [6p  (m  +  fi)  Xp  t"-p  +  6g{m+  fi)  Xg  t"-»]* 

=  [6p  (w)  +  6p  {iOf  xp^  t2(«-^)  +  [6g  (w)  +  a,  (^)]« Xg^ r»(-«) 

+2  [dp  (m)  +  dp  M]  [6  {m)  +  6g  (^)]  rr^  Xg  t^-f-» 

=  [dp  (m)  Xp  t^-P  +  dy  (w)  Xg  T»-9]«  +  [dp  (^)  Xp  x^-P  +  6g  (fi)  Xg  T— «]* 

+  2  [dp  (m) Xp  r"- P  +  dj  (w)  a;  t»-9]  . [dp  (^)  rrp  t" -p  +  d,  f <*)  «,  t»"«], 
d.  h. 
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Bei  fortgesetzter  Multiplicatiou  und  Hinzuziehung  der  symbolischen  Aus- 
drucksweise gelangt  man  schliesslich  zu  Formel  28. 

§  8.  Beweit ,  dass  die  erweiterte  Reihe  die  Eigenschaft  einer  Potenz 
besitzt,  und  dass  durch  sie  eine  jede  Wurzel  der  quadrinomisohen 

Gleichung  dargestellt  werden  kann. 

Als  Erstes  zeigen  wir,  dass 

29)  5;  W.fW  =  £(*»  +  <»), 

wobei  also 
24).  5(«,)  =  ,-.ji  +  lf?^+^+...}. 

25)     ^(m)  =  d'^idx,  t)  =  [öpifn)  Xp  r»-^  +  6^{m)  Xg  t"-«]*  ,  t^+  1=0. 

Durch  Ausführung  der  augedeuteten  Multiplicatiou  findet  man,   dass 
die  Beziehung  29)  keine  andere  nach  sich  zieht,  als  folgende: 

d.  h.  die  bereits  als  richtig  erkannte 

28)  [^(»»)  +  d(fi)]*=3dV  +  f*). 

Um  weiter  zu  zeigen ,  dass  die  Reihe  17  =>  {(i)  der  quadrinomischen  Gleichung 
21)  ri"  +  Xp  ri^-P  +  Xg  ij«-9  +  1  =  0 

gendgti   führen   wir   die   potenzirten   Reihen   f(„),    f(ii~|f)   und   ((««-g)  ^^^^ 
dann  entsteht  auf  der  linken  Seite  von  21: . 


oder 


^"  +1  +^W ^^+'(n)  +  (Ä  +  1)  [Xp  r— ^  0*(»-i))  +  Xq  t'-9ö^\w.g)] .1 

Nun  ist  nach  Voraussetzung 

t"  +  1=0; 

es  verschwindet  aber  auch  die  angedeutete  Summe,  weil  für  jedes  ganze 
positive  h  zwischen  0  und  oo  die  Identität 

30)        -a^+Hf»)  =  (Ä  + 1)  [Xp  t"  -P  d^{n-p)  +  Xg  r»-«  0*(n-g)] 

statt  hat.     Es  wird  nämlich  bei  binomischer  Entwicklung  der  drei  Grössen  ^ 
der  Coefficient  von 
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links  gleich: 


rechts  gleich: 

(v,  +  v,  =  Ä+l). 

Vergleicht  man  diese  Ansdracke  und  kürzt  beiderseits  mit  den  Binomial- 
eoefficienten  ab,  so  verbleibt 

eine  Beziehung ,  die  fUr  v,  =  0  oder  Vp  =  0  in  die  beiden  bekannten 

>  (vergl,  §  4) 

übergeht.  Dass  sie  aber  aach  für  sonstige  ganze  positive  i'p*und  Vq  gilt, 
sieht  man  folgendennassen  ein.     Es  ist  laut  Definition 

VVV-p)  ^,('.W) = !^  U  [ä + >'-i'-[p(»v-»)  +  ^-l1]  , 

und  man  bemerkt,  dass  die  beiden  Werthe  im  Zeichen  11  nicht  verschieden 
sind.  Mulltiplicirt  man  nun  mit  Rücksicht  auf  31)  die  letzten  Oleichungen 
mit  Vp,  resp.  Vq  und  addirt,  so  entsteht  rechter  Hand 

Es  ist  aber  wegen  Vp  +  Vq  =  h  +  l: 

{n  —  p)vp  +  {n''g)vq  ^  ^      n-^ipvp  +  qvq) 
n  fi 

so  dass  diese  GrOsse  mit  unter  das  Productzeichen  77  gezogen  werden  kann, 
welches  letztere  dann  von  ä;cs1  bis  "ks^h  zu  erstrecken  ist.  Wir  sind 
damit  auf  das  Product 

Vr 


{n  —  p)vp  +  (n-q)v,  FT  fi  _l  ♦*  ~  ( J"  "p  +  *"») 


m 


^ 


w-(pvp+gvy)1 


gekommen,  und  dieses  ist  nichts  Anderes  als  dp(^i>)(n)  ^p^*'fl)(n) .. 

Es  besteht  also  die  Formel  31)  unter  allen  Umständen,  und  sonacb 
ist  auch  der  Beweis  erbracht,  dass  die  Reihe  24)  der  quadrinomischen 
Gleichung  21)  genügt. 
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Das  Endergebniss  iSsst  sich  jetzt  wie  folgt  aassprechen: 
Die    m**°    Potenzen    sämmtlicher  Wurzeln    der    quadrino- 
mischen  Gleichang 

21)  1?"  +  a?p  iy" -P  +  »^  iy"  -  «  + 1  =  0 

kOnnen  darch  die  Reihen 

24)  ,.-.  =  .-|i  +  ^  +  ^+...} 

dargestellt  werden,  wobei 


32) 


?=•«         ■  (»  =  0,  J,...,  »  — 1), 

d»(«)  =  [8p  («)  «p  t"-P  +  S,  (m) «,  T»-»]* , 

a,(V(m)  V'«>(m)  =  ;  ff  [ifc  +  "  "  ^^  ;^  ^  '^-^J .  •'P+v,=A 

bedeutet  nnd  vorausgesetzt  wird,  dass  es  für  Xp  und  a;^  solche 
Werthepaare  giebt,  für  welche  Convergenz  statt  hat* 

§  9.  XTmgestaltang  der  Beihe. 

Wir  entwickeln  den  letzterwähnten  Ausdruck  für  0^  binomisch,  also 

0*(m)  ^  ^,  Xp^PXg'^9 

und  hier  erstreckt  sich  das  Summenzeichen  über  alle  ganzen  positiven 
Werthe,  incl.  Null  der  Exponenten  Vp  und  v,,  welche  nur  an  die  Be- 
dingung 

ä)  vp-{-Vg  =  h 

gebunden  sind. 

Sei  g  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,...,  n  — 1  und  X  eine  ganze  positive 
Zahl,  incl.  Null,  so  kann  man  sich  g  und  iL  immer  so  bestimmt  denken, 
dass 

h)  (n  —  p)  vp  +  (fi  -  q)  vg  =  nk+g^ 

also  t("-p)«'p  +  («-9)^  c=  (— 1)^  T^, 

Vermöge  dieser  Bezeichnungsart  kann  man  den  Ausdruck  &^{m)  folgender- 
massen  anordnen: 

wobei 


*  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  ^\m)  nichts  Anderes  ist,  als  der  Differential- 

~f  )       ,    gebildet    für    die    Gleichung    i?«  +  S^  +  l  =  0,    während 
»6    /^=o 


M''p)ri»;  djiv  )(»)  übereinkommt  mit  /"-.^-^LII^IILV  ^^. 

\d^J'dxj9j4=o 


104      Die  trinomische  n.  quadrinomische  Gleichung  in  elem.  Behandlnngsweise. 


Aff^2ir- 1/  ^^^''^>  (w)d,(M»») 


Vp!v,! 


und  die  Vp  und  Vq  innerhalb  der  Ag  den  beiden  Bedingungen  a)  und  V) 
unterworfen  sind.  Substituiren  wir  endlich  die  Werthe  von  ^*(m)  (für 
j'^sl,  2,  3...)  in  die  Reihe  24),  so  entsteht  das  ResultM: 

Die  m*®°  Potenzen   sämmtlicher  Wurzeln  der  qnadrinomi- 
sehen  Gleichung 
21)  i?"  +  »pi?"-''  +  a;5ij  ~J  +  1=0 

kOnnen  durch  den  Ausdruck 
dargestellt  werden,  wobei 


(2K+i),ifCir 


T  =  « 


n 


(l»  =  0,     1,..M    «-1), 


34)     { 


^  =  0,  1,...,  (n-1) 


^p(^j')(m)  6  ( 


">-^n[*+ 


«»  -    (l?  »'P  +  3  Vo) 


n 


]. 


A  =  Vp  4.  V9  * 

Die  Exponenten  Vy  und   v    haben  innerhalb  der  Ag  alle  möglichen  ganzen 
positiven  Zahlen  von  0  bis  oo  zu  darchlaufen,   welche  mit  der  Bedingung 

6)  (n-p)vp  +  («-3)v,  =  nA+^  (X=0, 1.2,...) 

vertrftglich  sind. 


§  10.  Abschliessende  Bemerkungen. 

Wir  führen  die  Untersuchung  nicht  weiter,  weil  damit  Din^e  repro* 
ducirt  würden,  die  wir  bei  anderer  Gelegenheit  bereits  mitgetheilt  haben.* 
Auch  ist  ja  unmittelbar  ersichtlich ,  dass  sich  die  gewonnenen  Formeln  von 
der  quadrinomischen  Gleichung  auf  eine  vielgliedrige  ausdehnen  lassen. 

Nur  betreffs  des  Transformationsproblems  sei  hier  wiederholt, 

dass  sich  für  ein  und  dieselbe  A;-gliedrige  Gleichung  -^— ^^ — -  Lösungen  er 

geben ,   also   bei  der  trinomischen  Gleichung  die  früher  aufgestellten  drei 
Lösungen,   bei  der  quadrinomischen   sechs  Lösungen  u.  s.  f.     Für   die  tri 
nomische  Gleichung    waren  jene    drei  Lösungen   auch  durchaus   erf or 
derlich,    und   wir   dürfen  sagen,   dass  unsere  diesbezüglichen  untersuch 
ungen  in  der  That  in  sich  abgeschlossen  erscheinen. 

Nicht  so  bei  den  quadrinomischen  und  mehrgliedrigen  Gleichungen. 
Die  Reihen ,  welche  für  diese  in  Betracht  kommen ,  schreiten  nach  mehreren 


*  Yergl.  die  allgemeineren,  auf  transcendentem  Wege  erhaltenen  Beenltatein 
den  „Studien"  des  Yerfaflsers,  S.  248—297. 
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Verfioderlichen  a?p,  Xqy  a^r»...  fort  und  sind  zn  einer  numerischen  Berech - 
nnng  nicht  unmittelbar  geeignet;  auch  die  Convergeuzbedingungen  sind 
weit  schwieriger  festzustellen.  Nichtsdestoweniger  dürfte  jenen  Lösungen 
ein  formales  Interesse  kaum  abzusprechen  sein,  und  es  kOnnen  selbige 
bei  gewissen  allgemeinen  Untersuchungen  sehr  wohl  in  Gebrauch  genommen 
werden.  So  gestatten  sie,  um  nur  Eines  zu  erwähnen,  eine  augenblickliche 
Herstellung  der  bekannten  Girard*Waring^sohen  Formel  für  die  Po- 
tenzsummen der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 


VIII. 
Topologische  Betrachtungen. 

Von 

Dr.  Hebmann  Bkünn 

1a  Mflnchen. 


Hierzu  Tafel  IV,  Figur  l-U. 


I. 

Kritische  Bemerkungen  zu  dem  von  Simony  anfgestellten  B^priffe 

der  Torsion  verknoteter  Bänder. 

In  seiner  Schrift:  j^Gemeinfassliche,  leicht  controlirbare  Lösung  der  Auf- 
gabe: jyin  ein  ringförmig  geschlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen ** 
und  verwandter  merkwürdiger  Probleme **  bestimmt  0.  Simony  u.  A. 
die  „Torsion**  gewisser  geschlossener  Bänder,  eine  Constante,  die  in  der 
That  in  vielen  Fällen  direct  auf  den  gewöhnlichen  Begriff  der  Torsion  sich 
bezieht.  Der  umstand ,  dass  seine  populären  Auseinandersetzungen  hierüber 
Versehen  enthalten,  die  in  den  späteren  Aufsätzen  Simony 's  keine  Be- 
richtigung finden  und  neuerdings  auch  in  eine  andere  wissenschaftliche 
Schrift*  übergegangen  sind,  veranlasst  mich  zu  einigen  Bemerkungen  über 
diesen  für  die  Lehre  von  den  verschlungenen  Bändern  fundamentalen  Punkt. 


Wir  geben  zunächst  einen  wörtlichen  Abdruck  der  auf  die  Bestimmung 
der  Torsionszahl  bezüglichen  Hauptstelle  (1.  c.  §  1 ,  S.  2 — 4). 

Citat  I. 
i,Man  verwendet  ...  einen  rechteckigen  Papierstreifen,  in  dessen  Ecken 
auf  seiner  oberen  und  unteren  Fläche  beispielsweise  nach  dem  Muster  der 
schematischen  Figur  1  die  Ziffern  1,  2,  3,  4  geschrieben  werden  mögen, 
wobei  jedes  Eck  beiderseits  mit  derselben  Ziffer  zu  versehen  ist  Biegt 
man  hierauf  die  beiden  Enden  des  Streifens  in  der  durch  die  schematische 
Figur  2**  verBinnlichten  Ajt  gegen  einander  und  verdreht  dessen  recht- 


*  Topologische   Studien  etc.   von   Dr.   Fr.  Dingeldey.    Leipzig    1890  bei 
B.  G.  Teubner. 

**  Siehe  auf  unserer  Tafel  IV,  Figur  1.     Die  Figureunummern  im  Folgenden 
beziehen  sich  stete  auf  Tafel  IV, 
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seitiges  Ende  so  lange,  bis  die  Ecken  (1)  und  (4),  (2)  und  (3)  zam  ersten 
Male  neben  einander  zu  liegen  kommen,  so  bat  man  eine  Drehung  um 
1X180^  ausgeführt.  Ich  nenne  dieselbe  positiv  (+),  wenn  sie  im  Sinne 
des  Pfeiles  (p),  negativ  (— ),  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  vor- 
genommen worden  ist.  Durch  Verdoppelung,  Verdreifachung  etc.  der  eben 
charakterisirten  Drehung  iSsst  sich  analog  eine  Verdrehung  des  rechtseitigen 
Endes  um  2x180^,  3x180^  etc.  erzeugen;  sie  wird  als  positiv  oder 
negativ  zu  bezeichnen  sein,  je  nachdem  sie  aus  einer  Verdoppelung,  Ver- 
dreifachung etc.,  einer  positiven  oder  einer  negativen  Drehung  um  1 X 180" 
hervorgegangen  ist. 

Die  Vereinigung  beider  Enden  des  Streifens  liefert  natdrlich  stets 
einen  ringfOrmig  geschlossenen,  knotenfreien  Streifen,  dessen  Oesammt- 
torsion  {T)  mit  jener  des  rechtseitigen  Endes  des  ungeschlossenen  Streifens 
übereinstimmt.  Handelt  es  sich  also  umgekehrt  um  den  Nachweis  einer 
bestimmten  Qesammttorsion  in  einem  ringförmig  geschlossenen,  knoten- 
freien Streifen,  so  verwandle  man  denselben  mittels  eines,  seine  ganze 
Breite  durchsetzenden  Querschnittes  in  einen  Streifen  mit  zwei  freien  Enden 
nnd  ?erdrehe  dessen  rechtseitiges  Ende  bei  negativem  T  in  positivem,  bei  posi- 
tivem T  in  negativem  Sinne  um  jenes  Vielfache  von  180^,  welches  fär  Tangegeben 
wurde.  War  die  betreffende  Angabe  richtig,  so  mtissen  nachVollendung  dieser  Ope- 
ration sämmtliche  Torsionen  aus  dem  Streifen  verschwunden  sein.  Ebenso  ein- 
fach gestaltet  sich  die  Prüfung  der  Qesammttorsion  eines  ringfOrmig  geschlos- 
senen Streifens,  falls  derselbe  einen  Knoten  von  dem  Habitus  der  schema- 
tischen Figuren  13,  14,  27,  28,  31,  32*  besitzt.  Schneidet  man  nämlich 
den  Streifen  unmittelbar  neben  den  ümschlingungen  des  Knotens  quer 
durch  und  zieht  jenen  Theil  des  Streifens,  welcher  die  ümschlingungen 
trägt,  ohne  Drehung  aus  den  letzteren  heraus,  so  hat  man  den  vorgelegten 
Streifen  ohne  Aenderung  seiner  Qesammttorsion  in  einen  knotenlosen 
Streifen  mit  zwei  freien  Enden  transformirt,  dessen  Oesammtverdrehung 
wieder  in  der  zuvor  beschriebenen  Weise  controlirt  werden  kann.^ 

Vor  Allem  sei  der  mit  Knotenezperimeoten  nicht  vertraute  Leser  ge- 
warnt, die  hier  mit  den  Streifen  vorgenommene  Operation  für  eine  harm- 
lose und  überhaupt  ein  Aufschneiden  und  Hervorziehen  eines  Streifentheiles, 
wenn  nur  keine  neue  Torsion  hinzugefügt  wird,  bei  Bestimmung  der  Tor- 
sionszahl für  erlaubt  zu  halten.  Einige  Beispiele  werden  sofort  zeigen,  in 
welche  Widersprüche  man  dadurch  gerathen  kann.  Figur  4  entspricht  der 
Figur  19  bei  Simonj.  Wollte  man  die  Torsion  des  abgebildeten  Bandes 
dadurch  bestimmen,  dass  man  dasselbe  bei  a  aufschneidet,  den  Theil  ai 
aus  den  ümschlingungen  ohne  Torsion  hervorzieht  und  über  den  früheren 
ümschlingungen  zur  Schnittstelle  a  hinlaufen  lässt,  so  würde  das  jetzt  un- 
▼erknotete  Band   eine  Torsion  von  in  aufweisen;   verführe  man  genau  so, 


*  Vergl.  auf  unserer  Tafel  die  als  KepräsentaDten  ausgew&biten  Fig.  2  und  3. 
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nar  mit  der  Adnderang,  den  heraasgezogenen  Streifen  unter  den  früheren 
Umschlingungen  zur  Schnittstelle  hinlaufen  zu  lassen,  so  würde  sich  eine 
Torsion  von  %n  ergeben.  Welche  der  beiden  Zahlen  soll  nun  als  Tor- 
sionszahl des  ursprünglichen,  verknoteten  Bandes  angesehen  werden?  und 
warum  soll  nicht  jede  der  beiden  Operationen  zur  Bestimmung  der  Tomon 
ebenso  berechtigt  sein,  wie  die  von  Simony  vorgeschlagene?  Oder: 
Figur  5  stellt  ein  Band  vor,  dessen  Torsion  entweder  direct  nach  der  für 
unverknotete  Ringe  gegebenen  Vorschrift  oder  mittels  Aufschneiden  bei  a 
und  Herausziehen  von  ah  aus  der  ümschlingung  etc.  bestimmt  werden 
kann,  wobei  die  einer  Umwandlung  unterworfene  Stelle  der  in  Fig.  14  bei 
Simony  abgebildeten  ganz  gleich  ist.  Das  erste  Verfahren  giebt  als  Tor- 
sionszahl — »,  das  zweite  +3».  Wie  steht  es  mit  der  Berechtigung  eines 
Verfahrens,  das  schon  bei  so  einfachem  Beispiel  zu  den  bedenklichsten 
Widersprüchen  führt? 

Nun  sagt  allerdings  Simony  selbst  in  der  auf  das  Citat  I  bezüg- 
lichen Anmerkung  5: 

Citat  II. 

„Dieser  Satz  hat  lediglich  den  Werth  einer  empirischen  Regel, 
welche  zwar  speciell  für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Enotenformen 
richtige  Resultate  liefert,  im  Allgemeinen  jedoch  keine  unbedingte  Giltig- 
keit  besitzt.  ** 

„Empirisch"  möchten  wir  die  Regel  deswegen  nicht  nennen,  weil  nur 
ein  einziger  Umstand  bei  ihrer  Begründung  auf  Empirie  gestützt  werden 
kann.  Bei  einem  einzigen  der  von  Simony  in§l  behandelten  Gebilde 
nSmlich  kann  die  Torsion  einwurfsfrei  empirisch  bestimmt  werden.  Es 
ist  dies  Gebilde  das  durch  Mittelschnitt  aus  einem  geschlossenen,  einmal 
tordirten  Bande  entstehende  Band^  und  die  dafür  gefundene  Torsionszahl 
ordnet  sich  allerdings  dem  Gesetze  unter,  das  für  die  Torsionszahlen  der 
aus  mehrfach  tordirten  Bändern  entstehenden  Streifen  mittels  obiger  Regel 
aufgestellt  wird. 

Für  diese  letzteren  Streifen  aber  stellt  die  Regel  dogmatisch,  nicht 
empirisch;  etwas  fest 

Es  ist  noch  zweckdienlich,  die  Gründe  kennen  zu  lernen,  die  Simony 
veranlassten,  seiner  Regel  unbedingte  Giltigkeit  abzusprechen.  In  einem 
seiner  anderen  Aufsätze:  „Sitzb.  d.  Wien.  Ac.  II.  Abth.  1881,  S.  250" 
findet  sich  die  Stelle: 

Citat  III. 

„Endlich  muss  bei  der  Erledigung  des  2.  Hauptfalles  noch  der  That- 
Sache  Rechnung  getragen  werden,  dass  die  hierbei  in  Betracht  kommenden 
Verknüpfungen  und  Verschlingungen  je  nach  der  Art  ihrer  Auflösung  ver- 
schiedene Torsionszahlen  liefern ,  also  durch  das  Experiment  im  Allgemeinen 
nur   die  ausserhalb  der  betreffenden  Verknüpfung  resp.  Verschlingung  auf- 
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tretenden  Torsionen  um  je  180^,  welche  in  ihrer  Gesammtheit  die  jeweilige 
finssere  Verdrehung:  V=  |  X  180^  der  untersuchten  FlSche  bestimmen, 
ihrem   ßinne  und  ihrer  Anzahl  nach  eindeutig  festgestellt  werden  können/ 

Den  einfachsten  Fall  der  in  Frage  stehenden  Verknüpfungen  und  Ver- 
schlingungen stellen  die  beiden  Figuren  6  und  7  dar.  Im  allgemeinen 
Fall  dürfen  an  Stelle  der  einen  ümschlingung  bei  at  beliebig  viele  gleich- 
sinnige ümschlingungen  des  horizontalen  Streifentheiles  treten ;  auch  darf 
der  Sinn  der  ümschlingungen  bei  a&  und  cd  ein  anderer  als  in  der  Figur 
sein.  Simony  setzt  auseinander,  dass  fQr  Figur  6,  je  nachdem  man  die 
im  Citat  I  am  Schlüsse  beschriebene  Operation  nur  auf  die  Stelle  aZ»,  nur 
auf  die  Stelle  cd»  oder  auf  beide  Stellen  zusammen  anwendet,  die  Tor- 
sionen —  4 TT,  +4 TP  oder  0  erhalten  werden,  dass  aber  bei  Vergleichung 
der  Figur  mit  einer  symmetrischen  Gründe  sich  ergeben,  welche  nur  die 
letzte  Torsion  als  die  richtige  erscheinen  lassen.    Analoges  gilt  von  Figur  7. 

Was  nun  hier  nachgewiesen  werden  soll,  ist,  dass  die  in  Citat  I  ge- 
gebene Regel  nicht  nur  für  die  Knoten  im  Citat  III  zweifelhafte,  sondern 
auch  für  die  in  der  populären  Schrift  behandelten  direct  verwerfliche  Re- 
sultate giebt,  dass  aber  sehr  wohl  eine  Regel  aufgestellt  werden  kann, 
welche  stets  unzweideutige,  unter  einander  widerspruchsfreie  und  mit  der 
Fmpirie  übereinstimmende  Torsionszahlen  liefert. 

Es  ist  klar ,  dass  die  Regel  Citat  I  hätte  in  Beziehung  gesetzt  werden 
massen  zu  der  Stelle  S.  5 — 6,  wo  das  Torsionsäquivalent  von 
Ueberkreuzungen  in  folgender  Weise  besprochen  wird: 

Citat  IV. 
„An  die  hier  gegebene  elementare  Erläuterung  des  ersten  und  zweiten 
Experiments    knüpft    sich    ausserdem    noch    eine    theoretische    Folgerung, 
welche   speciell    für    die  Beurtheilung    der  jeweiligen   Gesammtverdrehung 
eines  geschlossenen,  mit  einem  Knoten  versehenen  Streifens  von  Bedeutung 
ist.    Da  sich   nämlich   die  Figuren  4  und  6*  lediglich  durch  die  zwischen 
ihren  Hälften   auftretenden  Ueberkreuzungen   unterscheiden,  so  bildet  eine 
Ueberkreuzung   zweier  Theile  eines  und   desselben  geschlossenen  Streifens, 
gemäss  unserer  letzten  Bemerkungen ,  das  charakteristische  Aequivalent  für 
eine  Torsion  um  -(-2.180®  resp.  —2.180®,  je   nachdem  .sie  mit  der  als 
positiv  zu  bezeichnenden  Ueberkreuzung  in  Figur  4  oder  mit  der  negativen 
Ueberkreuzung    in    Figur  6    gleichsinnig    ist.     Es    kann    daher    auch   um- 
gekehrt eine  Torsion  um  +2.180®  als  positive  Ueberkreuzung,  eine  solche 
um  —2.180®  als   negative  Ueberkreuzung  zweier   Streifentheile  auftreten, 
welcher  Satz  sich  u.  A.    durch  Flachdrücken  eines   um  2.180®  resp.   um 
-2.180®    verdrehten,   ringförmig    geschlossenen    Streifens    besonders    an- 
schanlich  controliren  lässt.^ 


*  Siehe  unsere  Tafel  Fig.  8  und  9,  wo  die  Stellung  der  Figuren  übrigens 
Terandert  ist. 
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Denn  bei  der  in  der  Regel  Citat  I  vorgeschriebenen  Operation  werden 
üeberkreuzungen  aufgehoben,  oder  ihre  Natur  verändert.  Es  scheint  nun 
Simony  das  Versehen  passirt  zu  sein,  die  aufgehobenen  Ueberkreuzongen 
als  paarweise  einander  entgegengesetzt,  und  somit  einer  Torsion  0  äqui- 
valent angesehen  zu  haben.  Indem  nämlich  bei  ihm  S.  5  und  6  der  unter- 
schied einer  positiven  und  negativen  Ueberkreuzung  einfach  durch  Hinweis 
auf  seine  Figuren  4  und  6  erklärt  wird,  lag  die  Gefahr  nahe,  üeber- 
kreuzungen durch  eine  oberflächliche  Vergleichung  nur  der  unmittelbar  in  der 
Nähe  der  üeberkreuzungen  befindlichen  Streifentheile  falsch  zu  beurtheilen. 

Man  braucht,  um  ein  gleiches  Aussehen  beider  Figuren  in  der  Nähe 
der  üeberkreuzungsstelle  herbeizuführen ,  nur  eine  derselben  in  ihrer  Ebene, 
um  90^  zu  drehen.  Es  ist  daher  gerathen,  den  „Sinn**  einer  ueberkreuzung 
etwas  sorgsamer,  etwa  folgendermassen  zu  definiren: 

Man  halte  die  ueberkreuzung  so  vor  sich  hin,  dass  der  dem  Blick  zu- 
gewendete (vordere)  Streifentheil  in  der  Nähe  der  üeberkreuzungsstelle  senk- 
recht, der  andere  wagrecht  verläuft,  und  denke  sich  von  der  Ereuzungsstelle  o 
nach  oben  gegen  a  einen  das  Band  durchlaufenden  Punkt  ausgehen;  kommt  der- 
selbe im  weiteren  Verlaufe  von  rechts,  von  &,  zur  üeberkreuzungsstelle  zurflek, 
so  liegt  eine  rechtsinnige,  positive  ueberkreuzung  vor  (s.  Fig.  8);  im  ent- 
gegengesetzten Falle  eine  linksinnige,  negative  (s.  Fig.  9).* 

Beachtet  man.  diese  Vorschrift  und  nimmt  man  den  Satz  von  der  Ae- 
quivalenz  einer  positiven  Streifen -ueberkreuzung  mit  einer  Torsion  von 
-|-27E,  dner  negativen  Streifen  -  ueberkreuzung  mit  einer  Torsion  von 
—  2n  als  allgemein  giltig  an,  so  kommt  man  in  allen  von  mir  uniersuchten 
Fällen  zu  einer  einheitlichen ,  unzweideutigen  und  mit  der  Erfahrung  Qber- 
einstimmenden  Bestimmung  der  Torsionszahl. 

Beispiele.  Die  üeberkreuzungen  in  den  Fig.  13,  27,  31**  bei  Simonj 
sind  sämmtlich  positiv,  die  in  seinen  Fig.  14,  28,  32  sämmtlich  negativ. 

S.  Fig.  5.  Die  beiden  üeberkreuzungen  sind  negativ,  ausserdem  in 
dem  Bande  3  positive  Torsionen  um  n  vorhanden.  Die  Gesammttorsion 
wird  somit  (3  —  4)  ts  c=  —  tc  sein ,  wie  man  dies  auch  beim  Auseinander- 
falten, Aufschneiden  und  Torsionslosmachen  des  Bandes  bestätigt  findet. 

S.  Fig.  6.  Die  beiden  üeberkreuzungen  bei  a,  h  sind  positiv,  die  bei 
c,  d  negativ,  so  dass  ihre  Torsionsäquivalente  sich  aufheben;  die  ueber- 
kreuzung bei  e  ist  negativ,  ausserdem  besitzt  das  Band  2  Torsionen  um  n^ 
so  dass  als  Gesammttorsion  0  sich  ergiebt,  entsprechend  dem  von  Simonj, 
unter  den  drei  von  ihm  erhaltenen,  aus  Sjmmetriegründen  als  einzig 
richtig  hervorgehobenen  Resultate. 


*  Diese  Erklärungen  sind  verwandt,  aber  nicht  identisch  mit  der  von 
Listing  gegebenen  Unterscheidung  einer  dexiotropen  und  laeotropen  ueber- 
kreuzung. S.  in  den  Göttinger  Studien  I.  1847  die  ,^Vor8tndien  zur  Topologie'*. 
S.  860  u.  ff. 

♦•  Vergl.  auf  unserer  Tafel  Fig.  2  und  3.  . 
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Die  Verschiedenheit  der  Resultate  bei  Simon 7  hängt  damit  zusammen, 
dass  er  einmal  eine  positive,  einmal  eine  negative,  und  einmal  zwei  entgegen- 
gesetzte üeberkreuzungen  aufhebt  und  in  entgegengesetzte  verwandelt. 

S.  Fig.  4.  An  dieser  Figur  bestimmt  Simony  die  Torsion  eines  Bandes, 
die  er  vorher  nach  Regel  Citat  I  bestimmt  hat,  direct  durch  Flachdrücken 
QDd  Abzählen  der  Torsionen  und  üeberkreuzungen.  Auff&lliger  Weise  ge- 
langt er  zu  dem  nSmlichen  Ergebniss  wie  vorher.  Sollen  wir  also  Recht 
haben,  so  muss  hier  abermals  ein  Fehler  vorliegen,  und  in  der  That  be- 
zeichnet Simony  die  üeberkreuzung  bei  p  als  negativ,  während  sie  doch 
positiv  ist,  und  erhält  dadurch  eine  um  +4^  2u  kleine  Torsionszahl. 

Ganz  ähnliche  Versehen  liegen  bei  den  Torsionsbestimmungen  sämmt- 
licher  Knoten  in  §§  1  und  2  vor,  indem  Simony  allgemein  bei  einem 
Knoten,  der  aus  (2jr-f  l)-fach  tordirtem  Ringbande  durch  Mittelschnitt 
entstanden  ist,  2K  gleichsinnige  Üeberkreuzungen  bei  der  Zählung  ver- 
nachlässigt, und  dadurch  den  absoluten  Werth  der  Torsion  um  4iKit  zu 
klein  erhält  Demgemäss  ist  die  Stelle  auf  Seite  15,  Zeile  17  von  oben 
in  folgenden  Wortlaut  umzugestalten: 

„Ausser  dem  Knoten  besitzt  der  neu  erzeugte  Streifen  auch  noch  eine 
charakteristische  Verdrehung,  indem  seine  Gesammttorsion  zwar  mit  jener 
des  ursprünglichen  Streifens  gleichsinnig,  ihr  absoluter  Betrag  jedoch  auf 
4(22r+l).180o  [nicht  A{K+\)Am^']  gestiegen  ist,  wobei  2(2^4-1) 
Torsionen  um  je  180^  stets  in  der  Form  von  2jr-|-l  üeberkreuzungen 
zweier  Streifentheile  auftreten/^  ^ 

Ebenso  ist  auf  Seite  19,  Zeile  17  von  oben  entsprechend  zu  corrigiren 
in:  „...Beide  Streifen  zeigen  eine  mit  jener  des  ursprünglichen  Streifens 
gleichsinnige  Gesammtverdrehung,  deren  absoluter  Werth  bei  dem  längeren 
4(2ä+1).180«  ausmacht,  etc.*^ 

IL 
Andere  Auffatsnng  des  Torsionsbegriffes.    Die  Zahl  v. 

Nachdem  sich  nun  gezeigt  hat,  dass  die  im  Vorliegenden  behandelte 
Eigenschaft  der  „Torsion*^  bei  Verknotung  des  Bandes  gar  nicht  rein  durch 
eine  Torsion  des  Bandes  dargestellt  werden  kann,  ohne  Aenderungen  an 
dem  Bande  vorzunehmen,  deren  Zulässigkeitsbeweis  bei  rein  empirischem 
Verfahren  zu  einem  circulus  vitiosus  verführt,  wird  man  über  das  rein 
empirische  Verfahren  hinausgehen  und  versuchen  müssen,  von  vornherein 
eine  auf  alle  Bänder  gleichmässig  anwendbare  Definition  zu  erlangen. 

Eine  solche  Definition  lässt  sich  gewinnen,  indem  man  die  Verschling- 
nng*  der  Randcurven,  resp.  der  Randcurve  des  Bandes  ins  Auge  fasst. 

Wir  knöpfen  die  Betrachtung  an  die  plattgedrückte  Form  der  Bänder, 
wie  sie  unsere  Figuren  aufweisen,    und  beginnen  mit  dem  Fall,   dass  das 

*  Die  Wichtigkeit  des  GauBs^schen  Begriffes  der  Verschlingung  an  dieser 
Stelle  wurde  mir  gesprächsweise  von  Herrn  Prof  W.  Dyck  betont. 


112  Topologische  Beirachtungen. 

Band  zwei  Bandcnrven  besitzt,  wie  sieb  dies  bei  den  sirittigen  Figoren 
Simony's  in  <ler  Tbat  immer  so  verbal t. 

Die  beiden  Bänder  sind  dann  zwei  geschlossene  Corven  in  einer  Ebene, 
an  deren  Kreazungspunkten  ein  üntenliegen  der  einen  und  Obenliegen  der 
andern  unterschieden  wird.  Es  Ittsst  sich  für  diese  ,,  üeberkrearangen" 
zweier  Carven  der  relative  Sinn  ganz  ähnlicb  feststellen ,  wie  dies  f&r  die 
üeberkrenzangen  einer  Curve  oder  eines  Streifens  schon  oben  auf  Seite  HO 
von  uns  ausgeführt  worden  ist 

Man  theile  jeder  Curve  einen  bestimmten  Sinn  —  Pfeil  —  zu ,  in  dem 
sie  durchlaufen  werden  soll.  Eine  üeberkreuzung  soll  positiv  oder  rechts- 
sinnig  heissen,  wenn,  sobald  man  in  der  Richtung  des  Pfeiles  der  obem, 
dem  Beschauer  zugewendeten  Curve  blickt,  der  Pfeil  der  untern  Curve  von 
rechts  zur  üeberkreuzungsstelle  kommt,  nach  links  sie  verlSsst.  Die  Seite, 
von  welcher  man  die  Ebene  der  Curven  ansieht,  hat  hierbei  keinen  Ein- 
flass  auf  die  Bestimmung.  Dagegen  ändert  sich  allerdings  der  Sinn  der 
üeberkreuzung,  sobald  man  den  Pfeil  einer  der  beiden  Curven  umdreht, 
was  bei  der  Bestimmung  des  Charakters  der  Ueberkreuzungen  einer 
Curve  nicht  der  Fall  ist.  Die  Unterscheidung,  welche  ueberkreuzungen 
gleichen »  welche  entgegengesetzten  Sinn  haben ,  ist  aber  wieder  unabhängig 
von  der  Richtung  der  Pfeile,  mit  anderen  Worten,  es  ist  der  „relative'^ 
Sinn  der  Ueberkreuzungen  eindeutig  bestimmt; ^ebenso  auch  der  absolute 
Werth  der  Differenz  d  — A,  wo  d  die  Anzahl  der  positiven,  k  die  der  ne- 
gativen gegenseitigen  Ueberkreuzungen  beider  Curven  bedeutet. 

Diese  Differenz  d  —  X  ist  bei  Unveränderlichkeit  der  Pfeile  für  stetige 
Gestaltsveränderungen  beider  Curven,  die  unter  Wahrung  der  Undnrch- 
dringlichkeit  derselben  vorgenommen  werden,  eine  Invariante,  da  bei  diesen 
Aenderungen  neue  Doppelpunkte  nur  in  Paaren ,  deren  Individuen  entgegen- 
gesetzten Ueberkreuzungssinn  haben ,  gewonnen  oder  verloren  werden ,  indem 
irgend  zwei  (endlose)  Theile  beider  Curven  sich  gegeneinander -überein- 
ander oder  übereinander -auseinander  schieben. 

Für  die  beiden  Randcurven  eines  Bandes  wählen  wir  die  Pfeile  so, 
dass  sie  in  den  benachbarten  nebeneinander  herlaufenden  Theilen  beider 
Curven  gleichen  Sinn  haben,  besser  gesagt  so,  wie  sie  sich  ergeben,  wenn 
man  dem  ganzen  Bande  einen  bestimmten  Sinn  beilegt,  indem  es  von 
einem  Querschnitt  durchlaufen  wird.  Unter  Festhaltung  dieser  Beschränk- 
ung über  die  Pfeilrichtung  wird  das  Vorzeichen  der  Ueberkreuzungen  des 
Weiteren  von  der  Pfeilstellung  unabhängig,  da  eine  Aenderung  derselben 
den  Sinn  in  beiden  Curven  ändert. 

An  einem  flachgedrückten  Bande  zeigen  sich  zwei  Arten  von  Singn- 
laritäten :  Knickungs  -  und  Ueberkreuzungsstellen.  Während  bei  der  früheren, 
von  der  Torsion  des  gestreckten  oder  ringförmigen  Bandes  ausgehenden 
Begriffsfassung  nur  die  ersteren  unmittelbar  evident  zur  Torsion  beitragen, 
die  letzteren   nur  auf  Umwegen  als  äquivalent  gewissen  Torsionen  erkannt 
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wurden,  erscheinen  beide  Singularitäten  bei  unserer  gegenwärtigen  Begriffi- 
fassung  nur  gradweise  verschieden. 

Jede  Knickung  führt  eine  üeberkreuzung  beider  Curren  herbei  und 
zwar  eine  positive  für  die  Form  von  Figur  10,  eine  negative  für  die  Form 
von  Figur  11.  Für  die  geradlinig  begrenzten  und  undehnsamen  Papier- 
bSnder  lassen  sich  beide  Formen  folgendermassen  bequem  auseinander  halten : 

Nimmt  man  seinen  Augpunkt  über  einem  Punkte  des  Winkels  <  tt, 
den  beide  in  der  Knickung  zusammenstossende  Bandtheile  bilden,  und  denkt 
sich  den  Scheitel  dieses  Winkels  vom  Beschauer  weggewendet  (A)»  so  hat 
man  eine  Plus- üeberkreuzung  vor  sich,  wenn  der  obere,  dem  Auge 
nähere  Bandtheil  nach  rechts,  eine  Minus •  üeberkreuzung ,  wenn  er  nach 
links  zieht. 

Jede  üeberkreuzung  des  Bandes  führt  zwei  gleichsinnige  Üeberkreuz- 
iingen  beider  Curven  herbei,  und  zwar  zwei  positive  oder  zwei  negative, 
je  nachdem  die  Bandüberkreuzung  nach  der  auf  Seite  110  gegebenen  De- 
finition positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Differenz  der  sämmtlichen  in  den  Knickungen  und  üeberkreuzungen 
des  Bandes  enthaltenen  positiven  und  negativen  Bandcurvenüberkreuznngen 
ist  die  für  das  Band  charakteristische  Zahl  v=^6  ^  k,  um  die  es  sich  handelt, 
and  für  welche  man ,  wenn  man  will ,  den  Namen  Torsionszahl  beibehalten 
kann,  insofern  sie  in  den  Fällen  des  tordirten  gestreckten  oder  un ver- 
knoteten ringförmigen  Bandes  nach  Multiplication  durch  n  offenbar  über- 
einstimmt mit  der  von  Simon j  definirten  Torsion.  Eine  noch  schärfere 
Begriffstheilung  aber  würde  man  erhalten,  wenn  man  mit  Torsion  nur 
solche  Erscheinungen  an  Bändern  bezeichnete,  welche  sich  durch  Drehung 
sei  es  eines  variablen  Querschnittes ,  einer  variablen  Ebene  oder  dergl.  aus- 
reichend definiren  lassen  bei  jeder  Gestalt  des  Bandes;*  mit  der  obigen 
Eigenschaft  scheint  mir  dies  nach  meinen  bisherigen  Versuchen  nicht  der 
Fall  zu  sein« 

Doch  es  liegt  uns  noch  ob,  unsere  charakteristische  Zahl  auch  für 
einrandige  Bänder  zu  definiren.  Es  ergiebt  sich  hier  eine  kleine  Schwierig, 
keit.  Während  nämlich  bei  zweirandigen  Bändern  nur  die  üeberkreuzungen 
der  Curven  untereinander  zur  Bestimmung  von  v  beigezogen,  die  üeber- 
kreuzungen der  Curven  mit  sich  selbst  vernachlässigt  wurden,  fliesseu  bei 
einrandigen  Bändern  beide  Arten  von  üeberkreuzungen  in  eine  zusammen, 
und  man  ist  in  Gefahr,  auf  eine  mit  der  früheren  wenig  verwandte  Zahl  v 
zu  gerathen.  Man  kann  sich  aber  dadurch  helfen,  dass  man  das  einran- 
dige Band  quer  durchschneidet,  so>  dass  der  Querschnitt  keine  üeber- 
kreuzung oder  Knickung  passirt,  und  durch  Hinzufügen  einer  Torsion  des 
einen  Endes  um  n  und  Wiedervereinigung  der  Enden  ein  zweirandiges 
Band  herstellt,  dessen  vs=sa  nach  dem  Obigen  bestimmt  werden  kann.    Dem 


*  Wohl  dasselbe,  was  Simony  unter  „äusserer  Verdrehung"  versteht 
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einrandigen  Bande  wird  man  dann  die  cbarakteristisobe  Zahl  v  =  a  —  1 
zuordnen.  Zu  zeigen  ist  dann  jedenfalls ,  dass  es  gleicbgiltig  ist,  an  welcher 
Stelle  der  Querschnitt  angebracht  wird. 

Für  die  Knickungsstellen  ftndert  sich  offenbar  gar  nichts ,  wo  man  auch 
den  Querschnitt  bin  verschieben  mag.  Bei  einer  üeberkreuzungsstelle  ist 
es  möglich,  dass  bei  einer  Lagenänderung  des  Querschnittes  die  beiden 
Punkte,  welche  zuerst  Selbstüberkreuzungen  beider  Bandcuryen  vorstellten, 
mit  jenen ,  welche  gegenseitige  Ueberkreuzungen  waren ,  die  Bollen  tauschen. 
Dies  macht  aber  für  v  nichts  aus,  weil  das  Vorzeichen  aller  vier  Ueber- 
kreuzungen das  nämliche  ist. 

Das  Resultat  der  obigen  Vorschrift  für  einrandige  Bänder  ist  also  das 
nämliche ,  als  ob  man  sämmtliche  ueberkreuzungen  der  Bandcurve  mit  sich 
selbst  an  dem  unveränderten  Bande  bestimmt,  die  Anzahl  der  von  Band- 
überkreuzungen herrührenden  sowohl  positiven  als  negativen  aber  nur  halbirt 
in  die  Differenz  ^^X  hätte  eingehen  lassen. 

Ein  etwas  organischeres  Verfahren  der  Bestimmung  von  v  bei  ein- 
randigen Bändern  scheint  übrigens  wünschenswerth.  Die  eben  berührte 
Schwierigkeit  ist  von  allgemeinerer  Bedeutung ;  sie  behindert  immer  wieder 
den  üebergang  von  der  Theorie  der  Verschlingung  zweier  Carven  zur 
Verknotung  einer  Curve  und  ist  auch  in  Böddicker's  Arbeit:  „Erwei- 
terung der  Gau8S*schen  Theorie  der  Verschlingungen  etc.'*  mehr  verdeckt 
als  gehoben.  Der  Verfasser  hofft  auf  diese  Dinge  an  anderer  Stelle  zurück- 
zukommen. 

III. 

Beziehnng  der  Zahl  v  za  dem  Gans  Brachen  VerBchling^ngsintegral. 

Die  Zahl  |  v  |  =  |  j  ~  A|  für  zwei  getrennte  Randcurven  ist  eine  gerade 
Zahl ,  weil  d  +  ^  &ls  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  geschlossenen  Curven 
in  einer  Ebene  gerade  ist.  Sie  ist  gleich  dem  absoluten  Werth  des  halben 
Coefficienten  von  n  in  dem  Werthe,  den  das  Oauss'sche  Integral 

X  —  X        dx        dx 

y—y        dy        dy' 

B  —  ü        dz        dd 


4m 


n 


annimmt,  wenn  die  Integrationen  über  die  Punkte  x^  y^  ß  der  einen  und 
die  Punkte  x\  y\  ß  der  andern  Curve  ausgedehnt  werden,  m  zählt  hier- 
bei die  Differenz  der  positiven  und  negativen  ,,IIm8chlingungen'*  der  einen 
Curve  C  um  die  andere  C 

BOddicker*  hat  gezeigt,  dass  m  zugleich  die  Differenz  der  Anzahlen 
zweier  Schnittpunktsgruppen  ist;  die  erste  Gruppe  enthält  jene  Schnittpunkte, 


*  Erweiterung  der  Gau 88 "sehen  Theorie  der  Verschlingungen  etc.    Statt- 
gart 1876. 
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iü  welchen  C  eine  von  C  begrenzte  zweiseitige  Flftche  in  einem  Sinne  durch- 
setzt, die  zweite  Grappe  enthält  die  Schnittpunkte  entgegengesetzten  Sinnes. 

Dies  Toransgesetzt,  l&sst  sich  die  Gleichung : 

|v|  =  |2m| 
folgendennassen  beweisen : 

C  und  C  seien  wieder  in  einer  Ebene  gedacht,  mit  Unterscheidung 
eines  „oben"  und  „nnten"  an  den  Kreuzungspunkten. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  p'  der  Ebene,  der  sich  in  endlicher 
Entfernung  von  der  Curye  befindet,  denke  man  sich  die  Radienyectoren 
R'  nach  den  Punkten  c  von  Cf  gezogen.  Die  R'  bilden  eine  plattgedrückte 
KegelflSche  S'  mit  der  Spitze  p'  und  der  Bandcurve  C\  welche  im  Allge- 
meinen die  Ebene  mit  mehreren,  an  verschiedenen  Orten  verschieden  vielen 
BiSttern  bedeckt.  An  diesen  Blttttern  läset  sich  im  Anschluss  an  die  Curven- 
kreuzpunkte  ein  „oben''  und  „unten"  unterscheiden,  wenn  auch  nicht  in 
völlig  bestimmter  Weise.  Bis  zu  einem  gewissen  Grade  bleiben  nämlich 
die  Lagen  der  /?',  nach  welchen  sich  die  Kegelflftche  selbst  durchsetzt  und 
ein  Blatt  in  Bezug  auf  ein  anderes  von  „unten"  nach  „oben"  übergeht, 
willkürlich.  Diese  Willkttrlichkeit  schwindet,  wenn  man  C,  C'  und  $'  als 
Projectionen  zweier  bestimmten,  im  Raum  gewundenen  Curven  und  eines 
im  Raum  sich  ausdehnenden  Kegels  ansieht. 

Der  Sinn,  in  welchem  die  c  auf  C  durchlaufen  werden,  überträgt 
sich  auf  die  R'  der  Fläche  St\  wodurch  es  gelingt,  die  beiden  Seiten  der 
Fläche  zu  unterscheiden;  die  eine,  von  der  ans  betrachtet  die  R'  die  ühr- 
Zeigerbewegung  babeii  und  die  wir  willkürlich  die  rechte,  positive  Seite 
der  Fläche  nennen,  die  andre,  wo  das  entgegengesetzte  der  Fall  ist.  Diese 
Unterscheidung  der  Seiten  bleibt  auch  bestehen  für  die  Sectoren ,  in  welche 
wir  die  ß' jetzt  zerlegen  wollen.  Jeder  dieser  Sectoren  @'  bedecke  die 
Ebene  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  einfach  und  sei  von  zwei  verschiedenen 
Badienvectoren  B'j  und  B'^  seitlich  begrenzt.  Eine  Zerlegung  der  Fläche 
in  Sectoren,  welche  diese  Bedingungen  erfüllen,  ist  immer  möglich.  Das 
dritte  Stück  der  Begrenzung,  der  Curve  C  angehörig,  heisse  8\  Es  darf 
sich  offenbar  nicht  selbst  schneiden.  Wir  geben  dem  Contur  eines  jeden 
@'  einen  bestimmten  ümkreisnngssinn,  übereinstimmend  mit  dem  für  S' 
geltenden  Pfeile.  Hierdurch  erhalten  auch  die  R\y  R\  bestimmte  Sinne  und 
zwar  wird  jeder  dieser  Badienvectoren  als  Grenze  für  zwei  benachbarte 
Sectoren    zweimal   in  entgegengesetzten  Weisen  in   Anspruch  genommen. 

Betrachten  wir  nun,  wie  die  Curve  C  einen  beliebigen  der  Sectoren 
&  passiren  kann.  Denkt  man  sich  auf  C  von  einem  bestimmten  Anfangs- 
punkte a  aus  einen  Punkt  im  Sinne  des  Pfeiles  laufen ,  so  wird  derselbe  bei 
der  Rückkehr  nach  a  den  Sector  @'  ebenso  oft  betreten  als  verlassen  haben ; 
und  es  werden  diese  regelmässig  abwechselnden  Ein-  und  Anstritte,  d.h. 
die  üeberkreuzungen  von  C  mit  dem  Contur  von  @',    paarweise  einand^;* 

8* 
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zugeordnet  werden  können.    Die  beiden  Carvenüberkrenzungen  eines  solchen 
Paares  sollen  auf  C  einander  unmittelbar  folgen  und  können 

et)  vom  nUmlichen  Sinne, 

ß)  vom  entgegengesetzten  Sinne 
sein. 

Im  Falle  a)  muss  die  Curye  C,  wenn  sie  beim  Eintritt  über  dem 
Contur  vou  @  läuft,  beim  Austritt  unter  demselben  laufen,  und  umge- 
kehrt, woraus  zu  schliessen  ist,  dass  C  zwischen  den  beiden  Ueberkrenz- 
ungen  den  Sector  einmal  öfter  im  einen  Sinn  durchsetzt  hat,  als  im  ent- 
gegengesetzten. 

Im  Falle  ß)  dagegen  erfolgen  Ein-  und  Austiitt  von  C  auf  der  n&m* 
liehen  Flächenseite  von  ®;  der  Sector  muss  gerade  so  oft  im  einen  wie  im 
andern  Sinne  durchsetzt  worden  sein. 

Und  zwar  entspricht  nach  den  oben  getroffenen  Festsetzungen  über  die 
Vorzeichen  zwei  positiven  üeberkreuznngen  eine  Flächendurchsetzung  von 
der  positiven  zur  negativen  Seite,  was  wir  willkürlich  als  positive  Dareb- 
setznng  bezeichnen  dürfen,  etc. 

Es  gilt  natürlich  auch  umgekehrt:  Wenn  C  beim  einmaligen  Passiren 
eines  Sectors  denselben  einmal  öfter  positiv  als  negativ  durchsetzt,  so  ent- 
stehen zwei  positive  üeberkreuzungen  etc. 

Da  nun  feststeht,  dass  bei  einmaligem  Passiren  des  Sectors  zwei 
positiven  üeberkreuzungen  eine  überschüssige  positive,  zwei  negativen 
üeberkreuzungen  eine  überschüssige  negative,  zwei  entgegengesetzten  üeber- 
kreuzungen keine  überschüssige  Flächend nrchsetzung  entspricht,  so  ist  leicbl 
ersichtlich,  wie  sich  durch  Summaffbn  über  die  verschiedenen  Durchscfarei 
tungen  eines  Sectors,  dann  über  die  sämmtlichen  Sectoren  der  gewünschte 
Satz  |v|  =  |2w| 

nach  den  getroffenen  Vorzeichenbestimmungen  sogar 

vs=2m 

ergiebt«  Hierbei  ist  nur  auf  das  Eine  noch  aufmerksam  zu  machen,  dass 
die  für  die  üeberkreuzungen  von  C  mit  sämmtlichen  Sectorconturen  gebil- 
dete Differenz  d  —  k  deswegen  direct  gleich  v ,  d.  h.  gleich  der  fOr  die  üeber- 
kreuzungen von  0  mit  C  gebildeten  Differenz  8  —  k  ist,  weil  jede  üeber- 
kretizung  von  C  mit  einem  R\  oder  R\  zweimal  auftritt,  das  eine  Mal 
positiv,  das  andere  Mal  negativ  (s.  oben  Seite  115,  Zeile  9  v.  u.). 

München,  30.  Juli  1891. 
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IX. 
üeber  Tetraederpaare. 

Von 

Dr.  P.  MuTH 

in  Osthofen  (Bheinhessen). 


Hierzu  Taf.  V,  Fig.  1-3. 


a)  Im  Folgenden  soll  das  Problem  behandelt  werden ,  einem  gegebenen 
Täraeder  AB  CD  ein  eweües  Tetraeder  aßyö  ein-  und  zugleich  umeu* 
sckreiheny  wenn  von  letzterem  Tetraeder  die  Ecken  a  in  der  Ebene  BCD 
und  y  in  der  Ebene  ABB  beliebig  angenommen  werden. 

Wir  treffen  nnn  zanächst  die  Festsetzung: 
ß  BCD,  ß  CDA,  Y  DABy  S  ABC  d.  h.  «  liegt  in  BCD,  nach  Annahme, 
ß  soll  in  CDA  liegen  u,  s.  w.  und  haben  es  alsdann  mit  24  verschiedenen 
Aufgäben  zu  thun,  da  die  Reihenfolge,  nach  welcher  die  Seitenflftchen  des 
Tetraeders  aßyö  durch  die  Ecken  des  Teti'aeders  AB  CD  gehen  sollen,  eine 
willkürliche  ist.. 

Fordern  wir: 
I)  «/3yA  ßyöA,  yöaBy  öaßC, 

also  dass  aßy  durch  D  gehe  u.  s.  w.,  so  haben  wir  eine  Aufgabe,*  welche 
bereits  Möbius  (Cr.  J.  Bd.  III,  S.  275;  Bd.  X,  8.  324)  behandelt  und  ge- 
löst hat.  Möbius  zeigt,  dass  bei  gegebenem  a  und  y  noch  unendlich 
viele  Lösungen  existiren;  dies  hat  auch  J.  Steiner  in  seinen  „Systema- 
tischen Entwickelungen "  S.  248  in  höchst  einfacher  Weise  nachgewiesen, 
sowie  dass  auch  in  folgenden  drei  Fällen: 

II)    aßyA,  aßöB,  aydC,  ßyöD, 
2)    aßöA,  aßyB,   ßyöC,   ayöD, 
3)    aySA,  ßyöB,   ctßyC,   aßöD, 
bei  beliebigem  a  und  /  unendlich  viele  Lösungspaare  ßö  vorhanden  sind. 


*  Tetraeder  dieser  Lage^I  behandelt  auch  Herr  J.  Neuberg:  Sur  les  tätra^dres 
de  Möbius.  (Li^ge)  1886;  daselbst  werden  Tier  Gerade  beliebig  angenommen  und 
es  sollen  auf  diesen  vier  Punktpaare  Aa^  Bß,  Cy  D8  bestimmt  werden ,  welche 
zwei  Tetrader  der  Lage  1  bilden;  es  giebt  anendlich  viele  Lösungen.     1.  c.  S.  14. 
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Prüft  man  nun  die  noch  übrigen  20  FäÜe  auf  ihre  Lösbarkeit ,  indem 
man  den  von  Steiner  1.  c.  bei  den  vier  ersten  Fällen  eingeschlagenen  Weg 
befolgt,  so  erkennt  man,  dass  in  jedem  dieser  Fälle  hei  gegebenem  awidy 
eine  eineige  (eigentliche)  Lösung  vorhanden  ist.    Greifen  wir  z.  B.  den  Fall 

r    aBCD,  ßACD,  yABD,  6ÄBC, 
"^^  l     aßyÄ,     ßySB,     yöaC,      öaßD 

heraus,  a  und  y  werden  in  BCD  resp.  ABB  beliebig  angenommen  (Fig.l); 
ß  muss  liegen  in  ÄCD  und  Äay^  also  auf  dem  Schnitt  ÄF  dieser  Ebenen, 
ö  soll  in  ABC  und  Cay  liegen,  also  muss  es  in  den  Schnitt  CG  dieser 
Ebenen  liegen,  femer  muss  die  Gerade  ßd  die  Geraden  By  und  Do 
schneiden;  wir  müssen  also  diejenigen  beiden  Geraden  suchen,  welche  JF, 
CGy  By^  Bei  schneiden.  Die  Gerade  ay  schneidet  zwar  diese  vier  wind- 
schiefen Geraden ,  liefert  aber  eine  tmeigentliche  Lösung ,  ein  in  vier  Punkte 
einer  Geraden  degenerirtes  Tetraeder,  Es  handelt  sich  nun  um  die  einfachste 
Construction  der  zweiten  Geraden  (Fig.  1).*  Ich  denke  mir,  ein  Punkt  ß 
bewege  sich  auf  AF^  alsdann  werden  die  Ebenen  Byß  und  Baß  um  By 
resp.  Bcc  projectivische  Ebenenbüschel  beschreiben,  ihr  Durchschnitt  ß6 
aber  ein  einfaches  Hyperboloid  erzeugen,  auf  welchem  ay  liegt,  welches 
also  yon  der  Ebene  Cay^=CaG  berührt  wird.  Diese  Ebene  enth&lt  noch 
einen  Strahl  der  Regelschaar  Ba,  By^  AF  oder  mit  anderen  Worten,  indem 
ßö  das  Hyperboloid  beschreibt,  schneidet  es  die  Ebene  CayG  in  einer 
Geraden,  welch*  letztere  GC  in  dem  gesuchten  Punkt  ö  trifft. 

Bückt  ß  nach  A,  so  ist  Ebene  Byß  =  ByA=BBj4  und  schneidet 
Baß^BaA  in  der  Geraden  BA,  AB  trifft  CayG  in  K,  Fällt  ß  nach 
Fy  SO  schneiden  sich  ByF  und  BaF^=  BaF  in  BF\  diese  Gerade  schnei- 
det Ebene  Cay  in  J,  KJ  schneidet  CG  in  dem  gesuchten  Punkt  d,  worauf 
sich  ß  leicht  finden  lässt. 

Analog  erledigen  sich  sämmtliche  übrigen  Fälle. 

b)  Construirt  man  nun  bei  gegebenem  a  und  y  Tetraeder,  welche 
jede  der  24  vorgeschriebenen  Lagen  aufweisen,  so  hat  man  es  zwar  mit 
24  verschiedenen  Figuren,  aber  nur  mit  5  verschiedenen  Arten  der  gegen- 
seiiigen  Einschreibung  zu  thun.  Betrachten  wir,  um  dies  klar  zu  legen, 
wieder  den  Fall: 


'")  il 


aBCB,  ßCBA,  yBAB,  ÖABC, 
ßyA,    ßyöB,     yöaC,      öaßB, 


Schreiben  wir   hier  für   a  und  A  (da  ja  die  Bezeichnung   willkürlich 
ist)  ß  und  jB,  statt  ß  und  B  aber  a  xmdAf  so  haben  wir  folgende  Lage: 


*  In  Fig.  1  ist  die  ganze  Construction  ausgeführt;  die  Schnittgeraden  fielen 
im  Allgemeinen  nicht  zusammen.    Man  sehe  auch  die  Fig.  2  u.  3  nach. 
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aBCD,  ßACB,  yABl),  ÖABC, 
ayöA,    aßyB,     ßyiC,      aßöD, 

die  unter  jenen  20  Fftllen  anffcritt  Nehmen  wir  solche  Yertansohnngen 
Tor,  welche  die  Vorschrift:  aBCD,  ßACD,  yABD,  6 ABO  nngeftndert 
lassen  I  dann  bleiht  auch  die  Lage  I  nngeftndert.  Dagegen  gehen  die  Lagen 
der  Gruppe  II  in  einander  über;  Gruppe  II  reprfisentirt  also  eine  Art  der 
gegenseitigen  Einschreibung.     Aus: 

ni)  ^a/5y,    BßyS^    CaySy  Daßö 

gehen  durch  die  besprochenen  Vertauschungen  6  Lagen  hervor. 
Eine  weitere  Gruppe  ist  durch 

IV)  Aßyöy   Baßy,    Caßd,   DayS 

characterisirt  und  enthält  6  Fälle. 

Schliesslich  umfasst  die  Gruppe  V  die  noch  übrigen  8  Fälle;  dieselbe 
ist  durch 

V)  Aßy6,   Baßö,   Caßyj  Dayö 

bestimmt     Also: 

yyZfcei  Täraeder  Jcönnen  einander  auf  fünf  verschiedene  Arten  um-  und 
ittffleieh  eingeschrieben  werdend* 

Ferner: 

,,Es  Jcönnen  Täraeder  jeder  dieser  5  Lagen  construirt  werden,  wobei 
man  das  Tetraeder  AB  CD  beliebig  und  von  dem  Tetraeder  aßyö  irgend 
ewei  Eckpunkte  in  den  betreffenden  Ebenen  beliebig  annehmen  kann}* 

Denn  wir  haben  gezeigt,  dass  man  z.  B.  die  Lage  IV  consti^uiren  kann 
bei  beliebig  angenommenen  a  und  y;  ebenso  alle  Fftlle,  welche  in  der 
Gruppe  rV  enthalten  sind,  d.  h.  aber  mit  anderen  Worten,  dass  man  auch 
a  und  d,  oder  a  und  ß  u.  s.  w.  beliebig  annehmen  kann,  wenn  es  sich 
darum  handelt^  ein  Tetraederpaar  zu  erzeugen ,  welches  die  Lage  IV 

(«BCD,  ßCDA,  yDAB,    ÖABC 
aufweist-  \Aßyd,    Baßy,      Caßö/Dayö 

Diese  Lage  IV  zeichnet  sich  jedoch  vor  allen  übrigen  dadurch  aus, 
dass  die  Funkte  ß  und  8  in  eine  Kante  des  ersten  Tetraeders  AB  CD  zu 
liegen  kommen,  wenn  man  a  in  BCD  und  y  in  ABD  beliebig  annimmt;* 
dadurch  tritt  eine  gewisse  Unbestimmtheit  auf,  welche  beseitigt  wird,  wenn 
man  etwa  a  und  ß  beliebig  annimmt.  Den  Grund  dieses  Verhaltens  werden 
wir  im  folgenden  Abschnitt  kennen  lernen ,  in  welchem  eine  höchst  einfache 
Construction  von  Tetraederpaaren  der  Lage  IV  gegeben  wird. 

c)  Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Punkte  o,  By  0,  D  beliebig  an  (Fig.  2), 
bezeichnet  den  Schnittpunkt  der  Geraden  BC  und  Da  mit  Xj  den  der  Ge- 


*  Ebenso  «  und  y,  wenn  ß  und  Ö  gleichzeitig  beliebig  angenommen  werden. 
VergL  Fig.  2. 
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raden  CD  und  Ba  mit  y,  so  triift  die  Gerade  xy  die  Gerade  BD  in  einem 
Punkte  h  derart,  dass  die  Schnittpunkte  einer  beliebig  durch  h  gelegten 
Geraden  g  mit  BC  und  Ba,  BD  und  Ca,  CD  und  Da,  die  mit  aa\  hV^ 
cc   bezeichnet  werden  mögen,  drei  Punktpaare  eine  Inyolntion  bilden. 

Fasst  man  nämlich  das  Viereck  Caxy  in*s  Auge,  so  folgt  die  Richtig- 
keit des  Behaupteten  aus  einem  bekannten  Satze  über  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  den  Seiten  eines  Tollständigen  Vierecks. 

Nun  giebt  es  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Classe  JE^,  deren 
Tangenten  drei  Geradenpaare*  in  Involution  schneiden;  diese  zerfUlt  in 
unserem  Falle  in  den  Punkt  5  und  eine  Curve  zweiter  Classe,  welche 
wiederum  in  die  Punkte  C  und  a  zerföllt. 

Also  nu/r  die  Geraden  des  Punktes  t  schneiden  BC  und  J9o,  £D  and 
C7a,  OD  und  Do  in  der  Involution  aa\  5  h\  cc.  Es  liegen  aber  auch  die 
Paare :  ac\  h  h\  c  a  nach  bekanntem  Satz  involutorisch ,  die  sechs  Punkte 
a,  hf  c,  a'j  h\  c' liegen  also  zweifach  involutorisch.  Eine  kleine  Ueber- 
legung  zeigt,  dass  h  und  V  sowohl  durch  a  und  c,  als  auch  durch  a  nnde 
harmonisch  getrennt  werden. 

Ausserhalb  der  Ebene  BCD  nehmen  wir  jetzt  irgend  einen  Punkt  ii  an, 
verbinden  ihn  mit  a,  h  und  c  durch  Gerade,  nehmen  femer  auf  Äc  einen 
Punkt  ß  beliebig  an  und  constrniren  schliesslich  y  als  Schnittpunkt  der 
Geraden  Ah  und  ßa  und  ö  als  Schnittpunkt  von  aA  und  h'ß'^  dann  geht 
die  Gerade  yd  durch  c,  also  zeigen  die  beiden  Tetraeder  >^D CD  und  aßyö 
die  Lage  IV.    Denn  die  Gerade  ß  ö  schneidet  die  Gerade  Ca  u.  s.  w. 

Von  dem  zweiten  Tetraeder  aßyö  konnten  wir  also  wieder  a  in  ^CD 
und  /?  in  I^  CD  beliebig  annehmen ,  wodurch  die  Gerade  g  durch  b  und  alle 
andern  Punkte  bestimmt  sind,  y  föllt  dabei  immer  in  die  Gerade  Äh. 
Nehmen  wir  eiIso  ausser  o  noch  y  in  ABD  beliebig  an,  dann  muss  ein 
Ausnahmefall  eintreten  und  in  der  That  sahen  wir  am  Schluss  der  Abschnitte 
b),  dass  alsdann  ß  und  6  in  die  Kante  AC  fallen.  Nimmt  man  dagegen 
y  2Lxi(  Ab  an,  so  giebt  es  unendlich  viele  Lösungspaare  j3,  ö]  die  Geraden, 
welche  zusammengehörige  ß  und  8  verbinden ,  liegen  auf  einem  Hyperboloid. 

d)  Es  seien  a,  5,  c  drei  Punkte  einer  Geraden  g  (Fig.  3);  ich  ordne  dem 
Punkt  a  den  Punkt  &,  diesem  den  Punkte;,  diesem  wieder  a  zu,  bestimme 
also  auf  g  eine  cyklische  Projectivität  dritten  Grades ;  a\  b\  c'  sei  ein  zweites 
Tripel  derselben.  Dann  ist  die  Figur:  ab  ab'  project.  zu  bcVc\  letztere 
aber  project.  zu  cb'chy  also  auch  aba'V  project  zu  c'b'cb,  also  liegen 
die  Paare:  i)  ac,    hb\   cd 

in  Involution.     Analog  zeigt  man,  dass  zugleich 

2)  «a,    6c,   cb' 

^°^  3)  a6',    6a,   c6 

*  D.h.  drei  zerfallende  Kegelschnitte;  K^  ist  demnach  die  Hermite^sche 
Curve  des  betreffenden  Netzea. 
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inrolutorisch  liegen.  In  Figar  3  sind  solche  sechs  Punkte  gezeichnet.  Man 
kann  nun  dnreh  g  eine  Ebene  E^  legen  nnd  ein  Viereck  a  BCD  in  derselben 
zeichnen,  dessen  Gegenseiten  Ba  und  CD  durch  a  resp.  c  gehen,  von  dem 
BD  durch  V  und  Ca  durch  2),  Da  durch  e  und  BC  durch  a  geht,  wo- 
bei die  Beziehung  1 )  benutzt  wird.  Alsdann  construirt  man  in  einer  zweiten 
darch  g  beliebig  gelegten  Ebene  E^  ein  Viereck  Aßyö  derart,  dass  Ay 
darch  h\  ßd  durch  a  u.  s.  w.  hindurchgeht,  was  gemäss  der  iuvolutorischen 
Lage  3)  immer  möglich  ist.  Die  Punkte  AB  CD  und  aßyS  bilden  dann 
zwei  Tetraeder,  welche  die  mit  V  bezeichnete  Lage  besitzen. 

Geht  man  yon  ^,  jB,  C,  D,  a  und  y  als  gegebenen  Punkten  aus  [vergl.  a], 
so  ist  zunächst  die  Gerade  g  zu  finden,  welche  aus  den  Seiten  des  Vierecks 
aBCD  zwei  Tripel  ahc  und  a  h' c  herausschneidet  und  durch  den  Punkt  H 
geht;  in  welchem  die  Ebene  BCD  von  Ay  getroffen  wird.  Es  giebt  nun 
[vergl.  c]  eine  Curre  3.  Classe ,  deren  Tangenten  die  Seiten  des  Vierecks 
aBCD  so  schneiden,  dass  a&c,  a}>c  zwei  Tripel  einer  cyklischen  Pro- 
jectivität  bilden;  diese  Curve  zerfällt  aber  hier  in  den  Punkt  a  und  eine 
Corve  2.  Classe,  welche  von  der  Geraden  CD  in  ihrem  Schnittpunkt  mit 
Bdy  von  DB  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  (7a,  endlich  von  J^O  in  ihrem 
Schnittpunkt  mit  Da  berührt  wird. 

Von  V  gehen  an  diese  Curve  zwei  Tangenten,  nämlich  BD  und  die 
gesuchte  Gerade  ^;  g  kann  also  durch  einfache  Construction  gefunden 
werden*,  worauf  noch  ß  und  d,  wie  oben,  zugefügt  werden  können. 

e)  1.  Die  Geraden  AB^  CD^  aß^  yS  gehören  einer  Begelschaar  an, 
wenn  die  beiden  Tetraeder  ABCD  und  aß  yd  die  Lage  I  zeigen,  ebenso 
AC^  BDy  ay^  ßö  und  AD^  BCy  ady  ßy.  (Steiner,  1.  c.  Anmerkung. 
Steiner  verwechselt  daselbst  die  Lage  I  mit  Lage  IL)  Ferner  liegen  die 
beiden  Tetraeder  dreifach  hyperboloidisch,  indem  Aß^  Ba^  Cd^  Dy  vier 
Gerade  einer  Begelschaar  bilden,  ebenso  Ay^  Bö^  Ca^  Dß  und  A6y  By, 
Cß,  Da  (Schur,  Math.  Ann.  Bd.  XX,  S.  275).  Ferner  liegen  die  Geraden,  in 
welchen  die  Ebenen  BCD  und  ayö,  ACD  und  ßyö,  ABD  und  aßy,  ABC 
UDd  aß 6  sich  schneiden,  auf  einem  Hyperboloid;  desgleichen  treten  noch 
zwei  weitere  hyperboloidische  Lagen  auf. 

2.  Wir  untersuchen  jetzt  die  Lage  II: 

iaBCD,  ßACD,   yABD,   ÖABC 
^  \  ayöA,     ßyöB,     aßyC,      aßöD. 

Wie  sofort  ersichtlich,  werden  die  Geraden  AD^  BC,  ay,  ßd  von  jeder  der 
Geraden  A8,  Cß,  By,  Da  geschnitten.  Ebenso  AC^  BD,  «d,  ßy  von 
-4y,  Bö,  Ca,  D/3,  so  dass  hier  ßtvei  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders 
ABCD  mU  den  betreffenden  GegenJcanten  des  Tetraeders  aßyö  auf  je  einem 
Syperbdoid  liegen  \  at^sserdem  liegen  die  beiden  Tetraeder  sowohl  rücksuM- 


*  In  Figur  8  ausgeführt. 
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lf€h  der  Verbindungsgeraäen  ihrer  Ecken^  als  auch  rüeksichäich  der  SehmU- 
geraden  ihrer  Seitenflächen  zweifach  hyperboloidisch.  Schreibt  man  nftmlich 
für  die  Ebene  ABC  den  einen  Buchstaben  D\  für  ACB  JBf  vl.  s.  w.,  6'  fUr 
oj9y,  /  für  ajSd  u.  8.  w.,    so  wird  die  obige  Lage  II  durch  das  Schema- 

Apy'b^     B' a  y  ö\      C  a  ß' d\    D'aß^y'i 

aÄCD\  ^BlCV.y'Ä'BC',  SÄBII)' 

dargestellt  und  es  liegen  somit  die  Geraden:  il'^  =  (BCD,  a/?/)i  C/^= 
{^ABB,  ayö),  ßy=^{ACD,  aßö) ,  D'a^{ABC,  /Jy^)  auf  einem  Hyper- 
boloid«  ebenso  die  vier  Geraden:  A'y\  B^6\  Ca,  D'jS'. 

3.  Bei  keiner  der  folgenden  drei  Lagen  III,  IV  und  V  liegen  l^anten 
des  Tetraeders  AB  CD  mit  Kanten  des  Tetraeders  ußyö  auf  einem  Hf/per- 
ioloid.     Aber  betreffs  der  Lage  III  gilt  folgender  Satz: 

^^Zwei  Tetraeder^  welche  sich  nach  Art  III  gegenseitig  eingesckriden 
sind,  liegen  vierj^aeh  hyperhoioidiseh  sowohl  in  Beeug  auf  die  Ter- 
hindungsgeraden  ihrer  Eckpunkte,  als  in  Bezug  auf  die  Schnittgeraden  ihrer 
Seitenflächen  und  können  somit  stets  aUs  zwei  Quadrupel  einer  cyklischen  Baum- 
coUineation^  aufgefasst  werden.^^ 

Den  ersten  Theil  dieses  Satzes  beweist  man  nach  Analogie  der  Yor- 
hergehenden  Betrachtungen.  Der  zweite  Theil  folgt  dann  aus  einem  von 
Herrn  Schur,  Math.  Ann.  Bd.  XX ,  S.  270  gegebenen  Satze.  Man  kann 
auch  sagen: 

,^Von  den  vierfach  hyperhöloidischen  Tetraederpaaren,  deren  es  über- 
haupt Qo'®  gieht**y  sind  oo*^  einander  gleichzeitig  nach  Art  III  ein-  und 
umgeschrieben.**^ 

4.  Tetraederpaare  der  Lage  IT  liegen  endlich  zweifach  hyperhcioidisA 
sowohl  bezüglich  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Eckpunkte,  als  bezüglich  der 
Schnittgeraden  ihrer  Seiten,  Bei  Tetraederpaaren  der  Lage  V  treten  l»M 
hyperboloidische  Lagen  auf. 


*  Vergl.  über  solche  GoUineatiotien :  Schroeter,   Math.  Ann.  Bd.  20,  S.  245. 
P.  Muth,  Math.  Ann  Bd.  83,  8.  497. 
**  Schur,  I.e.  S.  270. 


Kleinere  Mittheilungen. 


VIL  Bemerlnmg  zn  einer  dioptrieohen  ConBtraction. 

In  einem  Anhange  zur  „Entwickelang  der  Lehre  von  den  dioptriechen 
Bildern  mit  Hilfe  der  Collineationsverwandtschaft*'  hat  MGbius  (Werke 
Bd.  4;  Berichte  Sttcbs.  Oes.  Bd.  7,  1855)  eine  Construction  angegeben, 
die  einer  Erweitemng  für  beliebige  centrirte  Systeme  t&hig  ist  und  wegen 
ihrer  Beziehung  zu  den  dioptrischen  Orundpunkten  Beachtung  verdient. 

Es  seien  F  und  0'  die  Brennpunkte,  H  und  H'  die  Hauptpunkte, 
anch  K  und  K'  die  Knotenpunkte  eines  centrirten  Systems  brechender 
KugelflSchen,  also  HFz=z^K'  und  H'O'^FK  seine  Brennweiten. 
Einem  beliebigen  Achsenpunkte  P  gehöre  P'  bAb  Bildpunkt  zu ,  so  dass  die 
io  P  und  P'  zur  Achse  senkrechten  Ebenen  p  und  p'  einander  conjugirt 
sind.     Ist  Vp  das  Bildgrössenverhältniss  dieser  Ebenen,  so  ist  bekanntlich 

PF  P(D'       1 

Fflr  das  dual  entsprechende  Winkelverhältniss  tOp  der  Strahlbündel  P  und 

P'  gilt  femer 
„.  _P'H'  P<ti        1  PF 

Man  errichte  nun,  eine  beliebige  durch  die  Achse  gehende  Ebene  zur  Zeich- 
nungsebene  wählend,  Lothe  zur  Achse  in  den  Brennpunkten  F  und  O'  und 
trage  auf  diesen  die  Strecken 

3)  JPl/=  a>'F'=H^,     FV^0'ir=H'O' 

auf,  und  zwar  nach  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Achse,  je 
nachdem  HF  und  H'0'  entgegengesetzt  oder  gleich  gerichtet  sind.  Hierauf 
construire  man  den  Kreis,  der  U  und  U\  also  anch  V  und  F'  zu  Gegen- 
punkten  hat. 

Dieser  Kreis  kann  zunächst  dazu  dienen^  zu  einem  gegebenen  Achsen- 
punkte P  den  conjugirten  P'  zu  finden.  Denn  schneidet  PU  den  Kreis  in 
Mp,  so  wird  MpU'  die  Achse  in  P'  treffen,  wie  aus  rechtwinkligen  tthn- 
licheo    Dreiecken    der    Figur    ersichtlich    ist.     Es    bestehen    nämlich    die 

Gleichungen 

PF^PMp^O'ir 

Fü^MpP — P'<P" 
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aus  denen,  mit  Rücksicbt  auf  3),  folgt  PF,P'^  =^HF.H'(t>\  Soweit  ist 
die  Construction  ein  bekannter  besonderer  Fall  von  dem  DurchschneideD 
projectiver  BUscbel  auf  einem  Kegelscbnitt.  Die  Punkte  S  und  Ey  in  denen 
der  Kreis  die  Acbse  scbneidet,  sind  die  (reellen  oder  imaginären)  symp- 
totiscben  Punkte. 

Aber  wegen  der  mit  Rücksicbt  auf  1)  geltenden  Beziehungen 

PMj,       PF      PF  __ 
MpT'^FU^HF"^^ 

ist  weiter  ersichtlicb,  dass  die  Winkelbalbirenden  des  Winkels  PMpP'  die 
Strecke  PP'  in  den  Verbftltnissen  +0p  theilen.  Erricbtet  man  also  den 
zu  17 17'  senkrechten  Durchmesser  und  nennt  M  denjenigen  Endpunkt 
desselben,  durch  den  VK  (Winkelhalbirende  von  UVV')  und  F'Z' 
gehen,  den  andern  Endpunkt  M,  so  schneidet  die  Gerade  MJIfp  auf  der 
Achse  das  CoUineationscentrum  Cp  der  Ebenen  p  und  p'  an.  Eine  durch 
Cp  gehende  Gerade  Iftsst  also  zu  einem  beliebigen  Punkte  einer  dieser 
Ebenen  den  coigugirten  finden.  Der  Punkt ,  wo  M  Mp  die  Achse  schneidet, 
möge  negatives  CoUineationscentrum  Cp  heissen. 


N  — ^M 

Ebenso  wie  PU  und  P'U'  in  Mp^  schneiden  sich  auch  PFund  py 
auf  einem  Punkte  JVp  des  betrachteten  Kreises,  und  die  Winkelbalbirenden 
des  Winkels  PNp  P'  theilen  P  P  \vl  den  Verhältnissen  +  Wp,  Das  erkennt 
man  auf  Grund  der  Gleichungen  2)  an  den  ähnlichen  Dreiecken  PFY, 
Pl^pP,  TQfP.  Nennt  man  N  denjenigen  Endpunkt  des  zu  YY'  senk- 
rechten Durchmessers,  durch  den  die  Linien  TJH  und  TJ'H!  gehen,  den 
andern  Endpunkt  N,  so  schneidet  NJV>  die  Achse  in  dem  Punkte  Ep,  in 
welchem  die  Collineationsebene  der  Bündel  P  und  P'  normal  zur  Achse 
steht.  Die  im  Schnittpunkto  Bp  der  Achse  mit  der  Linie  \\Bp  zur  Achse 
normale  Ebene  möge  negative  Collineationsebene  heissen. 

Die  Figur  lässt  leicht  erkennen,  dass  die  Grundpunkte  des  Sy&temä 
besondere  Lagen  der  Punkte  C,  C,  J&  und  !e  sind.     Fällt  P  nach  od,  also 
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P'  nach  0\  80  rücken  die  Punkte  in  der  angegebenen  Reihenfolge  nach 
dem  zweiten  Knotenpunkt  K\  negativem  Knotenpunkt  K\  Hauptpunkt  JET', 
negativem  Hauptpunkt  H\  Dagegen  werden  sie  beim  Punktepaare  JFoo 
zu  den  entsprechenden  ersten  Grundpunkten  Ky  JT,  H,  H.  Auch  über- 
sieht man  sogleich,  wie  ftlr  das  Punktepaar  HH'  der  Punkt  C  ins  Un- 
endliche fällt,  itir  KK'  ebenso  -E7,  für  HH'  der  Punkt  C  und  ^für  KK'. 

Der  feste  Kreis  mit  seinen  8  festen  Punkten  Z7  Z7' F  F' M  M  N  N  bildet 
also  eine  für  das  dioptrische  System  auffallend  charakteristische  Figur.  Die 
Construction  conjugirter  Punkte  mit  Hilfe  dieses  Kreises,  der  etwa  als 
sjmptotiscber  Kreis  bezeichnet  werden  könnte,  ist  unabhängig  von  der 
Existenz  reeller  symptotischer  Punkte,  auch  auf  teleskopische  Systeme  über- 
tragbar, bei  denen  der  Kreis  in  eine  Gerade  entartet.  Bei  Linsensystemen 
rflcken  die  Punkte  Z7F,  sowie  U'V\  ferner  MN  und  MN  in  je  einen  Punkt 
zusammen;  das  ist  der  von  Möbius  behandelte  Fall.  Dagegen  rücken  im 
Falle  der  Reflexion  an  einem  sphärischen  Spiegel  die  Punkte  V  und  U\ 
sowie  U  und  V"  zusammen. 

Dresden.  O.  Helm. 


VnL  Ein  Widerspruch  in  Edlund's  Theorie  der  Elektrioität. 

Die  elektro  -  dynamische  Lichttheorie  MaxwelTs,  welche  durch  die 
Elektro- Optik,  die  kritische  Geschwindigkeit  (Rowland  1876),  die  Bezieh- 
ungen zwischen  Brechungscoefficient  und  die  Dielektricitätsconstante ,  sowie 
durch  die  von  Bezold  (1870),  Feddersen  und  besonders  Hertz 
(1887—89)  beobachteten  elektrischen  Schwingungen  einen  hohen  Grad  der 
Wahrscheinlichkeit  erlangt  hat,  sieht  in  der  Elektrioität*  und  im  Lichte  nur 
verschiedene  Bewegungsformen  desselben  Mediums,  welches  wir  Licht- 
ätber  nennen,  während  die  Theorie  Edlnnd's  (Theorie  des  ph^nom^nes 
Mectriques  1873 — 76)  die  Elektrioität  mit  dem  Aether  als  identisch 
annimmt,  und  die  positive  Elektrioität  als  Aetherexcess,  die  negative  als 
Aetherdeficit  ansieht. 

Der  elektrische  Strom  ist  nach  Edlund  ein  'Aetherfluss,  verursacht 
durch  den  Ausgleich  von  Excess  und  Deficit. 

Die  Erklärung  der  Abstossung  und  Anziehung,  der  Influenz,  des  gal- 
vanischen Widerstands  und  besonders  die  des  Nordlichts  (1878)  konnten  in 
einfacher  Weise  mit  dieser  Theorie  gegeben  werden.  Der  erste  Einwand, 
den  aber  Edlund  durch  den  üebergangswiderstand  widerlegte,  war  der, 
dass  durch  einen  luftleeren,  also  nichtätherfreien  Raum  von  2  mm  Länge 
der  stärkste  Funkenstrom  nicht  durchgeht,  der  zweite  vonFöppel  (1888) 
angegebene,  dass  die  Glimmlichtströme  im  luftleeren  Raum  ausbleiben; 
Bude  (1886)  endlich  hat  die  Unhaltbarkeit  der  Edlund 'sehen  Nordlicht- 
theorie dargethan,  so  dass  diese  Theorie  heutzutage  kaum  mehr  Anklang 
findet 
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Im  Folgenden  theilen  wir  einen  Versuch  mit,  welcher  einen  weiteren 
Beweis  gegen  die  Edlnnd'sche  Theorie  der  Elektricitäi  abgeben  durfte. 

Auf  einer  kleinen,  vernickelten,  ebenen  Metallplatte  wurde  eine  Plan- 
convexlinse  aufgelegt  und  beide  von  oben  und  unten  durch  grosse  Glas- 
platten zusammengedrückt.  Diese  waren  mit  Sehellack  so  weit  überzogen, 
dass  noch  ein  kleiner  Baum  zur  Beobachtung  der  entstehenden  Newton- 
sehen  Binge*  übrig  blieb  und  in  anderer  Weise  wurde  noch  für  möglichste 
Isolation  gesorgt. 

Die  Binge  wurden  mit  einem  Mikroskop  von  etwa  ISOfacher  Linear- 
vergrössernng  beobachtet. 

Mittelst  einer  Influenzmaschine  wurde  die  Metallplatte  so  stark  als 
möglich  geladen  und  das  Mikroskop  (der  Sicherheit  halber)  zur  Erde  abgeleitet 

Es  handelte  sich  darum ,  ob  der  innerste  Bing ,  bei  dem  sich  eine  Luft- 
schicht von  blos  0,0002  mm  Dicke  befindet,  eine  Formveränderung  erleidet 

Wenn  man  die  zageführte  Elektricität,  welche  sich  in  der  Nähe  des 
innersten  Binges  auf  der  Metall-  und  Glasplatte  befindet  und  welche  wir 
bei  der  äusserst  kleinen  Entfernung  von  0,0002  mm  und  der  sehr  grossen 
Ladung  als  gleichnamig  annehmen  müssen,  eine  Vermehrung  des  Aeihers 
zur  Folge  hat,  so  müsste  die  Dichtigkeit  desselben  in  der  Nähe  des 
innersten  Binges  zunehmen,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes 
also  abnehmen  und  damit  der  Brechungscoefficient  sich  vergrössern. 

Nun  ergaben  aber  trotz  der  stärksten  Ladungen  (bei  denen  der  Fanke 
wiederholt  zum  Mikroskop  übersprang)  die  Beobachtungen  keine  Veränderung 
der  Binge. 

Um  nun  nachzuweisen,   dass  eine  minimale  Dichtigkeitsänderung  bei 

massiger  Vergrössernng**  noch  wahrnehmbar   sein  müsste,  gehen  wir  auf 

die  Gleichungen   des    ersten    New  ton 'sehen    Binges  ein.     Die    Dicke  der 

Luftschicht  am  ersten  Binge  ist: 

l 

WO  l  die  Wellenlänge  des   homogenen  Lichtes  in   der  Luftschicht  und  o 
der  Brechungswinkel  in  derselben  ist,  so  dass 


cos 


/l  —  sin^ «, 
= — - 
nr 


wo  «1    der  entsprechende    Einfallswinkel,    n  der  Brechungscoefficient  von 

Glas  in  Luft  ist     Es  ist  daher: 

k 


e  = 


i/i-^ 


*  In  Wirklichkeit  wurde  statt  der  Linse  ein  passendes  Stück  einer  Fenster- 
scheibe gewählt,  so  dass  der  erste  Ring  ungefähr  4  mm  Durchmesser  hatte. 

**  Versuche   mit   stärkeren  Vergrösserungen   dürften  zum  gleichen  Resultat 
führen. 
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Ist  nun  jR  der  Linsenradiiis ,  r  der  Badins  des  ersten  Ringes   und  X^   die 
Wellenlänge  im  Glas,  also  i|  =  n.X,  so  ist 


worans : 


dr  = 


r«  =  2i2.c  =  — ^ 

_      R.l^.ndn     _       r.n.dn 


Ar  ^n*  -  «tn»«i      ^(n*  -  sin*  a,) 

Nun  war  r  =  2  mm,  n  =  |,  also  för  Ci  =  30*  nnd  i  =  0,0006  mm 
(gelbes  Licht):  6  =  0,0002  mm, 

wie  schon  oben  angegeben  wnrde;  ferner 

22 

dr  =  -=-  dn. 

In  der  gewöhnlichen  Sehweite  von  25  cm  kann  man  aber  2  Ringe   noch 
gnt  als  getrennt  wahrnehmen  bei  einer  Entfernung  yon   ^^  mm,   also  von 

dr=  mm  bei  einer  Vergrösserung  von    130;  demnach   könnte  eine 

Aenderung  dn=  .^wy.  noch  gut  wahrgenommen  werden. 

Wir  schliessen  daher,  dass  n   und   damit  die  Aetherdichte  sich  nicht 
ündert,  dass  also  die  Elektricität  nicht  Aetherexcess  oder  Aetherdeficit  sein  kann. 
Cannstatt.  Dr.  Ruoss^  Gymnasiallehrer. 


IX.  Eine  Terallgemeinernng  des  Pjrthagoräisolien  Satzes. 

Ueber  zwei  Seiten  ÄC  und  BC  irgend  eines  Dreiecks  ABC  sind  die 
beliebigen  Parallelogramme  GABE  nnd  CBFQr  constrnirt,  von  denen  sich 

die  verlängerten  Seiten  DE  und  FQ 
in  H  schneiden ,  femer  bezeichne  M 
den  Durchschnitt  von  IIC  mit  AB^ 
auf  der  Verlängerung  von  CM  sei 
MN=i  HC  genommen,  endlich  mögen 
aus  MN  und  MA ,  sowie  aus  MN 
und  JtfB  dieParallelogramme^lf^P 
und  jBJIfi\rQ gebildet  sein;  es  ist  dann 

Fl  CADE^FIAMNP 
¥ICBF0==¥\.BMNQ 

mithin  die  Summe  von  den  über  CA 
und  CB  construirten  Parallelogramm - 
flächen  gleich  der  über  A  B  stehenden 
Parallelogrammfläche  ABQP. 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  AD  =  AC,  BF^BC,  LACE^LBCG 
^LJCB==90^  wird  hieraus  der  Pjthagoräische  Satz. 

Soest.  Dr.  Scbönemann. 


und 
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X.   Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Als  eine  praktisch  rasch  zam  Ziele  führende  Regel  zur  Prüfung  einer 
dekadischen  Zahl  auf  ihre  Theilbarkeit  darch  ein  beliebiges  n  darf  das 
folgende  Verfahren  angeführt  werden.  —  Man  stelle  unter  die  Anfangs- 
und Endziffern  des  Dividendus  passende,  durch  n  theilbare  Zahlen  nnd 
setze  unter  die  übrigen  Ziffern  des  Dividendus  beliebige,  womöglich  die 
höchsten  Z\^ern  enthaltende  Vielfache  von  n,  subtrahire  und  wiederhole 
das  Verfahren,  bis  eine  Restzahl  entsteht,  an  der  man  unzweifelhaft  sehen 
kann,  ob  sie  durch  n  theilbar  ist  oder  nicht.  Ist  diese  Restzahl  durch  n 
theilbar,  so  ist  es  auch  die  ganze  Zahl  Z. 

Beispiele : 

Z=  41335882,  n=  7.      Z  =  2747436796,  n  =  13. 
35777742  2691919126 

555814  '  5551767 

497714  5291117 


581.  26065. 

Z  =  578702348 ,  w  =  14.  Z  =  1 1 98740578 ,  »  =  29. 
568485428  1168789958 

102169i^  '  2995062 

988442  2987232 


33250  783 

28910  58 


434.  203. 

Oldenburg,  i.  G.  G.  Speckmann. 
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Obgleich  die  Theorie  der  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen,  wie  sie  in  den  letzten 
Jahrzehnten  entstanden  ist,  ihre  Vollendung  nicht  zum  wenigsten  deutschen  Mathematikern  verdankt, 
heäitzt  die  deutsche  Ijitteratur  doch  kein  "Werk,  welches  die  ganze  Disciplin  im  Zusammenhang 
Ynshandelte.  Man  -war  auf  dos  Studium  der  Originalarbeiten  hingewiesen  oder  mußte  zu  einem  Werke 
in  fremder  Sprache  «eine  Zuflucht  nehmen,  wenn  man  die  neue  Funktionentheorie  kennen  lernen 
-wollte.  Neben  dem  "Werke  von  Tannery  empfahlen  sich  dazu  besonders  die  187»  herausgegebenen 
Fondamenti  von  Prof.  Dini,  da  in  diesem  Buche  nicht  nur  die  vor  seinem  Erscheinen  schon  bekannten 
Satze  sich  dargestellt  finden,  sondern  in  ihm  auch  eine  Reihe  von  neuen  Gesichtspunkten  entwickelt 
ist.  wegen  deren  es  in  späteren  Abhandlungen  häutig  angeftlhrt  ist.  Da  sich  das  Dinische  Buch 
nicht  ganz  bequem  liest,  so  glaubten  die  Unterzeichneten  den  deutschen  Mathematikern  einen  Dienst 
KU  erweisen,  als  sie  eine  deutsche  Bearbeitung  unternahmen.  Sie  geben  im  wesentlichen  eine  wort- 
getreue Übersetzung  de«  italienischen  Textes,  der  nur  au  wenigen  Stellen,  tlber  die  in  der  Vorrede 
näher  berichtet  werden  wird,  geringe  Abiinderungen  erfahren  hat.  Dagegen  wurde  im  ersten  Kapitel 
die  Theorie  der  Irrationalzahlen,  die  Dini  nach  Dedekind  gab,  durch  die  auf  Cantors  Definition 
■ich  stützende  ersetzt  und  im  Zusammenhange  damit  die  ganze  Lehre  von  den  Zahlen  aus  einem 
einheitlichen  Gesichtspunkte  entwickelt.  Die  -wichtigsten  Rcaultato  neuoror  Forschungen  sind  in 
ZtxBätzen  dargelegt,  die  als  solche  besonders  gekennzeichnet  sind.  Die  Quellen  für  die  in  dem  Buche 
•fortgetragenen  Begriffe  und  Siitze  soNvie  die  Orte,  an  welchen  sich  weitere  einschlugige  Arbeiten  be- 
finden, -vrurden  mit  Sorgfalt  citiert  und  finden  sich  auch  noch  in  einem  bssonderen  Litteraturverzeichnis 
snaumniengesteUt. 

Von  dem  Verfasser  D.  Julius  Bergbohm  (Wien,  Hauptpost,  poste 
restante)  sind  die  nachfolgenden  zwei  Schriften  zu  beziehen: 

1.  Neue  Becbnungsmethoden    der    höheren    Mathematik.     1891.^ 
Preis  40  Pf.  \ 

2.  Neue  Integrationsmethoden   auf   Grund   der  Potenzial -Loga-  V 
rithmal-  und  Numeralrechnung.     1892.    Preis  60  Pf. 

In  der  ersten  Schrift  wird  eine  Anzal  von  neuen  Rechnungsmethoden  dar- 
gestellt, welche  sich  auf  dem  Gebiete  der  Analjsis  des  Unendlichen  neben  die 
I)ifterentialrechnung  stellen,  während  in  der  zweiten  Schrift  die  neuen  Rechnungs- 
methoden  auf  einige  I*roblerae  der  Integralrechnung  angewendet  werden. 

Wohlfeilste  Logarithmentafel  für  den  Sehulgebrauch ! 

In  f*eiTd«  Aümmlers  Terlagsbuchhandlung  in  Berlin  SW.  12  erschien: 

Vierstellige  Logarithmentafeln 

ffftf  V***y  .fipavellus.     24  Seiten  Taschenformat.    Preis  50  Pf. 

Zu  beziehen  durch  alle  Buchliandhingen. 


Neuester  Yerli^  von  B.  Ö.  Teult)ii«r  in  Leipzig. 


Soeben  erschien: 


VORLESUNGEN 


UBEK 


GESCHICHTE  DER  MATHEMATI 


VON 


MOMTZ  CANTOR. 

ZWEITER  BAND. 
VON  1200—1668. 


[X  u.  863  S.]     gr.  8.     1892. 


geh.  n.  Ji  24. — 


Die  Anzeige  dieses  H.  Bandes ,  der  später,  als  es  ursprdngllch  in  der  Absicht  desYe 
lag,  dem  18>0  erschienenen  I.  Bande  nachfolgt,  kann  sich  in  wenige  Worte  fassen.  Plan 
läge  sind  die  gleichen  geblieben  wie  beim  I.  Bande.  Der  Verfasser  hat  yeraucht,  die  zah 
zerstreuten  Vorarbeiten  zu  sammeln,  und  zu  sichten  und  so  riel  als  möglich  eine  wirklio! 
wickelungsgeschichte  der  Mathematik  von  Leonardo  von  Pisa  und  Jordanus  Nemorarius 
dem  Erscheinen  von  Leipnizens  Doktordissertation  zu  geben.  Manche  Lücken  worden  aaf| 
und  der  Eiuzelforschung  empfohlen.  Die  einzelnen  Abschnitte  sind  anfangs  ganzen,  später 
Jahrhunderten  gewidmet,  um  so  eine  gewisse  Gliederung  des  Bandes  zu  erhalten. 
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Obgleich   die  Theorie    der  Funktionen   einer  reellen  Veränderlichen,  wie  sie  in  den 
Jahrzehnten  entstanden  ist,  ihre  Volleudung  nicht  zum  wenigsten  deutschen  Mathematikern  ▼( 
besitzt  dio    douti^cbe   Litteratur   doch   kein  Werk,   welches   die    ganze  Disciplin  im  Zusamin« 
behandelte.  Mau  war  auf  das  Studium  der  Originalarbeiten  hingewiesen  oder  mußte  zu  einem 
in  fremder  Sprache  »eine   Zuflucht   nehmen,   wenn   man  die  neue    Funktionentheorio  kennen 
wollte.    Neben  dem  "Werke  von  Tannery   empfahlen   sich  dazu   besonders    die  1878  herausg^< 
Fondameuti  von  Prof.  Dini,  da  in  diesem  Buche  nicht  nur  die  vor  seinem  Erscheinen  schon  bAki 
Sätze  sich  dargestellt  finden,  sondern  in  ihm  auch  eine  Boihe  von  neuen  Gesichtspunkten  ent 
ist,  wegen  deren   es   in    späteren  Abhandlungen  häulig  augefülirt  ist.    Da  sich  das  Dinische 
nicht  ganz  bequem  liest,  so  glaubten  die  Unterzeichneten  den  deutschen  Mathematikern  ein«n 
zu  erweisen,  als  sie  eine  deutsche  Bearbeitung  unternahmen.    Sie  geben  im  wesentlichen  eine 
getreue  Übersetzung  des  italienischen  Textos,  der  nur  an  wenigen  Stellen,   über  die  in  der  V 
näher  berichtet  werden  wird,  geringe  Abiiuderungou  erfuhren  hat.    Dagegen  wurde  im  ersten'^ 
die  Theorie   der  Irrationalzahlen,   die  Dini   nach  Dedekind   gab,   durch   die    auf  Cantors 
sich    stützende    ersetzt   und   im  Zusammenhange  damit   die  ganze  Lehre  von  den  Zahlen  avi 
einheitlichen   Gesichtspunkte   entwickelt.    Die   wichtigsten   Resultate   neuerer  Forschungen 
Zusätzen  dargelegt,  die  als  solche  besonders  gekennzeichnet  sind.    Die  (Quollen  für  die  in  dem 
vorgetragenen  Begriffe  und  Sätze  sowie  die  Orte,  an  welchen  sich  weitere  einschlägige  ArbMtc 
finden,  wurden  mit  Sorgfalt  citiert  und  finden  sich  auch  noch  in  einem  besonderen  Litteraturveiafii 
zusammengestellt. 


Ulfel   VT. 


Fig.  11. 


Fig.  10. 


— >.-^« 
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X. 

Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 
durolx  fünf  unendlich  benachbarte  Lagen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Braooiohweig. 


Hierzu  Taf.  VI,  Fig.  1-11. 


Bei  der  Bewegang  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  sind 
bekanntiich  durch  Angabe  von  vier  nnendlich  benachbarten  Sjstemlagen 
für  jede  Systemcnnre  die  beiden  Krümmungsmittelpnnkte  bestimmt,  die  zu  den 
aagrenblicklich  erzeugten  Elementen  ihrer  Hüllbahncurve  und  der  Evolute 
derselben  gehören.*  Durch  Hinzuftigung  einer  fünften  Sjstemlage  ge- 
langen wir  weiter  zum  Krümmungsmittel punkt  der  Evolute  jener  Evolute 
—  oder,  wie  wir  uns  kürzer  ausdrücken,  der  zweiten  Evolute  der  HüU- 
bahncarve.  Zugleich  ergiebt  sich  die  Aufgabe,  die  Krümmungsradien  der 
ersten  Evoluten  von  Polbahn  und  Polcurve  zu  ermitteln,  und  es  entsteht 
femer  die  Frage  nach  denjenigen  Sjstempunkten ,  die  augenblicklich  Bahn- 
elemente  mit  fünfpunktig  berührendem  Krümmungskreise  durchlaufen. 

I>]e  hier  angedeuteten  Aufgaben  bilden  den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Arbeit»  Dabei  werden  wir  mit  Bücksicht  auf  den  besseren  Zusammenhang 
unserer  Darlegungen  gewisse  Ergebnisse  früherer  Arbeiten  in  Kürze  von 
Neuem  ableiten,  was  um  so  zweckmässiger  sein  dürfte,  als  im  Folgendon 
eine   von  der  früheren  abweichende  Vorzeichenbestimmung  angewendet  wird. 

§    1.    Formeln  für  den  Krümmungsradius  der  ersten  und  der  zweiten 
Evolute  der  von  einer  beliebigen  Systemourve  erzeugten  Hüllbahncurve. 

Wir  bezeichnen  mit  S,  S\  S'\  S"\  Ä""  fünf  unendlich  benachbarte 
Lagen  eines  ebenen  Systems,  mit  $,  D,  9i,  @  beziehentlich  die  Pole  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  Systemlagen.  Dabei  setzen  wir  im  Folgenden 
stets    voraus,  dass  $  ein  endlicher  Punkt  ist,  und  dass  D  nicht  mit  $, 


*  Ueber  die  Krümmung  der  Bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen.  Diese 
Zeitflcfarift,  Bd.  36,  S.  193.  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Uüil- 
bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen.    Ebendaselbst,  S.  257. 
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sowie  dass  S'  nicht  mit  8  zusammenfällt.*  Nehmen  wir  dann  an,  das 
System  gelange  aus  der  Anfangslage  8  in  die  Lagen  8\  8'\  8*'\  5"" 
durch  auf  einander  folgende  Drehungen  um  die  Winkel  d^,  d^  +  ^'^t 
dO  +  2d«d  +  d8^,  d^  +  3d«^  +  3d»0,  so  dürfen  wir  ohne  BeeintrSch- 
tigung  der  Allgemeinheit  D9i  =  9i®»$D  =  (2t«  setzen,  wo  du  und  d% 
von  Null  verschiedene  positive  Grössen  sind. 

Sei  ferner  t  die  Tangente  >  n  die  Normale  der  Polbahn  im  Paukte  $, 
so  soll  unter  positiver  Polbahntagente  von  $  aus  gerechnet  der  Theil  Yon 
t  verstanden  werden,  auf  welchem  O  liegt,  und  unter  positiver  Polbahn- 
normale der  Theil  von  n,  welcher  nach  einer  Drehung  um  90^  im  Sinne 
der  Drehung  des  Systems  mit  der  positiven  Polbahntangente  zusammenföllt. 
Wir  bezeichnen  weiter  die  Contingenzwinkel  der  Polbahn  in  den  Punkten 
D  und  SR  bez.  mit  dr  und  dr  -j-d^r  und  rechnen  dr  positiv,  wenn  das  Element 
D91  um  diesen  Winkel  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems  gedreht  werden 
muss,  um  mit  t  zusammen  zu  fallen. 

In  Figur  1  bedeutet  a  eine  beliebige  Systemcurve  in  der  Anfangslage 
5,  a|  bez.  a^  ^^^  ^r^\j^  und  zweite  Evolute,  a  die  Hüllbahncufve  von  a  mit 
den  Evoluten  a^  und  a,,  A  den  Erfimmungsmittelpunkt  desjenigen  Punktes 
der  Curve  a,  in  welchem  .sie  augenblicklich  ihre  Hüllbahn  berührt,  und 
iip  A^^  A,  Ap  A],  die  entsprechenden  Erümmungsmittelpunkte  derCurvenap  c^, 
er,  cTj,  cTg.  Gelangt  das  System  in  die  unendlich  benachbarte  Lage  8'  (a ,  a  j>  d^ 
so  giebt  die  aus  Q  an  a\  und  cr^  gehende  Tangente  den  Berührungspunkt 
von  d  und  o;  wir  bezeichnen  die  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  der 
Curven  a,  a\,  d^^  er,  oti,  a^  ^^^-  ™^^  •^')  ^'n  ^\i  B|  Bp  B^.  Wir  setzen  nun 
$il  =  r,  AA^^s^^  A^A^^s^,  5pA  =  ^^  AAi  =  a^  AiA,=  ffj,  Z.-//$t  =  qp, 
ClJ?'=r+dr,^^j=Si+d5„  OB=^+de5  BBi=  a,+da„  Z.^'Q«=v+dg)5 
dabei  bestimmen  wir  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Grössen  in  folgender 
Weise:  Wir  betrachten  r  als  wesentlich  positiv  und  versehen  «g,  ^,  (r,  mit 
dem  positiven  Vorzeichen,  wenn  die  Strecken  A^A^^  $A,  A^Ag  mit  %A 
gleichgerichtet  sind.  Drehen  wir  $il  um  iß,  bis  ^  auf  die  positive  Pol- 
bahnnormale fUUt,  so  sollen  5^,  0|  als  positiv  gerechnet  werden,  wenn 
AA^  bez.  AAt  zur  positiven  Polbahntangente  parallel  sind.  Endlich  soll  ^ 
stets  demjenigen  zwischen  0^  und  360^  liegenden  Winkel  bedeuten,  um 
welchen  $^  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems  gedreht  werden  muss, 
um  mit  de^  positiven  Polbahntangente  zusammen  zu  fallen. 

Ziehen  wir  noch  DUJL^ii  und  bezeichnen  den  Winkel  der  Geraden 
$A  und  OB  mit  d^,  so  ist;  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung abgesehen, 

-.      _AB_^A  — ^tt  — OB_g  — dtfcoyy  — (9+dg)_     dg+dticogg? 
di|;  dl/;  ""    (<p  +  dqp  +  dt)  —  qp    ~         d(;p  +  dr 

*  Sonderfölle,  die  sich  s.  B.  ergeben,  wenn  die  Polbahn  in  $  eine  Spitze  hat, 
oder  wenn  Polbahn  und  Polcurve  einander  in  $  oscaliren,  werden  dadurch  von 
der  Betrachtung  ausgeschlossen. 
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.     ^».^      ^-K  4 


Nun  ist  bekanntlich 

^\  Q  r= — — 

ausinfp-'rd& 


also 


,     -  {r  +  dr)dusin{(p  +  dq>) 


dusin{fp  +  dq>)''{r  +  dr){de+d^^) 

rdusinq>  +{rdq>co8q>  -i- drsinq>)du 

du$inq>  —  rd9+dudq>cos<p  —  rd'-^—  drd^ 

rdu8inq>       .  r^ld^^sinq>-' d^dq>co$(p) +  dudrsin*q)  . 
+  TT— T- -rrr« »«* 


dusinq>''rdd'  {dusinq>  —  rd9) 

nnd   daher 

o.  ,         r^(d^^sin(p  ^d^dq>cosq>)  +  dudrsin^q>  j 

Ö)  dQ=  — ; j—rz äU. 

{dustnfp'-rd^)* 

Bezeichnet  femer  d%  den  Winkel  der  Geraden  $^'  und  OJ^,  so  folgt 
ans    dem  von  $D,  $ii' nnd  D^  gebildeten  Dreieck 

^^  .     ,       dusin((p  —  d9)     dusinw 

4)  ««d,=  ___ __. 

Nun  ist  aber  <p  +  dq>  +  d%  =  q>  —  d^  +  dx^  also  wird 

erv  ■,  -.^       ■»     .  dusintp 

5)  d<p  =  — d^  — drH ^• 

r 

Es  ergiebt  sich  weiter,  wenn  U'  den  Fasspunkt  des  von  D  auf  '^Ä' 
geflEQlten  Lothes  bedeutet, 

^JB'ssgSil'—  $U'—  ZXB^^r  -  ducostp  —  (r  +  dr)  =  -  ducostp-  dr\ 

andererseits  ist 

oder  nach  4)  A'B' ^  -dusinw. 

r 

mithin  erhalten  wir 

g 
6)  {Jr  =  —  du  cosg>  — -  dusin  (p. 

Durch  Einsetzung  der  i^t  dtp  und  dr  gefundenen  Werthe  verwandelt 

sieb  Gleichung  3)  in 

du 


1 


{dusin  q)  —  rdO)* 

g 
r^cP^sinq>'hr^d&{d^-\-dt)cos(p-rdud&sinq>cos(p-du^sin^q>co8(p--du^sin^(p 


nnd  dann  folgt  aas  Gleichung  1)  für  den  Krümmungsradius  der  ersten 
Evolute  der  Hüllbahncurve 

7^  f^\d9{2d^^T)eo8  (p'hd^^sin<p\Sr'dud&sinq>cos(p'-s^du^sin^q) 

'^^^=  (dusinq>^rd^f 

9» 
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Ans  Figur  1  ergiebt  sich  ferner: 

A^B^_  BBi-"AA|  _      dat 

oder  nach  5) 


*       dl/;  drf}  dq>  +  dT 


__  rd<tt 

Nun  ist  nach  7) 


8)  a  =  ' 

*     dus%nq>—rd& 


gi  +  rftf^^-,^^^^^.^,^  .  ^_^^      ,^  .  ^^,,^^^^,,,,y[{r  +  dry. 


du 
\dusin{(p  +  dtp)  -H[r  +  dr)(dd  +  (?0)|' 

\{d&  +  d^^){2d&+dT+2d^^+d:^t)cos{(p+d(p)+{d^^+d?^e)8in{(p+dq>)\ 

-3(r+drYdu(d^+d^a)8in{<p  +  dg>)cos((p+d(p)-{s^+ds;)du^sin%<p+d(p)l 

Setzen  wir  hier  wieder  für  d  g>  nnd  dr  die  Werthe  ans  5)  und  6),  nnd 
beachten  wir,  dass  ds^  —  Ä\ff^==  s^dx^  oder  nach  4) 

dst  =  —  dusmq> 
*      r 

ist,  so  geht  die  rechte  Seite  nach  einfacher  Rechnung  ttber  in 

tfi 7-= — : ---r-.'[f^\d^{2d^-^dT)co8(fH-d^&8inq>\'^^*dud^sin(pcos(p 

~'Sidu^sin^(p],{f^cP^+rdudtco8(p''  du^sintpcosip 
'-8idud^8ing)) 
— .[f^\d»{dd^e+d^T)cos(p+[d&{d^+dT){2dd+di) 


r{du8inq>—rd^)^ 

+d^  &]8in(pl  —  r^  dv  |3cJ  ^*  ca8*q)  +  öd*&8m(pcos(f 

+  d&{5d&  +  4d%)8in^(p\+Sf^du^d^8inip 

—  Sr^ 8^du sin  q>  \d & {2 d^  +  dt) €08 g>  +  d^ ^ sin(p\ 
+  3rS|du*(3dO+dr)  8in^fpeo8(p—38^du^8in^ipcos(f 

und  mit  Rücksicht  auf  den  so  gefundenen  Werth  von  da^  erhalten  wir  aas  8j 
den  Krümmungsradius  der  zweiten  Evolute  der  Hüllbahncur?e 

SdU  r    o  r» 

^^'^'  ldu8in(p-rd^Y  '  ['*^l^^(2^^+^^)^*^  +  ^^^'**Pi"3^'<^**^^^**^^*^ 

—  5|dtt*m^g>] .  {r^d^&  +  rdudico8q>'-du*8inq)C0S(f 

—  Sidud^sintp) 

+  d^ «^j  m  qp I  —  r^  du  \Sd  ^* co8^  (p  +  od^^  8in(pcosff 
+de(5d&  +  4:dT)8in*(p\  +  3f^du^d&8inq> 
^3r^8idu8in(p  \d&{2d^+  dr)  cosq>  +  d^^$in(p\ 
+3r8ydu*{3d^  +  dz)sin*(pco8g)-'38idu?8in^(peo8(p 
-'82du^8in*g>], 
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Bezeichnen  wir  noch  mit  0|^,  a^^  die  Erfimmungsradien  der  ersten  nnd 
zweiten  Evolnte  der  Bahnoorve,  die  der  Systempankt  Ä  beschreibt,  so  folgt 
aus  7)  und  9)  für  s^^s^^O 

10)  <  =  -r= : ^^--T^o'[r\d^{2d&  +  dt)cosg>  +  cP^sing>\ 

—  3du  d^  sing>  C08q>] 
in     0  — Q    Q  r*d!^^+rdudTCOS(p''du^sing>co8(p ^  t^du 

Ml  —     ^i  •  {dusinq>  —  rd^y  (dusinq>—rde)^' 

[f^  \d^  (3(P^+cPt)  cos(p+[dd^  {dd-+dr)  {2d&  +  dz) 
+  d*^]  8in(p\^rdu\3d9*  cos* <p  +  5cP^ sin  tp  cos  (p 
+  d^l5d&  +  4dt)sin*g>\  +  3du*d0sinq>], 


and  dann  wird 

J2)(F,  =  V  + 


Si  du^sin^q> 
{dus%nq>^  rd^y 


iq\     —     0        ^s^Oi  du* svrfip       6r$^du^ d^sin*<pcos<p 

^^  — — — ..^^__^__— .^^^  «^ • 

(dt*  sinq)  —  rd  ^)*     (du  sin(p  —  rd^/ 

Hierdurch  ist  die  Construktion  der  einer  beliebigen  System  cur  ve  a 
entsprechenden  Krümmungsradien  a^ ,  6^  zurückgeführt  auf  die  Construction 
der  Krümmungsradien   tfi^,   <s^^  für  einen   Systempunkt  Ä.     Machen   wir 

nämlich  in  Fig.  2  auf  der  positiven  Polbahnnormale  $  W==  -j^,  so  ist  be- 

kanntlich  W  der  Wendepol  der  Systemlage  8;  verstehen  wir  dann  unter 
i«  den  Fusspunkt  der  von  W  auf  '^Ä  gefällten  Senkrechten  und  errichten 
in  $  zu  $il  ein  Loth,  welches  WA  in  U  schneidet,  so  wird 

A  A        ^^    • 

o«  ^      -r^  A        ^  rducosq> 

^  AA^     dustfhfp^rdQ^ 

^d  dann  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

15)  <,,=«,o_6„,o._.|^_j  +6«,-^j^^ 3*'  ■lV+"«-(^- 

Aus  den  Gleichungen  10)  bis  13)  können  die  entsprechenden  Formeln 
für  die  umgekehrte  Bewegung  ohne  Weiteres  abgeleitet  werden.  Be- 
trachten wir  nämlich  die  bisher  bewegte  Ebene  als  fest,  so  erfolgt  für 
diese  die  Drehung  dO  im  entgegengesetzten  Sinne ,  also  ist  in  den  früheren 
Formeln  fp  zu  vertauschen  mit  360^-— <)p  —  denn  um  diesen  Winkel  muss 
^-^  im  Sinne  der  jetzt  vorliegenden  Bewegung  gedreht  werden,  um  mit 
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der  positiYen  Polbabntangente  zusammen  zu  fallen.  Es  verwandelt  sich  ferner 
r  in  ^ ,  $2  in  a^ ,  «|  in  ~  ai  —  weil  die  Seiten  der  Polbabnnormale  ihre  Vor- 
zeichen umkehren  —  und  an  Stelle  von  dr,  di  +  cPr  treten  die  Contin- 
genzwinkel  der  früheren  Polcurve  dd+dt,  d^  +  dr  +  d*^  +  cPr  j  die  aber 
mit  negativem  Vorzeichen  einzufahren  sind,  weil  die  Drehung  um  d^  +  dzj 
die  das  zweite  Element  der  Polcurve  mit  t  zusammenfallen  lässt,  der  gegen- 
wärtigen Drehung  des  Systems  entgegengesetzt  ist.  Es  erzeugt  demnach 
die  Systemcurve  a  eine  HüUbahncurve  a>  deren  Erümmungsmittelpnnkte 
A,  Ä^,  A^  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

gdusinq) 


16)       r  = 


17)     *i  =  s,'  + 


Q  d&  +  du  8in(p 

CT,  du^sin^q) 


(gd9  +  du8in(p) 


8 


iQ\         — .    0       65,^ff,dw*5mV  ^Gga^du^d&sin^fpcosfp     SOf^du^d^sin^ip 
*""  *      Q(Qd^+dusing>)^      {q  d&  +  du  sinq>)^      {gdd+dusinfpY 

.     <Jj  du^  sin*qf 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt 'ist  {gd^dusinqf]^ 

19)g,Q=:,  ^al^"   ' — r-.'[g\d^{dT-de)cos(p  +  d^^sinq>\ 

^  ^*  ""        *'  '  (?  ei^  +  du  sifKpy  ^{gd&+duHnipY 

[g*  \de  {dh  —  2d^&)  co8q>+  [d^  dz  {dr  -  d&)  +  d»0]  sinq>\  +gdu. 
\3d&^cos^(P''5d^&sin(pcosq>+d&{d^—4dx)8in^q>\  +  3du^d9sin(p]. 

§  2.  Anwendung  aaf  die  Evoluten  der  von  den  Systemgeraden 

erzengtön  Hüllbahnourven. 

Ist  die  Systemcurve  a  eine  gerade  Linie,  so  liegt  in  Fig.  1  der 
Punkt  ^  unendlich  fern,  und  dann  folgt  aus  den  Gleichungen  2),  7),  9), 
wenn  r  =  oo,  51=52  =  0  gesetzt  wird, 

„,          du(2de  +  dT)  .  öfweP^  . 

^^  ^^  = W '^'^  +  -J^'^^^ 

23)  c,^j^\3d^^{d^  +  dt)^d^d't\cosq>^j^^' 

\dd*  {d^  +  dr)  {2d^  +  dr)  +  d^dJ^^  -  3d«0«j  8inq>. 

Machen  wir  daher  in  Fig.  3  auf  der  Polbahnnormale  n,  bez.  auf  Paral- 
lelen zur  Polbahntangente  t 
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24) 


*^ d^ 


d^ 
^^  =  -r^\d9'{d»  +  dr)  (2d9  +  dT)  +  d»dP9-  3d»d»} 

wobei  positive  Strecken  immer  im  Sinne  der  positiv  gerichteten  Geraden  n 
und  t  aufgetragen  werden,  so  erbalten  wir  die  Erümmungsmittelpunkte 
Aj  Aj,  Ag,  indem  wir  KAJL$-4oo>  UAi  J.KA  und  äAjJLUAi  ziehen. 
Dann  ist  K  der  Bttckkehrpol  der  Systemlage  Sy  A  ein  Punkt  des  Bück- 
kehrkreises X,  und  die  Punkte  Ai,  A3  liegen  auf  zwei  Kreisen  x^,  Xg,  die 
bez.  K,  U  und  U,  3  ^^  Gegenpunkten  haben.  Daraus  folgt  der  Satz: 
Die  Erümmungsmittelpunkte  der  ersten  bez.  zweiten  Evoluten 
aller  Eüllbahncurven,  die  von  den  Sjstemgeraden  erzeugt 
werden,  befinden  sich  in  jeder  Systemlage  auf  je  einem 
Kreise  X|  bez.  x,.  Ganz  dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  den  Hüllbabn- 
eyoluten  aller  System  cur  ven,  deren  augenblickliche  Berührungspunkte  mit 
den  zugehörigen  Hüllbahnen   fünf  punktig  berührende  Tangenten  besitzen. 

Der  vorstehende  Satz  ergiebt  sich  übrigens  auch  rein  geometrisch  in 
folgender  Weise:  Bezeichnen  wir  in  Fig.  4  mit  $,  O  die  Pole  der  auf 
einander  folgenden  Systemlagen  8,  S'^  mit  K,  A  die  zugehörigen  Bückkehr- 
pole und  mit  a,  a  die  entsprechenden  Lagen  einer  Systemgeraden,  und 
ziehen  wir  $^qo-Lö,  OJ5'oo-La,  sowie  KAX^A»,  AB±OJ5'oo, 
so  ist  der  Schnittpunkt  A^  von  KA  und  AB  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Hüllbahnevolute  a,.  Dann  ist  £KAiA  =  £aa'=(l^,  folglich  liegt  Aj 
aaf  dem  Kreise,  der  KA  zur  Sehne  und  d^  zum  zugehörigen  Peripherie- 
winkel hat.  —  Es  ist  klar,  dass  dieselbe  Schlussweise  auf  die  Krümmungs- 
mittelpunkte Agf  A3...  aller  folgenden  Evoluten  angewendet  werden  kann, 
d.  h.  es  befinden  sich  überhaupt  die  Krümmungsmittelpunkte 
der  Evoluten  irgend  einer  Ordnung  der  Hüllbahnen  aller 
Systemgeraden  in  jeder  Systemlage  auf  einem  Kreise. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,   es  sei  in  Fig.  1  (»  =  od,  a^=z c^^O^  so 

hat  die  Hüllbahncurve  a  in  ihrem  Berührungspunkte  mit  a  eine  fünfpunktig 

berührende  Tangente,  und  die  Gleichungen  16),  19),  20)  gehen  über  in 

du    . 

du(dt  —  d^)  ,  dud^if   . 

^1= J^ cosg>+^-j^8mg>, 

8^:=:^{d'&d^'^  +  d9dh--3dTd^&)cos<p  +  ^^^' 
\dd»  dx  (d%  -  de)  -  3(P0»  +  de  d»Oj  sintp. 
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Bestimmen  wir  daher  in  Fig.  3  auf  n  die  Pankte  TT,  93,  9t  und  vA 
Parallelen  zu  t  die  Punkte  2B,  ®  entsprechend  den  Gleichungen 
/    ^-^ry     du 


25) 


ipas 


d^ 

duid^  —  dv) 


T73l  =  ||^|dO»dT(dT-(IO)-3d»d«  +  (IOtP^j 

31©  =  ^^  (ei^  ePd  +  eiO  cPt  -  3dT  (P^) , 

so  liegen  die  Erümmungsmittelpunkte  Ä^  Ä^^  A^  bez.  auf  den  Kreisen  ic,  w^  w^, 
welche  $1^,  TFSS,  Sß@  zu  Durchmessern  haben;  dabei  bedeutet  TT  den 
Wendepol,  tu  den  Wendekreis  der  Systemlage  8> 

Was  soeben  von  den  Punkten  Ä^,  A^  bewiesen  wurde,  gilt  auch  yoo 
den  Erümmungsmittelpunkten  aller  folgenden  Evoluten  der  Curve  a,  wenn 
a  eine  gerade  Linie  ist,  d.  h.  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
auf  einander  folgenden  Evoluten  aller  Systemcurven,  die  ge- 
rade Linien  umhüllen,  befinden  sich  in  jeder  Systemlage  auf 
einer  Reihe  von  Kreisen  tr,,  to^.,. 

Die  Kreise  tu  und  to^  als  Träger  der  Punktreihen  A,,.  und  il|... 
sind  aus  W  perspectiv  auf  einander  bezogen;  ihr  zweiter  Schnittpunkt  Q 
ist  folglich  der  selbstentsprechende  Punkt  dieser  Beiben.  Derselbe  befindet 
sich,  als  Systempunkt  betrachtet,  in  einem  Bahnelement,  für  welches  ^  =  oc, 
tfi=0  ist,  d.  h.  in  einem  ündulationspunkte  seiner  Bahn;  wir  bezeichnen 
ihn  mit  Ilerrn  Mehmke  als  den  Bairschen  Punkt  der  Systemlage  S 
und  erhalten  ihn  als  Fusspunkt  des  von  W  auf  i)}9B  gefällten  Lothes. 

Der  zweite  Schnittpunkt  der  Kreise  tOi  und  w^  ist  der  Fusspunkt  der 
Senkrechten  von  3ß  auf  TT©;  er  fällt  also  mit  Q  zusammen,  wenn  TfS 
auf  fßSB  senkrecht  steht,  und  dann  bleibt  Q  in  fünf  unendlich  benach- 
barten Lagen  auf  einer  Geraden.     Diese  specielle  Bewegung  des  BalTschen 

SS 
Punktes  tritt  demnach  immer  ein,  wenn  3?®  =  —  TFSt.t^r^  ist,  und  hieraus 

folgt  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen /2ö)  die  Bedingung 
26)       cP^  cPr  =  d^  dt  (c2  ^  -  dr)»  +  2(P  d»  -  d^d  (d^  -  dx) . 

Der  zweite  Schnittpunkt  Q  der  Kreise  x,  x^  ist  der  Ball  'sehe  Punkt  für  die  um- 
gekehrte Bewegung;  wir  finden  ihn,  indem  wir  von  K  auf  $U  ein  Loth  fftUeo. 
Durch  Angabe  der  Kreise  x,^!,»,,  oder  der  Kreise  k;,  iTpVi 
sind  fünf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  vollständig 
definirt.  Sind  x,  Xj,  Xg  bekannt,  so  bestimmen  wir  nach  24)  und  2Ö) 
die  Kreise  tc;^,  to^  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

tS  =  3.gJT7 
S8fi  =  g5  33 +  g5  !:-£?) 
9i®  =  4.IU-?)3. 
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§  3.  Constraction  der  Kreise  x,  «p  x,  nnd  der  KrüminnngBradieii  aj,  a^, 
wenn  fünf  nnendlioh  benachbarte  Systemlagen  in  allgemeinster  Weise 

gegeben  sind. 

Kennen  wir  von  zwei  beliebigen  Systemcnrven  die  augenblicklichen 
Lagen  a  nnd  &,  die  Berührnngspankte  mit  ihren  Hüllbahncürven  a  und  j3, 
die  Zügehörigen  ErQmmungsmittelpunkte  von  o  nnd  j3,  sowie  die  Erüm- 
mangsmittelpunkte  der  ersten  und  zweiten  Evoluten  dieser  Carven ,  so  sind 
hierdurch  fünf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  in  allgemeinster  Weise 
definirt,  und  dann  entsteht  die  Aufgabe,  für  die  HfiUbahn  irgend  einer 
dritten  Sjstemcnnre  und  für  deren  Evoluten  die  entsprechenden  Krümmunffs- 
mittelponkte  zu  construiren.  Die  vorliegende  Aufgabe  iSsst  sich  zunächst 
anfeine  einfachere  zurückführen.  Auf  Grund  der  Gleichungen  14)  und  15) 
in  §  1  erhalten  wir  nftmlich  aus  den  genannten  Bestimmungsstücken  sofort 
auch  die  Krümmungsradien  der  ersten  nnd  zweiten  Evoluten  derjenigen 
Bahncurven ,  welche  die  Krttmmungsmittelpunkte  A ,  B  von  a ,  h  beschreiben ; 
mithin  ist  es  ausreichend,  die  folgende  Aufgabe  zu  behandeln:  Es  sind 
gegeben  die  augenblicklichen  Lagen  jI,  B  zweier  beliebigen 
Systempunkte,  die  Krümmungsmittelpunkte  A,  B  ihrer  Bahn- 
curven und  die  Krümmungsmittelpunkte  A^,  Ag«  B,,  B^  der 
ersten  und  zweiten  Evoluten  dieser  Curven;  für  irgend  einen 
dritten  Systempunkt  C  sollen  die  entsprechenden  Krttmmungs- 
mittelpunkte r,  Fl,  f)  construirt  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  A*  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Hüllbahncurve 

einer  Geraden,  die  in  der  betrachteten  Systemlage  zu  i^A  normal  ist,   mit 

^1*   ^i*  ^^®  Krümmungsmittelpunkte  der  ersten  und  zweiten  Evolute  dieser 

Cnrve,  mit  B*,  B|*,  B^*  die  entsprechenden  Punkte  für  eine  Systemgerade, 

die  auf  J9B  senkrecht  steht,  mit  $  den  Pol,   mit  t  die  Polbahntangente 

und  setzen  ?Pil  =  r,  ^A  =  ^,  AA|  =  (yj,  AiA2  =  (yj,  Z.i4^t=g),  $A*=()*, 

A*  A,  •  =  a^\  A,  ♦  A,*  =  0,* .     Dann  ist  nach  21 ) 

du 

also  nach  2)  111 

-  =  -+-♦. 
Q       r      Q* 

Verlängern  wir  daher  in  Fig.  5  $A  um  sich  selbst  bis  ^,  so  erhalten 
wir  A*  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  iß,  31  und  Ä,  In  der- 
selben Weise  finden  wir  B*  und  somit  den  Rückkehrpol  K. 

Es  ist  femer  nach  22) 

a*  =  ll^  \dd'  {2dd^  +  dt)  costp  +  d«0  sinq>\. 
Nun  folgt  aus  10) 
27)     du  \dd^  (2dO  +  dv)  cosq>  +  ePO  sintp]  = 


/dusincp  —  rd&V 
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-.^-^  ^-^ 


-I 


und  ans  2)  dusintp  —  rd^^      g* 

rd^  'q 

also  wird 

28)  ^^♦  =  -3.A*K.^*-ai(^y. 

Hiernach  sind  die  Pankte  A*|,  B^^  in  einfacher  Weise  zu  constraireD, 
und  damit  kennen  wir  auch  U,  den  Gegenpunkt  von  K  im  Kreise  X|. 

Wir  erhalten  weiter  aus  23) 

o,*=^3^^^\de{2d^  +  dT)cosip  +  d^^8inq>\^^^ 

\de  (3cP^  +  öPt)  cos(p  +  [d  ^  {d^+dx)  {2d9+dx) 

+  cP9]sin(p\, 

Es  ist  aber  nach  11) 

du\d^(dd^&  +  cPi)cosq>  +  [d^{d&  +  dx){2de  +  dT)  +  d^d]sin<p\ 

=  3 -^  (dtt sintp  —  rdd^)^  (r^d^^  +  rdu  dx  —  du^  sinq>  cosip) 

H sinq>\5d^^C08q>  +  2dd^  {d^  +  2dx)8in(p\  —3 — -^ — [dusinfp-rd^] 


(dusinw  —  rd^Y 
-r J' 


setzen    wir    also    zugleich  iiXr  du    {d^{2d&'\'dx)  cosip +  d^g>sinfp )   den 
Werth  aus  27),  so  geht  die  Oleichung  für  a^*  über  in 

^^9du*d^d'8inq>cosq>      «      d*^  fdusinq)  ^  rd^^ 

""^  ^  7dF^  "^^^dö^V        Vdl       / 


du8inq>'—rd9\^  i^cP^  +  röfttdr  cos<p  —  du^  sintp  C08<p 
rd^         /  r^d^ 


-3a,.( 

du^ 
^r—j  sinq>  { 5(Pd  co8g>  +  2dO  (dO  +  2dx)  sinq>  ] 

+^W — ^» — +"*v — TU — ; 

^du*8in*q>  .    .dusintp  (dud^&  du{d^  +  dx)    .       "| 

-=^-71^+ ^-^dT  l-dF-«'" d^ —  "♦»"l 

du\^  du8inq>-~rdd' 


+'öi) 


r*d& 


^ö^i  fdusmtp'-rd&yidudx  .  dud?9   .  du* stntp cosip] 

r\         rdd^         )  l  d^*       ^        d^  rd%* 

/dusinip^rd^Y 

+  "»[ 7d^ )' 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  Z  den   Fusspunkt  des  von  U  auf  n  go* 
{lUlten  Lothes,  so  ist  nach  24) 
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dud^d-  du{d&+dz)    .  ^,,  ^^  .  ,,  ,, 

und 

dttdt  ,   (lt«d*0    .  du{de+dx)  .   rfweJ*^   .  du 

=  KV-A*K, 
nnd  es  wird  schliesslich 

,.=^(2...4uv-sSJ<!)-35.(i7(ka,.-a.km.k,^)+^(^)'. 

Die  eben  erhaltene  Qleichnng  vermitteU  die  Constrnction  der  Punkte  fii^*^ 
B,*,  and  ans  diesen  finden  wir  3 »  ^e^  Gegenpnnkt  von  U  im  Kreise  x,. 

Um  nnn  für  die  Bahncurve  des  Sjrstempunktes  C  und  für  die  Evoluten 
derselben  die  Krümmungsmittelpunkte  f,  f,,  Tg  zu  ermitteln,  bestimmen  wir 
zunächst  die  Punkte  T*,  Ti*,  Tg*,  indem  wir  KPj.$C,  Ur^^-LKf*  und 
3r/j.Ur,*  ziehen.  Construiren  wir  dann  in  bekannter  Weise  den  Punkt 
r  und  bilden  darauf  die  Gleichungen  28)  und  29)  in  Bezug  auf  den  Punkt 
C,   80  folgen  aus  denselben  construirbare  Ausdrücke  für  ffi  und  r^fg. 

Die  Constrnction  der  Punkte  U  und  3  gestaltet  sich  wesentlich  ein- 
facher, wenn  die  Punkte  Ä  und  B  sich  auf  Kreisen  bewegen.  Dann  ist  die 
Figur  ÄBBfii  ein  Oelenkviereck,  und  in  den  Gleichungen  28)  und  29) 
wird  tfj  =  a,  =  0. 

§  4.    Polbahn  und  Polonrve. 

Wir  bezeichnen  mit  n  den  Krümmungsradius  der  Polbahn  im  Punkte  fß, 
mit  7S|,  9Sg  bez.  die  zugehörigen  Krümmungsradien  ihrer  ersten  und  zweiten 
Evolute,  mit  py  Pi^  p^  bez.  der  Krümmungsradien  der  Polcurve  und  ihrer 
Evoluten,  nnd  rechnen  tt,  n^iP^p^  als  positiv  im  Sinne  der  positiven  Pol- 
bahnnormale, »i,  Pi  im  Sinne  der  positiven  Polbahntangente.  Sind  dann  in 
Figur  6  TTy  TT^,  TTg  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahn  und  ihrer  Evo- 
luten im  Punkte  ^,.  %  Y^,  ¥g  die  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte 
für  den  unendlich  benachbarten  Punkt  O9  so  ergiebt  sich 


30) 


_  $0      du 

Ä  =  sp  TT  =  — r— =  —  1 

dt        dx 


du  du 


__      ^TT     ^n-DY      dz     dx  +  d^x     dud^x 

«i=TTTTi=-r— =  — -1 = =  -— _» 

*  ^     du  du  du  dx^ 

du{d^x  +  d^x)      dud^i 

__    n,Y,    YY,-nn,     (dx+d^xf       dx^ 

"         *    '       ati  du  dx 

dxd^x^3d*x^  , 

d? ^""^ 

und  wenn  wir  dx,  d»T,  d^x  bez.  mit  dO  +  dr,  d^&  +  d^x^  d^^  +  dh  ver- 
tauschen, 
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31) 


P  = 


du 


ft=, 


d^  +  dx 
eP^  +  d«t 


du 


{d^  +  dxf 

{d&  +  dr){d^9  +  d^T)-3{d*&+d^Ty  ^ 

^*= W+dr)^ 

Hieraus  folgt  eine  einfache  Construction  der  Erammangs- 
radien  n,  tc^  p,  p^  für  den  vorhin  betrachteten  Fall,  dass  fünf 
unendlich  benachbarte  Systemlagen  durch  Angabe  zweier 
Systempunkte  A^  B  und  der  zugehörigen  Erümmungsmittel- 
punkte  A  Aj  At  B  B^  B^  definirt  sind.  Bestimmen  wir  nimlich 
wie  in  §  3  zunächst  die  Punkte  K  SC  U  ^  3  und  aus  diesen  die  Paukte 
TT®  ffi  JR  @(Pig.  3),  so  ist 


32; 


n  =s  — 


WS' 

„-_(9i@_SB©)(|5)  +  3.SaB.(^)! 

,P.=  -(?)3-Xtt)(||)  +  3.tU.(||)! 

In  der  That  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  unter  30)  and 
31)  stehenden  Ausdrücke  für  tt,  p,  9C|,  Pp  wenn  wir  an  Stelle  von  $TF, 
$K  u.  s.  w.  die  Werthe  aus  24)  und  25)  setzen. 

Wir  können  aber  auch  umgekehrt  die  Kreise  x,  X|,  x,  con- 
struiren,  wenn  die  Krümmungsradien  jt,  ^j,  w^,  p,  P|,  Pj  gegeben 
sind.    Es  folgt  nftmlich  aus  den  Gleichungen  30)  und  31) 

du        np  d"^  ^     P  ^*  _      ^iP' 

d^      n  — p 


33) 


dO 


d^ 


TS  — P  tfif-         «(«— p)* 

_  (l»0^n^(3p,«+pp,)-p^(3V+^>r,) 

d^^      np\7t'-pf'        (10«  7i«p«(«-p)» 

mithin  ergeben  sich   aus   den  Formeln  24)  die  folgenden  Gleichungen  znr 
Bestimmung  der  Punkte  K  X  U  ^  3 


34) 


?;u  = 


n—p 
n*p 


Kt  =  - 


(«  -  p)' 


3:?)  =  3.^^'"'""'^'^' 


P»  n*  —  T,p* 


Jt'p 


(»— 1») 


[?)3  =  XU  +  3.£U.||-i,..(||)' 


(«-J,)> 
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Specielle  Fälle.  I.  Ist  die  Polcurye  eine  gerade  Linie,  also p  =00, 
p^  =:|>,  =  0  und  (l^  =  —  dr,  d^^=—  d*T,  d*^=3— cPt,  so  folgt  aus  den  vorigen 
Gleichungen  ^K  =  «,  KI  =  0,  IU  =  «,,  5:?)  =  «2»  ?)3  =  n^o  <i.  h.  es 
Mt  K  mit  TT  zusammen,  U  mit  TT^,  3  ^^^  ^s*  Wird  also  die  Be- 
wegung des  Systems  erzeugt  durch  Abrollung  einer  Geraden 
auf  irgend  einer  Curve,  so  haben  in  jeder  Sjstemlage  die 
Kreise  x,  X|,  x^  ^^z.  die  Strecken  9r,  tc^,  tej  zu  Durchmessern. 

II.  Ersetzen  wir  in  Fig.  7  Polbahn  und  Polcurve  durch  zwei  Kreise 
mit  den  Mittelpunkten  TT  und  P,   so  ist  (i*^  =  d*d  =  d*T  =  d^T  =  0  und 

ffj=ffj=Pj=:pj=:0.    Dann  wird  5:U  =  ?)3  =  0  und  KJ;=?PK. 


7t 


1?)=¥K.(^^),  d.h.  KZ  und  I?)  sind  die  Durchmesser  der  Kreise 

Xp  Xg,  und  diese  haben  mit  x  einen  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt, 
dessen  Abstände  von  K  und  $  sich  verhalten  wie  n  :  n—p.    Nun  ist  aber 

Kn=Kg}  +  g$n==-^!^  +  «=-^,  also  ^  =  -^,    folglich    ist  H 

« — p  n  —  p  2p  1 1       n — p 

jener  gemeinsame  Aehnlichkeitspunkt  von  x,  X|,  x,.  Ganz  dasselbe  gilt  im 
vorliegenden  Falle  offenbar  auch  von  allen  folgenden  Kreisen  x,,  x^...,  wir 
erbalten  daher  den  Satz:  Bei  der  cyklischen  Bollung  haben  die 
Kreise  x,X|,  x^...  den  Mittelpunkt  TT  des  festen  Kreis  es  zum  gemein- 
samen Aehnlichkeitspunkt,  und  es  berührt  jeder  Kreis  den 
vorhergehenden  und  den  folgenden  in  den  beiden  Endpunkten 
seines  auf  der  Polbahnnormale  liegenden  Durchmessers.  — 
In  analoger  Weise  ist  der  Mittelpunkt  P  des  rollenden  Kreises 
der  gemeinsame  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  io  w^  tr^...; 
dabei  berühren  sich  w  und  to^  im  Wendepol  W^  w^  und  to^  in  fß  u.  s.  w. 
—  Die  Punkte  TT  und  W  sind  bekanntlich  durch  den  rollenden  Kreis 
harmonisch  getrennt,  ebenso  P  und  K  durch  den  festen  Kreis. 

Ist  p  =  271,  also  (Its=—  2(2d  (cardioidische  Bewegung),  so  fallen 
die  Kreise  x,  X|,  Xj...  mit  dem  festen  Kreise  zusammen;  umgekehi^t  decken 
sich  also  ir,  tü^^  tü^*.'  mit  dem  rollenden  Kreise,  wenn  n=^2p  wird 
(elliptische  Bewegung,  d^  =  dx). 

§  5.  Constmction  der  Krümmungsradien  a,,  a,  im  Falle 

der  oyklischen  Eollung. 

In  Figur  8  bezeichnet  wieder  TT  den  Mittelpunkt  des  festen,  F  den 
des  rollenden  Kreises,  A  einen  beliebigen  Systempunkt;  für  die  Evoluten 
<^i,  «9  der  zu  A  gehörigen  Bahncurve  et  sollen  die  Krümmungsmittelpunkte 
A|,  A|  construirt  werden.  —  Wir  bestimmen  zunächst  in  bekannter  Weise 
den  Wendepol  W  und  darauf  den  Krümmungsmittelpunkt  A  von  a,  indem  wir 
in  $  zu  $ii  ein  Loth  errichten,  welches  WA  in  ü  schneidet,  und  I7Ai'n 
ziehen.    Setzen  wir  in  den  Gleichungen  10)  und  11)  (§1)  ei«O=d*T=d«^=0 


142      üeber  die  Beweg,  e.  starren  ebenen  Systems  d.  ftlnf  nnendl.  benachb.  Lagen. 


und  schreiben  statt  ^i^,  6^^  karz  c^^  tfj»  so  ergiebt  sich  zanftchst  fttr  0,, 
wenn  r  and  g>  dieselbe  Bedentang  haben  wie  früher, 

r^dud&cosq>{Sdu$in(p"r(2ä&+dt)) 


<^i 


{dusinq)—rd&^ 

Sei   nun    0    der   yierte   harmonische  Pankt   zu   $,   P,  TT  und   auf  n 
die  Strecke  ^N=S.^O,  dann  ist 


2 

$p 

.1,1 

1 

* 

_2{d^  +  dt) 

dx 

$0 

du 
3du     • 

du 

also  nach  30)  und  31) 


und 

^^'^2d»  +  dr 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  T  den  Schnittpunkt  von  ^  U  und  NÄ ,  mit  Z 
den  Schnittpunkt  von  WA  und  einer  Parallelen  durch  A  zu  $  CT  und  mit 
ii«  den  Fusspunkt  des  von  W  auf  ^Ä  gefällten  Lothes,  so  wird 

^  j7=^Tr. -r-~-=$Tr.(»s(p 


ÄA^  '^Wsintp-r     dusinip^rd^ 

und  für  ^T  ergiebt  sich  aus  der  vorletzten  Gleichung,  wenn  wir  $Wmit 
^N  vertauschen, 

^         3du5iw(p-r(2d^+dT)' 
Hieraus  folgt  aber 

ziehen  wir  daher  von  U  nach  dem  Schnittpunkte  von  $  Ä  und  TZ  eine 
Gerade,  die  AZ  in  T''  triflFt,  so  erhalten  wir  Ap  indem  wir  AA|=  -^3AF 
machen. 

Es  ist  ferner  nach  11) 

Q      duco8(p(rdr  —  dusing>)  r^dudd^       ,  «,,^     •»n/ojä.jn- 

0g=3<y.. — —^ ——.zl^     — . -—^{r^{d^+dt){2d9+di)m(p 

-rdw[3d^+2(dd+2dT)stw«g)]+3dtt«sm9'l 
ducosq>{dusin(p—rdT)      r^dud&cos<p\Sdu$inip—r(2d^+dt)\ 


=  -3(yj 


du^inip— r(d^+dT)  ^„      r*dud^cosq?  du  cos  y^, 

dwfitncp— rd^  (dwsin(jp— rd^)*   dtt«n^— r(i^ 


*  .^Z'  ist  der  einzige  Sjstempunkt,  der  augenblicklich  ein  Babnelement  mit 
fünfpunktig  berührendem  Krümmungskreise  durchschreitet.    Vergl.  §  8,  U. 
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Sind  nun  U\  ü"  die  Sebnittpankte  der  Geraden  $17  bez.  mit  AJl^ÄPy 
ond  rechnen  wir  die  Strecken  $  U\  $  U"  in  demselben  Sinne  positiv, 
wie  tf| ,  80  folgt  aas  der  Oleicbang  ftlr  iß  CT,  wenn  wir  iß  W  bez.  durch 
$TT,  ^Pj  d.  h.  d&  durch  dt,  d^  +  dx  ersetzen, 

,_     rducosg>     ^ 
dusinq>  —  rdz 

jj„^  rdueosy 

rfit  «m  qp  —  r  (rfd  +  rft) ' 
mithin  wird 

Um  hiernach  6^  zu  constrairen,  ziehen  wir  A|3l||ißii,  A%||iiTT  und 
durch  den  Schnittpunkt  9  beider  Geraden  eine  Parallele  zu  ÄW,  die  AAi 

in  r  trifft;  dann  ist  Aj«'=:-tfi.^-      Ziehen    wir    ferner    rrfAP 
bis   ^Ä  und    F'F'ilt  bis   A7,   so   wird    F"A  =  A  7-^^  tong),    also 

F"Z=  AF«— zpfa«(p  + A^.    Tragen  wir  daher  auf  der  Geraden   AAj 

Yon  31'  aus  die  Strecke  V"Z  ab  und  fällen  von  dem  so  erhaltenen  Punkte  91'' 
auf  AW  ein  Loth,  welches  A^Sl  in  31'"  schneidet,  so  ist  Aj  Aj  =  —  3 .  Ai9l'". 
Eine  Vereinfachung  der  eben  beschriebenen  Constructiou  ergiebt  sich 
unter  der  speciellen  Voraussetzang ,  dass  (/T  =  (/d,  also  ißTT  =  2.ißP  ist 
In  diesem  Falle  beschreibt  der  Punkt  A  bekanntlich  eine  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkte  TT;  schneidet  AP  den  rollenden  Kreis  in  B  und  C,  so  sind 
AB  und  jlC  die  Halbachsen,  TTC  und  TIB  die  Achsenrichtungen  dieser 
Ellipse  (Fig.  9).  Alsdann  fallen  die  Paukte  W  und  N  mit  TT  zusammen, 
also  auch  T  und  U'  mit  CT,   sowie  F  mit  Z,   und  es  wird  (»4  =  — 3.AZ, 

=  3.?-^U(yj+AZ--^to«9  +  AzY  Ziehen  wir  daher  ZZ'j'^A, 
f^Z'AP^  Z'Z"li  bis  AZ,  Z"Z'".J_^n  und  K,Z'" \'^A,  so  ist 
AiZ^^-ai  +  AZ.^^.tony  +  AZ,  folglich  AiA,  =  -3.  AjZ'".* 


*  Eine  andere  Goostruction  fiir  den  Krümmungsmittelpunkt  der  zweiten  Evo- 
lute einer  Ellipse  giebt  Herr  Mannheim  (conrs  de  gdomätrie  descriptive,  dea- 
xi^me  Edition,  p.  208).  Bei  derselben  wird  der  Punkt  Z  wie  oben  ermittelt,  dann 
in  TT  zu  ^ TT  ein  Loth  errichtet,  das  $^1  in  X  trifft,  AJT  J.TT  und  daroh  den 
Schnittpunkt  £^  von  AiT  and  ZL  die  Gerade  KZ^'A^AM  gezogen.  Man  erkennt 
leicht,  dass  KZ"  identisch  ist  mit  der  oben  in  anderer  Weise  bestimmten  Ge- 
raden Z'Z'\ 


h 
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§  6.  Die  Ereispunktourve. 

Kehren    wir    von    der    soeben   betrachteten  speciellen  Bewegung  zam 
allgemeinen  Falle  zurück   und  setzen  in  Gleichung  10)  ^j^ssO,  so  ergiebt 
sich 
35)     r{d^{2d&'\-dT)cosq>  +  cP&sinq>]^Sdud&sin<peosq>=^0 


als  Gleichung  der  Ereispunktourve  m  der  Systemlage  8^  d.  h. 
Ortes  aller  Systempunkte,  die  augenblicklich  Bahnelemente  mit  stationärem 
Krümmungskreise  durchlaufen.  Die  Curve  m  hat  bekanntlich  im  Pole  $ 
einen  Doppelpunkt  mit  den  Tangenten  t  und  tt;  sie  enthält  den  BalTschen 
Punkt  Q  der  Systemlage  8  und  ist  das  Erzeugniss  eines  Kreisbüschels  mit 
in  iß  vereinigten  Grundpunkten  und  eines  ihm  projecüven  Strahlenbüschels^ 
dessen  Strahlen  durch  die  Mittelpunkte  der  zugeordneten  Kreise  gehen. 
Bezeichnen  wir  das  Centrum  dieses  Strahlenbüschels  —  das  Focalcentnim 
der  Curve  m  —  mit  F^  so  liegen  die  Mittelpunkte  jener  Kreise  auf  der 
Geraden,  die  zvl  ^F  in  Bezug  auf  t  symmetrisch  ist  —  der  Focalacbse 
von  m.  Dieselbe  ist  parallel  zur  Asymptote  von  m  und  bildet  daher  mit 
t  einen  Winkel  <p,  der  nach  35)  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

d9(2d&  +  dT) 
tang>^ __ , 

d.  h.  sie  ist  nach  24)  identisch  mit  der  Geraden  $U  in  Fig.  3  und  gebt 
demnach  durch  den  BalT sehen  Punkt  Q  für  die  umgekehrte  Bewegung.* 
Sind  (pFj  (pQ  die  Winkel,  die  ^F^  ^Q  mit  t  einschliessen ,  so  ist 

36)  tan  ipp  = ^- 

und  nach  25) 

37)  ,an^,==_^_^_ 

Die  Krümmungsmittel  punkte  der  Bahncurven,  welche  die  Punkte  von 
m  beschreiben,  liegen  auf  der  Kreispunktcurve  (i  für  die  umge- 
kehrte Bewegung;  als  Gleichung  derselben  erhalten  wir  aus  19),  wenn 
wir  Sj^  =  0  setzen, 

Q  \d^ {d&  —  dz)  cosip  —  d^ (^ sinq)\  +3dud^sing>  co8(p  =  0. 

Ihre  Focalachse  geht  durch  den  BalT sehen  Punkt  Q\  bezeichnen  wir  also 
ihr  Focalcentrum  mit  E  und  Z.E$t  mit  <;?£,  so  ist  nach  37) 

Qo,  ,  d&id&'-dx) 

38)  tan  ^^  = -^^^ '- . 

Denken  wir  uns  fünf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wieder  fest- 
gelegt durch   Angabe  der  Punkte  iiAA^Ai,   ^BB^Bj,  so  finden  wir  die 

*  Vergl.  Rodenberg,  die  Bestimmung  der  Ereispunktcurven  eines  ebenen 
Gelenkvierecks f  diese  Zeitscbrifb,  Bd.  36,  S.  270. 
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Kreispnnktcurve  m  in  folgender  Weise.  (Fig.  10).  Wir  bestimmen  zunächst 
die  Punkte  K,  %f  U  nach  §  3  und  erhalten  aus  diesen  die  Punkte  W^  9),  SB,  Q 
der  Fig.  3,  indem  wir  ^W=K^,  183  =  3. K^,  S8aß  =  IU,  WQ ±^^ 
machen.  Ziehen  wir  dann  ^F  symmetrisch  zu  ißU  in  Bezug  auf  t  und 
QF  so,  dass  LFQ^  =  LVi^Q  ist,  so  schneiden  sich  die  beiden  letzten 
Geraden  im  Focalcentrum  F,  denn  es  ist  in  der  That  der  Schnittpunkt 
von  $U  und  FQ  der  Mittelpunkt  eines  durch  !ß  und  Q  gehenden  Kreises. 
Gehören  aber  die  Punkte  Ä,  B  selbst  der  Kreispunktcurve  an  —  ist 
also  AA|  =  BB|  =  0,  ein  Fall,  der  z.  B.  vorliegt,  wenn  ^,  B^  A,  B  ein 
Gelenkviereck  bilden,  —  so  liefert  die  folgende  Construction  sofort  das 
Focalcentrum  F  ohne  vorhergehende  Bestimmung  der  Punkte  K,  £,  U* 
(Fig.  11).  Wir  verbinden  iß  mit  dem  Schnittpunkte  ft  von  AB  und  AB, 
ermitteln  dann  die  Geraden  t  und  n,  indem  mr  LB^t^L^^A  machen, 
ziehen  hierauf  $3  J.$ft  bis  AB,  3®||$$,  RQ±  $ft  und  errichten  in 
den  Schnittpunkten  von  $  A  mit  den  beiden  letzten  Geraden  Lothe  zu  $  A^ 
von  denen  das  erste  n  in  (£,  das  zweite  t  in  S)  trifft.  Alsdann  sind  ^S*, 
$S)  die  auf  tt,  t  liegenden  Durchmesser  der  Krfimmungski-eise  der  Curve  m 
in  ihrem  Doppelpunkte  $;  flOlen  wir  noch  von  $  auf  (£^  ein  Loth, 
welches  diese  Gerade  in  (S  schneidet,  so  ist  das  Focalcentrum  F  der 
Mittelpunkt  von  $(S. 

§  7.  Die  Burmester^soheii  Punkte. 

Bleibt  der  Sjstempunkt  M  in  den  fünf  unendlich  benachbarten  System- 
lagen S8'8'^S^''ff'"  auf  einem  Kreise,  so  genttgen  seine  Coordinaten  r,  qp 
der  Gleichung  35)  der  Kreispunktcurve  m,  es  verschwindet  aber  ftberdies 
der  Krttmoiungsradius  ö^^  der  zweiten  Bahnevolute,  und  hieraus  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  11)  die  weitere  Bedingung 

39)  r*  \d9  {ScPd-  +  cPt)  ca8q>+  [de  (dO  +  dt)  (2de+dt)+d^9]  Hn(p\ 
—rdu  \3de^  co^q>  +  5d*d smq)  cos<p  +  dd^  (bd^  +  4dt)  $in^ip\ 

+  Sdu^de8ing>==0. 

Aus  35)  und  39)  folgt  durch  Elimination  von  r  für  tan(p  die  Gleich- 
ong  vierten  Grades 

40)  €Pe^ian*q>'-ded^&  {dB  +  2dt)  tan^q>+{3ded^e  -  4(P^«)/anV 
+3dd (dO d«T -  dt  eP^) tamp  - dd»  {dd^  -  dt)  {2de  +  dt)==^0. 

Es  giebt  also  in  jeder  Systemlage  8  im  Allgemeinen  vier 
Punkte,  welche  augenblicklich  Bahnelemente  mit  fünfpunktig 
berührendem  Krümmungskreise  durchlaufen;  wir  wollen  dieselben 

*  Construction  der  KrSmmuDgsmittelpunkte  n.  s.  w.  S.  266.  —  Eine  andere 
Löiung  denelben  Aufgabe  giebt  Herr  Rodenberg  a.  a.  0.  8.  269. 
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im   Folgenden  kurz  als  die  B arm ester 'sehen  Punkte  der  betreffenden 
Systemlage  bezeichnen.* 

Setzen  wir  in  35)  und  39)  rco8(p^x,  rsimp^sy^  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Burm  est  er 'sehen  Punkte  die  Gleichungen 

41)  {x^  +  y^)[xd9i2d^  +  dt)  +  yd^&]-Sxydud^^0, 

42)  {x*  +  y^)[xd^{Sd^9  +  cPt)  +  p[d&{d9  +  dt){2d^+dT)+SP^\ 
Sdud&^]''ydu\öxd^^  +  2yd^(d^  +  2dT)-Sdud^\  =0 

und  aus  diesen  durch  Elimination  von  x^  +  y^ 

dxde{xd^  (3d«0  +  d^T)  +  y  [dO  {d&  +  dx)  (2d&  +  dx)  +  dPe] 

43)  -3dud&^]''\xd^{2d^+dx)+yd^&]  {bxd^&+2yd&{dO+2dx) 
oder       -3dt.dO|  =  0 

(X?d'&{3d»dh-d^d^&-5dxd^d)+xy{d&^{d9-dx){2d&+dx) 

44)  -5d^&^+Sded^&)-2y^d^d^^{de+2dx)-3dud»{xd»{d^'-di) 

Der  durch  die  letzten  Gleichungen  dargestellte  Kegelschnitt,  den  wir 
mit  f  bezeichnen  wollen ,  schneidet  die  Kreispunktearve  m  in  ihrem  Doppel- 
punkte iß  und  in  den  vier  Bu r mos ter 'sehen  Punkten  MiMnUfmMDf, 

Da  die  entsprechenden  Formeln  für  die  umgekehrte  Bewegung  sich 
ergeben,  wenn  wir  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  dx^  cPt,  y  bei. 
mit  —  (dd  +  ^^)j  ~(d*0'  +  ePr),  —  y  vertauschen,  so  finden  wir  als  Ort 
für  die  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  MiMuMniMxv  einen  Kegel- 
schnitt f'  mit  der  Gleichung 

f  a^d&{Sd^d^x-d9d^^'-'bdxd*a)+xy{de\d^-dx){2d&'^dx) 
45)    \-5d^d^+3d&d^&]''2y^d&d^9(de+2dx)+5dud&[xda(2d9+dt) 

Die  Kegelschnitte  {,  {'  sind  homothetisch  ähnlich;  sie  berühren 
im  Punkte   $    bez.    die  Geraden   $Q,   $52   (Fig.   10)    und    gehen  beide 

durch    den    auf   der  Polbahnnormale   n    liegenden   Punkt  91   mit  der  Or- 

,.     .  Sdu 

dmatey  =  ^^^^_^^^-. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  des  Punktes  91  zu  erkennen ,  betrachten 
wir  vorläufig  einen  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Bewegung;  wir  denken  uns 
nämlich  die  Grössen  (Pt,  dPd^  so  bestimmt,  dass  die  Gleichungen  bestehen 

^      \Sd&  d»^  -  5d*^«  +  d^2  (^^  _  ^j)  ^2d&  +  dx)  =  0, 

Dann  verwandeln  sich  die  Kegelschnitte  I,  f '  in  zwei  Kreise  j,  j';  es 
fallen  also  zwei  der  Burm  ester 'sehen  Punkte,  etwa  Jlfi,  Mn  mit  den  imagi- 


*  Burmester,  über  die  Geradführung  durch  das  Kurbelgetriebe,  CiTÜ- 
ingenieur  Bd.  23,  S.  319.  Daselbst  wird  bewiesen,  dass  bei  fünf  diskreten 
Lagen  eines  starren  ebenen  Systems  vier  Gruppen  von  je  fünf  homologen  Paukten 
existiren,  die  aaf  je  einem  Kreise  liegen.  Vergl.  auch  Bur  mester,  Kinematik  I,S.  681 
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nSren  Kreisponkten  der  £bene  zasammen.  In  der  That  können  wir  jetzt 
die  linke  Seite  der  Gleichung  40)  durch  tan^fp  +  l  dividiren;  dann  bleibt 
zur  Bestimmung  von  Mm^  Mtv  die  Qleichuug 

mit  den  Wurzeln 

d^{2d^  +  dx)        ^                   de  (da -dt) 
tanqHn^ -^ ,      ianfp^^^ ^^ ; 

wir  schliessen  hieraue  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  36),  38),  dass 
im  Yorliegenden  Falle  Mm  identisch  ist  mit  J^  und  Mv,  mit  demjenigen 
Punkte  Ej  in  welchem  m  die  Gerade  ^E  schneidet.  Es  ergiebt  sich  also 
beilSufig  der  Satz:  Wenn  zwei  der  Burmester'scben  Punkte  mit 
den  imaginären  Ereispunkten  der  Ebene  zusammenfallen,  so 
sind  die  beiden  anderen  das  Focalcentrum  F  der  Ereispnnkt- 
curve  m  und  derjenige  Punkt  Ey  der  sich  augenblicklich  auf 
einem  Kreise  um  E  bewegt,  wo  E  das  Focalcentrum  derEreis- 
panktcurve  jii  fttr  die  umgekehrte  Bewegung  bezeichnet.* 

Die  speciellen  Voraussetzungen,  die  wir  soeben  hinsichtlich  der 
Grössen  d'r,  d^d^  gemacht  haben,  enthalten  nun  keine  Beschränkung  der 
yier  ersten  Sjrstemlagen  8  8' 8"  8'"  und  sind  daher  ohne  Einfluss  auf  die 
Punkte  F,  9,  E,  i2,  91.  Es  befinden  sich  also  auch  im  allgemeinen  Falle, 
zu  dem  wir  jetzt  zurückkehren,  die  Punkte  F  und  E  bez.  auf  zwei 
Kreisen  j,  f ,  die  durch  $  und  91  gehen  und  in  ^  bez.  die  Geraden  $Q,  $i2 
berühren.  Dann  ist  aber  Z.  $921^=^  Q$F  und  Z.iß9lE=:Z.i2ißE,  und 
da  femer  die  Winkel  Q^F  und  Sl^E  einander  gleich  sind,  so  ist  auch 
/.$9{F=Z.$91E,  d.  h.  die  Punkte. 91,  J^,  E  liegen  auf  einer  Geraden. 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  unserer  letzten  Darlegungen  zusammen,  so 
erhalten  wir  die  folgenden  Sätze:  Die  vier  Burmester' sehen  Punkte 
MiMnMiuMiy  liegen  mit  dem  Pole  $  auf  einem  EegeJsohnitt  f, 
der  in  $  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  BalTschen 
Punkte  Q  znr  Tangente  hat;  derselbe  geht  überdies  durch  den 
Schnittpunkt  91  der  Polbahnnormale  n  mit  derjenigen  Ge- 
raden,   welche    die    Focalcentren    F   und    E    der    Kreispunkt- 


*  Drücken  wir  mit  Hilfe  von  83)  (§  4)  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  46) 
dorch  die  Krümmungsradien  der  Polbahn  und  Polcurve,  sowie  durch  diejenigen 
ihrer  Evoluten  ans,  so  erhalten  wir  als  Bedingung  dafür,  dass  zwei  der  Bur- 
mester'schen  Punkte  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammenfalleD, 

Pi  w>  («  -  2p)  +  «1  jp' (2«  -  p)  =  0, 

g  Pl«*-»tP*  9«iPt    ^  {n-2p)(2n-p)_^^ 

'np^n—pf      (7t-2p)[27t—p)  (n  -  p)^ 

Diesen  Gleichungen  wird  durch  beliebige  Werthe  von  s ,  ar, ,  ttj  genügt,  wenn 
z.  B.  p  =  -  «,  p,  =  «,  und  p,  =  6  «  +  -r-^  •¥  «t  ist. 

10» 
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carven  m  and  (i  verbindet.  Die  vier  zugehörigen  KrümmungB- 
mittelpunkte  MiMnMmMiv  —  die  Burmester'schen  Punkte  fflr 
die  umgekehrte  Bewegung  —  befinden  sich  mit  den  Punk- 
ten ^  und  ?t  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte  f;  derselbebe- 
rtthrt  in  $  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  Sl^  dem  Bali- 
schen Punkte  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Die  Kegel- 
schnitte {  und  f  sind  homothetisch  ähnlich. 

Nach  Gleichung  43)  enth&lt  der  Kegelschnitt  f  den  Schnittpunkt  3)1 
der  beiden  Geraden 

d.  h.  $ßU,  und 

xd^(3d^^  +  d*t)  +  y[d&{d&  +  dr)(2d^  +  dt)  +  d^^]-^Sdude^=^i). 

Durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  Gerade 
xd^\Sd^^{d^  +  dx)''d&d^T)  +  y{Sd^d'^'-dd^{d&+dT)(2de-\'dx) 

Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  9,  ihre  Abschnitte  von  den  positiven  Ge- 
raden t  und  n  bez.  mit  t  und  n,  und  verstehen  wir  unter  ^,  3  ^i^^^^ 
dieselben  Punkte  wie  in  Fig.  3,  so  ist  mit  BQcksicht  auf  24) 

K?)'        •       "*  93 
Wir   können   daher   die  Gerade   g   und   folglich   auch   den  Punkt  9t 
construiren,   sobald   der   auf  dem  Kreise  x^  liegende  Punkt  3  bekannt  ist 
Sei   endlich  £  der  zweite  Schnittpunkt  von  I  mit  t,  so  folgt  aus  44) 

3dud&{d&^dr)  ^  ■  ^dF^^^"""^"^ 

*^     Sd&dh-d^^^-bdxd^^    ^du  ,^^^8^  .  ,^,,     o.   .9  N    ^«'wrf»^,^^  ., 

3  — ^  (</d  d^&  +  dd'  dh  -  3dt  d^e)  -  4  -^-j-{d^T) 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  25)  für  $S  der  construirbare  Ausdruck 

3SW.^^ 

3.3i®-4.Mi^     ' 

Sind  demnach  fünf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wie  in  §  3  be- 
stimmt durch  Angabe  der  Punkte  ^AAiAg^BBiB,,  so  erhalten  wir  die 
Burm es ter 'sehen  Punkte  durch  folgende  Construction.  Wir  ermitteln 
zunächst  in  bekannter  Weise  die  Punkte  K,  U,  3,  17,  SB,  S  der  Pig.  3 
und  aus  diesen  den  Punkt  S,  die  Gerade  g  und  den  Punkt  äJl  als  Schnitt- 
punkt von  $U  und  g.  Darauf  finden  wir  nach  §  6  das  Focalcentrum  F  und 
damit  die  Kreispunktcurve  m;  eine  durch  F  gezogene  Gerade,  die  mit  n 
den  Winkel  F^Q  einschliesst;  tri£Pt  n  in  91.  Construiren  wir  schliesslich 
den  Kegelschnitt  f  aus  den  vier  Punkten  $,  9t,  S,  SR  und  der  Tan- 
gente $3B,  so  schneidet  derselbe  die  Curve  m  in  Mi  Mu  Mm  ^iv 
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Bilden  die  Punkte  Ä^  A,  ^i  B  ein  Gelen kviereck,  so  gestaltet  sich 
die  Constrnction  des  Kegelschnitts  t  wesentlich  einfacher.  In  diesem  Falle 
sind  nftmlich  Ä  und  B  seihst  zwei  Burmester^sche  Punkte,  und  dann 
können  wir  die  Punkte  S  und  SR  enthehren ,  da  I  hereits  bestimmt  ist  durch 
?,  31,  Ä,  B  und  ?©. 

§  8.    Bestimmung  der  Burmester^sclien  Punkte  in  speciellen  Fällen. 

I.  OenQgen  d^,  dx^  (l^{>  u.  s.  w.  der  Gleichung  26)  (§2),  so  hleibt 
der  BalTsche  Punkt  Q  in  fünf  unendlich  benachbarten  Sjstemlagen  auf 
einer  Geraden.  Dann  gehört  Q  zu  den  Burmester'schen  Punkten  und 
liegt  folglich  auf  dem  Kegelschnitt  I,  der  $0  zur  Tangente  hat,  d.  h.  I 
zerföllt  in  die  Gerade  $Q  und  in  eine  zweite  Gerade.  Befindet  sich 
also  unter  den  vier  Burmester'schen  Punkten  der  BaU'sche 
Punkt,  so  liegen  die  drei  übrigen  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Fall  tritt  z.  B.  für  jede  Sjstemlage  ein,  wenn  die 
Bewegung  des  Systems  erzeugt  wird  durch  das  Abrollen  einer 
logarithmischen  Spirale  auf  einer  Geraden.  Ist  nfimlich  die  Pol- 
bahn eine  Gerade ,   also  drs=d't  =  d^T=:0,    so  wird  die  Bedingung  26) 

erfüllt,  wenn  d9d^&^=2d^%^  ist.    Dann  erhalten  wir  aber  aus  31)  für  die 

diA 
Krümmungsradien    der  Polcurve    und    ihrer   Evoluten   die  Werthe  p  = — ' 

ft=    ^^3    '^d^'^^  ^»^ di*"™""  »"'  '^  Beziehung  besteht 

in  der  That  zwischen  p,  p,,  p^,  wenn  die  Polcurve  eine  logarithmische 
Spirale  isi 

II.  Nehmen  wir  an,  es  sei  (2'^=sO,  was  nach  33)  identisch  ist  mit 
der  Bedingung  ^i  — /^^V 

80  wird  in  Figur  3  £U=$9B  =  0,  die  Bairschen  Punkte  Q,  Q  fallen 
daher  bez.  mit  den  Wendepolen  FT,  K  zusammen,  und  die  Kreispunkt- 
curve  fii  zerfällt  in  die  Polbahnnormale  n  und  in  einen  Kreis  f 
mit  der  Gleichung 

(ajs+y«)  (2dO+dT)  -  3yd«  =  0. 

Dann  liegen  zwei  der  Burm  est  er 'sehen  Punkte,  etwa  Jlfx,  Jtf'ni  auf  n;  für 
die  Entfernungen   derselben  von  %  folgt  aus  42),  wenn  wir  2;s=0  setzen, 

47)  y«[(J^((J^^■cJT)(2d(^  +  (lt)^-d^O]-ydttd^(5d^^■4dT)  +  3(lu«d^=0. 

Die  beiden  anderen  Punkte  JKfmi  -^fxv  liegen  auf  dem  Kreise  f  und  sind  nach 
40)  bestimmt  durch 

48)  3d*^faw29+3d^d«rtoWiy)-(«O(dO-(Jr)(2dO+dT)  =  0. 

Ißt  nun  überdies  d^^  =  0,  d.h.  ist  die  Drehung  des  Systems 
proportional  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Pols  auf  der 
Polbahn,  so  ergiebt  sich  aus  47) 
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y^-  Cie  +  dr'  ^"""^d^  +  dr 
und  ans  48)  (d^-'dx){2d&+dz) 

Dann  ist  also  Mi  identisch  mit  dem  Krümmungsmittelpnnkt  der 
Polourye,  während  Mn  undJlfni  mit  demjenigen  Punkte  zusammen- 
fallen, in  welchem  der  Kreis  /*  die  Polbahnnormale  zum  zweiten 
Male  schneidet. 

Den  Bedingungen  (J*^=0,  d^&^O  wird  durch  beliebige  Werthe  von 

^,  wj,  »2,  p  gentigt,   wenn  Pi=«i(-)  ^"^A=(-)  |^«+3(ä— l>)(^^j  } 

ist.  Setzen  wir  noch  (|*t  =  0,  so  haben  wir  den  in  §  5  betrachteten  Fall 
der  cyklischen  Bollung,  und  dann  vereinigen  sich  Jtfn,  Mm  and  Mtv  in  dem 
Punkte  N  der  Figur  8. 

III.    Wir  betrachten    schliesslich  den  Fall,  dass  Polbahn  und  Pol- 

cnrve  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  t*,  setzen  also  dir  =  — «' 
(J*T  = ^,   d^r  = s— I  ^  =  "-i^»  ^i=Pv  JK2  =  — ft.     Dann  wird  m 

Figur 3  ^Tr=|.  Tr®=|i  25©  =  Ji  9391  =  ^^^*»  91®=^»  und  die 

Gleichungen  36)  und  37)  in  §  6  liefern  gleiche  Werthe  für  tampp  und  tantpQ, 
d.  h,  das  Focalcentrum  F  fällt  mit  dem  BalTschen  Punkte  Q  zu- 
sammen.    Für  die  Burmester'schen  Punkte  folgt  aus  40) 

g 
d^e^tan^tp  +  {ßd&d^{^-Ad*^^)tan^q>  -  -  d^*  =  0, 

oder  nach  Einführung  der  Krümmungsradien  PtPiyP^ 


tan^g>  =  — 


3pi>2  + 


t^  +  -i/f^pPf+^p^'W  (^p\ 


2ä 
Es  sind  daher  imvorliegenden  FallezweiderBurmester'schen 

Punkte  stets  reell,  die  beiden  andern  imaginär.  Bezeichnen  vir 
die  beiden  reellen  Punkte  mit  üfi,  üfn,  so  halbirt  n  den  Winkel  Mi^Mb^ 
und  da  gegenwärtig  die  Ereispunktcurven  m  und  ^  zu  einander  symmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  t,  so  liegen  auch  Mi  und  Mn,  Mn  und  Mx  symmetrisch 
in  Bezug  auf  diese  Gerade, 


*  Vergl.  Burmester,  Kinematik  I,  S.  45. 


XI. 

Zum  Fondamentalsatz  über  die  Existenz  von  Integralen 

partieller  Differentialgleioliungen. 

Von 

Dr.  Gustav  Mie. 


Erster  Abschnitt 

üeber  unendliche  Differentialgleichungssysteiue. 

1.  Torbemerknngen. 

1.  Eine  Potenzreihe  Ton  unendlich  vielen  Yariabeln  z^,  <^g)  •  •  •  d*  h.  ein 
Ausdmck  yon  der  Form: 

hat  nur  dann  einen  Sinn^  wenn  positive,  von  Null  verschiedene  Zahlen 
rj,  r«, . . .  exisiiren,  derart,  dass  die  Modulnreihe: 

'  «0   +  1  «1 1  •  »"i  +  i  <^  i  •  »"ä  -J ^■  I  «11 1  •  n^+  i  ^12 1 .  r^rg  H 

convergirt.  Ein  Unterschied  gegen  die  Potenzreihen  mit  einer  endlichen 
Zahl  von  Yariabeln  zeigt  sich  darin,  dass  sehr  wohl  eine  solche  Reihe  von 
Zahlen  ^d  ^2,  •  •  •  extstiren  kann,  aber  keine  von  Null  yerschiedene  Zahl  r 
vorhanden  zu  sein  braucht,  welche  kleiner  ist,  als  alle  diese  Zahlen,  welche 
also,  für  alle  ;er  eingesetzt,  eine  convergente  *Beihe: 

!  «0 !  +  ('  fli  I  +  '  «2  H — )  •  *■+  (I  a^  I  +  I  «12 1  +  •  •  0  *'^  +  •  •  • 
liefert. 

Anmerkung.  Hierdurch  schliessen  wir  von  der  Untersuchung  solche 
Reiben  aus,  welche  für  gewisse  Bereiche  von  ;?-Werthen  bedingt  convergent 
sind,  obwohl  auch  manche  von  diesen  in  gewissem  Sinne  eindeutige 
Functionen  der  z  darstellen  können.  Sie  könnten  nämlich  so  beschaffen 
sein,  dass  bei  irgend  einer  Umstellung  der  Glieder  sich  stets  nur  für  ge- 
wisse Werthecombinationen  der  z  der  Werth  der  Reihe  ändert,  während 
er  für  alle  anderen  Combinationen  derselbe  bleibt.  Ist  die  Anzahl  der  z 
endlich,  so  kann  dies  natürlich  nicht  eintreten. 

2.  Eine  Potenzreihe  mit  einer  endlichen  Anzahl  Yariabeln  wird  nach 
einer  Grösse,  von  welcher  diese  Yaria*beln  abhängen,  so  differenzirt,  dass 
man  Glied  für  Glied  differenzirt.  Ist  die  Anzahl  unendlich  gross,  so  gilt 
dies  bekanntlich  nicht  mehr  allgemein  (auch  wenn  die  Reihe  unbedingt 
convergirt).     Wir  schliessen   die  Reihen,   bei    denen  man   dies   Verfahren 
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mobt  anwenden  kann,  aus,  durcb  die  Forderung:  Es  soll  der  Differential- 
quotient Yon 

F(x)  —  ao+  «1^1  +  »2^8  H ^■  «11^1*  H 

sein: 

F\x)  —  a^f^i  +  Ojip'a  -f- .  .  .  -|-  2a^^e^i!^  +  •  •  • 

falls  derselbe  überbaupt  existirt     Ebenso  die  zweite  Ableitung: 

F^\x)  «  a^fl\  +  a^f!\-\ h  2a^^i!\  +  2a^xiis!\  +  •  •  •  n.  s.  £ 

3.  Die  Bedeutung   der   Coefficienten   der  Reihe:  F— «q+öi^iH — 
ist  natürlich:  /aiA 

ö^o=(^)».-o     öi«(— -),,  =  o  etc. 

«•••  •••• 

Man  kann  die  Potenzreibe  fortsetzen  und  um  einen   Punkt  $^  —  % 
^8  ~"  ^8  •  •  *  entwickelfi,   ob  die  Anzahl  der  e  endlich  oder  unendlich  ist. 

4.  Sei  nun  ein  unendliches  Differentialgleichungssjstem  TOrgelegt: 


dx 
dx 


:  =  /i  («»  «i>  %  •  •  •) 


h  \^i  ^i;  %  •  •  0 


(die  f  Potenzreihen);  so  frage  ich:  Lassen  sich  Potenzreihen  yon  x  finden: 

01  -  «1  +  C^^^)x  +  C^^^)x^  +  •  •  • 
jg,  -  Ä2  +  Ci^a?  +  CjWä;»  + .  . . 

welche  für  o;  =  0  die  völlig  willkürlich  gegebenen  Werthe  a^r^^a  •  •  •  ^' 
nehmen,  und  aus  denen  ich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  für  jedes 
jj  —  J  Werthe  (j^i)^,  {e^^  . . .  berechnen  kann,  die,  in  ^i,  /a  . . .  eingesetit, 

diesen  Beihen  Werthe  {f^^^  {f^t  •  •  •  ertheileU;  die  gleich  den  Orössen: 
beziehungsweise: 


(S)r^'''+2^«''«+-- 


sind?     Solche  Potenzreihen  nennt  man  Integrale  des  Systems. 

Giebt  es  solche  Integi*ale,  so  müssen  sie  sich  auf  demselben  Wego 
finden  lassen,  ob  endlich  oder  unendlich  yiele  z  yorhanden  sind;  denn 
immer  ist: 

Co«^^-  («1)0-  «1;    cr/^'-  (§)  -  ^1(0, «», . . .); 


^*'"=2r(S)r^i-^''('' ""•••) 
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Wenn  nicht  fUr  alle  0  Anfangswerthe  a  gegeben  wären,  so  wtlrden 
offenbar  in  diesen  Coefficienten  noch  Grössen  stehen,  über  welche  will- 
kärlich  zu  verfügen  ist.  Die  Data  or^,  a^  , , ,  sind  also  nothwendig  zur 
Yollstftndigen  Bestimmang  der  Integrale. 

Ich  nehme  nan  an,  die  Anfangsdaten  a^  .  .  .  wftren  so  bestimmt,  dass 
sich  fijfi»"  nm  den  Punkt  a?  —  0,  j?^  —  flf|, , . .  entwickeln  lassen.  Indem  ich 
nun  ftr  g^^  a^,.  . .  wieder  ifj, .  • .  schreibe,  erhalte  ich  das  System: 

^  -  %^'^  +  <%  +  <h^'\  +  •  .  • 


dx 


(wo  die  a  Potenzreihen  in  x  sind)  und  die  Frage  ist  nnn:  hat  dies  System 
Integrale  mit  den  Anfangswerthen  Null. 

Ezistiren  'welche,  so  sind  diese  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  die  Daten 
ffj,  02  •  •  •  reichen  ans  zur  völligen  Bestimmimg  der  Integrale,  falls  es  nicht 
überhaupt  gar  keine  in  Potenzreihen  entwickelbaren  Integrale  für  diese 
Aoümgsdaten'giebt.  Ich  erhalte  nftmlich  nach  der  bekannten  Methode  für 
die  Coefficienten  der  Integrale: 

C,W  _  (a„(i)),;    2!  Cr,(n  -  (a,i^y\  +  («,(« .  a,W  +  ...)„. 
3!  C,(»)  -  (a„»)")o+  W^  «o"'+  '■\+  («!<*'  W^  V'>  +•••]  +  •  •  Oo 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  nicht  endliche  eindeutig  bestimmte  Werthe 
der  C  ergeben  (wie  es  bei  einer  unendlichen  Zahl  der  b  in  den  einzelnen 
Gleichungen  eintreten  könnte),  so  hätten  nach  der  oben  gemachten  Ein- 
sebrftnknng  die  Differentialquotienten  von  xr^  . . .  im  Punkte  d?  — >  0  über- 
haupt keinen  bestimmten,  endlichen  Werth,  wftre  also  die  Fotenzreihen- 
entwickelxmg  unmöglich. 

Aber  auch,  wenn  sich  für  die  C  endliche  Werthe  eindeutig  ergeben, 
was  immer  der  Fall  wftre,  wenn  in  einer  jeden  Gleichung  nur  eine  end- 
liche Anzahl  der  0  vorkommt,  so  könnte  noch  die  Reihe  Cj^*^  x  +  C^^^^  «*+••• 
divergent  sein.  Im  Folgenden  soll  eine  Methode  angegeben  werden,  die 
Dothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  von  in  Potenz- 
reihen entwickelbaren  Integralen  zu  finden,  falls  alle  Coefficienten  auf  den 
rechten  Seiten  des  Systems  positiv  sind. 

Anmerkung.  Damit  wäre  für  den  allgemeinen  Fall  auch  eine  hin- 
reichende Bedingung  gefunden.  Denn  setzte  man  fär  jeden  Coefficienten 
seinen  absoluten  Betrag,  und  hfttte  alsdann  das  System  Integrale,  so  hat 
^  aisprüngliche  System  erst  recht  welche.  Nothwendig  aber  wird  die 
Bedingmig  nicht  sein. 


154     Zum  Eundamentalsatz  üb.  d.  Exist.  v.  Integralen  part.  DifferentialgleicL 

2.  lieber  die  Inte^lrbarkelt  unendlicher  Systeme  mit  lauter 

positiven  Coefflcienten. 

5.  Ich  nehme  an,  das  System: 

de 

^  -  a„W  +  a.W  ■;?.  + a,W  •«,+  .. . 
dx 

in  welchem  alle  Coefficienten  positiv  sind,  habe  Integrale: 

e^  -  C/^)  X  +  Ca^^)  rc*  +  . .  .       Ovgerad  r^ 

Ans  der  Bereebnungsmethode  folgt,  dass  alle  Coefficienten  C  positir 
sind.  Setze  ich  also  in  die  Beihe  für  je^^» einen  Wertli  r^r^  ein,  so  mnss 
sie  positiv  unendlich  werden.  Mögen  nun  auf  der  rechten  Seite  der  ersten 
Gleichung  etwa  die  Functionen  ßat^  je^o^^ ...  wirklich  vorkommen,  so  will 
ich  einen  Werth  r  wählen^  der  grösser  ist,  als  irgend  welche  von  den  Zahlen 
r«,,  r«^, . . .  und  in  der  ersten  rechten  Seite  (je^a,)!-,  (^«J'"?  •  •  •  ©umsetzen,  so 
muss  ihr  Werth  unendlich  werden,  weil  sie  aus  lauter  positiven  Summanden 

zusammengesetzt  wird,  von  denen  einige  positiv  unendlich  sind.    Also  reicht 

d0* 
der  Convergenzbereich  der  Beihe  für  — ^  nicht  bis  zum  Punkte  x  '='  r^  kann 

CtX 

also  nur  einen  Radius  haben,  der  kleiner,  höchstens  ebenso  gross  ist,  als 

jeder  der  r^^,  r^^, . . .     Nun  hat  aber  — ^  denselben  Convergenzradius  wie  5„ 
nSmlich  r^y  also  ist: 


n  <  r«,,  Ta,, 


Ich  schreibe  mir  nun  die  erste  Gleichung  hin ^  dazu  Uj^y  die  cr^^, .  • .,  so 
weiss  ich,  dass,  wenn  auf  den  rechten  Seiten  der  letzteren  ausser  ß^^  jp«,,  . . . 
noch  Functionen  0^,,  j;^,, .  . .  hinzutreten,  die  Convergenzradien  der  für  diese 
giltigen  Reihen  r^,,  r^,, . . .  nicht  kleiner  sind  als  einer  der  r^,  also  gewiss  aach: 

^1  ^  *"/*'»  ^/*«>  •  •  " 
Ich  füge  nun  noch  die ß^^%  die  ß^^  Gleichung  hinzu,  so  treten  rechts  vielleicht 
wieder  andere  xr- Functionen  auf,  aber  die  entsprechenden  Potenzreihen  haben 
immer  wieder  Convergenzradien  ^  r^.    Durch  fortgesetztes  Hinzufügen  von 
Gleichungen,  eventuell  unendlich  oftmaliges  kann  man  das  System: 

zu  einem  vollständigen  machen,  dessen  s&mmtliche  Integrale  Entwickelosgen 
haben  nüt  Convergenzradien  >  r^. 
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Eine  notb wendige  Bedingung  dafür,  dass  eich  0^  als  Potenzreihe  von 
X  entwickeln  iSsst,  ist  also^  dass  das  kleinstmdglicbe  voUstttndige  Theil- 
System^  in  welchem  g^  Torkommt^  ausserdem  nur  solche  ^er- Functionen  ent- 
halt, für  die  Potenzreihen  giltig  sind  mit  Gonvergenzradien  ^  r^. 

Anmerkung  I.  Ist  das  kleinstmögliche  System  für  z^  ™^^  ^^^ 
für  ß^  identisch,  so  muss  r^^r^  und  r^^r^^  also  r^'^r^  sein.  Beispiels- 
weise in  dem  endlichen  System: 

—    —   f^iXy    e^y    «2,    £3,    Z^j    Z^) 

dz^      -  /  V 

mit  lauter  positiven  CoefGcienten  ist 

Anmerkung  II.  Sobald  negative  Coefficienten  vorkommen,  kann 
man  natürlich   keinen   derartigen  Satz   mehr   beweisen.     So  könnten  sehr 

wohl  Functionen,   wie:  je^  «  o?  1/  1  —      ,     0,  —  a?  •  1/  1  —    ,  •  •  •,  wo  die  r 

mit  wachsendem  Index  unter  alle  Grenzen  sinken,  Integrale  eines  für  z^ 
gefundenen  kleinstmöglichen  vollständigen  Systems  sein.  Es  müssen  dann 
auf  den  rechten  Seiten  diejenigen  Zy  deren  r  kleiner  sind  als  der  Con- 
Tergenzradius  des  DifTerenlialquotienten  links ,  stets  nur  in  geraden  Potenzen 
vorkommen.  In  diesem  Falle  könnte  ich  für  die  ^j,  ^a---;  ol^^oW  alle 
von  Null  verschieden  sind,  keine  untere  Grenze  angeben. 

6.  Um  nun  zu  untersuchen,  ob  unendliche  Systeme  mit  lauter  posi- 
tiven Coefficienten  Integrale  haben,  scheide  ich  nach  dem  angegebenen 
Verfahren  kleinstmögliche  vollständige  Systeme  aus  und  untersuche  diese. 

'  Allgemeine  Methode  der  Untersnolmng.  * 

Anstatt  zu  fragen:    Giebt  es  ein  Integral?   darf  man   auch 
fragen:  Giebt  es  überhaupt  Potenzreihen  C/^^rc  +  Oj(^>a;*+  ....... 

welche,  an  Stelle  der  z  auf  den  rechten  Seiten  eingesetzt,  diese 
zu  Potenzreihen  in  x  machen: 

wo  

V  <<?!<'';    A'«<2Cj(»);    ^W  <  3  C,(«); .  .  . 

:'...? 
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Es  moss  solche  geben ^  denn  das  Integral  selber  genügt  diesen  Beding- 
ungen; andererseits,  wenn  es  überhaupt  irgend  solche  Beihen  giebt,  so 
existiren  auch  Integrale;  denn  ans  der  Berechnungsmethode  der  Goefficientan 
folgt;  wenn  etwa  das  eine  Integral  ist: 

Ci(i)  X  +  c,(i)  a?*+  .  • .,  dass:  c^^*)  <  C^^^\  c,(i)  <  C^i^\  . . . 

also,  wenn  C^^"^  x  +  Cj^^^  a;'  +  *  *  *  convergirt,  so  müssen  es  gewiss  auch  die 
nach  der  Methode  als  Integrale  gefundenen  Reihen. 

Nach  dem  oben  Bewiesenen  muss  es  einen  Kreis  (mit  Radios  q)  geben, 
in  welchem  alle  Integralentwickelungen  convergiren,  also  müssen  sich 

jene  Beihen  Gi^^^ x  +  •  •  •  so  bestimmen  lassen,  dass,  wenn  r ^    '. 
C/0<:^(i).  f ;     C^^^)<A^^\r^; .  . .  (7J^)^^^0).  r«;  .  .  . 
C^W  <  iiW .  r ;     Cg^«)  <  ii(«) .  r»; .  ; .  CJ«)  <^  ilW .  r "';  .  .  . 

(natürlich  dürfen  die  Orössen  A^^\  A^^\  . . .  mit  wachsendem  Index  unend- 
lich werden). 

7.  Können  wir  nun  finden,  in  welchen  FlQlen  sich  solche  Beihen  för 

Systeme  ^  _  ^^a)  ^  ^^(,)  /^^  . . . 

dx 


mit  lauter  constanten  Coefficienten  bestimmen  lassen,   d.  h.  also,  wenn 

diese  Systeme  mit  Potenzreihen  integrirbar  sind,  so  ist  ohne  Weiteres  das 

Problem  auch  für  den  Fall  gelöst,  wo  die  Coefficienten  noch  von  x  abhängen. 

Seien  nämlich  die  a- Potenzreihen:  a»^)— «yQ^")+ «yi^^^a?  +  ar2^*'^Ä*H — , 

wo   jedes  flfrm^^^  ^  "bf^^^  •  JB™.     Dieses  B  muss   ich    für    alle   Coefficienten 

aller  Gleichungen  als  dasselbe  und  zwar  <Jr  bestimmen  können,  da  die  filr 
de  1 

-T^  sich   ergebenden   Potenzreihen    einen  CouTergenzradius   ^  1>  —  haben 
ax  r 

müssen.     Femer  muss  sich  B  so  angeben  lassen,  dass  das  System: 


dx 


-V'^+^i^^^fi  +  V'^-f2  + 


Integrale  hat.     Sei  nttmlich  |  »  ^  ein   Punkt   innerhalb   des   allen  Eni- 

Wickelungen    gemeinsamen    Convergenzbereiches,   so    giebt   es   für  all«  * 
Taylor'sche  Heiben: 

^1  -  eio(^>  +  d,^^){x  -  I)  +  d;(i)(a;  -  5)»  +  •  •  • 


mit  lauter  positiven  Coefficienten.  Bezeichne  ich  femer  mit  {(h^^\  ^^ 
Grösse:  of^<^)+ «n^^' S  +  «»«^''^- S*+ •  • ',  so  kann  ich  den  grössten 
Summand  dieser  Beihe  a^^  •  1"*  —  hj^^  setzen,  denn  es  gelten  gewiss  die 
Ungleichungen: 
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— .      —    •V    ' 


Ausserdem:  6/"^  <  (a»^''^)f.     Beaeichne  ich  nun  aj  —  §  mit  a/,    so  hat  das 
System  mit  lauter  positiven  Coefficienten: 


für    die  positiyen  Anfangswerthe : 

Integrale :  ^^  _  ^d,  ^  ^wj  ^  ^wjt  ^  . . 


also     erst   recht  das   STstem  mit  lauter  kleineren  Coefficienten  (in  denen 
die    Coefficienten  der  o/- Potenzen  Überhaupt  fehlen): 


rur    die  Anfangs werthe:  (fi)^  —  0,    (fg)^  —  0  •  •  • 

I>amit  ist  also  gezeigt:  Nothwendig  dafür,  dass  sich  das  System: 

■   ^  -  («ä{+ «iS*  +  •••)  +  WH  «iV^  +  •••)*,  +  ••• 

mit  Hilfe  Yon  Potenzreihen  integriren  lasse,  ist:  dass  alle 
Coefficienten  a  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Coefficienten 
eines    Systems: 


jR  bedeutet  hier  in  allen  Gleichungen  dieselbe  positive  Zahl, 
und  die  h  sind  positive  constante  Grössen  von  der  Beschaffen- 
lieit,    dass  das  System: 


in   Potenzreihen  entwickelbare  Integrale  hat. 

Aber  diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend.     Dies   zeige   ich 
dadurch,  dass  ich  nachweise,  dass  unter  ihrer  Voraussetzung  das  System: 

g  -  (V^)+  h,(^)0,  +  .  .  .)(1  +  iJ^  +  . .  .) 


mit   Potenzreihen  integrirbar  ist.    Multiplicire  ich  nämlich  alle  Gleichungen 
mit  (1  —  -Bx),  so  werden  sie: 

^^^    (1  -  Bx)  -  V'^  +  ^^'^^i  +  •  •  • 


dx 
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^      •     .^  v* 


Setze  ich  nun  r=ilg(i—  Bx) ««  —  y ,  so  ist:  ftlra;  =  0:w  —  0;  -z-  "^  ^ ^' 

also:  ^  .  (1  «  jR^)  „  ^  .  ^  .  ^. 

dx     ^  ^       dx     dy       dy 

unsere  Gleichungen  lauten  also: 


dy 


1^(1)  +  ^,^(1)  .*,  +  .. 


Aus  der  Voraussetzung  folgt,  dass  sich  die  e  als  Potenzreihen  in  y  berechnen 
lassen«  Die  0  sind  also  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^  -•  0  endliche  ein- 
deutige Functionen  der  complexen  Variablen  y.  Nun  ist  aber  y  in  der 
Umgebung  von  y  —  0,  d.  h.  von  a;  =  0  eine  endliche  eindentige  Function 
der  complexen  Variablen  x,  also  auch  die  z.  Folglich  lassen  sich  die  e  auch 
als  Potenzreihen  in  x  berechnen. 

8.  Ist  für  ein  bestimmtes  System  nachgewiesen,  dass  es  Potenzreihen 
als  Integrale  hat,  so  ist  damit  natürlich  dasselbe  für  s&mmtliche  Systeme 
mit  kleineren  Coefficienten  gezeigt,  aber  zugleich  auch  für  gewisse 
Systeme  mit  grösseren  CoefGcienten.     Sei  nämlich  a  eine  beliebig  grosse 

Zahl,  so  hat  das  System: 

dz 

-j^  «  a  •  ÜQ^^^  +  a  •  a/^) Zi+  a  ^  a^^^^ ^^2  +  *  *  * 

CtX 

dz 
ax 


zugleich   mit  dem  System 

dZi 
dx 


ao^'^+a,^')z,+  a,(')z^  + 


in  Potenzreihen  entwickelbare  Integrale.    Dies  sieht  man  unmittelbar,  indem 

man  alle  Gleichungen  des   ersten  Systems   durch  a  dividirt  und  a .  x  als 

Unabhängige  betrachtet.    Hieraus  leuchtet  von  vornherein  schon  ein,  dass 

lediglich  das  Verhalten  der  Coefficienten  in  der  Unendlichkeit  über  unsere 

Frage   entscheiden   wird,  ausser  wenn  von  gewissen  Coefficienton   gezeigt 

werden  sollte,  dass  sie  überhaupt  fehlen  müssen. 

9.  Mit  Hilfe  der  entwickelten  Methode  kann  man  schon  die  Frage  nach 
der  Integrirbarkeit  aller  partiellen  Differentialgleichungen  mit  positiven  Coeffi- 
cienten lösen.  IndesB  könnte  es  vielleicht  manchmal  von  Nutzen  sein,  dieselbe 
noch  etwas  zu  modificiren. 
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Anhang. 

Modifieation  der  Methode« 

Angenommen,  das  System  habe  Integrale,  so  müssen  Reihen  Oii^)x  +  (7,(^)0;'+  •  • 
Ton    der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  ezistiren,  welche  einen  gemeinsamen 
Converg^enzbereich  besitsen.   Sei  q  eine  positive  Zahl  in  diesem  Bereich,  so  setze 

icli'  —  ~  r.    Dann  muss  es  sicher  in  jeder  Reihe)  Stellen  geben,   2.  B.  das  n^, 
M,^  .  .  .  Glied,  von  wo  an  die  Ungleichungen  gelten: 

(n.  +  l)  .  0(;Y,<n..  0<|).  r;  (n.+  2)C<J)^.  ^  <  n..Ci|).  r«;  .  . . 

(•H  +  «)  •  (7(|V  m  <  %  •  ^ü^"».  •  •  • 
(•S  +1)  •  Cl\i^«.-  C;^*'-  r;    (".+  »)•  CW+,  <n..CWr', . .  . 

Also    müssen  die  nach  dem  Einsetzen  der  Reihen  C^^^^x  +  C^^^^a?  +  •  •  -  rechts 

erli&ltexien  a;-Coefficienten  aJ'^\  Ai^^\  .  .  .  Ä^^^\  .  .  .  folgende  Ungleichungen  be- 
frieö^igetk  fvgl.  S.  166): 

V*><:c/«',...<)_,<n..CW<)<n..O^*).r....^]^\„<«..0:^*)r»+\... 

Würde  ich  nun  rechts  nicht  die  unendlichen  Reihen  einsetzen ,  sondern  nur 
Theile  derselben,  so  würden  ui- Grössen  resultiren,  welche  kleiner  sind,  als  die 
oben  erhaltenen.  Also  würden  für  diese  ^1- Grössen  die  obigen  Ungleichungen 
eist  recht  gelten.    Ich  setze  nun  folgende  Theile  der  Reihen  ein: 

für  e,:  (7/*^x  +  C^^^^x^-{--  •  •  +  C^^^-  a:"» 


so  ist  ersichtlich,  dass  folgende  Bedingung  noth wendig  ist: 

Ss   muss  sich  eine  Zahl  r  und  eine  Reihe  von  Zahlen  Ci^^\  C,^^^-** 
O^^^j  Oi^^\  '  •  •  C^y  •  •  •  angeben  lassen,  dass  nach  dem  Ersetzen  von 

g^  durch  C.^^^x  +  C^^^^x^-^  •  •  •  +  C^j V» 

^2       „      0^^^^^  +  O^^a?^ . . .  +  C^^)x'*^  (ni ,  n,  . . .  endlich) 

auf    den    rechten   Seiten   der  Gleichungen  Potenzreihen  entstehen* 

^.W +  4.<*>a;  +  AW  «;*  +  •■  ■ 

deren  Coefficienten  Ä  folgenden  Ungleichungen  genügen: 

A^W  <  C/i),  ^.(')  .<  20.0, . . .  4^Lx  < «.  Oi;'.  •  •  •  <V-.  <  ".  ■  <"•  ^'+*'  •  •  • 
V*>£CW,  ^W<«CW,...<Li<«.CW,...^(^)^„<n.C(;).r»+S... 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  ich  für  die  Zahlen  ni,»,,...  mir  beliebig 
^osse  untere  Grenzen  festsetzen  kann  n|>fti,  n,>  fi^,.  . .  Obere  Grenzen 
brAOcbt  man  nicht  angeben  zu  können. 
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Aber  die  Bedingung  ist  auch  schon  mehr  als  hinreichend.  Laaaen 
sich  nämlich  die  Zahlen  (7  nur  so  angeben,  dass  (unter  Beibehaltung 
der  Zeichen): 

^V)  <:  C7j(^>  •  *•  +  2  (7,(1) 


so  hat  das  System  in  Potenzreihen  ontwickelbare  Integrale,   deren 

Convergenzradien  nicht  unter  der  Grösse  ^  liegen. 

Ich  beweise  dies  zunächst  för  den  Fall,  dass  in  den  Coefficienten  a  x  nicht 
vorkommt.  Ich  setze :  « •  r  =  6 ,  r  •  a^^^^  -  aj^^\  .  . .  r .  aj^^^  -  a^j\ . . .  (7^(i) .  r  —  r^^^\ 

C,^^^  •  r^  —  fg^'^  •  •  • ,  so  werden  die  rechten  Seiten  des  Systems 


«) 


{ 


di 


(1) 


+  ai<^>  .'!+••• 


nach    der    Substitution    i^|  —  f/^^o;  4-  *  *  -  +  r]^^^ .  jb*',  •  •  •     Potenzreihen   liefern: 

V"  +  A.<')«  +  A,<"<B«  +  .  •  . .    wo   A.(»)  -  ^<») .  r,  A.(')  -  J,<"  .**,•••    Ke    be- 
stehen  also  die  Ungleichungen: 

Nun  bilde  ich  mir  ein  neues  System  folgendermusen.    Ich  anbttitaire: 

«.  -  r/'' .  «„  +  r.w  .*„  +  ...  +  r») . ».,, 
«.  -  r.w.«,.  +  r.w  «„  +  ...  +  rw«i.. 

und  erhalte:  

+ 


2') 


2') 


'm,  •  "n  + 


Ich  will  dafSr  schreiben: 

+ 

Dann  setzen  sich  die  Ä  offenbar  folgendermassen  aus  den  ß  zusammen: 

A, 


'.^'^  =2''')^^  +2"^^. 


A, 


(D-^VäU) 


^ 
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Nun  zerlege  ich  alle  ß  in  mehrere  Snmmanden,  so  dass  auch  die  Ä  in  mehrere 
Posten  zer&Uen: 


\^^f*i        y^irut 


m 


^n^-l 


+ 


wobei  jedes  p^^^  -  (3^^*^H ^.  p^^"»)  gesetzt  ist,  besw.  gleich  einer  geringeren 

Zahl  von  Summanden,  wie  z.  B.  (J<J)-3  ß^^^^  +  (3<J*l 

Diese  Zerlegung  sei  so  vorgenommen,  dass 
ilo^*^^<;r/H  WS  gewiss  möglich  ist,    da   V^J  =  4,(^^>  <  r/^> 

^r/*>+2r,(')+...+«ir(^) 


Könnte  ich  nun  das  folgende  System  integriren: 


3) 


r  (1)   ^^1«  _ 
"     "dl- 


•^11  + 


Kl«.) 


p;:,^!,.^in,-,+... 


»I      di  ^ 


so  w&ren  auch  Integrale  für  2)  vorhanden.    In  der  Tbat,  man  braucht  nur  zu 

10  wären  dies  die  gewünschten  Integrale.  Befriedigen  nämlich  die  für  ier^i,  .  .  . 
efundenen  convergenten  Potenzreihen  das  System  8)  identisch,  so  befriedigen  sie 
aach  2'),  welches  ich  aus  3)  erhalte,  indem  ich  die  t^  ersten  Gleichungen  sum- 
mire,  ebenso  die  folgenden  n,  u.  s.  f.  2')  aber  wurde  aus  2)  durch  jene  Substitution 
erhalten,  welche  die  iPj,  jer,  ...  durch  die  ^n,  ^isi  .  •  •»  ^sn  ^as  •  •  •  ersetzte.  Wird 
also  2')  befriedigt,  so  auch  das  durch  Bückwärtssubstitution  erhaltene  System  2). 

Aber  8)  lässt  sich  gewiss  integriren,  wenn  sich  ein  ganz  ähnliches  System: 


*) 


{ 


r.<"-^^  =  6.<"'+>./"'-Jn+-- 


iiitegriren  lässt,  in  welchem  jeder  Coefficient  b  grösser  oder  gleich  dem  ent- 
sprechenden ß  in  8}  ist.  Ich  construire  mir  nun  solch  ein  System  in  der  Weise, 
dass  die  Summen: 
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Dann  bat  System  4)  die  folgenden  Reihen  als  Integrale: 

ti.  -  ?«      •  •  •  £' 


it 


fit  --?«*-■  •  •  •  S 

wo  £  deGnirt  ist  durch  die  Gleichung: 

^  -^  -JL .  also  f    -  1— i/iH^. 

Würde  ich  nämlich  in  2')  fiir  ^n,  .  . .  die  ^-Potenzen  substituiren,  denen 
die  entsprechenden  Sy^y  . .  .  gleichgesetzt  sind,  so  erhielte  ich  (nach  der  Defi- 
nition der  Grössen  A)  als  Coefficienten  in  jener  Potenzreihe  von  (,  die  auf  der 
rechten  Seite  entstehen  würde,  die  A:  z.  B.  Gleichung  1): 

also   in  System  3)  bei  derselben  Substitution  die  aJ'^^\  Ai^^^\  .  .  .;    die  ersten 
rechten  Seiten  würden  beispielsweise 


<!l\  •£"'-'  +  ••• 


Bei  der  analogen  Substitution  in  4)  erhielte  ich  ebenso  die  Bq^^^\  Bi^^^\  . . . 
Setzte  ich  z.  B.  in  der  ersten  Gleichung  die  Potenzreihen  für  fn ,  .  .  .  ein,  lo 
erhielte  ich: 

(^  ist  eine  Potenzreihe  in  x);  da  aber: 

5.(") -=£.(")=  • .  •  .  r^JI  =  1+  s  +  £•+...  =  j^^, 

also  eine  Identität. 

Genau  so  giebt  die  zweite  Gleichung: 

da  B<">    -  JB,<">       .  .  .  ^  2  r,<*',  wieder  die  Identität: 

äS  1 

ebenso  die  kf^  Gleichung:  k  <ini 
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wen  B('i)  =  ...--=*.  ri«,  g  =  j^^; 

ebenso  alle  übrigen  Qleicbnngen. 

System  4)  hat  abo  Integrale,  die  in  dem  Bereiche  |  x  |  <—  alle  conyergente 

Potenzreihen  sind,  also  anch  8),  also  aach  S).    Letzteres  entstand  ans  dem  nr- 
Bprfinglichen  •  durch  die  Substitution:  £  =  xr,  also  hat  auch  dieses  als  Integrale 

Potenzreihen,  die  für  |  o;  [  =  ^  noch  convergiren. 

Wenn  nun  die  Coefficienten  a  von  x  abhängen,  so  fSge  ich  zum  System 

die  Gleichung  -^  ==  1  hinzu,  die  das  Integral  Zq^^x  hat.    Ersetze  ich  nun  in 

allen  Gleichungen  x  durch  t^,  so  erhalte  ich  ein  System  mit  constanten  Coeffi- 
cienten, fOr  welches  der  Satz  bewiesen  wurde.  Ich  nehme  nun  an,  dass  sich 
für  alle  g  ganze  Functionen  substituiren  lassen,  welche  der  im  Satze  angegebenen 
Bedingung  genügen ,  und  zwar  sei  die  fOr  e^  einfiich  x  (also  c^^^  ^  1 
C^^^^  =  . . .  ^=  C^)  =  0);  dann  hat  das  System  gewiss  Integrale.  H&tte  ich  also 
▼on  vornherein  %r  5^  x  stehen  lassen  und  das  Kriterium  angewandt,  so  wäre 
die  Existenz  der  Grössen  r,  (7^^^^  C^^^\  .  • .  ebenfiills  hinreichend  gewesen. 

Zusatz.    Mit  Hilfe  dieser  modificirten  Methode  l&sst  sich  auch  der  S.  167 
aufgestellte  Satz  beweisen,  dass  das  System 

1)        (fe  ^  (^•"'+ ^'*''^'+ •  •  •)  •  (*+^'" +^'?+-  ■  •) 

sogleich  mit  dem  System: 


I 


Integrale  hat.   Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  müssen  sich  n&mlich  Ausdrücke: 

0  (^)  a?  +  . . .  +  C(.^>  xni 

finden  lassen,  welche,  für  ^  bezw.  £^ , .  . .  eingesetzt,  die  rechten  Seiten  von  2)  zu 
Potenzreihen  in  x  machen:  aJ^^^  +  Ä^^^^x  +  Ä^^^^a?  +  •  •  •  so  dass:  aJ^^"^  <i  C^^^\  •  •  • 
-^*  ^  S  %  •  ^»1  •  »^  """*'*■*»••(*>  «1  - 1)  Setze  ich  dieselben  Ausdrücke  für 
bezw.  0|,  ...  in  1)  ein,  so  bekomme  ich  auf  den  rechten  Seiten  Potenzreihen: 

Also  * 

5(i)_  j (1).  »(1)^^(1).  R 4.  >4 (0     w(i) .      — ii(i).2r»+'"""*+  •  •  • +A^^K 

^^H  C^i\  Bi*><  C</>-  B  +  2  Cf, . . . 

^L?+m-l<  ^i'^- ■8"'"**'""^+ •••  + «1  ^i?  (**'"+♦•'""** -ß +  •••  ^^^^ 

Offenbar  muss  sich  eine  Zahl  r|>r,  22  bestimmen  lassen,  so  dass  für  jedes  m: 
fi"'>  r"*+  f«  — 1  •  B  + hlf";  dann  ist  aber: 

B?^<  C</),  2^/>< C^/).r,+  2C(^>,...B(^*^^^^ 

Somit  erfüllen  für  System  1)  die  Zahlen:  n,  C/^\  . . .  C)^^,  C/*),  -  •  •  die  hin- 
reichende  Bedingung,  das  System  hat  also  Integrale. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Partielle  Differentialgleichungssysteme ,  aufgefasst 
als  totale  Systeme  unendlich  hoher*  Classe. 

1.  Yorbemerknngen. 

10.  Jede  partielle  Differentialgleichung  kann  man  ersetzen  durch  ein 
unendliches  System  totaler.     Sei  z.  B.  vorgelegt: 


Fyx.y.ßy 


a.  a.x     ^^ 


dx  dy/ 

m 

Ich  denke  mir  die  Variable  x  bevorzugt,  das  heisst:  ich  betrachte 
das  Integral  z  als  eine  Function  von  Xj  deren  Coefficienten  noch  von 
einem   Parameter  y  abhängen.     Fixire  ich  den  Werth   dieses  Parameters 

als  1^0,  60   sei  jene  Function  von  x  :  0q.     Lasse  ich  y 
l~|— H  !-H—   yarüren,  indem  ich  längs  einer  Geraden  um  die  Sirecken 

Ay,   2Ay,  . .'.  nAy, .  . .  fortgehe,  so  s^ien  die  ent- 
sprechenden je; '  Functionen  mit  0^,  jeTj,  ..;£;«,.. .  bezeichnet     Offenbar  ist 

( —  j    ■=    lim  \~jr—-j'   Somit  kann  ich  im  Punkte  y  =•  yo  unsere  pariielle 

Differentialgleichung  durch  die  totale 

ersetzen y  wenn  ich  nur  Ay  unendlich  klein  setze.  Aber  offenbar  genügt 
diese  Gleichung  nicht  zur  Bestimmung[  von  Zq\  denn  sie  enthält  noch  die 
Function  0^^  die  unbekannt  ist.  Aber  für  diese  existirt  ebenfalls  eine 
Differentialgleichung: 

in  welche  freilich  wieder  eine  neue  Unbekannte  ff^  eintritt.  Auch  für 
diese  giebt  es  eine  ähnliche  Gleichung,  die  noch  e^  enthält.  Wir  gelangen 
auf  die  Art  zu  einem  unendlichen  Differentialgleichungssjstem,  welches 
mit  der  partiellen  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  wenn  man  Ajf 
unendlich  klein  nimmt. 

Ich  denke  mir  in  Fix,  y.  0.  -r-i  ^r- |  -■  0   .7—  ausgerechnet: 

\  '        ^  dx   dyj  dx 

da      J  d^\ 

Vx-f\'>'^'^d^y 

Dann  ist  dies  unendliche  System: 
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§  -  f\^i  %.  «^01  ^^^)  -  9>o  (^,  ^01.  *i), 

11.  Lasse  ich  A^  tmendlich  klein  werden,  so  kommen  alle  Fonotionen 
^0'  ^n  -  - '  oiii^^d®^  unendlich  nahe.  Es  empfiehlt  sieh  daher  anstatt  dieser 
B  neue,  wirklich  von  einander  verschiedene  Functionen  als  unbekannte 
m  nehmen.  Das  Einfachste  ist^  die  durch  Subtraction  unendlich  benach- 
barter Functionen  und  Division  mit  A^  erhaltenen  „partiellen  Differential- 
qnotienten  nach  y  im  wfthlen;  man  hat  zu  diesem  Zweck  das  unendliche 
System  in  der  Weise  umzuformen,  dass  man  je  zwei  benachbarte  Oleich* 
nngen  subtrahirt  und  durch  Ay  dividirt,  d.  h.  man  erhält  das  gesuchte 
System  durch  fortgesetztes  Differenziren  der  ursprünglichen  Oleichang  nach  y. 
Setze  ich:  (de\  /ö«A 

80  ist  dies  System: 

S = K^'  ^>  '>  \'i)\,r  ^»  (*'  '<»  '•) 


12.  Die  Frage  nach  dem  Integral  z  der  partiellen  Differentialgleich' 

« 

nng  kann  ich  ersetzen  durch  die  Frage  nach  den  Integralen  z^^  ^i » •  • . 
dieses  Systems.     Für  z  wird  dann  gelten: 

»  =  «•  +  *,  (y-yo) +  «» •^^ip^+ ••  • 

Zar  völligen  Bestimmung  dieser  Integrcde  nothwendig  und  hinreichend 
sind,  wie  oben  gezeigt,  die  Daten:  (ifo)'o— ^'o;  W«o""**i  i  •  •  •  ^^®^i  ^^ 
dasselbe  ist:  die  willkürliche  Function  {f)x^  -■  «o  +  ^^i  •  (y  ~"  ^o)  +  ' ' ' 

Die  Frage^  ob  sich  nach  einer  bestimmten  Wabl  dieser  Daten  das 
Integral  in  Form  einer  Potenzreihe  finden  lässt,  zerfUlt  in  zwei  unabhängige 
Fragen: 

1.  Hat  das  unendliche  System  in  Potenzreihen  entwickelbare  Integrale 

2.  Hat  die  Seihe  if  —  ^o  +  ^i  (y  ""  yo)  +  • '  '  «inen  Sinn? 

13.  Es  braucht  hier  nur  darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  auch 
jedes  System  von  der  Form: 

^h       j^  (x  fi  z    z.         z    ^^1  ^^»  ^*^^         ^ 

dx       **  \  dy  dy  dy^         / 


dzn 
dx 


^  fn  (  *'  y»  ^1'  ^«'  •  ;  *  ^"^  "^^ ) 
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sich  ebenso  als  unendliches  System  auffassen  Iftsst,  und  dass  als  An&ngs- 
daten  nothwendig  und  hinreichend  sind  {e^xo^  •  •  •  ('ii)«o  ^^  Functionen  Tony. 

Ebenso,  wenn  nicht  nur  ein  Parameter  y  vorkommt,  sondern  be- 
liebig viele  ^1» . .  •  ^m*  Nur  bekäme  man  hier  nicht  eine  einfach  unend- 
liche Beihe  von  Gleichungen  und  Unbekannten,  sondern  eine  m-fach  unend- 
liche Menge. 

Endlich,  wenn  die  Gleichungen  nicht  nur  in  den  y,  sondern  auch 
in  X  von  höherer  Ordnung  als  der  ersten  sind,  muss  man  zwei  FftUe 
imterscheiden: 

1.  Die  h(5chste  Ableitung   nach  x  ist  immer  rein,  es  kommen  nur 

Ableitungen  -r—  vor  (y  die  höchste  Ordnimg  in  x). 

ex 

2.  Die  höchsten  Ableitungen  nach  x  sind  (alle  öder  zum  Theil)  noeh 

nach  irgend  welchen  y  differenzirt,  es  konunen  also  Ausdrücke:  - — - —  vor. 

CQ^  dy*^ 

Den  ersten  Fall  kann  man  bekanntlich  immer  auf  ein  System  wie 

das  eben  betrachtete  zurückführen.     So  z.  B.  die  Gleichung: 

du        J  de         d^-^si    de  d"^f-^e  \ 

dx'^  "  '  V '  ^'  ^'  dx'"  aa;^-i'  dx'^'  J^^dy^) 

auf  das  System; 
de      j  dJ        „        de^'-^^       f  j  .    ^.   de        d^e(^'h 

dx      '  dx  dx       /^v '^'  '  '  '  dy        ay  /• 

Als  Anüangsdaten  erfordert  sind:  (e)x^,  (0^»  •  •  •  (^"""^Oai»  *^  Functionen 
von  y. 

Im   zweiten  Falle  geht  dies   nicht.     Ich  nehme  z.  B.  die  Gleichung; 

d^e 


J  de  de    dh\ 

-fy^^^^'fVx'di'd?)' 


dxdy      '\  '^'   '  dx   dy   dy^ 

.  ,    de  d*e 

Nenne  ich  ^  ■—  ^i,  -«-j  —  jbIj*  •  •  •>  so  erhalte  ich  als  Aequivalent  folgendes 

unendliche  System: 

Jx  "  'dy'^^V'  ^'^'    '  ^^'  **'  ä7'  V  ^  ^'^^'  ^'  ^'  ^'  ^"  *^'^»^' 


de, 


8 


dx 


Dieses  ist  aber  unvollständig;  denn  es  kommt  überall  noch  die  Function  J 
vor,  für  welche  keine  eigene  Gleichung  vorhanden  ist  um  also  die 
Integrale  des  Systems  völlig  bestimmt  zu  erhalten,  muss  mir  zun&cli8t(jiOio^ 
Function  von  d?  bekannt  sein.  Ich  setze  diese  ein,  so  ist  das  System  voUsttodig 
und  ich  kann  für  die  gegebene  Anfangsfimction  (jB^)av>  — «b  +  **i(y^yo)  +  "* 
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die  Integrale  berechnen  und  untersuchen ,  ob  sie  einen  Sinn  haben.  Wenn 
nun:  (iBr')y^=  ß^  +  ß^x  +  •  •  •*  so  ist  offenbar:  (4r)y„—  «0+  ßi^  +  ^^-\ 

Demnach  kann  ich  sagen: 

um  das  Integral  der  Gleichung 

d^z        J  dB    de    d^0\ 

zu  bestimmen,  müssen  als  Anfangsdaten  gegeben  sein:  (0)^^  als  Function 
Yon  x;  (z)j^  als  Function  von  y.  Beide  müssen  im  ersten  Coefficienten 
übereinstimmen. 

Genau  so  ISsst  sich  eine  Gleichung  behandeln,  in  welcher  die  höchste 
1^  Ableitung  nach  x  noch  nach  y  differenzirt  vorkommt  und  zwar  im 
höchsten  Falle  |[A-mal.     Ich  rechne  dann  aus: 

8*+^*;?         /  dB     dz 


J  dz     dz        \ 


dx'^dy^      '  \  ''''    '  dx    dy 

und  bilde  mir,  gerade  wie  im  behandelten  einfachen  Fall,  das  unendliche 
System.     Dasselbe   wird  wieder  unvollständig  sein,   und  zwar  enthält  es 
, überschüssig  die  Abhängigen: 

a«"  '  dx'^dy  dx^'dyf'-^      ^^ 

Gerade  wie   oben   wird  geschlossen,  dass  zur  Bestimmung   der  Integrale 
erforderlich  sind  die  Daten: 

^'^"'  ^rX:  ■ '  •  ^)^ 

als  Functionen  von  x^ 

«-'  (SX'  •  •  •  (I^X 

als  Functionen  von  ^,  wobei  wieder  eine  gewisse  Anzahl  von  Coefßcienten 
übereinstimmen  muss. 

14«  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  unter  Umständen  das  so  er- 
haltene unendliche  System  in  lauter  Systeme  endlicher  Classe  zerfallen 
kami.    Dies  tritt  beispielsweise  bei  der  Gleichung: 

d^z  (  dz    dz\ 

d^y^^V'^'^'d^'d^J 

ein;  denn  von  den  Gleichungen: 

dz       j 


dz^ 

dx 


-/i(^;y;«^>^;^i.^2) 
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-  — -  • 


bildet,  nachdem  man  f&r  ^  die  gegebene  Function  eingesetzt  hat,  eine 
jede  Gleichung  schon  mit  den  vorhergehenden  immer  ein  yoUstSndiges 
System.  In  solchen  Fällen  reducirt  sich  die  Frage  nach  der  Integrirbar- 
keit  der  Gleichung  immer  auf  die  zweite  Frage  (s.  8.  165):  Ist  die  Beihe 

^0  +  %  (^"^^0)  +  •  •  •  convergent?  Denn  die  ^o>  ^o  •  •  •  ^^^^  ^^  Integrale 
endlicher  Systeme  immer  zu  bestimmen. 

2.  Methode  der  Untersuchung^  ob  partielle  BiflfSerentialgleiehungs- 
systeme  mit  lauter  positiven  Coefflcienten  in  Potenzreihen 

entwickelbare  Integrale  haben. 

15.  Wenn  nach  Ausrechnung  der  höchsten  Differentialquotienten  nach 
X  sich  auf  den  rechten  Seiten  Potenzreihen  in  den  vorkommenden  Variabeln 
(abhangigen  und  unabhängigen)  ergeben,  deren  Coefficienten  s&mmtiich 
positive  Zahlen  sind,  so  hat  auch  das  dem  partiellen  System  äquivalente 
unendliche  System  lauter  positive  Coefficienten  und  man  kann  die  oben 
angegebene  Methode  anwenden,  um  zu  zeigen,  wie  man  im  gegebenes 
Falle  zu  verfahren  hat,  unterscheide  ich  wieder,  ob  der  höchste  Differential* 
quotient  nach  x  nur  rein  vorkommt  oder  noch  nach  einem  y  differenzirt  ist 

Fall  1.  Das  System  ist  zu  ersetzen  durch  ein  System  von  einer 
grösseren  Anzahl  Gleichungen,  in  welchem  nur  erste  Differentialquotienten 
nach  X  vorkonamen.  Der  Einfachheit  halber  werde  im  Folgenden  eine 
einzelne  Gleichung  betrachtet,  die  in  x  von  der  ersten  Ordnung  ist: 


dß       ^(  dz         a"A 


dy         dy^ 
Zunächst  entwickele  ich  f  um  die  Anfangawerthe 

,.      de'   (dt\ 

in  eine  Taylor'sche  Beihe.  Der  Einfachheit  halber  schreibe  ich  danb  wieder 
für  X  —  XqIX,  y  —yo'  y^  ^  —  Wxo  ••  ^, . . .  ich  nehme  an,  die  Gleichung 
habe  ein  Integral  ^  so  berechne  ich  aus  dem  im  Pankte  ^  —  0  Sqai* 
valenten  unendlichen  System  die  Functionen  ^o)  ^19  *  -  •  ^^  ^^  J^ 

y^ 

e^^gQ+iSiy  +  z^'^'] 

da 

^  -  ^1  +  ^2^  +  •  •  • 


Setze  ich  diese  Reihen  in  f  ein,  so  kommt  nunmehr  rechts  y  nur  noch 
explicite  vor,  denn  e^yZ^^..,  h&ngen  nur  von  x  ab.  Ordne  ich  nun  nach 
Potenzen  von  y: 
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f  («•»  y. «. 


•  •  • 


ff/"* 

INI 

80  stellen  die  Coefficienten  /q,  ^i, .  • .  die  rechten  Seiten  des  unendlichen 
Systems  dar;  denn  offenbar  ist  allgemein: 

Ich  fQhre   nun  die  Beschränkung  ein,   dass  die  Coefficienten  von  f  (und 
somit  auch  von  allen  /„,)  positiv  sind,  so  wende  ich  die  Methode  an: 
Ich  setze       für  g^.  c^^x  +  c^^2^  .  . .  .  ^ 

dh-  für«  Ji  +  t,y  +  Ji|j+ f- 


jfn 


SO  hekomme  ich  fttr  f  eine  Potenzreihe  in  x  und  ^: 

9>(a^,  y)  —  yo(^)  +  9i(^)  •  y  H h  9>m(«)  •—;  +  ••• 

und  es  muss  nun ,  wenn  9>m(a?)  ■=  -^o^*^  +  -4/'")a:  +  •  •  •  +  AJ^'^^x'  +  . . . 
sem:  il^^W  ^  C^i^  4/'»)  <  2Cm2,  •  •  •  -4^("»)^  v  .  O«,,  •  •  •  femer  allgemein 
V  •  C«,  <  ^('»>.  i^;  ^(»»)  für  jedes  w  eine  bestimmte  endliche  Zahl,  B  für 
alle  m  dasselbe. 

Fall  2.  Auch  hier  werde  die  Methode  an  einem  einfiichen  Beispiel  gezeigt: 

dxdyf"  "  '^  V '  ^'  ^'  "dx  dxdy"  ''  dxd^^'  ä^'  *  "  'dy^r 
ausser  (£;)jr  =  o  &ls  Function  von  y  müssen  auch  j^q,  j?^,  . . .  je;^-.i  (Functionen 
Yon  o;)  gegeben  sein.    Ich  deiike  mir  wieder  anstatt  g:z  —  (z)x    o  &ls  die 
gesuchte  Fanclion  und  schreibe  hierfür  Zj  so  sind  ^o>^i>**-  ß^ipmtlich 
im  Punkte  o;  —  0  Null.     Setze  ich  nun: 

yo  — i  yn  y'*+^  ' 

^- ^0+  ^ly  +  •  •  •  +  ^'*"^-  "(^T^)?  +  ^'*  •  ^  +  ^z'+i-  "(^^^jIDT  +  "  * 

'-$0r  ••■•■■■■■■■ 
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Dies  in  f  eingesetzt,  ergiebt  eine  Potenzreihe  in  ^('07^01^1***- 
hängen  nur  von  x  ab): 

/o  (^>  ^0>  ^Ot  •  •  •  f«— 1>  «^1  .  .  •  ^r)  +  3^  •  /i  {Pi  ^0)  ^0;  •  •  •  ^i— 1>  ^1>  •  •  •^i'+l)+-" 
•  •  •  H ,'  fmip'i  ^0)  ^0)  •  •  •  ^h  —  U   ^1)  •  •  •  ^r+m)  H 

Das  iinendlicbe  System  lautet: 

(ist  vollständig,  da  »^^  g^, . , .  e^^i  bekannt  sind).  Von  hier  an  ist  der 
Weg  der  Untersuchung  derselbe,  wie  im  Falle  1. 

16.  Haben    wir  nun   die   S«  165   gestellte  Frage  1.  entschieden,  so 

müssen  wir  noch  2.  untersuchen,  ob  nämlich  ^o~t*^i'^'^%öT~'~*'*^^ 

und  y  einen  Sinn  hat.  Aber  diese  Frage  ist,  im  Falle  alle  Coefficienteu 
positiv  sind,  ohne  Weiteres  erledigt.  Hat  nämlich  obige  Beihe  in  dem  Be- 
reiche 1 2/ 1 S  ^  einen  Sinn,  so  muss  sich  die  Function  auch  um  PqKq  (^o^  ^) 

entwickeln  lassen:   i©  +  ii  0^  —  Po)  +  h       2t       "^ ^^  ioi  in  h'' 

wieder  Potenzreihen  in  x  mit  lauter  positiven  CoefQcienten  sind,  die  Inte- 
grale eines  unendlichen  Systems,  welches  mit  der  partiellen  Differential- 
gleichung im  Punkte  ^  —  2^0  zusammenfällt  und  wiederum  lauter  positive 
Goefücienten  hat. 

Dieses  System  muss  sich  also  ebenfalls  mit  Hilfe  von  Potenzreihen 
integriren  lassen.  Aber  umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  hat  auch  die 
Entwickelung  um  y  —  0  einen  Sinn. 

Ich  betrachte  nämlich  p^  als  unbestimmten  Parameter,  so  sind  die 
Coeffidenten  des  unendlichen  Systems  für  y  ^Pq  Potenzreihen  in  y^  und 
zwar  mit  lauter  positiven  Gliedern.  Offenbar  erhalte  ich  nun  beim  Integriren: 

ao-/ö(yo)  +  *-^i  (%)  +  **•  %^+v 

foi  ^11  •  •  •  ^^^  wiederum  Potenzreihen  in  yQ  mit  lauter  positiven  Oliedem. 
Hat  diese  Beihe  }q  für  einen  bestimmten  positiven  Werth  y^  einen  Sinn, 
so  hat  sie  es  gewiss  auch  für  jedes  kleinere  y^.  Beachtet  man  nun,  dass 
io  ^  (^)yof  B^  ^olgt,  dass  die  Beihe  mit  zwei  Variabeln,  x  und  yi 

ffffo  +  f^i-y-^ 

mit  lauter  positiven  CoefQcienten  für  alle  positiven  Werthe  y  <yQ  einen  Sinn 
hat,  d.  h.  die  Beihe  hat  einen  von  Null  verschiedenen  Convergenzbereich. 
Anmerkung.  Hieraus  erhellt,  dass  Gleichimgen,  wie  die  S.  167  an- 
geführte, stets  Integrale  haben«  Denn  das  entsprechende  unendliche  System 
zerfällt  für  jedes  y  in  eine  Beihe  endlicher  Systeme,  also  giebt  es  für 
jedes  y  Potenzreihen  als  Integrale.  Damit  ist  auch  die  zweite  Frage 
bejahend-  beantwortet. 
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17.  Ich  werde  nnn  also  nicht  die  unendlichen  Systeme  im  Punkte  ^ "-  0^ 
sondern  in  y  ^Pq^  tfo^  ^  untersuchen,  so  bekomme  ich  sofort  die  hin- 
reichenden und  nothwendigen  Bedingungen  fdr  die  Existenz  einer  Potenz- 
reihe g  (xy  y).  Der  Einfachheit  halber  schreibe  ich  wieder  für  y  —  y^  :  y. 
£8  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dass,  sobald  eine  Potenz  y^  in  einem  Coefß- 
cienten  vorkommt,  auch  alle  niedrigeren  sich  finden  müssen.  Man  erkennt 
dies,  indem  man  y"  um  den  positiven  Werth  y  "^y^  entwickelt.  Da  wir 
es  hier  fortwährend  nur  mit  positiven  GrOssen  zu  thun  haben,  kann  sich 
nichts  fortheben. 

18.  Als  Anwendnng  dieser  Methode  werde  ich  nun  die  Bedingungen 
nntersucfaen,  unter  denen  die  Gleichung 


dg       J  dz    d^e\ 


dy    dy' 

ein  Integral  hat.  Um  aber  die  Art  und  Weise,  wie  man  die  Methode 
ZQ  benutzen  hat,  klar  zu  machen,  nehme  ich  zunächst  den  einÜEU^heren  Fall 

-£  -  /*(«!  y)  +  /'o{^f  y)  'ff  +  fi  {^7  y)Yy' 

(Hier  existirt  bekanntlich  immer  ein  Integral;  vergl.  Frau  S.  v.  Ko walewsky, 
ZOT  Theorie  der  partiellen  Dififerentialgleichungen.  Grelles  Journal  Bd.  80, 
1875,  p.  Iff.,  besonders  auch  p.  22  ff.). 


(Sohlass  folgt.) 


XII. 
Erweiterung  der  „Ouldin'schen  BegeP*. 

Von 

P.  B.  Richter 

in  Qaedlinborg. 


Den  Banminhalt  eines  Rotationskörpers  erhftlt  man  nach  der  0  n  1  d  i  n  'sdien 
Regel,  wenn  man  den  Inhalt  der  erzengenden  Flftche  mit  der  Kreislinie 
mnlüplicirt,  welche  der  Schwerpunkt,  bei  einmaliger  Umdrehung  der  FlSche 
um  eine  Achse,  in  ihrer  Ebene  beschreibt 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  sich  zu  jedem  dieser  Rotationskörper  un- 
zählig viele  andere  angeben  lassen,  welche  durch  Bewegungen  derselben 
Fläche  um  dieselbe  Achse  durch  weniger  einfache,  nämlich  durch  schranben* 
förmige  Bewegungen  entstehen  und  doch  denselben  Rauminhalt  wie  jener 
einfache  Körper  haben. 

A)  Denken  wir  uns  den  Raum  des  letzteren  Körpers  nach  und  naeh 
durch  Rotation  der  erzeugenden  Fläche  um  denselben  unendlich  kleinen 
Winkel  öa  erzeugt,  so  werden  alle  diese  Raumelemente  gleich  sein,  also 
wenn  n.da»360^   ist   und  V  das  Volumen    des  Ringes,    so   wird  jedes 

Element  = —F  sein.    Denken   wir  uns  jetzt   die  Flächentheile  auf  irgend 

eine  Art  so  verschoben,  dass  der  Schwerpunkt  der  Fläche  derselbe  bleibt 
und  Flächentheile  nicht  über  einander  gerathen,  und  lassen  wir  sie  dann 
wieder  um  360^  rotiren,  so  wird  dieser  Rotationskörper  genau  so  gross 
sein,  wie  der  vorige,  auch  hier  wird  also  ein  jeder  einem  6a  entsprechender 

Körper  genau  =  -F  sein.    Wir  erhalten  drittens  einen  dem  ersten  Körper 

gleich  grossen,  wenn  wir  von  der  Fläche  in  ihrer  ursprünglichen  Lage 
zunächst  ein  Raumelement  erzeugen  lassen,  dann  ihre  Flächentheile  ein 
wenig  verschieben,  ohne  dabei  den  Schwerpunkt  zu  ändern,  hiemach 
wieder  ein  Raumelement  erzeugen  lassen  und  so  fortfahren  bis  sum  lotsten 
öa.  Je  kleiner  wir  nun  das  letztere  nehmen,  um  so  weniger  wird  sieh 
dann  dieser  Raum  von  einem  vierten  unterscheiden,  bei  welchem  Rotation 
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and  Verschiebnog  gleiehzeitig  erfolgen.  Unter  Rotation  wollen  wir  hier 
immer  eine  solche  der  Achse  verstehen,  unter  Drehang  aber  die  der  er- 
lengenden  Fl&che  oder  Flachenelemente  in  ihrer  Ebene. 

Im  einfachsten  Falle  darf  sich  also  die  erzeugende  Flttche  nm  ihren 
Schwerpunkt  drehen  und  so  Binge  mit  schraubenfSrmigem  Gewinde  er- 
zeugen, oder  es  dürfen  sich  die  Theile  einer  zusammengesetzten  FlSche  um 
ihre  Schwerpunkte  und  ausserdem  um  den  gemeinsamen  Schwerpunkt 
drehen,  sich  pendelnd  ihm  nfthern  oder  sich  von  ihm  entfernen,  zwei 
gleiche  Theile  sich  in  krummliniger  Bahn  mit  ihren  Schwerpunkten  auf  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  einer  beliebigen  Mittelpunktscurve  (und  dem 
gemeinsamen  Schwerpunkt  als  Mittelpunkt)  bewegen  u«  s.  w.  —  Auch  jede 
Grappe  von  isolirten  TheilflSchen  darf  daneben  dieselben  oder  andere  will- 
ktlrlicbe  Verschiebungen  (in  ihrer  rotirenden  Ebene)  in  Be^ug  auf  ihren 
Theilschwerpunkt  vornehmen,  ohne  dass  der  Bauminhalt  des  erzeugten 
Körpers  aufhört  dem  einfachen  Rotationskörper  gleich  zu  sein,  üebrigens 
dürfen  z.  B.  zwei  die  erzeugende  FlSche  bildende  gleiche  FIttchen  sich  nicht 
etwa  beliebig  weit  in  jeder  Bichtung  von  ihrem  Schwerpunkte  entfernen, 
beide  mflssen  vielmehr  bei  ihrer  Bewegung,  z.  B.  bei  einer  Drehung,  stets 
anf  derselben  Seite  der  Achse  bleiben. 

B)  Der  Schwerpunkt  war  bisher  in  seiner  Lage  in  der  Ebene  unver- 
Snderlieh,  aber  auch  er  darf  Bewegungen  mit  beliebig  verSnderlicher  Be- 
schleunigung vornehmen,  ohne  dass  der  erzeugte  Baum  aufhört,  dem  des 
einfachen  Botationskörpers  gleich  zu  sein.  Der  Beweis  ist  ganz  so  wie 
Torhin. 

LKsst  man  z.  B.  ein  unendlich  schmales  Bechteck ,  dessen  eine  endliche 

Seite  der  Achse  parallel  ist,  durch  Botation  um  360^  ein  Baumelement  nach 

1 
dem  anderen  erzeugen,  so  dass  ein  jedes  der  Elemente  durch-  der  vollen 

Botation  erzeugt  wird,  so  wird  man  zunSchst  einen  gleich  grossen  Körper 
erhalten,  wenn  das  erste  Baamelement,  wie  soeben  erzeugt  wird,  das 
folgende  aber,  nachdem  zuvor  das  Rechteck  ein  wenig  der  Achse  parallel 
verschoben  wurde  (es  bleibt  dabei  dem  vorigen  zweiten  durchaus  con- 
gnient)  und  so  bis  zum  n^*^  Elemente  fortfährt.  Man  erhält  so  schliesslich 
einen  Körper,  der  genau  so  gross  ist,  wie  der  erste  und  sich  von  einem, 
bei  welchem  die  unendlich  kleinen  Botationen  und  Verschiebungen  gleich- 
zeitig erfolgen,  um  beliebig  wenig  unterscheidet.  Da  sich  jede  Fläche  in 
solche  Rechtecke  zerlegen  lässt,  so  gilt  das  Oesagte  allgemein. 

BerOhrt  z.  B.  ein  Bechteck  (oder  ein  Dreieck)  bei  seiner  Rotation  mit 
einer  seiner  Seiten  beständig  einen  Kreiscjlinder,  so  giebt  der  Inhalt  der 
von  ihm  erzeugten  Spirale  vermehrt  um  den  des  zogehörigen  Cjlinders 
den  Inhalt  einer  Schraube,  vorausgesetzt,  dass  bei  constanter  Botations- 
geschwindigkeit  nach  jeder  vollen  Umdrehung  sich  das  Bechteck  parallel 
der  Aehse  um  sich  selbst  mit  constanter  Geschwindigkeit  verschoben  hat. 
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Ebenso  macht  sich  der  Beweis,  wenn  za  dieser  Verschiebung  des 
Schwerpunktes  die  in  Ä  erwähnten  Verschiebungen  der  FUchenelemeBte 
gegen  einander  hinzutreten.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  sich  auf  der 
rotirenden  Ebene  eine  Fläche  irgendwie  bewegt  und  zugleich  mit  ihr  ab 
zweite  ihre  Spiegelbildflftche,  vorausgesetzt,  dass  der  Spiegel  parallel,  der 
Achse  senkrecht  auf  der  rotirenden  Ebene  steht  und  der  Flftche  bei  ihrer 
Bewegung  höchstens  bis  zur  Berührung  nahe  kommt  Da  der  Schwerpunkt 
dieses  Flächenpaares  eine  unveränderliche  Entfernung  von  der  Achse  hat, 
so  ist  die  Summe  der  von  beiden  Flächen  erzeugten  Körper  einem  leicht 
angebbaren  Botationskörper  gleich,  aber  freilich  wird  auch  nur  die  Summe 
gefunden. 

Die  Verschiebungen  nach  B  allein  liefern  uns  im  einfachsten  Falle 
eine  die  Achse  umgebende  Spirale,  oder  wellige  Binge,  bei  denen  die 
Wellenlinie  eines  einzelnen  erzeugenden  Punktes  auf  einer  CjlinderflScbe 
liegt.  Auch  nach  Ä  konnten  wir  solche  Körper  erhalten,  wenn  sich 
Fläohentheile  gegen  einander  parallel  der  Achse  verschieben.  So  erhielten 
wir  aber  immer  zugleich  zwei  oder  mehrere,  und  als  Inhalt  wurde  des- 
halb immer  nur  ihr  Gesammtinhalt  gefunden,  so  dass  also  durch  B  bereits 
eine  wesentliche  Erweiterung  gegen  Ä  erreicht  ist. 

C)  Jetzt  wollen  wir  solche  Körper  berechnen,  welche  dadurch  ent- 
stehen, dass  sich  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Flächen  in  beliebiger 
Richtung  in  der  rotirenden  Ebene  bewegt.  Dazu  behandeln  wir  zunächst 
die  folgende  Aufgabe. 

Eine  Ebene  rotire  um  eine  Achse,  ohne  zu  gleiten.  Auf  einer  ihrer 
beiden  Seiten  bewege  sich  gleichzeitig  eine  beliebige  Fläche  so,  dass  ihr 
Schwerpunkt  9|  auf  einer  zur  Achse  senkrechten  Geraden  hin-  und  her- 
pendelt. Der  erzeugte  Baum  soll  auf  einen  Botationskörper  zurttckgefthrt 
werden. 

Da  offenbar  derselbe  Körper  entsteht,  wenn  Botations-  und  Pendel* 
geschwindigkeit  beide  um  das  n- fache  wachsen,  so  können  und  wollen 
wir,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  hier  und  auch  in  Zukunft  an- 
nehmen, die  Botation  erfolge  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit   Das  ganze  Veränderliche  föllt  dann  auf  die  Pendelschwingung. 

Zwar  ist  bei  Bewegungen  der  erzeugenden  Fläche  parallel  der  Achse 
der  Bauminhalt  des  so  entstandenen  Körpers  dem  einfachen  Botationskörper 
gleich.  Wollten  wir  aber  hier  die  Fläche  sich  das  eine  Mal  nur  nach  der 
Achse  hin  bewegen  lassen,  das  andere  Mal  sich  von  ihr  entfernen  lassen, 
so  würde  der  erste  Baum  offenbar  kleiner  als  der  zweite  und  keiner  im 
Allgemeinen  einem  leicht  angebbaren  Botationskörper  gleich  sein.  Dagegen 
kann  man  bei  Pendelschwingungen  der  erzeugenden  Fläche  in  unzShlig 
vielen  Fällen  den  raumgleichen  Botationskörper  angeben. 

Wir  lassen  nicht  nur  die  gegebene  Fläche  mit  dem  Schwerpunkte  s^ 
sondern    zugleich    noch    eine   congruente    oder   gleiche    mit   dem   Schwer- 
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punkte  s^  pendelnde  einander  jederzeit  entgegengesetzt  gleiche  Bewegungen 
machen.  Daraus  folgt  dann,  dass  sich  erstens  die  Schwerpunkte  beider  in 
derselben  zur  Achse  senkrechten  Geraden  bewegen,  zweitens  aber,  dass  der 
Schwerpunkt  s  des  FlSchenpaares  seine  Lage  in  der  Ebene  nicht  ändert 
Also  iSsst  sich  der  Flächeninhalt  djss  von  dem  FlSchenpaare  erzeugton  Kör- 
pers nach  Ä  auf  einen  Rotationskörper  zurttckfdbren ,  der  durch  eine  Fläche 
gleich  der  des  Flächenpaares  mit  dem  Schwerpunkte  8  erzengt  wird* 

Wenn  wir  also  die  Bewegung  so  einrichten,  dass  ausserdem  beide 
Flächen  gleiche  Räume  erzeugen,  so  ist  der  Rauminhalt  des  gesuchten  die 
Hälfte  des  eben  besprochenen  Rotationskörpers.  Während  aber  bei  den  Be- 
wegungen ji  das  Decken  einzelner  Flächentheile  zu  vermeiden  war,  weil 
man  eigentlich  nicht  Räume,  sondern  Massen  mit  zum  Theil  mehrfacher 
Dichte  erhielt,  und  doch  einander  durchdringende  Räume  in  Aufgaben  sonst 
immer  als  einfache  gerechnet  werden  sollen,  so  stört  hier  das  Decken  der 
beiden  Flächen  durchaus  nicht,  denn  das  doppelte  Anrechnen  doppelt  durch- 
strichener  Räume  ist  hier  gerade  das  Erwttnschte. 

Sollen  nun  die  beiden  Flächen  bei  ihren  Schwingungen  nach  und  von 
8  gleiche  Räume  erzeugen ,  so  darf  s^  nicht  beständig  zwischen  s  und  der 
Achse,  ^2  aber  auf  der  anderen  Seite  von  s  hin-  und  herpendeln,  sonst 
wQrde  s^  einen  kleinen  und  s^  einen  grossen  Körper  erzeugen. 

Macht  jetzt  die  eine  Fläche  zwischen  s  und  der  Achse  eine  Elementar- 
bewegung, so  wird  die  andere  zur  Wahrung  des  Schwerpunktes  8  eine  ent- 
gegengesetzt gleiche  auf  der  anderen  Seite  von  s  machen,  also  rotirend 
einen  grösseren  Raum  erzeugen  als  die  erstere.  Sollen  nun  beide  Körper 
schliesslich  doch  gleiche  Gesammträume  schafifen,  so  muss  später  die  zweite 
Fläche  mit  8^  in  derselben  Entfernung  von  der  Achse  dieselbe  Bewegung 
machen,  die  vorhin  die  erste  mit  s^  machte,  und  dann  wird  ganz  von 
selbst  die  erste  gleichzeitig  einen  Raum  erzeugen  wie  vorhin  die  zweite. 

Dies  zeigt,  wie  sich  die  einzelne  Fläche  bewegen  darf,  wenn  wir  im 
Stande  sein  sollen,  den  von  ihr  erzeugten  Körper  auf  einen  Rotations- 
körper zurückzuführen.  Denken  wir  uns  durch  den  Schwerpunkt  s  des 
früheren  Flächenpaares,  den  jetzigen  Schwingungsmittelpunkt,  eine  Paral- 
lele zur  Achse  gezogen ^  so  muss  s^  in  Punkten,  welche  zur  Parallelen 
symmetrisch  liegen,  entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  haben.  Sollte 
8^  denselben  Punkt  auf  der  einen  Seite  der  Parallelen  wiederholt  trefifen, 
so  muss  das  auch  beim  symmetrisch  gelegenen  der  Fall  sein.  Es  muss  dann 
die  Summe  der  Geschwindigkeiten  in  dem  einen  der  Summe  der  Ge- 
schwindigkeiten in  dem  anderen  Pa niete  entgegengesetzt  gleich  sein  (^so 
dass  also  im  letzteren  Falle  die  Willkür  eine  grössere  ist). 

Erfolgt  die  Schwingung  nicht  senkrecht  zur  Achse,  sondern  in  einer 
unter  einem  anderen  Winkel  geneigten  Geraden,  so  wird  doch  die  Projec- 
tion  der  Bewegung  in  der  Ebene  auf  eine  in  dieser  durch  den  Schwingungs- 
nittelpunkt  senkrecht  zur  Achse  gelegten  Geraden,  wieder  eine  Bewegung 
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der  erwünschten  Art  ergeben.  Zerlegen  wir  also  die  ursprüngliche  Be- 
wegung in  eine  zur  Achse  parallele  und  eine  zu  derselben  senkrechte,  so 
darf  man  die  erstere  nach  B  vernachlftssigen,  die  letztere  aber  führt  genau 
zu  demselben  Botationskörper  wie  die  erstere.  Neues  hat  also  dieser  Fall 
eigentlich  nioht  hinzugebracht;  er  erinnert  nur  daran |  dass  man  aus  zwei 
Bewegungen  parallel  und  senkrecht  zur  Achse  unendlich  viele  andere  er- 
halten kann,  z.  B.  Bewegungen  in  Kreisen,  Ellipsen  und  unzähligen  an- 
deren Curven,  zu  denen  derselbe  einfache  Rotationskörper  gehört. 

Rotirt  also  eine  Ebene  um  eine  Achse  mit  constanter  Geschwindigkeit 
um  n^  <  360^  und  macht  gleichzeitig  in  ihr  eine  Fläche  F  mit  dem 
Schwerpunkte  «^  eine  ganze  Anzahl  krummliniger  oder  geradÜDiger 
(Doppel-)  Schwingungen  um  einen  Schwingungsmittelpunkt  «,  der  von  der 
Achse  die  Entfernung  a  hat,  sind  ferner  in  Punkten  einer  zur  Achse 
parallelen  Geraden  für  den  Schwerpunkt  ^^  die  Summen  der  Geschwindig- 
keiten senkrecht  zur  Achse  genommen  gleich  denen  auf  einer  anderen 
Geraden,  welche  zu  jener  in  Bezug  auf  5  symmetrisch  liegt,  und  gilt  das  für  alle 

solche  Paare  von  Geraden,  so  ist  der  Rauminhalt  dieses  Körpers  =  — ^ '..  *   - 

Ist  n^^360°,  so  gilt  das  Entsprechende  nur  dann,  wenn  das  VerhSltniss 
der  Rotations-  und  der  Pendelgeschwindigkeit  jederzeit  ausserdem  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  erzeugten  Räume  einander  nicht  durchdringen.  Beides 
gilt  ferner,  solange  das  Yerhältniss  der  Rotationsgeschwindigkeit  und  der 
Pendelgeschwindigkeit,  letztere  senkrecht  zur  Achse  genommen,  dasselbe  bleibt 
Zu  den  einfachsten  Körpern  dieser  Art  würde  z.  B.  derjenige  gehören, 
bei  welchem  F  ein  Kreis  mit  dem  Schwerpunkte  s^  ist^  der  sich  um  einen 
beliebigen  Punkt  8  in  der  rotirenden  Ebene  mit  constanter  Geschwindigkeit 
dreht.  (Ist  dann  a  der  Abstand  des  Punktes  s  von  der  Achse  und  r  der 
Radius  des  Kreises,  00  wird  die  obige  Formel  solange  gelten,  als  die 
Strecke  88^  vermehrt  um  r  kleiner  als  a  ist.)  Ein  anderer  einfacher  Fall 
wäre  der,  wo  sich  der  Schwerpunkt  s^  dem  Schwingungsmittelpunkte  s  in* 
nächst  wiederholt  in  derselben  Geraden  nähert,  dann  erst  ihn  erreicht,  nm 
auf  der  anderen  Seite  die  Schwingungen  symmetrisch  nachzuholen.  Als  letztes 
Beispiel  diene  Folgendes:  Eine  Ebene  rotirt  mit  constanter  Geschwindigkeit 
um  eine  Achse,  in  ihr  bewegt  sich  eine  Fläche  und  zwar  mit  ihrem 
Schwerpunkte  auf  einer  beliebig  gekrümmten  Linie  bis  zu  einem  Punkte  j), 
darnach  auf  dem  Spiegelbilde  seiner  bisherigen  Bahn,  wenn  man  den 
Spiegel  senkrecht  zur  Ebene  und  parallel  zur  Achse  in  p  aufstellt,  hierauf 
bewege  er  sich  im  Spiegelbilde  dieser  beiden  Linien,  welches  man  erhält, 
wenn  man  den  Spiegel  in  den  Anfangs-  und  den  bisherigen  Endpunkt  der 
Bewegung  senkrecht  zur   Achse   und   der  rotirenden  Ebene  aufstellt     Ist 

dann  a  die  Entfernung   des   Punktes  p  von    der  Ebene,    so  ist  bei  einer 

2ünnF 
Rotation  um  n^  der  erzeugte  Raum  V »     ^^^    •    Aehnliches   gilt ,   wenn 

der  Spiegel  im  ersten  Falle  nicht  parallel  zur  Achse  aufgestellt  wird. 


Erweiterung  der  „Guldin'schen  Regel".   *Von  P.  B.  Ricotbb.       177 


■  .^N   -    .^   ' 


C,)  Erfolgt  die  Rotation  um  die  Achse  nicht  in  Form  von  .Pendel- 
schwingungen, 80  kann  man  den  entsprechenden  (einfachen)  Rotations- 
körper auch  dann  noch  bestimmen,  wenn  s^  sich  der  Achse  mit  constanter 
Geschwindigkeit  nähert  oder  von  ihr  entfernt,  die  Rotation  nm  die  Achse 
aber  wie  bisher  gleichfalls  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  erfolgt. 
Der  Schwerpunkt  der  Fläche,  welche  diesen  (einfachen)  Rotationskörper 
erzengt,  ist  dann  offenbar  die  Mitte  der  zurückgelegten  Strecke,  wie  man 
durch  Hinzufagen  einer  congruenten  HilfsflSche  sofort  einsieht  Dasselbe 
gilt,  so  lange  das  YerhftHniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  dasselbe  bleibt. 

Das  Resultat  ist  also  Folgendes: 

la)  Hat  man  einen  Körper  allein  durch  Rotationen  einer  unveränder- 
lichen ebenen  Fläche  um  eine  Achse  in  ihrer  Ebene  erzeugt,  so  erhält  man 
bei  Rotationen  um  360®  einen  ebenso  grossen  Körper,  wenn  dabei: 

A)  die  erzeugenden  Flächentheile  sich  während  der  Rotation  ohne  sich 
zu  decken  beliebig  so  verschieben,  dass  der  Schwerpunkt  derselbe  bleibt; 

B)  der  Schwerpunkt  der  Fläche  sich  parallel  der  Achse  mit  beliebig  ver- 
änderlicher Beschleunigung  bewegt; 

C|)  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche  sich  bei  constanter  Winkel- 
geschwindigkeit in  ganzen  (Doppel-) Schwingungen  mit  beliebig  ver- 
änderlicher Beschleunigung  so  um  die  Lage,  die  er  bei  Erzeugung 
des  entsprechenden  einfachen  Rotationskörpers  hat,  bewegt,  dass  die 
Summe  der  Geschwindigkeitscomponenten,  senkrecht  zur  Achse  ge* 
nommen,  immer  für  zwei  zu  jener  typischen  Lage  symmetrische 
Punkte  entgegengesetzt  gleich  ist; 

Cj)  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche  senkrecht  zur  Achse  einen 
gleich  grossen  Weg  von  seiner  Lage  im  einfachen  Körper  nach  beiden 
Seiten   zurücklegt   und    zwar   bei   constantem  Yerhältniss   seiner  Ge- 
schwindigkeit zur  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Achse; 
D)  die  Bewegungen  Ä^  B^  C|,  oder  A^  B^  C^  gleichzeitig  eintreten. 

Ib)  Macht  die  erzeugende  Fläche  F\m  Abstände  a  ihres  Schwerpunktes 
Ton   der  Achse   die   obigen  Bewegungen    schon   nach    einer   Rotation    um 

n°  <  360®,  so  ist  der  erzeugte  Raum — ^^tj — • 

Für  n  >  360®  gilt  dasselbe,  so  lange  die  erzeugende  Fläche  oder  einer 
ihrer  Theile  dieselbe  Lage  im  Räume  nicht  mehr  als  einmal  einnehmen. 

Quedlinburg,  den  16.  August  1891. 
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XIII. 

Ueber  eine  neue  Methode  zur  Entwicklung  der  Theorie 
der  Sigmafunctionen  mehrerer  Argumente« 

Von 

Eugen  Jahnke 

in  Berlin. 


Allgemeine  üntersnchnngen  über  Thetafunctionen  mehrerer  Argumente 
haben  die  Herren  Weierstrass  (in  seinen  Vorleenngen)  und  F.  Gasparj* 
zu  Relationen  zwischen  diesen  Functionen  und  den  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  gefdhrt.  Insbesondere  kann  man,  wie  Herr  Caspary 
gefunden  hat,**  aus  den  Thetafunctionen  einer  beliebigen  Anzahl  Yon  Argu- 
menten Ausdrücke  bilden,  die  den  neun  Coefficienten  aMw  (*ti,  n=  1,  2,  3) 
einer  orthogonalen  Substitution  mit  der  Determinante  +  1  und  den  sechs 
Dififerentialgrössen 

jPA  =  —  (atkdan  +  (hkdan  +  a^da^i) 

Vh  =  üki  daii      +  akidan  +  €tkzdan , 

wo  h^  X;,  l  die  Zahlen  1,  2,  3;  2,  3,  1 ;  3,  1,  2  bezeichnen,  genau  gleich 
sind ;  dabei  bleiben  die  Argumente ,  welche  in  die  Theta  -Ausdrücke  eingehen, 
vollkommen  beliebig.  In  dem  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Argumente  gleich  1 
oder  2  ist,  nehmen  diese  Beziehungen  eine  ausserordentlich  einfache  Gestalt  an. 
Der  Weg,  auf  dem  Herr  Caspary  das  in  Bede  stehende  Theorem  für  die 


*  Orelle*8  J.  B.  94;  Comptea  Bendus  1887;  Mathematische  Annaleo  B.  2& 

**  Sar  une  maniäre  d^ezprimer,  au  moyen  des  fonctions  th^ta  d*un  seul  argu- 
ment,  les  coefficients  de  trois  systömes  orthogonauz  dont  ud  est  compos^  des 
denz  autres.    C.  B.  1888. 

Sur  une  nouvelle  mätbode  d^ezposition  de  la  throne  des  fonctions  th^ta,  et 
8ur  un  thäoräme  ^l^mentaire  relatif  auz  fonctions  hyperelliptiques  de  premi^re 
esp^ce.    C.  B.  1890. 

Sur  une  m^thode  äämentaire  pour  ätablir  les  ^quations  diffärentielles  doot 
les  fonctions  th^ta  forment  les  intägprales.   C.  B.  1891. 
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Thetafunctdonen  einer  Variablen  herleitet  »"^  ist  karz  der  folgende.  Es  lassen 
sich  die  15  Grössen  amn«  Paj  t;^,  die  Herr  Caspar j  Elemente  eines 
Orthogonalsjstems  nennt,  mit  Hilfe  von  vier  beliebigen  Grössen  identisch 
ausdrücken.  Wählt  man  nun  fUr  diese  vier  Grössen  ans  den  Thetafunctionen 
passend  zusammengesetzte  Ausdrücke,  so  gewinnt  man  vermittelst  der 
Formeln  für  die  Transformation  zweiten  Grades  das  Theorem,  welches  die 
Elemente  eines  Orthogonalsystems  mit  den  Thetafunctionen  einer  Variablen 
verknüpft.  In  bekannter  Weise  ergiebt  sich  hieraus  das  entsprechende 
Theorem  ftlr  die  Sigmafunctionen.  Da  sich  nun  die  Formeln  für  die  Trans- 
formation zweiten  Grades  auf  ganz  elementarem  Wege  ergeben,**  so  Ittsst 
sich  auf  die  genannten  Theoreme  eine  elementare  Theorie  der  Theta-  und 
Sigmafunctionen  eines  Argumentes  und  folglich  auch  der  elliptischen  Func- 
tionen aufbauen,  welche  nur  die  Definition  der  vier  Jacobi'schen  Theta- 
functionen and  die  Eenntniss  einer  Reihe  einfacher  Identitäten  zwischen  den 
Elementen  amn«  Pa>  Vh  znr  Grundlage  hat.***  Vermittelst  der  Caspary- 
schen  Relationen  lassen  sich  auf  diesem  Wege  die  elliptischen  Transscendenten 
mit  derselben  Leichtigkeit  behandeln,  wie  die  Ereisfunctionen. 

Will  man,  von  dem  Ca spary 'sehen  Theorem  ausgehend,  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  wie  sie  von  Herrn  Weierstrass  gegeben 
worden  ist,  entwickeln,  so  führt  der  eben  gekennzeichnete  Weg  über  die 
Thetafunctionen.  Indessen  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden  Relationen 
aach  herleiten,  wenn  statt  dessen  die  Definition  der  Sigmafunctionen  als 
bekannt  vorausgesetzt  wird,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Wie  oben  erwähnt,  kann  man  die  fünfzehn  Elemente  eines  Orthogonal- 
systems, wo  die  Determinante  der  neun  Grössen  amn  gleich  +  l  ist,  iden- 
tisch vermittelst  vier  Grössen  ai^  a^i  »3,  a^,  wie  folgt,***  darstellen: 

^(«13  + *»23)=-"  2«  a^a^; 

J  («18  -ia^i)^''^  («3*  -  04«), 
^(a,3-ia^3)  = -210304; 
/^  «31  =  —  i  (oj  Oj  +  o^aj), 

^ös«  =  —  («ifl3-^^«4)> 

-^«83=-    («lÖ4  +  ö«as); 

*  Bulletin  des  Sciences  Matb^matiques,  B.  13 ,  1889,  Liouville'B  J.  B.  6,  1890. 

**  Bulletin  d.  S.  M.,  B.  13,  S.  3,  4.    Dieselbe  Herleitung  findet  sich  in  der 
von  Herrn  F.  Müller  besorgten  Ansgabe  zu  Enneper,  Elliptische  Functionen. 
*♦•  Liouville's  J.  B.  6,  S.  370  flg. 
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1') 


//  {v^  +  iv^)  =  —  2{a^da2  —  «i^ai), 

^  (Pi  -  iPi)  =     2  (ö^flfa^  -  a^da^\ 
/t{v^  —  if?j)  =  —  ^ijj^da^  —  a^ela,), 

^(A  — «'s)  =  — 2i(a|da4  — a^daj. 
Um  diese  Identitäten  in  Relationen  für  die  Sigmafunetionen  eines  Argu- 
mentes nmzu wandeln ,  benutze  ich  allein  das  We ierstrass ^sche  Fandamen- 
taltheorem*(die  sogenannte  dreigliedrige  Sigmaformel),  welches  sich  bekannt- 
lich** aaf  algebraischem  Wege,  ebenso  wie  seine  Verallgemeinerung  für  die 
Sigmafunetionen  mehrerer  Argumente  mit  Benutzung  der  Formeln  f&r  die 
Transformation  zweiten  Grades  herleiten  lässt.  In  der  Tbat  hat  Eronecker 
merkwürdige  lineare  Relationen  aufgedeckt,  welche  für  die  Subdeterminanien 
symmetrischer  Systeme  gelten.  Man  braucht  nur  für  die  darin  auftretenden 
Determinanten  gewisse  Verbindungen  von  Sigmafunetionen  zu  substitoiren, 
um  das  Weierstrass'sche  Fundamental theorem  für  die  Sigmafunetionen 
mehrerer  Argumente  zu  finden.  Um  die  Anwendung  der  Gleichungen  sa 
umgehen ,  welche  bei  der  Transformation  zweiten  Grades  auftreten ,  schlagen 
wir  zur  Herleitung  des  in  Rede  stehenden  Theorems  für  die  Sigmafunetionen 
eines  Argumentes  folgenden  Weg  ein.  Bezeichnen  u,  ti|,  u^,  u^  vier  be- 
liebige Grössen,  so  besieht  die  identische  Gleichung 

(l?u-i?U4)(pUj-i?t«a)+(i?u-pWi)(l)Ws-l?wJ+(pu-i?i«8)(pUi-pfi,)=0. 

Es  werde  nun  pu  als  die  möglichst  einfache  unter  allen  doppelt- 
periodischen  Functionen  durch  die  Gleichung 

definirt,  dann  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Identität  durch  wiederholte  An- 
wendung dieser  Gleichung  das  Wei  erstras  stäche  Fundamentaltheorem. 
Aus  letzterem  lassen  sich  folgende  bekannte  Formeln  herleiten: 

3)  «A*  ^i{^  +  ^)  <^x(^  —  ^)  +  ip^^ßUCß^v  +  (p^Op^uap^v  =  0, 

3*)        n^0x^{u  ±  r)+ f/ V(u  +  t;)  +  g,,«0^«(u  ±v)^0, 

*  Vergl.  We  ierstrass -Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche 
der  elliptischen  Functionen,  8.  47;  Halphen,  Trait^  des  fonctions  elliptiqaeB  I; 
Enneper,  Elliptische  Functionen,  2.  Aufl.  von  F.  Müller,  S.  100. 

**  Caspary,  Ableitung  des  Wei er stras Büschen  Fundamentaltheorems  fSr 
die  Sigmafunetionen  mehrerer  Argumente  ans  den  Eronecker^schen  Relationen 
t^T  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme.  Oielle's  J.  B.  96.  Vergl.  auch 
Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafanctionen  mehrerer  Argumente,  Crelle*8  J.  B.  96; 
sowie  Caspary,  Üeber  die  Verwendung  algebraischer  Identitäten  zur  Au&tellang 
von  Relationen  für  Thetafanctionen  einer  Yariabeln,  Mathematische  Annalen  6.^ 
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wo   sich    die    Yon    Herrn    Caspary    eingeführten*    Grössen    t    aas   der 


Gleichung 
bestimmen  als 


5) 


1 


^1  = 


1 


'«=- 


^3  = 


1 


7) 


bei  positivem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel,  und  wo  X,  ^,  v  eine  gerade 
Permutation  der  Zahlen  l,  2,  3  bezeichnen.  Formel  3*),  ein  Specialfall 
yon  3),  wo  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind, 
werde  in  die  Form  gebracht 

welche  dazu  führt,  die  obigen  Grössen  a|,  Og»  ^S)  ^v  ^^^  ^^^^  dieser 
passender  die  Grössen  &!„  or,),  a^t»  ^sx»  welche  sich  von  jenen  nur  durch  ein 
erst  spSter  zu  bestimmendes  Vorzeichen  unterscheiden  sollen,  in  folgender 
Weise  zu  w&hlen: 

2  «1,«  =  -  ff  [f ^ax  (w  + 1;)  + » fM  <^/*  («*  +  t?)]i 

2«!,*  =  -  ff  [n^x{^  +  v)-  i^u. <^m(w  +  v)], 

2««i*  =  -  ö-^ [tx^x  (u  - 1;)  +  i  f|» Cfj^ (u  -  c)], 

wo  ff  eine  beliebige  Function  bezeichnet  Dabei  ist  bezüglich  des  Vorzeichens 
die  Festsetzung  erlaubt,  dass  u^^y  ctj^  bezw.  in  a^|,  a^  und  ff]|,  a^  bezw. 
in  a,^,  ffj,  durch  Verwandlung  von  t;  in  ^t;  und  «n,  «21  ^^zw.  in  «r]^,  «^2 
durch  Verwandlung  von  i  in  —  i  (abgesehen  von  dem  Factor  ff  ±  ^)  über- 
gehen sollen.     Hieraus  folgt  zunächst 

und  durch  Einführung  in  Formel  6) 

woraus 

A^    2cr„ofjj=  — tfff|r<yir(u  +  t;),     2a2jag2=*""  » ff""* ^y tf y (w  —  v). 
Die  beiden  letzteren  Relationen  liefern 

8)  fy*<ry(u  +  v)ay(u  —  1?)  =  —  ^(Xx^a^%o^x^n^ 

und  Formel  2)  zufolge 


9) 
woraus 


*  Liouyille*8  J.  B.  6,  S.  896. 
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und  Formel  4)  zafolge 

woraus 

Durch  Combination  der  in  7)  einerseits,  in  9)  und  10)  andererseits 
aufgestellten  Ausdrücke  für  a^p  tfj,,  a^i»  ^22  ^^'^^^^  i^&Q  beiläufig  folgendes 
Identit&tensjstem 

[fl<Sx(u  +  v)±  iSfiaiA{u+  v)]  [Bx<fi{u-v)  +  iff,o^  {u  -v)] 

=  (f ji  a^u  (fif>  +  i  Sfi  (f^t  tt  ^ftv?) 

=  (auav'+  it^Cpua^vft 

wo  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Jetzt  differentiire  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems  7), 
80  giebt  beispielsweise  die  erste 

-  4  of,i  da,!  =  dG  [(iCx  {u  +  v)  +  u^  a^  (u  +  v)] 
+  ^  [*X^x'  (**  +  ^)  + « f/x  V  0^  + 1;)]  (du  +  d ü) . 


B) 


Diese  Gleichungen  erweitere  man  der  Reihe  nach  mit  —,  —  und  snbtrahire 

die  erste  von  der  zweiten,  dann  verschwindet  der  Coefficient  von  dGi  nnd 
es  bleibt 

-2(anelai2-«i2^öii) 

=t^a  ^^  ^^^  "^  ^'^  ^^'  (t* + P)  -  g^^"  +  ^)  ^u  (^  +  <^)  ,^^  ,  ^^%. 

um  die  rechte  Seite  noch  weiter  umzuformen,   benutze    ich  zwei  wei- 
tere, aus  dem  Additionstheorem  für  die  Sigmafunction  resultirende  Formeln:* 

11)  {Cf,^  —  Cxi  a  {u  +  v)  a{u-'v)  =  0x^uaß^v-'  Cf^^uoi^v, 

12)  c{u  +  v)  Oxiu  —  v)  s=  au  CxuaßVapV  +  CßUOyuavaxv. 

Die   erstere  ergiebt  mittelst  Differentiation  und  einer  leichten  Trans- 
formation , 

die  letztere  o        n 

OdU  =  JaU  ÜxU  CßU  Oytt, 

woraus  die  bekannte  Relation*  folgt 

d  .     aiu       fy    övuau 

—  log  — = 

du       OßU     fx  ffA  (^x^^ß^ 
Hiemach  wird 


iA) 


—  2(ajj  da,j  — a^g(laj,)  =  öö  {u  +  v)  {du  +  dv), 

—  2  (ffjj  flfagg  —  ofj,  (Jofj,)  =  ff- '  ö  (tt  —  v)  {du  —  dt;) . 


*  Vergl.  WeierstrasB-Schwarz,  Formeln  etc.,  8.  61,  (2),  (8);  8.29,  (9)* 
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Darch  eine  analog  geführte  Rechnung  wird  erhalten 

"u  ^''«a  ^  ^'aa  ^"ji  +  *i2  ^Si ""  ^ai  ^Sa  =  *^v  <^v  ^^^  ^♦'»^j 


iA) 


wo  '  ' 

mifeÄ-^rfu  +  -^  (lf>  +  dlog  O, 

(Ä;==0,  Ä,  ^,  v;     0o  =  <^)- 

Setzt  man  je^t  noch  mit  Herrn  Gaspary*  der  Reihe  nach  die  früher 
eingeitlhrten  Grössen  a 

I     ai  =  c'a,i,     a3  =  6''«„,     «s««"«««,  fl4==*'«an 

II     a,  =  e'a„,      Oj  —  c'ajg,     «3==^%!»  Ö4  =  «'«aa' 

III  a,  «cofi,,     a,  =  c"flr|2,     0.1  = -«"««I    Ö4  =  ^'«aa» 

IV  a,  saeofji,     a2  =  e"«,8,     Os^^^'^aa»  04  =  ^'»8i» 

80  liefern  die  Identitäten  1)  und  2)  in  Verbindung  mit  den  Formeln 
Ä^\.,.A^)  folgende  vier  Systeme  von  Relationen  zwischen  den  Sigma- 
fanctionen  und  den  Elementen  eines  Orthogonalsjstems : 

Sind  u  und  v  zwei  beliebige  Argumente,  e  die  (positive  oder  negative) 
Einheit  und  G  eine  beliebige  Function  und  bezeichnen  A,  u,  v  eine  gerade 
Permutation  der  Zahlen  1,  2,  3,  so  ist 

p*  =  — ffla^m.^, 

t;3  =  — tm«, 

wo  fUr  Ä=l,  Ä  =  A,  fttrÄs=2,  Äs=/i,  fttrÄ  =  3,  Afs=v  zu  setzen  ist  und 
die  Einheiten  e^,  e/,  e^',  6^',  e  sowie  die  Indices  5,  5*  aus  folgender  Tabelle 


sich  ergeben:          e^ 

'               /               ' 

C,         Cg         «3 

V 

S      5| 

«a 

«s 

I t 

—  e  —  e       1 

+  i 

fl        V 

0 

X 

II 1 

6        6         1 

1 

0    ; 

f* 

V 

III t 

e    — e  ■—  l 

+  i 

V        fi 

; 

0 

IV -1 

—  e       c  —  1 

-1 

A      0 

V 

*» 
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•  LiouYÜle's  J.  B.  6,  S.  873. 
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Das  zweite  dieser  Systeme  ist  offenbar  das  einfachste;  fdr  e  =  l,  1=2, 
|[i  =  3,  v=3l  geht  es  in  dasjenige  über,  welches  Herr  Casparj  f&r  die 
Sigmafanctionen  aufstellt,  nachdem  die  vier  Systeme  in  den  Thetafunctionen 
abgeleitet  sind.* 

Der  zweite  Band  von  Halpfaen's  bedeatsamem  Trait^  des  fonctions 
elliptiques  hebt  mit  üntersnchnngen  an,  die  äusserlich  betrachtet,  eine  auf- 
fallende Aehnlichkeit  mit  denen  von  Herrn  Caspary  aufweisen.  Hai- 
phen  erkennt  indessen  nicht  —  und  darin  liegt  der  Fortschritt  der  Cas- 
par y^schen  Untersuchungen  —  dass  die  Relationen  zwischen  den  Sigma- 
functionen und  den  Coeffieienten  des  Orthogonalsystems  Identitäten  sind, 
der  Trait6  führt  sie  als  Bedingungsgleichungen  ein.  Ausserdem  finden  sich 
hier  nicht  die  Differentialgrössen  ph  und  t;^,**  deren  Einführung  aber  tod 
besonderer  Wichtigkeit  ist.  Erst  hierdurch  wird  es  möglich ,  aus  den  oben 
hergeleiteten  Relationen  die  Theorie  der  Sigmafunctionen  in  ihrer  vollen 
Allgemeinheit  und  Anwendbarkeit  abzuleiten,  eine  Theorie,  die  man  wegen 
der  Bedeutung  der  genannten  Differentialausdrücke  für  die  Kinematik  eine 
kinematische  Theorie  der  Sigmafunctionen  nennen  könnte. 

Die    Caspary 'sehen    Formeln,    welche    den  Zusammenhang  zwischen 

den  Elementen  eines  Orthogonalsystems  und  den  Sigmafunctionen  enthüllen, 

lassen  sich  mit  Leichtigkeit  in  andere  umsetzen,  welche  die  Elemente  eines 

Orthogonabystems  mit  den  elliptischen  Functionen  verknüpfen.    Bekanntlich 

will  Herr  Weierstrass  an  die  Stelle  der  Jacobi'schen  Bezeichnungen  die 

Sigmaqnotienten   gesetzt  wissen,   um  den  inneren  Zusammenhang  zwischen 

den  drei  elliptischen  Functionen  schon  in  der  Bezeichnungsweise  zum  Ausdruck 

zu  bringen.     Wird***      .  a^u        .  a^tU 

au  c^u 

gesetzt,  so  findet  man  leicht  in  dem  Falle  des  Caspary'schen  Systems^  für 

e=l:  fc'  /     I     \  ^     öu±»02A 

t.  r«  4.  «^  —      ^*    giA  ±  i(hh 

5AAlt«  +  »)=        — •     -r—. 1 

&o«Sao«    = azh  (Ä,  Aj=1,  2,  3), 

^A 

wo  ^1**  +  tt^j"  nach  Herrn  Caspary  den  Coeffieienten  von  du  in  dem  Aus- 
druck von  Vi  +  iv2f  der  eine  lineare  Function  von  du  und  c^v  ist,  bezeichnet 
Mit  Hilfe  einfacher  algebraischer  und  Differential-Identitäten  gewinnt 
man  aus  den  Caspary 'sehen  Relationen  sSmmtliche  Eigenschaften  der 
Sigmafunctionen  und  der  elliptischen  Functionen ,  insbesondere  ergeben  sich 

•  Liouville'8  J.  B.  6,  S.  376. 

^^  Während  die  Grössen  pj^  schon  von  Herrn  Darbouz  in  seinen  Le^ons  snr 
la  th^orie  gänärale  des  surfaces  benutzt  worden  sind,  scheint  Herr  Caspary  ^^^ 
Grössen  t?^  zuerst  eingeführt  zu  haben. 

***  WeierstrasB-Schwarz,  Formeln  etc.,  S.  28. 
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verschiedene  Formen  des  Additionstheorems  der  Weierstrass'schen 
I?- Function,  die  zumeist  wohl  als  neu  zu  betrachten  sind.'^  Das  von  Herrn 
Caspary  entdeckte  Theorem  ist,  wie  schon  eingangs  angedeutet  wurde; 
einer  Verallgemeinerung  ftlr  die  Sigmafunctionen  einer  beliebigen  Anzahl 
Ton  Argumenten  fthig;  insbesondere  gilt  für  die  15  hjperelliptischen 
Functionen  erster  Gattung  der  merkwürdige  Satz,**  dass  sie  den  15  Ele- 
menten eines  Orthogonalsystems  proportional  sind. 

Auch  für  die  von  Herrn  Her  mite  entdeckten  doppeltperiodischen 
Functionen  zweiter  Gattung  iSsst  sich  ein  einfacher  Zusammenhang  mit  den 
Elementen  eines  Orthogonalsjstems  feststellen.'^**  In  der  That,  man  hat 
nur  nöthig  in  dem  Casparj 'sehen  Theorem  das  Argument  v  gleich  einer 
Cottstanten  und  g'sf 

ZU  setzen,  so  gehen  die  Ausdrücke  v^^  +  iv^'^  und  au+iaa&in 

<f»ua,t  /Ä  =  l,  2,  3\ 

<r^(u  +  t;)  ^^,^,      U  =  X,  f*,  v) 

über,  wo  8  einen  der  Werthe  /i,  0,  v,  il  haben  kann.  Für  5  =  0  stellt  gp 
dieselbe  Function  dar,  welche  Halphen  als  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Gattung  eingeführt  hat.t  Bei  den  über  e  und  Q  getroffenen  Fest- 
setzungen verschwindet  nun  der  Ausdruck  für  9g,  Demnach  erhält  man 
die  Eigenschaften  der  von  Herrn  Her  mite  unipolar  genannten  Functionen 
fp  und  9>jb,  wenn  man  in  den  oben  erwähnten  algebraischen  und  Differential- 
Identitäten  1^5  =  0  setzt 

Zum  Schluss  werde  noch  eine  Bemerkung  über  die  Differentialgleich- 
nngen  hinzugefügt,  welche  für  die  allgemeinen  unipolaren  Functionen  zweiter 
Gattung  aufgestellt  werden  können,  und  von  denen  bereits  überaus  wichtige 
Ton  den  Herren  Hermite,  Darboux,  Picard  und  Caspary  entdeckt 
worden  sind.  Diese  lassen  sich  sämmtlich  aus  der  durch  ihre  Einfachheit 
merkwürdigen,  von  Herrn  Caspary  gefundenen  Differentialidentität 

d {aik  ±  i(hh) «  +  i  (flu  +  ««2*)  t^s  +  *«»*  (^i  +  *^«) 
herleiten.  Man  findet  aber  auf  diesem  Wege  nicht  blos  die  schon  bekannten, 
sondern  zahllose  neue  Differentialbeziehungen,  und  wenn  die  Elemente  des 
Orthogonalsystems  ven  mehreren  Variabein  abhängen,  zahllose  Systeme  par- 
tieller Differentialgleichungen  für  die  Functionen  zweiter  Gattung,  worauf 
ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zurückzukommen  hoffe. 

*  Liouville*8  J.  B.  6,  S.  887,  897.  **  Comptes  rendus  1890. 

*♦♦  Liouville'B  J.  B.  6,  S.  400  flg. 
t  L  c.  B.  I,  S.  230;  vergl.  auch  Frohen  ins,  Ueber  die  elliptischen  Functionen 
zweiter  Art,  Crelle's  J.  B.  93. 

Berlin,  im  März  1892. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XI.  Heber  die  geodätiBche  ErttmmnxLg  der  auf  einer  Fläche  gezogenen 
Cnrven  und  ihre  Aendernng  bei  beliebiger  Transformation  der  Flftche. 

Wird  eine  Flftche  unter  Aiisschlass  von  Dehnungen  und  Zusammen- 
Ziehungen  beliebig  verbogen,  8o  ändert  sich,  wie  bekanntlich  Minding 
zuerst  nachgewiesen  hat,*  in  keinem  Punkte  irgend  einer  auf  der  FlScbe 
gezogenen  Curve  deren  geodätische  Krümmung.  Anders  ausgedrückt:  LSsst 
sich  -eine  gegebene  Fläche  auf  eine  zweite  abwickeln  und  nennt  man  solche 
Punkte  bezw.  Curven  auf  den  beiden  Flächen  entsprechend,  welche  darch 
die  Abwicklung  zur  Deckung  gebracht  werden,  so  sind  die  geodätischen 
Krümmungen  entsprechender  Curven  in  entsprechenden  Punkten  einander 
gleich.     Man  kann  sich  die  Frage  vorlegen: 

Wenn  eine  gegebene  Fläche  auf  eine  beliebige  zweitein 
beliebiger  Weise  Punkt  für  Punkt  abgebildet  wird,  welche 
Beziehung  besteht  alsdann  zwischen  der  geodätischen  Krüm- 
mung in  irgend  einem  Punkte  einer  auf  der  ersten  FlSche 
beliebig  gezogenen  Curve  und  der  geodätischen  Krümmung 
ihrer  Abbildung  im  entsprechenden  Punkte? 

Die  Antwort  fällt  überraschend  einfach  aus.  Es  ist  nämlich  die 
geodätische  Krümmung  der  Abbildung  einer  gegebenen  Curve 
in  irgend  einem  Punkt  eine  ganze  lineare  Function  von  der 
zum  entsprechenden  Punkte  gehörigen  geodätischen  Krüm- 
mung der  gegebenen  Curve,**  wobei  die  Coefficienten  nur  von  der 
Lage  des  betreffenden  Curvenpunktes  und  von  der  Richtung  der  Conen- 
tangente  in  diesem  Punkt  abhängen. 


*  Min  ding,  Bemerkung  Über  die  Abwickelung  krummer  Linien  von  Fl&cheo. 
Crelle*8  Journal,  Bd.  6,  S.  169,  1830. 

**  Dieses  Ergebniss  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  einem  Satze  Über  die  Aen* 
derung  des  Gauss 'sehen  Krümmungsmaasses  einer  Fläche  fbezw.  noch  allgemeiner 
des  Kronecker'schen  KrümmungsmaasBes  eines  Z-dimensionalen  Gebildes  in 
einem  ebenen  Baume  von  (Z  +  l)  Dimensionen]  bei  Anwendung  einer  beliebigen 
Pankttransformation  des  Baumes  auf  diese  Fläche,  den  ich  in  dieser  Zeitschrift 
Bd.  36,  S.  212,  1891,  abgeleitet  habe.  Das  Krümmnngsmaass  der  transfbrmirten 
Fläche  ist  ebenfalls  eine  ganze  lineare  Function  von  dengenigen  der  Ursprung* 
liehen  Fläche. 
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Eine  sehr  anschauliche  geometrische  Fassung  lässt  sich  diesem  Satze 
geben,  wenn  man  den  Begriff  der  geodätischen  Erümmungsstrecke 
einführt.  So  möge  die  Strecke  genannt  werden,  die  in  dem  betreffenden 
Carvenpunkt  auffingt,  nach  dem  sogenannten  geodätischen  Krümmungsmittel- 
punkte  der  Curve  gerichtet  ist  (also  vor  Allem  in  der  Tangentenebene  der 
Flfiche  liegt  und  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Curve  steht)  und  eine 
Lfinge  von  so  viel  Einheiten  besitzt,  als  die  geodätische  Krümmung  der 
Curve  Einheiten  beträgt.    Man  kann  jetzt  sagen: 

Sind  auf  einer  Fläche  mehrere  beliebige,  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  berührende  Curven  gezogen  und  con- 
struirt  man  die  zum  Berührungspunkte  gehörigen  geodätischen 
RrÜmmungsstrecken  derselben,  bildet  man  ferner  die  gegebenen 
Curven  mit  ihrer  Fl&che  auf  eine  beliebige  zweite  Fläche 
nach  irgend  einem  Gesetze  Punkt  für  Punkt  ab  und  construirt 
man  auch  für  die  Abbildungen  jener  Curven  die  zum  gemein- 
samen Berührungspunkte  gehörigen  geodätischen  Erümmungs- 
strecken,  dann  sind  die  beiden  Punktreiheu,  welche  in  den 
Endpunkten  der  geodätischen  KrUmmungsstrecken  der  ge- 
gebenen Curven  einerseits  und  ihrer  Abbildungen  anderer- 
seits bestehen,  einander  ähnlich. 

Nimmt  man  statt  der  Endpunkte  der  geodätischen  Erümmungsstrecken 
die  geodätischen  Erümmungsmittelpunkte ,  so  ergeben  sich  offenbar  zwei 
Ponktreihen,  die  zwar  nicht  ähnlieh,  aber  doch  projectiv  sind,  wobei  der 
gemeinsame  Berührungspunkt  der  gegebenen  Curven  und  derjenige  ihrer 
Abbildungen  die  Rolle  zugeordneter  Punkte  spielen. 

Auf  die  zahlreichen  Fragen,  zu  welchen  obiger  Satz  Veranlassung 
giebt,  soll  in  dieser  vorläufigen  Mittheilung  nicht  eingegangen  werden;  nur 
ein  Ergebniss,  das  unmittelbar  aus  ihm  fliesst,  sei  hervorgehoben: 

Berühren  sich  drei  auf  einer  Fläche  beliebig  gezogene 
Curven  in  einem  Punkt  und  bezeichnen  A;,  Jcy  h"  die  geodä- 
tischen Krümmungen  der  Curven  in  jenem  Punkt,  so  bleibt 
der  Quotient  h  —  Jc 

bei  allen  punktweisen  Transformationen  der  Fläche  unge- 
ändert.* 

Eine  Ausdehnung  dieser  Resultate  auf  gewisse  andere  Transformationen 
von  Flächen  wird  unten  gegeben  werden. 

Was  nun  den  Beweis  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  betrifft,  so  lässt 
sich  derselbe  auf  die  folgende  Art  führen:  Die  gegebene  Fläche  sei  in 
Gauss'scher  Weise  mit  Hilfe  zweier  Parameter  u  und  v  dargestellt.    Für 

*  Es  mu80  betont  werden,  dass  hier  von  Transformationen  einer  Fläche  die 
Kede  ist,  mit  welchen  keine  Transformation  des  ganzen  Raumes  verbunden  zq 
sein  braucht. 
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die  geodätische  KrUmmuDg  k  einer  auf  der  Fläche  gezogenen  Corve  giebt 
es  einen  Ausdruck  der  Form:* 

,  _  A  (du  cPv  —  dv  cPu)  +  q> 
'^"  d^  ' 

wo  ds  das  Linienelement  bedeutet , 

d8^  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv\ 

ist  und  endlich  q>  eine  gewisse  Differentialform  dritten  Grades  in  du  und 
du  bezeichnet y  deren  Coefficienten  Functionen  von  E^  F^  G  und  ihren 
Ableitungen  nach  u  und  v  sind.  Man  fasse  u  und  v  als  rechtwinklige 
Cartesische  Coordinaten  eines  Punktes  p  in  einer  Ebene  auf.  Wird  dieser 
Punkt  dem  Flächenpunkt  (u,  v)  entsprechend  gesetzt,  so  ist  hiermit  die 
Fläche  auf  die  Ebene  abgebildet.  Sei  x  die  Krümmung  der  ebenen  Ab- 
bildung der  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve,  dann  ist 

^dud^v  —  dvcPu 
*""    (du^  +  dv^)i 

Man  kann  daher  schreiben: 

^  =  ax  +  /^» 

"== — w — '     ^^d? 

ist.  Die  Coefficienten  a  und  ß  sind  also  Functionen  von  u,  v^  dUy  dt^ 
enthalten  dagegen  d^u  und  d^v  nicht.  Hieraus  folgt:  Hat  man  auf  der  FlScbe 
ein  System  S  von  sich  in  einem  Punkte  berührenden  Curven,  so  ist  die 
Punktreihe  9  welche  aus  den  Endpunkten  der  zum  gemeinsamen  BerühroDgä- 
punkt  gehörigen  geodätischen  Krümmungsstrecken  dieser  Curven  zusammen- 
gesetzt ist ,  ähnlich  zu  derjenigen  Punktreibe ,  die  aus  den  Endpunkten  der 
entsprechenden  Krümmungsstrecken  der  ebenen  Abbildung  £  des  Corren- 
Systems  S  besteht«  Es  werde  nun  jedem  Punkt  (u,  v)  der  gegebenen 
Fläche  ein  bestimmter  Punkt  (u^ ,  t^^)  einer  beliebigen  zweiten  Fläche  zn- 
geordnet.  Dem  Curvensysteme  S  entspricht  alsdann  ein  System  S^  von 
Curven  der  zweiten  Fläche,  die  sich  auch  in  einem  und  demselben  Punkte 
berühren.  Die  zweite  Fläche  bilde  man  ebenfalls  auf  die  Ebene  ab,  indem  man 
tt, ,  v^  als  rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten  eines  Punktes  jP|  der  Ebene 
betrachtet  Es  bezeichne  2*1  die  ebene  Abbildung  von  Si .  Mittelbar  sinii 
jetzt  auch  die  ebenen  Curvensysteme  S  und  2^  Punkt  für  Punkt  auf 
einander  bezogen  oder  es  kann  2i  durch  Anwendung  einer  bestimmten 
ebenen  Punkttransformation  aus  £  erhalten  werden.  Zwischen  H^  und  5i 
besteht  natürlich ,  was  die  aus  den  Endpunkten  entsprechender  Krümmungs- 
strecken  (bezw.  geodätischer  Krümmungsstrecken)  gebildeten  Punktreiben 
betrifft,  dieselbe  Beziehung,  wie  zwischen  £  und  8^  aber  ebenso  auch,  wie 

*  Vergl.  Miuding,  a.  a.  0.  S.  160. 
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■  >•  *»>*  .^v>*\.^.^*>^^ 


aas  einem  an  anderem  Orte*  bewiesenen  Satze  hervorgeht,  zwischen  Z^ 
und  £j  folglich  anch  zwischen  8^  und  8^  was  gerade  zu  beweisen  war. 

Die  obigen  SStze  erfahren  eine  Erweiterung  und  finden  zugleich  ihren 
natflrlichen  Abschlnss  beim  üebergange  zu  Transformationen ,  welche  ans 
der  Anwendung  des  Lie 'sehen  Begriffes  der  Berührungstransformationen 
auf  die  FlSchentheorie  hervorgehen.  Wir  können  jedem  Linienelement  auf 
einer  gegebenen  Fläche  ein  bestimmtes  Linienelement  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  so  zuordnen,  dass  je  zwei,  im  Sinne  des  Herrn  Lie 
vereinigt  liegenden  Elementen  wieder  zwei  vereinigt  liegende  Elemente  ent- 
sprechen. Dann  wird  jede  auf  der  ersten  Fläche  gezogene  Curve  sich  in 
eine  Corve  (in  besonderen  Fällen  auch  in  einen  Punkt)  der  zweiten  Fläche 
verwandeln  und  zwei  sich  berührende  Curven  werden  im  Allgemeinen  in 
zwei  sich  ebenfalls  berührende  Curven  übergehen.**  Die  punktweise  Trans- 
formation einer  Fläche  ist  hierin  als  besonderer  Fall  enthalten. 

Für  die  eben  definirten  Transformationen  von  Flächen  gilt  nun,  wie 
ich  ohne  Beweis  hier  anführe ,  der  Satz: 

Die  geodätische  Krümmung  der  Transformirten  einer  auf 
der  gegebenen  Fläche  beliebig  gezogenen  Curve  in  irgend 
einem  Punkt  ist  eine  gebrochene  lineare  Function  von  der 
geodätischen  Krümmung  der  gegebenen  Curve  im  entsprechen- 
den Punkt,  wobei  die  Coefficienten  nur  von  der  Lage  des  be- 
treffenden Curvenpunktes  auf  der  Fläche  und  von  der  Richt- 
ung der  Cnryentangente  in  demselben  abhängen. 

Oder  in  geometrischer  Fassung: 

Hat  man  auf  der  gegebenen  Fläche  ein  beliebiges  System 
yon  Curven,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  so  bilden  die 
zum  Berührungspunkte  gehörigen  geodätischen  Krümmungs- 
roittelpunkte  dieser  Curven  und  die  entsprechenden  geodä- 
tischen Krttmmungsmittelpunkte  ihrer  Transformirten  zwei 
projective  Punktreihen. 

Daraus  folgt  u.  A.: 

Berühren  sich  vier  auf  einer  Fläche  beliebig  gezogene 
Carven  in  einem  Punkt  und  bezeichnen  k^^  k^,  k^^  k^  ihre  geo- 
dätischen Krümmungen  in  jenem  Punkt,  so  ist  das  Doppel- 
verhältniss  fe^  -  fe,  ^  k^-k^ 

Äj  —  Ä,        ftj  —  ^4 

gegenüber  allen  Berührungstransformationen  der  Fläche  (im 
oben  angegebenen  Sinne)  eine  absolute  Invariante. 

Darm  Stadt,  October  1891.  B.  Mbhmkb. 

*  Diese  Zeitechrifb  Bd.  36  S.  208,  1891. 

**  Derartige  Transformationen  von  Flächen  sind  meines  Wissens  noch  nicht 
untenucht  worden.  Sie  lassen  sich,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  den  räumlichen  Be- 
rühniDgB- Transformationen  keineswegs  unterordnen. 
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XII.  Zu  der  Bemerkung:  „Arühmetischer  Satz". 

Im  6.  Heft  des  36.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  findet  sich  S.  383  flg. 
ein  kleinerer  arithmetischer  Satz  mitgetheilt.  Dem  dort  Gesagten  darf 
vielleicht  als  ErgSnzung  hinzugefügt  werden,  dass  die  Eigenthamlichkeit, 
durch  cyklische  Yertauschnng  der  Ziffern  Vielfache  der  ursprünglichen  Zahl 
zu  gehen ,  den  Perioden  alier  in  sogen.  Systembrüche  verwandelter  gewöhn- 
licher Brüche  gemeinsam  ist,  sofern  sie  reine  Perioden  sind.  Dazu  ist 
bekanntlich  nur  erforderlich,  dass  der  Nenner  des  dargestellten  Bruches 
relativ  prim  zu  der  Grundzahl  des  betreffenden  Zahlensystemes  ist. 

üebrigens  Ittsst  der  fragliche  Satz  noch  eine  weitere  Verallgemeinerung 
zn,  wie  wir  kurz  zeigen  wollen. 

Es  mögen  r^,  rg,  r^y  .«.rn  die  Reste  und  a^,  a^,  a^j  ...aa  die  Ziffern 

der  Periode  des  im  Zahlensysteme  cc  dargestellten  (echten)  Bruches  ^  sein, 
WO  a  prim  zu  k  ist.     Bezeichnet  man  dann  abkürzend 

so  folgt  hieraus  bekanntlich 

— .?=  (0,  axax^x  ax+2 .  • .  0^1-1)1»  oder 

1 )  . . .  r;i  =  Ä;  (0,  axax^i  ax^i . . .  flji-i)«     (^  =  1 ,  2 ,  3 , . . .  w) . 

Mnltiplicirt  man  1)  mit  a"  und  zählt  von  dem  so  erhaltenen  Producie  1) 
ab,  so  ergiebt  sich: 

2)  ...rji(tt'»— l)  =  Äj(a;iflf;n-iO;i4.2...aA-i)a,     (A  =  l,  2,  3,  ...n), 
wo 

{axax^iax+2*..ax^\)(x  =  axd"^'^  +  a;n-ia"-2  +  ö;i+2a"~^  +  ...+  fli-a«  +  ffJi-i 

Bedeuten  weiter  r\,  r'g,  r'g,  ...r'n  die  Beste  und  a\j  a'g,  a'3 ,  ...  a'» 
die  Ziffern  der  Periode   des   im  Zahlensysteme  o  dargestellten  Bruches  -~, 

wC 

wo  r\   in  der  Reihe  r, ,  r^,  fg,  ...  r«  vorkommen  kann  oder  nicht,   so  er- 
hält man  auf  dieselbe  Weise: 

3)  . .  .f>(a"  — 1)  =  Ä  (aVfl'u+i^W^  •••  ^'i»-0«    (f*=l»  2,  3,...n). 
Aus  2)  und  3)  folgt  ohne  Weiteres: 

4)  ...r;i(a'^a|»+ia'^+2...a'^-i)a  =  r'^(a;iOji4.ia;i+?...aji-i)a  (A,^=l,2,3,...«). 

Kommt  r^  unter  den  Besten  r^,  rg,  r3,...vor,  ist  etwa  r'^  =  ri-j.»_t, 
und  setzt  man  A  =  1 ,  so  verwandelt  sich  Gleichung  4)  in 

5)  . . .fj (ayCTy^-iay+a.. .fly-i)«  =  fy (a^ Og ^3 . . .fly)«     (v=  1, 2, 3, ...n). 

Diese  Gleichung  stimmt,  wenn  im  besonderen  Falle  r^=  1 ,  h  eine  Prim- 
zahl und  a  eine  zugehörige  primitive  Wurzel  ist,  hinsichtlich  ihres  Inhalts 
mit  dem  a.  a.  0.  entwickelten  Satze  überein. 
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Sei  2.  B.  *=  91,  a=  10,  ri  =  8,  r,  =  9,  so  ist  n  =  6,  und  man  hat 


8 


gj  =  (0,087912)^0 
r,  =  8       r'i  =  9 


r,  =  80 
^3=72 
r,  =  83 

r.=  l9 


r',=  90 
r'3=81 

r'4  =  82 


™  =  (0,098901),o 
a,  =  0   I  a',  =  0 
0^=8 


03=7 

«4=9 
ae  =  2 


a'j  =  9 
«3=8 
a',=  9 

«5=0 

ae=l 


Man  erhält  daher  aus  Gleichung  4)  beispielsweise: 

ftirA  =  2,   f*  =  4:   80.901098  =  82.879120, 
fürA  =  3,   ^=5:    72.10989  =  791208,  U.S.  w. 

Es  möge  bei  dieser  Gelegenheit  noch  gestattet  sein ,  auf  die  unter  dem 
Titel  „Neue  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre**  dem- 
n&chst  in  dieser  Zeitschrift  erscheinenden  Abhandlungen  des  Verfassers 
hinzuweisen,  wo  gelegentlich  Gleichungen,  wie  4)  und  andere  zur  Ab- 
leitung interessanter  Identitäten  verwendet  werden. 

Mainz,  im  März  1892. 


Dr.  J.  Kraus. 


XnL  Constmction  einer  Tangente  in  einem  Funkte  einer  Cnrve 

dritten  Orades. 

Ist  irgend  eine  Basis  des  dritten  Grades  gegeben,  so  kann  in  einem 
beliebigen  Punkte  derselben  auf  folgende  einfache  Art  eine  Tangente  ge- 
zeichnet werden: 

Durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  P  ziehe  man  zwei  beliebige 
Geraden,  welche  die  Basis  noch  in  den  Punkten  ^(,  B^  und  Ä^^  B^  treffen. 
l)ie  Geraden  ^^  Ä^  und  B^  B^  mögen  ferner  die  Curve  noch  in  Punkten  C7| 
und  C,  treffen;  es  bestimmt  dann  C^C^  allemal  auf  der  Basis  CP  einen 
solchen  Punkt  Q^  so  dass  FQ  Tangente  der  Basis  in  P  ist. 

Durch  die  Geraden  A^B^^  -^2-^2  ^"^  ^1^2«  <ii68c  zusammen  als  eine 
Corve  des  dritten  Grades  angesehen,  und  die  Basis  C^  selbst  ist  nämlich 
ein  Bflschel  von  Curven  dritten  Grades  bestimmt,  die  alle  sich  in  P  be- 
rtlhren.  Eine  solche  Curve  ist  auch  gebildet  durch  die  Geraden  ^i^g, 
^1-^2  und  PQ,  und  zwar  muss  FQ  die  Basis  und  alle  Curven  des  Büschels 
berühren,  da  diese  letztern  drei  Geraden  durch  8  der  9  Grundpunkte  des 
BfiBchels  gehen. 

Stuttgart,  im  Mai  1892.  Benedikt  Sporer. 
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XIV.  Heber  die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  dekadisclier  Zahlen. 

Die  Criterien  der  Theilbarkeit,  welche  Herr  Dietrichkeit  im  4.  und 
5.  Hefte  des  Jahrg.  1891  der  vorliegenden  Zeitschrift  mitgetheilt  hat,  ver- 
anlassen mich  za  folgenden  Bemerkungen: 

I.  Es  ist  zur  Anwendung  des  Criteriums  nnnöthig,  dass  die  Beste  der 

Division  bei  der  Verwandlung  von  —  in  einen  Decimalbruch  vorher  von  n 

subtrahirt  werden,  wie  es  S.  316  (Heft  5)  geschieht  Man  kann  vielmehr 
diese  Reste  selber  verwenden,  und  dann  kommt  man  auf  ein  schon  be- 
kanntes Criterium  zurück. 

II.  Die  verschiedenen  Kennzeichen  sind  s&mmtlich  besondere  FftUe  eines 
allgemeineren  Criteriums,  welches  von  Herrn  R.  Per r in  in  den  Comptes 
rendus  de  Tassociation  fran9aise  pour  Tavancement  des  sciences,  1889, 
2®  partie,  pag.  24  —  38  veröffentlicht  worden  ist. 

Rotterdam.  Dr.  R.  H.  van  Dorsten. 


Berichtigung. 

In  der  Arbeit:  „Ueber  die  Kreisungspnnkte  einer  complan  bewegten  Ebene" 
(1.  Heft  dieses  Jahrganges)  habe  ich  auf  S.  52  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreisungspunktcurve  (in  Fig.  7,  Taf.  HI  mit  PF 
bezeichnet)  Asymptote  genannt,  was  nicht  richtig  ist,  weil  diese  Gerade  nicht  die 
erforderliche  Eigenschaft  besitzt,  Curventangente  su  sein.  Diese  Eigenschaft  kommt 
aber  bei  sämmtlicben  Schlussfolgerungen  überhaupt  nicht  in  Frage,  und  eo  be- 
halten sämmtliche  Resultate  ihre  Giltigkeit,  wenn  nur  von  S.  62  ab  fiberall  statt 
Asymptote  richtiger  „zur  Asymptote  paralleler  Kormalstrahl*'  gesetzt  wird. 

Bei  diesem  Anlasse  möchte  ich  noch  erwähnen,  dass  Herr  Prof.  R.  Müller 
die  Freundlichkeit  hatte,  mich  brieflich  darauf  hinzuweisen,  dass  1.  die  von  mir 
in  Figur  7  mit  Kq  und  Qo  bezeichneten  Punkte  die  Gegeupnnkte  xu  P  aof  den 
Krümmungskreisen  der  Ereisungsj^unktcurve  im  Doppelpunkte  sind  (vergl.  faierxu 
R.  Müller:  „Ueber  die  Krümmung  der  Bahneyoluten  bei  starren  ebenen  8yatemen*\ 
Diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXVl,  S.  196 flg.);  2.  die  Gerade  PV  die  Focalacbse  der 
Kreisungspunktcurve  ist. 

M.  Gbübler. 


,->-Nxi     Ä'l^'L/         •,'.*/       /       "     ^ 


.       '       f- 


I   .      -v 


XIV. 

Zum  Fandamentalsatz  über  die  Existenz  von  Integralen 

partieller  Diflbrentialgleiohungen. 

Vou 

Dr.  Gustav  Mie. 


8  0  h  1  n  ■  g. 


Dritter  Abschnitt 

Anwendungen. 

1.  Die  lineare  Differentialgleiehung  erster  Ordnung: 

Y^  -  /"(«,  y)  +  foi^f  y)n  +  fi  (äj,  y)  •  -^• 

a)  üntersnchung  des  anendlichen  Systems,   in  welchem  x  nicht 

explicite  vorkommt. 

19.  Die  Gleicbnng  sei: 

/■(y)  -  oo+ «ly  +  •  •  •  +  0«  •  ^-,  +  •  •  • 
fo(y)  —  ^0  +  hy  +  — ^^"'"ZT'^ — 

im 


Setze  ich 


y 
fiiy)  -  co+  ^i^  +  — I"  ^'«  •  :;j  + 

9111 

«  — ?o+fiy  +  ?«  2!'*"  "  ' 


rechts  ein^  so  bekomme  ich: 

ZeltMhiift  1  MAthemat^k  u.  Physik  XXXYH,  4. 
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(ao+«iy+«2|l+--)  +  (^o+^3/+--0(fo+fiy+--)+(<^o+^iy  +  --)(^ 


Ist  nun: 


y^ 


m! 


80  ist  der  Coefficient  von  — :: 

m! 

uäo^"»^-  Arn 


<a 


ml 


<2(7,„9a? 


\  +CoCm  +  l,fi  +  m>CiCm,,i  +  i"^)  Ci'Cm^l^fi-] \-Cm'Ci^,u 


<(f*+i)c;>.,^+i  j 


Zufolge  der  Bemerkung  in  17    muss   ich  annehmen:    Cq>  0. 
schreibe  mir  nun  die  folgende  Beihe  von  Ungleichungen  auf: 

4«-i) +  Co  .(?„,+•••<  3  C„_i.  „ 

4«-«) +  Co .  cr„_,,,  +  •  •  •  <4C„_,,, 


Ich 


^SVi +  Co  .  C^,.„+i  +  •  •  •  <  (m  +  2)  .  C7o.„+, 


Multiplicirt:    c?  •  4"')  <  (m  +  2)!  C«.  „+,  <  (m  +  2)!  ^^  .V+'CS.  Sl). 

Setzt  man  2  •  -4q  •  r*  —  -4,  —  <  E,  so  ergeben  sich  also  (wenn  R  gross 
genug  gewählt  ist)  folgende  Bedingungen: 


Von  Dr.  Gustav  Mib.  195 

^1«»)  <A.B, 
^iW<2!  A.B*, 


A^^"^  <m\A.B"'. 


A.Q", 

A-tf"", 


?o » '  •  • 


Da  nun:  -4/"*)  =  &o  •  ^"»^  i      +  '"  '  ^i  '  C^w-i,iH h  ^m  •  ^oi 

und  da  nicht  alle  Cm,i  Null  sein  können,  weil  ja  die  am<C'M,i*,  so 
folgen  aus  dieser  Reihe  yon  Ungleichungen  drei  andere  Seihen:  Es  muss 
Bechs  Zahlen:  Ä,  By  C,  q,Qq^  Qi  gehen,  dass: 

Cqi<Ä,Cii<  Ä'Qy      '  Cm,  1  <  w 

oder  1)  %  <  Ä,  a^  <  Ä  -  Q  y  • '  am  <  ^f^ 
femer  2)  h^  <  B,  b^  <  B  *  Qq,  •  •  hm  <  wi! 
und        3)     Co  <  C7,   Cj  <  C  •  ei»  •  •  •   «m  <  w!  (7  •  ^J»,  •  .  . 

Berücksichtigt  man  die  Bedeutung  der  a,  hf  c  (s.  8.  193);  so  heissen 
diese  Bedingungen  nichts  weiter,  als  dass  die  Beihen:  f(y)^  f^  (y)^  f^  (y) 
Ton  Null  verschiedene  Convergenzradien  hahen  müssen. 

Diese  Bedingungen  sind  aher  nicht  nur  nothwendig,  sondern  auch 
völlig  hinreichend  für  die  Existenz  von  Integralen. 

Sei  nfimlich  B>Qy Qq^ Qty  so  kann  ich  gewiss  setzen:  Cmi^  m\  Ä- R*^, 
denn  dann  sind  die  Bedingungen  ^o^'"^""  ^m  <  ^mi  erfüllt.  Um  Ä^^"*^  zu 
berechnen,  setze  ich  statt  der  hmj  Cm  die  grösseren  Werthe  m !  ^ .  ^^">,  m !  C-  q^^. 
Dann  ist: 


(CB    ,1  B    \ 


<(iM+l)!  AB'»+^-(f', 

wo  q'  so  bestimmt  sei,  dass  es  fttr  alle  m  denselben  Werth  hat,  z.  6.: 

,        CB    .        B 
Q  — — + 


1  _  £l        1  _  9o 
B  B 


de  dt 

*  Den  Fall  gz^  ftfsi)  •  x  +  fi  (y)  •  ?t\ blanche  ich  nicht  in  berOckaichtigen. 

Hier  iit  daa  Integral  unter  allen  Umständen  #  —  0. 
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(m    I    '\\\ 

Wähle  ich  ntm  6'^,  —  ^ — ^--^*  -  A  -B^-  q\  so  sind  die  Bedingungen 

^i^*»)  <  2  .  ^m,  erfüllt.     Femer  ist: 

.     (»»  +  2)!     „        ,    /CJB     .        B     \^,    (m  +  2)!    ^     ,, 

Cm  4-  2"^! 
Also,  wenn  O»,  -^    T^^    ^   .  4  •  JB'».  ^'*,  so  ist  ^Z«)  <  3  (7^,  und  so  fort. 

Cjnu^  ' —. •  Ä  '  B'"'  Q^f^"^  gesetzt,  wird  immer  der  Bedingung 


f»' 


-4J,JLi<^.C„^ genügen.   Denn: 

V  "^».+,»-2  LjbJ    (m+,»-2)(»t+(»-3)  LijJ  (in+f»-2)-..(|«-l)  I_bJ  / 

+  ^  .  C .  9'''-* .  E" •  («  +  ft  -  1)! 

(1+      *"      .r?i1  ^ 'n.j'n-l) M  +  ...+ Ü^L__.  .M'] 

\     m  +  ^-1  LüJ    («+ft-l)('«+ft-2)  IRT      ^  (m  +  n-i)...f^  IjjJ  / 


<(«  +  (*- 1)!   AB 


<  (»i  +  ft  -  1)!  ^  •  i2^-  9''*-^-  fi!  ^m,f* 
Nun  hat  aber  die  Beihe: 

einen  Sinn;  denn  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  n&hert 
sich  dem  Werthe: 


lim  ( — ^.  n'.a;)  — o'.  rc. 


7fm 

Die  Beihe  hat  also  den  Convergenzradius  — .    Also  iSsst  sich  das  nn- 

Q 
endliche  System  mit  Hilfe  von  Potenzreihen  integriren. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse  zu  bemerken ,  dass  das  für  y  «  O  ge- 
wonnene unendliche  System  im  Falle  (^ » 0  stets  Potenzreihen  zu  In- 
tegralen hat,  auch  wenn  f(y),  /"©(y),  /^(y)  nicht  in  Potenzreihen  ent- 
wickelbar sind^  sondern  nur  für  y  "-  0  -lauter  endliche  Ableitungen  haben. 
Es  lautet  nilmlich  in  diesem  Falle  das  unendliche  System: 
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^0} 


f^-[r\y)  +  foiy)  •  ^  +  [foiy)  +  A(y)]  •  |^'  +  f^{y)  •  g^]^ 

Eine  jede  Gleichung  bildet  schon  mit  den  vorhergehenden  ein  yoll- 
ständigea  System.  Sind  also  die  Differentialqaotienten  von  f(jl/)f  ^(y);  fi{y) 
für  y  —  0  (die  mit  a^  b,  c  bezeichnet  wurden)  etwa  bis  zum  m'^*  alle 
endlich^  so  lassen  sich  £^o>^i;''-^m  ^  Potenzreihen  berechnen.  Sind 
sSmmtliche  a,  b^  c  endlich^  ohne  dass  danun  f,  f^j  f^  Tajlor'scbe  Reihen 
zn  sein  brauchen^  so  ist  das  ganze  unendliche  System  integrirbar. 

Aber,  damit  e  als  Potenzreihe  in  x  und  y  existirt,  ist  aach  im  Falle 
Cq  —  0  die  für  c  =1=  0  nachgewiesene  Bedingung  nothwendig. 

b)  Besultat. 

20.  Stellen  wir  mit  Obigem  das  in  7.  und  16.  Gefundene  zusammen^ 
so  erhalten  wir  den  Satz: 

Nothwendig  nnd  hinreichend  dafttr^  dass  die  Gleichung  mit  lauter 
positiven  Ooefficienten: 

^  -  K^y  y)  +  /o  (^;  y)'^  +  fi  («,  y)  •  ^ 

als  Integral  z(x,y)  eine  Potenzreihe  in  x  und  y  hat,  ist  nur^  dass  fj  f^y  fi 
Potenzreihen  mit  von  Null  verschiedenen  Convergenzbereichen  in  x  und  y  sind. 

2.  Die  Differenttalgleichiiiig  ^^fix,  y,  0,  ^>  r-4)- 

a)  Die  Gleichung  sei  linear. 
21.  Ich  nehme  zunftchst  an^  x  komnae  rechts  nicht  vor.    Die  Gleichung  sei: 

fw  -  «0  +  «ly  +<h  •  ö7  +  ■  •  • 


2! 

^(y)  •'io+hy  +  ^-ji+-- 

y' 
fiQO  -  "o  +  Ci*  +  «^  •  2^  +  •  •  • 

7i(y)  —  ^  +  <^iy  +  <*»  •  2!  +  ■  •  ■ 
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^^^   j-s.j~,y^  -~ 


y" 


m 


i  + 


Setze  ich  ein:  *.    .   ^         •   «.     y*    • 

i5  — Ji  + ti-y  +  ts- 2y^ — J 

80  wird  die  rechte  Seite: 

(«0  +  &oto+  ^ofl+  di)?,)  +  («1  +  ftofl+  ^6)+  ^0^2+  ^i?i  +  ^0^8+  ^i  fi) 
•••  +  a«+ 6o  tm  +  W  .  &if„-i +•(?)•  ft,  •  tm-8+---  +  «^m£b 

+  Co-  ?m+l+tn-  Ci.?m+(?)  -Cj-tm-lH V  Cr^ti 

+  do- f«+«  +  ♦»*  •  ^  •  ?«  +  !+ (?)  •  ^f^n^- •  ♦  •  +  Anfe 

Entwickelt  nach  rr- Potenzen  lautet  der  Factor  von  — r : 

A  (m) 

+  A^      •  Ä  — 


y  + 


rc 


<2C«,»ar 


+  ii 


(m) 


X     — 


*mW« 


rr' 


+  Co(7m+l.,+»»CiC„,,+(5)  •C,C„.i,«+(»)c,C,^j,,+  •  •  •+CmCi 


<(«+!).  C^.x- 


a*« 


22.  Erster  Fall.  Der  Coef&cient  von  ^  Bei  eine  Constante:  d^ 
Es  müssen  nun  folgende  Ungleichungen  bestehen: 


—  D. 


8 


...4.2,.0,  «  +  ...<f«  +  l).r    »    ^  (wenn  m  gerade  angenonime. 
*>Y  \2       /      "'2"+^  wird) 


ly^C^.x        <(f  +  l)'-C;  m^^<("  +  l)uw.r"  +  \(8.2l\ 


ebenso  wenn  m  ungerade: 

"»-i  'm  +  1 


(1) 


m  +  l 


1  ^^".  nr. 


Wähle  ich  nun  B  >T/  ^  gross  genug,  so  kann  ich  eine  2iahl  A  angeben, 

dass  stets  die  Ungleichungen  bestehen: 

C,,,  1  <  v!  ^  .  IP%  C2,+i,  i  <  v!  ^  .  Ä«^+i 
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Da  nun  aber  alle  an»<C>n,i;  so  mnss  die  Reihe  f{y)  Coefficienten 
haben,  kleiner  als  die  einer  gewissen  Reihe: 

Also  wenn  ich  setze  B  <.2(f,  kleiner  als  die  der  Beihe: 
^-(H-y-^  +  ^7-  +  -^j-  +  ---  +  — ;;j— + ^j +  ••- 


\  (viy ^       '  v\^    2v!  / 


/*(y)  mnss  Coefficienten  haben ,  kleiner  als  die  der  Reihe 

Dies  ist  die  erste  nothwendige  Bedingung^  welche  aber  noch  nicht 
liinreichend  ist. 

Oenau  so,  wie  für  CUi;  kann  man  n&mlich  fdr  jedes  Om,n  eine  Un- 
gleiebiiDg  herleiten.     Und  zwar  mnss  sein: 

fAl  fi! 

{A  and  IL  dieselben  Zahlen,  wie  oben.) 

Ansserdem  aber  gilt  die  folgende  Reihe  (indem  ich  07  ""^s  setze): 

^^•jt?^.+(w  +  3).(»i  +  2).(w4-l)-53-C+-.<2.0^       ^, 

^r=?-+(m  +  6).(m  +  5).(m  +  4).S3.C+...<3.C  , 

^"'Jt?^?  +  (»i+3u)(in+3it-l)(»»+3(*-2).5,-C+.-.<(^  +  l)-C'  ^ 

^"*"'',^^^'  •  £«"'  •  C„,i<  (^  +  1)!  C„+,^,^+i  für  jedes  ^. 
Wohle  ich  |x  so,  dass  m  +  fi  gerade,  so  ist* 

{^+,+1)1 

^-^'^■^-H»<  (,+1)! ^•-"""'"' 

("•_+ Ml .  5,^  - .  (7„.x    <  ('*^^'*  +  ^  +  i)m  •  2r+'"' 

fit!  \      ^  / 

Nun  sinkt  aber  die  Zahl: 


mit    wachsendem  fi  unter  alle  Grenzen ;   wie  gross  auch  m  and  "R  sein 
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B 

mögen.     Ist  nun  B^^^Oj  so  setze  ich  9/-^  —  B^,  so  giebt  es  eineZabl^i, 

derart,  dass  ,      .  o  v 

Durcb  genügend  grosse  Wahl  der  Zahl  fi  kann  ich  die  rechte  Seite  dieser 
Ungleichheit  kleiner  machen  als  jede,  beliebig  klein  vorgelegte  Grösse. 
Folglich  kann  die  Bedingung  für  jedes  fi  nur  dann  erfüllt  sein,  wern 
^m,i  ■"  0.  Und  dieses  mOsste  für  jedes  m  gelten.  Also,  ausser  wenn 
unsere  Gleichung  lautet: 

WO  das  Integral  unter  allen  Umständen  jer  —  0  ist,  mnss  die  oben  gemachte 
Voraussetzung  B^  »^  0  falsch  sein,  es  muss  sein:  B^  -■  0. 

Unter  Berücksichtigung  von  17.  erhalte  ich  also  als.ssweite  noihwendige 
Bedingong:  /*o(y)  muss  eine  ganze  Function,  hGchsteuB  vom  zweiten  Grade  sein. 

fo{y)''B^  +  B^y  +  B^y\ 

Aber    ebenso    ergiebt  sich   noch   eine   dritte   Bedingung    (indem    ich 

statt  -J  :  ^2  setze): 

j/'»+« +  (m  +  l).m.Ci-C«i  +  ...  <2.CU+i.», 

J,('»+*>=...  +  (w  +  2).(m+l).(7,.0„+i,,  +  ...  <3.C„+,,,, 

Ich  wfthle  wieder  ju  so,  dass  m  -f  ft  gerade. 

("f '+ ")' 

(m  +  f*)!  (m  +  ft  — 1)! 

Setze   ich  unter  der  Yoraussetzang,  dass  O^^O,  —  »jß|,  so  giebt 
es  eine  Zahl  A^j  dass  * 
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*  ^^  ^^  /- 1^*^ 


Bilde  ich  den  Qaotienten: 

E  O  *     ' 

/*  (w  +  f*  +  2)  (w  +  f*  +  1)  •  (»>  +  f*) 

60  ist  leicht  ersichtlich,  dass  derselbe  mit  wachsendem  f«  nnter  alle  Grenzen 
sinkt,  was  auch  B^  und  m  seien.  Daraus  folgt,  dass  auch  J^CE/«)—  0, 
und  unter  Anwendung  desselben  Schlussverfahrens  wie  oben: 

Cg  -  0. 

Es  muBs  fiiy)  eine  ganze,  lineare  Function  sein.    f^(jf)  -»  C^-f  ^i^- 
Somit  habe  ich  in  unserm  Falle  1.  die  nothwendigen  Bedingungen: 
!•  f%{y)  "■  ^}  ®"*6  Constante. 
2-  fi (y)  =  C'^,  +  O^y,  linear. 

3.  /o(y)  ■■  "^o"'"  "^ly  "1"  ^«y*;  g^^Z;  vom  zweiten  Grade. 

4.  /'(j^)  eine  ganze,  transcendente  Function,  deren  Coefficienten  kleiner 
oder  gleich  denen  einer  Reihe:  Ä  ,(e^  ^+  qy  .  e^^)  sind. 

Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin.     Es  sei  nftmlich: 

f(y)  -  a  (1  +  By  +  II  .  üV.+  |j  B»y»+  •  •  •)• 

fM - ft(i  +  »  +  y"),  /iö') - « (1  +  y),  ^»(y) - «'• 

Die  Cfni  bestimme  ich  »  cht^  also: 

Cjr.i  — v!  a.ß'",  Cj,+i,i  — v!  a.B*'"''*, 
80  wird  (s.  8.  198): 
Jj(»»)-o.6-(v!B«''+2v.(v-l)!B»''-»+2v.(2v-l).(v-l)!B«''-*)  + 

+  ac-(v!iP''+»+2vi'!lP'')  +  o-d-(v  +  l)!B»''  +  * 

<(v  +  l)!o. «»»'.(.',  (f'-'-^^.{B'+2R+A)  +  e-(^B  +  2)  +  d.B' 

-4,("+i)-  ob-  (vIIP'+»+(2v+l)  •  v!JB«'+(2v+l) .  2v.  (v-1)!  J?—»)+ 
+  a.c.[(v  +  l)!Ä«''+ä'+2v  +  l)v!iP*+M +  «•<»•  (v  +  l)'.«*''+' 

<(y  +  l)\aIP^+^Q',  (.'-^•(R»+2Ä+4)  +  c.(B+2)+d.iJ«. 
Setze  ich  nun: 

80  ist  4i^™^<  2Ci„,2.     Ich  berechne  nun  A^^"^^  und  erhalte  natürlich: 
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Ich  setze  also: 

SO  dass  '^8^"*^<  3C^m,8.    Nun  berechne  ich  ebenso  A^^*"^  und  ein  C„^^  und 
so  fort;  es  wäre: 

(y  +  fi -1)1  2^     ,     ,  (v+ft-1)!  2^ .  j    -    .  j 

Aber  die  Reihe: 

ist  convergent  (Radius  1),  also  existiren  Integrale. 

23.  Zweiter  Fall.    Der  Coefficient  von  t— »  ist  eine  lineare  Function 
Yony: 

Do  +  Ay- 

^/m-i) -  . . .  +  (m  -  1)  .  2),  .  C^.i  +    . .  <  2C^«i,8, 
j,(«-"2) +  (m-  2)  .  Dl .  Cm^ut+  •  •  •  <  3C«.,,8, 


•^m  — 1  —  •  •  •  +  Dj  •  ^2,m  — 1  +  •  •  •  <  W  •  C'i^ 


m 


(m  -  1) !  D,"-»  C„i  <  m !  C,.  „  <  m !  ^») .  »«  (Nr.  15.) 

Die  erste  Bedingung  ist  also  folgende:  Die  Coefßcienten  der  Reihe  f(j/) 
müssen  sänuntlich  kleiner  sein^  als  die  einer  Reihe  A  •  ^K 

Mit  Hilfe  desselben  Schlussverfahrens  erhalte  ich  die  weiteren  Un- 
gleichungen: 

Dazu  kommen  &b«r  folgende  Bedingongen: 
^('»+«)«...+  («  +  2)(m+l).B,.a„,i+...<2.C„+,,,(B,-||), 

.4'»+*'-...+(»,  +  4)(»,  +  3).BjC„+,.i+...<3.CW+4,8, 


tu! 


(m  +  fO! 
m 


<"      ■  r/-,^,^^.a^ 
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Da  nun  ^ — ,  J^\', .  ä"»+8a*  „jJ^  wachsendem  u  für  jedes  m  und  fftr 

jedes  R  unter  alle  Grenzen  sinkt,  so  gilt  derselbe  Schluss,  der  schon 
mehrmals  angewandt  wurde:  Soll  nicht  sein  /"C^)  —  0,  so  mnss  B^—O 
sein,  d.  h.  f^^y)  —  J9^+  B^y,  eine  lineare  Function. 

Aber   ebenso  wie  in  Fall  1.  muss  natürlich  auch  f^(j/)  linear  sein. 
Ich  erhalte  also  für  Fall  2.  die  folgenden  nothwendigen  Bedingungen: 

1-  Aj  (y)  —  Do  +  A  yi  l"^öar. 

2.  /i(y)-  Co+  O^y,  linear. 

3.  /o  (y)  —  -^0  +  ^i  y  1  linear. 

^'  f{y)eine  ganze  ^  transcendente  Function ,  deren  OoefBcienten  nicht 
grösser  sind^  als  die  einer  Reihe  Ä*  e  ^^ 
Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin. 

Sei  nämlich:     ^.  .  /.    .    i>     .   ^V  .         \ 

r(y)  -  a  .  (^1  +  Äy  +  -^  +  . . .  j 

so   ist: 

leh  setze  nun: 

^«.j-  ^-  •  a  •  B"  •  ?',  »0  ist  V""<  2<?m,2 

Fahre  ich  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalte  ich  allgemein: 
^  m  .  (m  +  2)  • .  .  (w  +  2  Tf»  —  21)    ^      «    '/<  -i 

Aber  die  Reihe: 

ist  gewiss  convergent  (Radius ö~7 )i  ^^^^  existiren  für  das  System  Integrale. 
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-V    ^»     '" 


24.  Dritter  Fall.     Der  Coefficient  von  ;r-«  ist  yom  zweiten  Grade: 

Wie  im  Fall  2  bewiesen,  moss  sein  (s.  S.  202): 

|ia!  \         fi        / 

Nun  ist  aber  2'  -  (1  +  1)"  ''^f*(l\  also  ^^)  <  2'.  Ist  JR  eine  fest 
vorgelegte  Grösse ,  so  existirt  also  gewiss  eine  Grösse  R^^  die  der  Be- 
dingung genügt:  ^i^  7^  (fi)  •  B%  was  auch  v  und  fi  sein  mögen.  Also  muss 
es  eine  Zabl  R^  geben,  dass  allgemein: 

Ich  beachte  nun  folgende  Ungleichungen: 

-41"'^== h  w .  (m  —  1 ) .  Dg .  (7„ ,  y  + . . .  <  ( V  + 1)  •  ^m , » + 1 , 

i^y^-l—  .  •  .  +  m-(w  —  1)  .Dj.  r^^  y-f-i  H <(v+  2)•(/m,1•  + 


2J 

^JXfi^i  =-  •  •  •  +  w  .  (;w  —  1) .  Dj .  c;«^  ^,^ y .1  -^ <  (v  +  ^)  •  ^m. »  + 


M 


vi 


< 


\iii(m  — 1)   Dj/  ' 


Seien    nun  £  <  e'   zwei  echte  Brüche,   so  ist  klar,   dass   von  einem  be- 
stimmten m  an  sich  immer  fi  so  angeben  l&sst,  dass: 

Dann  ist  gewiss  stets: 

Es  ist  klar,   dass   sich  solche  Zahlen  H  und  9l|  bestimmen  lassen  müssen. 
Mit  anderen   Zeichen  geschrieben,    ergiebt  sich  also  als  erste  Bedingnog- 
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•  •  • 

Also:  A 

d.  b.  die  Coefficienten  yon  f{^  müssen  kleiner  sein^  als  die  einer  Reihe: 

wofOr  man  auch  sagen  kann:  kleiner  als  die  einer  Reihe: 

Es  mOssen  aber  ferner  folgende  Ungleichungen  bestehen: 
j^<'»+»)<  . . .  +  (m  +  1)  .  2?,  .  C„,i+  . . .  <  2  C„+,,,, 
j^(«.+»)^  . . .  ^  („  _|.  2)  .  5j  ,  C„^j,,+  . . .  <  3  .  0,+,.,, 

Aber    -^,    .  >.,  «  q*^  sinkt  mit  wachsendem  /:»  unter  alle  Grenzen,  was  auch 

9  sein  mag,    da  /2  >  1.     Es  gilt   also  das  wiederholt  gemachte   Schluss- 

Yerfahren:     Soll   /(y)  4*  ^  sein,   so   muss  JBj  —  0,   /o(y)""-5o  ®"^®    ^^^' 
8t4mte  sein. 

Ehenso  wie  in  den  früheren  F&llen  muss  fi{y)  linear  sein. 
Wir  erhalten  also  fOr  Fall  3  folgende  Bedingungen: 
1-  f%{y)  ""  -^0+  Ay  +  Ay*i  ^^^  zweiten  Grade. 

3.  f^iy)  —  j^o,  eine  Constante. 

4.  f{y)  eine  ganze  Transeendente,  mit  Coefficienten,  kleiner  als  die 
einer  Reihe 

^■('+i  +  lr-^+-+^-£+ ■■)■«>' 

oder  auch: 

wass  daselhe  hedentet. 

Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin. 
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Sei  n&mlich: 

/ö(y)  -  &;  fM  -  c  •  (i  +  y);  f,(.y)  -  «*  •  (i  +  y  +  A 

BO  ist  allgemein: 

Es  ist  klar^  dass  man  eine  Grösse  q  bestimmen  kann^  derart^  dass  für  jedes  w 

Setze  ich  nun  ^  a 

SO  ist:  ^ 

2j('">^o«  a    l_J-     ,    m  +  3       (nt  +  2)» 

,fn±l       (fn  +  l)(m-f  2)      (m  +  1)» 

< 

Allgemein; 
gesetzt,  giebt  fttr: 

m  +  1         (m+l)(fn+2i;^2)  (m+iy^"^ 

"^/J(m  +  2y— 1)»">"  ^(in+2ir— 2)»  »  *"      /J(»i+1)' 

w'  m*(m  +  2y-3)  m'M 

^      \^(OT-|-2yp    •    /J(m  +  2r— 1)'     •      ß(iii  +  2v— 2)«    ~  R^ I 

Also  ist  die  Bedingung:  A^^*^<(y+  1)!  6^m,y+i erfüllt. 
Andererseits  ist  die  Reihe: 

convergent. 
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'  *^  ■'^  ■»*  S^  N.^  S.'    ■^'  *•  ■'^-^■v^.^^^y 


Setze  ich  n&mlich  c  —  — t-^i  so  ist:  -r-;  <^  (-^  •  € )  i  was  auch  a 
und  m  sein  mOgen.  Bestimme  ich  n&mlicfa  die  Stelle  des  Minimalwerthes 
der  Function  von  f*:  (-^•«)>  welche  för  die  Function  f*  •  ?^.( -^  «)  die- 
selbe ist,  indem  ich  setze: 

/J. . '.  j- .]  -  0, 

fc/^-e  +  l-O, 

BO  erhalte  ich:  ^2 

-^,  •  «  -  e-\  f»  -  — —  -  Ml».  \gK 

I>er   Minimalwerth  selbst  ist  also: 
das  heisst  fftr  jedes  f*  ist: 


Ersetze  ich  nun  in  dem  Ausdrucke  für  v!  C^yi 

_V 1_ 

dnrch  die  grosseren  Werthe: 

SO   ist  sicher: 

v!  C^y  <  a  .  3''-«.  ^'-*.  (2v  -  1)  .  (v  -  1)"-*.  €"-* 

oder,  wenn  ich  setze  Sqs  '^  q\  so  ist: 

Aber  die  Beihe: 

a  .  (ar  +  (/'X^+  |y  •  ^'*-  J»"+  •  •  •  +  4  •  ^'"-  a;«'+i  +  •  •  •) 

ist  convergent  IBadius  ^},  also  erst  recht: 

\  e  •  Q  / 

Damit  ist  die  Existenz  des  Integrals  bewiesen. 

25.  Allgemeiner  Fall.  Mit  den  behandelten  drei  FttUen  sind 
alle  Fälle  erschöpft,  in  denen  unsere  lineare  Differentialgleichung  in 
Potex&zreihen  entwickelbare  Integrale  hat.  Wenn  nttmlich  in  (^{y)  noch 
höhere  Potenzen  als  die  zweite  vorkommen,  so  müssen  folgende  Un- 
gleichungen bestehen: 
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'_/-    j-  J      ^  -v^  .^ 


Uoh  setze  ^  —  D„  nach  Nr.  17  ist  D,  ^>  OJ 

4"+"-...+ (M,+l)(m  + 2)(m  +  3)  D,.  C„.i+ •  ••  <2r„+x,,, 
4"+«5-...+(«n.2)(m+3)(«»  +  4).D,.C;„4.,.,  +  ...<3r„  +  ,,, 

«.!(«.  +  !)!  (m+T)!""  ^»    ^»^         <(^+l)!r^.M, 

Nach  S.  205  ist  aber:  -4  „ 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  man  \k  immer  so  angeben  kann,  dass 
C^,  1  unter  einer  beliebig  klein  angegebenen  Zahl  liegen  mnss.  Wie  schon 
öfters  geschlossen  wurde,  folgt  auch  hier:  Soll  nicht /(y)  »  0  sein,  so 
muss  D,-»  0|  f%{y)  ftlflo  höchstens  vom  zweiten  Grade  sein. 

26.  Mit  Bücksicht  auf  Nr.  7  und  16  erhalten  wir  demnach  folgendes 
Besultat:   Eine  Gleichung: 

IJ  -  J"  («,  y)  + 1^0  («^, »)  • » +  ^1  (*>  y)  1^  +  ^,  («,  y)  0 

ist  fOr  den  Anfangswerth  {z)^-  o  "~  0,  wenn  alle  Coefficienten  positiv  sind, 
dann  und  nur  dann  durch  eine  Potenzreihe  integrirbar,  wenn  sSmmtlidbe 
Coefficienten  der  Gleichung  gleich  oder  kleiner  sind  als  die  einer  Gleichung 

WO  9>  eine  convergente  Potenzreihe  bedeutet,  f^  f^^  f^^  f^  entweder  den 
unter  Fall  1 ,  oder  den  unter  Fall  2,  oder  den  unter  Fall  3  angegebenen 
Bedingangen  genügen. 

b)  Die  allgemeine  Gleichung. 

27.  Ich  schreibe  die  Gleichung: 

dz    \(  dß  d^z\ 

folgendermassen : 

9}  9>o;  9u  ^s  ^^^  Potenzreihen  in  den  angegebenen  Yariabeln  mit  positifen 
Coefficienten. 

Angenommen  nun,  die  Gleichung  habe  eine  Potenzreihe  als  Integral, 

so  müssen  zunSchst  die  8Smmtlichen  Coefficienten   derselben  positiv  eein, 

de    d^g 
alsO;  ^wenn  ich  die  Werthe  für  jf,  — -j  ^-^  in  9)q,  9,,  q>^  einsetze,  müssen 

in  der  resultirenden  Gleichung: 
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tf^o^  tf/i^   if/g   mindestens   ebenso   hohe   Potenzen   von  y   enthalten,  als    -r-^' 

Nun  muss  sieh  aber  für  2.  offenbar  genau  dasselbe  Integral  ergeben^  als 
für  1.  Also  mnss  2.  den  aufgestellten  Bedingungen  genügen^  in  ^q^  tf;^^  ^2 
darf  höchstens  die  zweite  Potenz  von  y  stehen^  e  darf  höchstens  vom  vierten 
Grade  in  y  sein.  Bei  Berechnung  der  Potenzreihen  müssen  sich  also  als 
identisch  Null  ergeben: 

dy^'  dy'' 

Ich    differenzire  nun  Gleichung  1  viermal  partiell  nach  y^  setze: 

dz_           S^           d^           d^z           dh 
^  "  ^''  dy  "  "^'^  dy^  "  ^^'dy^  ^  ^^' dy^^  ^'' di^ ^' 

so    erhalte  ich  ein  endliches  System  von  Differentialgleichungen: 

dZi  .  ^ 


dx  ""    *  ^^'  ^ö'  ^*'  ^*'  ^*'  ^*'' 

wo    p    als   Parameter    in   den    Coefficienten   vorkommt.     Dies    System  ist 
natürlich  integrirbar  und  z  ^^  z^  ist  mgleich  Integral  der  Gleichung  1. 

Sieht  man  aber  von  diesen  (übrigens  leicht  zu  discatirenden)  Fällen 

ah,   80  kann  man  sagen:  -^'  ^  f  ( ^?  y}  ^>  ^>  ^  )  ^^"^^  ^'^^  ^^^  ^*^"  ^^^^' 

dz    d^z 
griren,  wenn  z^  — ;  r-^  rechts  nur  in  erster  Potenz  vorkommen. 

28.  Die    gewonnenen   Resultate    lassen   sich    in    folgendem   Satz   zu- 
sammenfassen: 

Bei  -;r- =F[x.y.z,  -r-y -r-z)   ciuc    Glcichung,    deren    rechte 
dx         \  dy    oy  / 

Seite,  nm  die  Anfangswerthe: 

dz     dzo   d^z     d^-ZQ 


^0;  1/  ="  %» ^  -  W*-xo  -  ^o(y)>  ^  ^  ^7^' 


dy       dy'  dy^       dy^ 

entwickelt,  eine  Taylor'sche  Reihe  mit  lauter  positiven  Coeffi- 
cienten liefert,  so  hat  sie  dann  und  nur  dann  eine  Potenzreihe 
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als  Integral,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind  (wobei  der 
Kürze  halber  gesetzt  werde:  x  —  Xq^  x^  V  ^  Vq"^  y^  z  —  Zq^z) 

-    de    d^z 

1.  Die    rechte    Seite    muss    in  z,  -=,  —=-  linear   sein.     Die 

Gleichung  muss  also  lauten: 

--  -=  Kaj,  y)  +  /o(^»  y)  • « +  fi(ßy  y)'-^  +  ^2(^1  y)  •  ■:;=;' 

dx  dy  oy" 

2.  In  f^   darf  nur  die  erste  Potenz  von  y  vorkommen,  in  /!; 
und  /q  höchstens  die  zweite  und  zwar: 

a)  wenn  f^  von  y  unabhängig,  in  /q  höchstens  die  zweite, 

b)  wenn  f^   in  y  linear,  in  /^  höchstens  die  erste, 

c)  wenn  f^  in  y  vom  2^  Grade,  muss  f^  von  y  unabhängig  sein. 
In  X  hingegen  sind  /g,  /*i,  ^2  beliebige  Potenzreihen. 

3.  Für  f  gilt  in  den  sub  2  unterschiedenen  drei  Fällen: 

a)  alle  Coefficienten  kleiner  als  die  einer  Reihe: 

b)  als  die  einer  Reihe:       _  ' 

€^y'(p{x), 

c)  als  die  einer  Reihe: 


( 1  +  f  +  ^^  +  ^9  +  •  •  +  5  +  •  •  •)  9»  ( ^) ;  9  >  1 . 


A.       '  Q 

Q        9  9  Q' 

q>\x)  bedeutet  eine  beliebige  Potenzreihe. 


29.  Anmerkung.     Das   Integral   e    der   Gleichung    erfüllt  dieselbe 
Bedingung,  welche  für  fix^y)  unter  3.  angegeben  ist. 

Zerlegt  man  nämlich  f^,  /i,  f^  beliebig  in  zwei  Theile  fo'^n  +  h^"' 
und  ersetzt  in  der  ersten  Hälfte  der  rechten  »Seite  der  Gleichung: 

^•^        L  dy  ay«J 

.  -    ,  di.  d'l 

dy  dy^ 

e  durch  die   berechnete  Potenzreihe   in  x  und  y,   so    bekomme   ich  eise 

Gleichung:  -  —  _ 

dz  , .  -  ds    ^  d^z 

dx  dy  dy* 

welche  genau  dasselbe  Integral  hat,  wie  die  ursprüngliche.     Also  erftÜH 
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^\^y  y)  ^  f  +  (fa-  ^  T  (Pi-  -;^  +  92'  -=r 


die  Bedingung  3,  folglich  auch  g. 


Schlnssbemerkongen. 

30.  Nach  zwei  Richtungen  hin  ist  nun  die  Untersuchung  fortzusetzen: 

I.  Sind  allgemein  Bedingungen,  wie  die  in  28.  aufgestellten,  her- 
zuleiten für  jeden  Fall,  in  welchem  nicht  die  höchste  Ahleitung  nach  der 
bevorzugten  Variabeln  in  der  Gleichung  steht. 

II.  Ist  die  Frage,  ob  und  wie  die  Gleichung  integrirt  werden  kanu, 
wenn  jene  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  zu  beantworten. 

Das  erstgenannte  Problem  muss  sich  mit  denselben  Hilfsmitteln  lösen 
lassen,  die  oben  im  speciellen  Fall  zur  Anwendung  kamen. 

Das  zweite  hingegen  wird  dieselben  Schwierigkeiten  involviren,  wie 
das  entsprechende  Problem  bei  den  gewöhnlljshen  Differentialgleichungen 
und  den  partiellen,  in  welchen  die  höchste  Ableitung  nach  der  bevor- 
zugten Variabeln  steht.  Von  diesen  weiss  man,  dass  das  Integral  ein- 
deutig bestimmt  und  in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  ist,  wenn  die  rechte 
Seite  im  Anfangspunkt  keine  singulare  Stelle  hat,  das  heisst  als  Potenz* 
reihe  um  die  Anfangswerthe  entwickelbar  ist.  Andernfalls  ist  es  freilich 
nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Gleichung  in  derselben  Weise  integrirbar 
ist,  aber  in  sehr  vielen  Fällen  wird  es  eintreten: 

1.  dass  das  Integral  nicht  mehr  um  den  Anfangspunkt  entwickelt 
werden  kann.  Gleichwohl  wird  die  Gleichung  im  Allgemeinen  durch  eine 
analytische  Function  zu  befriedigen  sein,  welche  im  Anfangspunkte  eine 
Singularität  hat. 

2.  dass  das  Integral  noch  eine  Willkürlichkeit  einschliesst  (ein  Bei- 

du  z 

spiel  bietet  die  Gleichung    — —  =  a  ■  -?  a  >  0,  welche    für    den  Anfangs- 

dx  X 

werth  (i5),-:o*"  0  das  Integral  C  .  af^  hat,  C  willkürlich). 

unsere  Gleichung—  '^  f[x,y,  e,  -—'  ä~2  j^**'  ein  eindeutig  als  Potenz- 
reihe entwickelbares  Integral,  wenn  die  Bedingungen  Nr.  28  erfüllt  sind. 
Andernfalls  aber  iSsst  sich  diese  Möglichkeit  nicht  allgemein  leugnen.  Bei- 
spielsweise lassen  sich  auch  Gleichungen,    in  deren  rechten  Seite  höhere 

Potenzen  von  z,  — >  r-^  stehen,  bei  geeignet  gewählten  Aufangswerthen  inte* 

griren.  Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  einmal  y  als  bevorzugte  Variable 
za  nehmen,  ein  Integral  ?  (y,  rc)  zu  suchen  und  als  Anfangswerth  für  unsere 
Gleichung  (i?)x=o  ?  (y,  0)  zu  wählen,  so  ist  f  (y,  (£)  das  verlangte  Integral.    In 

14* 
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andern  Fällen  freilich^  z.  B.  immer^  wenn  alle  CoeMcienten  rechts  positiv  sind,  ist 
diese  Entwickelang  unmöglich.  Alsdann  aber  giebt  es^  wenigstens  wenn 
die  rechte  Seite  sich  im  Anfangspunkt  nicht  singulär  verhSlt^  überhaupt 
keine  Function  yon  complexen  Yariabeln;  welche  der  OleichuDg  und  den 
Anfaogsbedingangen  genügt.  Da  sich  nämlich  aus  der  rechten  Seite  durch 
fortgesetztes  Differenziren  nach  x  alle  Ableitungen 

de   S^   d^ 
dx'dx^'dx^'"' 

im  Anfangspunkte  als  endliche  Grössen  ergeben,  so  kann  »  dort  weder 
eine  Discontinuität,  noch  einen  Yerzweigungspunkt  haben  {y  betrachte  ich 
als  Parameter),  z  wäre  um  den  Anfangspunkt  herum  eindeutig  und  end- 
lich^ also  als  Function  einer  complexen  Yariabeln  in  eine  Fotenzreihe  ent- 
wickelbar ^  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  muss  also  in  diesem 
Fall  z  als  Function  reeller  Yariabeln  auffassen^  wenigstens  im  Anfuigs- 
punkte.  z  könnte  sehr  wohl  eine  Function  complexer  Yariabeln  sein,  welche 
im  Anfangspunkte  eine  weseijtliche  Discontinuität  hat^  von  der  Art  das  z  mit 
allen  seinen  Ableitungen  beini  Fortschreiten  auf  der  reellen  Achse  der  x  endlieh 
bleibt.  Beispiele  solcher  Functionen  hat  Dubois-Beymond  gebracht.  (Math. 
Annalen  1:883.  XXf.   S.  109  ff.) 

Bei  dieser  Auffassung  würde  auch  analog  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen eintreten  können  ^  dass  das  Integral  noch  Willkürlichkeiten 
enthielt.     Hätte  z.  B.  die  Gleichung 

--g-a  +  y  +  i^^...).^---«) 

(welche  den  Bedingungen  28  nicht  genügt),  für  den  Anfangswerth(5)jp:^  o«^/'(^) 
ein  Integral  z  (xy  y)  (im  allgemeinen  mit  wesentlicher  Discontinuität  im 
Anfangspunkt)^  so  würde  ebensogut  die  Function: 

?  «  jef  (a;,  y)  +  6' .  c     *"  (C  ganz  willkürlich) 
der  Gleichung   und  den  Anfangsbedingungen   genügen.     Wie  die   einfache 

Rechnung  zeigt^   besteht  nämlich  zwischen  den  Differentialquotienten  der 

1— y  1— y 

Function  e  ^  die  Beziehung  a),  also  genügt  auch  ;er  +  C  e  ^  dieser  Gleich- 
ung. Ausserdem  besteht  in  dem  Bereiche  |  y  { <  1  (ftlr  welchen  die  Ent- 
wickelung  der  rechtep  Seite  von  a)  Giltigkeit  hat)  jedenfalls  die  Identität: 

(t)«=o"=  (^)»=o. 
Denn  als  Function  der  reellen  Yariabeln  x  aufgefasst  ist  (jedenfallB|  wenn 

i-y 
y    <  1)  e     *"  (nebst  allen  seinen  Ableitungen)  Null  für  rc  —  0. 


^  • 


XV. 

Construction  der  Burmester'schen  Punkte  für  ein 

ebenes  Oelenkvlereok. 

Erste  Mittheilang. 
Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  BniiBioliweig. 


Hiensu  Tafel  VE,  Figur  1—4. 


Bei  der  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  giebt 
es  in  jeder  Sjstemlage  vier  Funkte,  die  augenblicklich  Bahnelemente  mit 
fünfpanktig  berührendem  Erümmungskreise  beschreiben;  wir  haben  die- 
selben als  die  Burmester'schen  Funkte  der  betrachteten  Systemlage  be- 
zeichnet.* In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Systembewegung  durch  ein 
Gelenkviereck  yermittelt  wird,  sind  zwei  dieser  Funkte  von  vornherein 
gegeben,  und  dann  erhalten  wir  die  beiden  anderen  Punkte  durch  eine 
einfache  Construction,  die  wir  im  Folgenden  ableiten  wollen: 

1«  Die  fragliche  Construction  gründet  sich  auf  eine  früher  mitgetheilte 
Formel,  durch  welche  im  allgemeinen  Falle  die  vier  Burmester'schen 
Punkte  einer  beliebigen  Systemlage  bestimmt  werden.  Angenommen,  das 
System  gelange  aus  der  Anfangslage  jS'  in  vier  unendlich  benachbarte  Lagen 
darch  auf  einander  folgende  Drehungen  um  die  Fole  $,  O,  9t,  6  bez. 
m  die  Winkel  d^,  da+cPa,  d^  +  2cP^  +  dPe,  dd  +  3eP^ +3d»^; 
dabei  sei  $Ds=09l  =  9i@  und  dx  bez.  dr  +  d^r  der  Contingenzwinkel 
der  Polbahn  in  den  Funkten  O  und  9i.  Verstehen  wir  dann  unter 
Jf/,  Jfji,  Jlf/i/,  Htjfr  die  Burmester'schen  Punkte  der  Systemlage  8 
und  unter  fp  ,  q>ji,  ff>iiu  vif  ^^^  Winkel,  welche  die  Geraden  $Jif/,  ^Mji 
n.s.w.  mit  der  Polbahntangente  $0  einschliessen,  so  sind  tanq>jy  tanq>/ju,H,  w. 
die  Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades  •• 

d^&*.ian*q>  -  de  ff^  (de+2dx)  tan^q>  +  (ßda  d^^  -  4d^&^)  iatfip 
+  3d^  (d^  cPt  -  dx  (PO)  tdntp  -  dQ^  {de  -  dx)  (2  de  +  dx)  =  0; 

es  ist  also  ,           .  ,            ,  ^              .  ,                de{de  +  2dx) 
tan  (fi  +  tantpu  +  tan  (pm  +  tan  q>jr  = ^^ 

""^^   ,       ,         .  ,  de^de-dx)i2de  +  dx) 

tanq>j.iang>iiJan(pniJan(pirs=z —— • 

*  üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  durch  f3nf  unendlich 
benachbarte  Lagen,  diese  Zeitschrift,  Bd.  37,  S.  129  flg. 
♦*  a.  a.  0.  §  7,  Gleichung  40. 
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Bezeichnen  wir  ferner  mit  tn  und  fi  die  Kreispnnktcorven  für  die 
directe  bez.  umgekehrte  Bewegung,  mit  F  bez.  E  die  Focalcentren  der- 
selben und  mit  q>F$  g>E  die  Winkel  J'ißQ,  E$D,  so  ist* 


tang>p=i 


<a»g?E=  — 


d^ida-dz) 


d«0 

Zwischen  den  sechs  Winkeln  g>/,  <jpy/,  (pm,  (pir^  qPF>  9>e  Ge- 
stehen daher  die  bemerkenswerthen  Gleichungen 

,     f  tantpi  +  tanq>ii  +  tan^pm  +  tantpir  =  to»9>F+  tantp^ 

Beschreiben  nun  zwei  Systempunkte  Ä  und  B  Kreise  um  die  Mittel- 
A  bez.  B,  80  kann  die  Systembewegnng  ersetzt  werden  durch  die  Bewegung 
der  Systemstrecke  AB  in  dem  Gelenkyiereck  ^J?BA,  und  dann  fallen 
zwei  der  Burmester*schen  Punkte,  etwa  Mj/j  und  M/y,  mit  A  und  £ 
zusammen.  Bezeichnen  wir  mit  a  und  ß  die  bekannten  Winkel,  welche 
bez.  die  Geraden  ^A  und  $£  in  der  Systemlage  8  mit  der  Polbaho- 
tangente  bilden,  so  sind  q>/  und  q^jj  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

tanq>j+tanq>ii=^(tanqftr+  tan(ps)  —  (tena  +  tanß) 

tafh(pF»tCM^(P']^ 


IL 


tancpi  .  tan(f/j  = 


tan  a, tanß 

Wir  fragen  zunächst  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  hierin 
Yorkommenden  Ausdrücke  von  der  Form  tanct  +  tanß^  tan a, tanß, 

2.  Legen  wir  in  Fig.  1  durch  den  Kreis  8  eine  Sekante,  die  denselben 
in  K  und  X,  sowie  den  Durchmesser  iß  S  in  7  und  die  Tangente  $^io 
N  schneidet,  so  folgt  aus  d6m  Dreiecke  ^LN^  wenn  L  K^&  =  x,  Z.X$D-^ 
gesetzt  wird, 

also 


sin{K  +  k)       ^      sin{9t+k)      tanx  +  tank 
oder 

tanii  +  tank  =^^r;.* 
Es  ist  femer 

^T=PNtan{K  +  k)  =  -—^^-—tan{K  +  k)=^j—^----i 

V    •    /      tanK  +  tank       ^         ^      1  — fanxfawA 

folglich 

^33     DT 


tanKtank=^l  — 


^T      S^T 


*  a.  a.  0.  §  6,  Gleichungen  36)  und  88). 
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Sollen  wir  demnach  dnrch  den  Punkt  $  zwei  Geraden  ^K  und  $Z 
ziehen,  welche  mit  $3)  Winkel  bilden,  deren  trigonometrische  Tangenten 
eine  vorgeschriebene  Summe  8  und  ein  yorgeschriebenes  Product  p  besitzen, 
30  machen  wir  auf  der  Ereistangente  in  $ 

und    bestimmen    auf    dem    Durchmesser    $S    den    Punkt    T  durch   das 
Theilungsverhältniss  ®T  _ 

dann  schneidet  6  die  Gerade  NT  in  K  und  L, 

3.  In  Fig.  2  ist  ABBh  ein  Gelenkyiereck  mit  dem  festen  Gliede  AB. 
Um  für  die  augenblickliche  Lage  der  mit  dem  Gliede  AB  verbundenen 
Ebene  die  Burmester^schen  Punkte  Jtf/,  Mj/  zu  bestimmen,  construiren 
wir  zunächst  in  bekannter  Weise  die  Focaicentren  F  und  E  der  Ereis- 
pnnktcurven  m  und  fi*:  Wir  verbinden  den  Pol  $  mit  dem  Schnittpunkte  B 
der  Geraden  AB  und  AB,  errichten  in  ft  zu  $ft  ein  Loth,  welches  Ak 
und  ^B  bez.  in  %  und  93  schneidet,  und  in  diesen  Punkten  Lothe  zu  ^A 
bez.  ^B;  dieselben  treffen  sich  in  einem  Punkte  SD  der  Polbahntangente. 
Wir  bestimmen  ferner  die  Schnittpunkte  2S  ^^^  3'  ^^^  ^-^  ^^^  AB  mit 
einer  Parallelen  durch  $  zu  ft^,  ziehen  2i®  ^^^^  ^'®'  p&rallel  zu  ^ß 
bis  ^A  und  errichten  in  ®  und  @'  Lothe  zu  ilA,  welche  die  Polbahn- 
normale  bez.  in  S  und  S'  treffen.  Fällen  wir  endlich  aus  $  auf  S)€ 
nnd  5D@'  die  Lothe  $3  ^^^  $(S,  so  sind  F  und  E  bez.  die  Mittelpunkte 
der  Strecken  gSg  und  ^6. 

Der  Ereis  ö  übeV  dem  Durchmesser  $^  ist  der  gemeinschaftliche 
Krümmungskreis  der  beiden  Ereispunktcurven  in  ihrem  Doppelpunkte  $; 
zu  demselben  Punkte  gehört  in  den  Curven  m  und  fi  ein  zweiter  ErQm- 
muDgskreis  mit  dem  Durchmesser  ^@  bez.  $@'. 

Schneiden  die  Geraden  (St$  und  3t  $  die  Polbahntangente  bez.  in  T 
und  T\  die  Polbahnnormale  in  N  und  N\  so  ist,  wenn  q>p,  ^ei  «i  ft 
<F7»  (pji  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  vorhin, 

tanq)p+tang>E=  ^^^ 

aß® 

tana  +  tanß  =  ^^ 
^anqPir.fanqPE  =  -^ 


/  ^ 


also  nach  II)  ,  .  ,  $®      3J3) 

SDT    DT' 


•  Vergl.  Conatruction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Hflllbabnevoluten  bei 
starren  ebenen  Systemen ,  diese  Zeitschrift  Bd.  36,  S.  266. 
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•■.^  ■'^-'^ , 


Wir  erhalten  demnach  die  beiden  Geraden  ^SR/,   $3)ti/,   welche  mit 

$!X)   bez.   die  Winkel  q>if  (pn  einschliessen ,  indem  wir   die  Schnittpunkte 

272/ 1    ^11   des   Kreises  ö   mit   einer   gewissen   Sekante  N"  T"   aufsnchen; 

dabei  sind   die  Funkte  N"  und  T"  auf  ^(^  bez.  '$S)  bestimmt  durch  die 

Gleichungen 

$5)  1  ^N.^N' 


$2«^"  = 


tan  (pi  +  tan  tpn        1  1  2/^ ' 


Um  hiemach  N"  und  T"  zu  ermitteln,  ziehen  wir  SD9i  parallel  zu 
31 S3  bis  (S9,  bestimmen  die  Schnittpunkte  i8  und  9B  von  Gg  mit  99 
bez.  $2i  ^^d  legen  durch  9S  und  9t  zu  $93  zwei  Parallelen;  die  erste 
trifft  $(£  in  J^'',  die  zweite  g$SD  in  T'\    Dann  verhält  sich  nSmlich 

$2f":  gJ2f  =  aS©  :  93 2^^=  Jf'^p  ..  JH'N, 

also  ist  in  der  That  ,,  _  ^jy.JßJV'' 

*^.   ~"     iV^2^'      5 

bezeichnen  wir  ferner  mit  ®  den  Schnittpunkt  von  3)91  und  $93)  mit  oc 
den  unendlich  fernen  Punkt  von  £)9l,  so  ist  das  Doppelverhältniss 

(5D5prr)  =  (2)@gtoo)=||=||„. 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Bestimmung  des  Schnittpunktes  Mi 
der  Geraden  $SOti  mit  der  Ereispunktcurve  m.  Schneidet  in  Fig.  3 
die  Gerade  FMj  die  Focalachse  /"von  «t  in  3»  so  ist  bekanntlich  L5)iß/'=g>/ 
und  ifcf/3=^3»  8.180 

und  im  Dreieck  ^MjF 
Z.  itf/F5p  ==  1800  -  («p^  -  g,^)  -  (g,^  +  9,^)  ==  2(90«  -  <Pi)  =  2.Z.  ÜRyg?. 

Beschreiben  wir  daher  um  F  mit  dem  Radius  F$  einen  Kreis,  der 
@9)ty  in  U/  schneidet,  so  geht  FMi  nach  Ui. 

In  Fig.  2  haben  wir  die  Punkte  U/,  U//  bestimmt  als  Fusspnnkte 
der  Lothe  aus  $  auf  ^2)1/,  güR//;  die  Geraden  FVn,  Fun  treffen  $3R/, 
$9Jt//  bez.  in  JSff,  2tf/i.  Es  sind  ferner  zu  den  Bahncurven  der  so  erhal- 
tenen Burmester 'sehen  Punkte  die  entsprechenden  Erümmungsmittel- 
punkte  My,  M/i  construirt  als  die  Schnittpunkte  von  $3ß/,  $9)t// niit 
der  Kreispunktcurve  fi:  Wir  finden  z.  B.  M/,  indem  wir  von  ^  auf  62R/ 
ein  Loth  lUllen  und  den  Fusspunkt  desselben  mit  E  verbinden. 

In  Fig.  4  sind  die  Bahncurven  der  Punkte  Mi  und  Mji  dargestellt. 
Dieselben  sind  bekanntlich  tricirculare  Curven  sechster  Ordnung ;  die  eben- 
falls gezeichneten  fünfpunktig  berührenden  Krttmmungskreise  in  Jlf/nndJtfi/ 
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haben  also  mit  der  betreffenden  Cnrve  jedesmal  noch  einen  sechsten  reellen 
Pankt  gemein;  in  der  Figur  föllt  der  Kreisbogen  zwischen  diesem  Schnitt* 
punkte  und   dem  Berührungspunkte  nahezu  mit  der  Bahncurve  zusammen. 

4.  Nach   IL   sind   tanq>i  und   ianq>u  die  Wurzeln   der  quadratischen 
Gleichung 

ianftp  —  ItantpF  +  ianq>^  —  ton«  —  tanß)  tantp  H — 7 : — ^  =  0: 

tan  et  tan  ß 

die  Burmester 'sehen  Punkte  sind  also  reell,  sobald  die  Discriminante 

(tanvr+  tanq,,,  -tana-  tanß)*  -  4  ^11^^  >  0 

tanutanß 

ist.    Nun  folgt  ans  Fig.  2 


and 


5P® 
tan<pF=^^ 


also  ist 


und  ebenso 


cos  a      cos  et  cos  ß 

sin  tt     sinasinß 

tanw F  =  —z^  tana  tanß 
^3 


tongPE  =  r=nv  '«♦»«  tanß, 

oder,  wenn  L$ß3  mit  X;  ^$^3'  mit  i>  bezeichnet  wird, 

tana  tanß 


tan(pF  = 


tanq>E  = 


tanx 
tana  tanß 


tani^f 

Die  obige  Realitätsbedingung  geht  demnach  über  in 

\tana  tanß {tan^if  +  tan%'- tan^ tanx  {tana  +  tanß)\^ 
—  4tanatanß  tantlf  tanx  ?t  0; 

dabei   sind   a,   ßj  fff,   x   ^^®  Winkel,   welche  bez.  die  Vierecksseiten  BB^ 
-^A,  AB,  ^B  mit  der  Diagonale  ^St  einschliessen. 

Braans'.chweig,  den  8.  April  1892. 


XVI. 

Ein  Beitrag  zur  systematischen  Behandlung  der  ei 

Bewegung  starrer  Systeme. 

Von 

Prof.   Dr.  RODENBERG 

in  Hannover. 


Hierzu  Tafel  VIII,  Figur  1-20. 


Die  ebene  Relativbewegung  einer  Auzabl  starrer  Systeme  ist 
eines  Zeitelementes  in  geometrischer  Hinsiebt  durch  die  Polconfij 
tion  vollkommen  charakterisirt ^  und  die  Möglichkeit  einer  eind| 
Construction  dieser  Figur  zeigt  an,  dass  die  Systeme  in  dem  betr( 
Augenblick  einen  Grad  der  Bewegungsfreiheit  besitzen ,  d.  h.  curvei 
läufig,  oder  noch  kürzer,  zwangläufig  gegen  einander  sind.  Oew^ 
wird  die  Polconfiguration  durch  eine  Anzahl  gegebener  Pole  bes^ 
diese  Bestimmungsstücke  sind  jedoch  insofern  nicht  die  allgemeinsi 
ein  gegebener  Pol  schon  der  Angabe  von  zwei  Constanten  enl 
Einer  einzigen  gegebenen  Constanten  hingegen  ist  dib  Forderung  gl 
achten ,  dass  der  Pol  zweier  Systeme  auf  einer  Geraden  liege ,  welche 
„Normalstrahl**  des  betreffenden  Poles  genannt  wird,  weil  sie  N| 
aller  Bahnen  der  auf  ihr  liegenden  Systempunkte  des  einen  Systei 
zweiten  ist.  Sobald  nun  die  Anzahl  der  bewegten  Systeme  grösf 
fünf  ist,  braucht,  wie  sich  zeigen  wird,  nicht  ein  einziger  Pol  dii 
Schnittpunkt  zweier  seiner  Normalstrahlen  gegeben  zu  sein. 

In  §  1  wird  die  Construction  der  Polconfiguration  aus  die8< 
gemeinsten  linearen  Bestimmungsstücken  in  rein  geometrischer  Wei&( 
ohne  Benutzung  des  Begriffes  der  Geschwindigkeit,  durchgeführt, 
sich  hierbei  heraus,  dass  eine  Gruppe  von  Normalstrahlen,  weh 
momentane  Bewegung  von  mehr  als  13  Systemen  bestimmt,  imm< 
Gruppe  solcher  Strahlen  enthält,  welche  diese.  Bewegung  von  min< 
13  jener  Systeme  bestimmt,  so  dass  die  Construction  der  Polconfigi 
dieser  Anzahl  von  Systemen  mit  den  grössten  wesentlichen  Schwierig 
verknüpft  ist.  Im  §  2  werden  dann  ausser  Normalstrahlen  noch  P( 
gegeben  vorausgesetzt,  die  insbesondere  auch  noch  specielle  Lagei 
es  häufig   vorkommt,    zu    einander  besitzen,    z.   B.    thellweise   gert 


10. 


1. 


b^ ::l! 

R 


Fig. 


A 
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Reihen  bilden  oder,  noch  specieller,  unendlich  fern  liegen.  Während  die 
Schwierigkeit  der  Constracfdon  durch  das  Auftreten  von  Polen  und  die 
übrigen  speciellen  Annahmen  sich  meistens  verringert,  wächst  diejenige  der 
Angabe  allgemein  giltiger  Kennzeichen  für  die  Bestimmtheit  der  Bewegung 
wesentlich.  Die  Aufstellung  solcher  Kennzeichen  bildet  daher  den  haupt- 
sächlichen Inhalt  dieses  Paragraphen.  Gewisse  Vorkommnisse  machen  eine 
Berücksichtigung  des  Falles  nothwendig,  in  welchem  auf  eine  Gruppe  der 
betrachteten  Systeme  mehr  Constanten  entfallen,  als  zur  Bestimmung  der 
Polconfiguration  dieser  Systeme  nothwendig  ist.  Eine  solche  Gruppe  kann 
sich  dann  momentan  nur  wie  ein  einziges  starres  System  verhalten.  Ent- 
halten nun  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  die  zur  zwangläufigen  Be- 
wegung aller  Systeme  nothwendige  Zahl  von  Constanten,  so  kann  zwischen 
den  übrigen  Systemen  nur  dann  Zwangläufigkeit  bestehen,  wenn  auf  jene 
ausgezeichnete  Gruppe  nur  eine  überzählige  Constante  entfall t.  Dieser  Fall 
ist  deshalb  besonders  wichtig,  weil  es  im  Allgemeinen  während  der  Be- 
wegung eines  Getriebes  vorkommt,  dass  sich  aus  dem  angeführten  Grunde 
eine  Gliedergruppe  momentan  wie  ein  starres  System  verhalten  muss ;  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann,  die  Relativbewegung  dieser  Glieder  unendlich 
klein  2*^  Ordnung  ist,  während  andere  Glieder  unter  sich  oder  in  Bezug 
auf  jene  j,todte  Gruppe"  unendlich  kleine  Bewegungen  V^^  Ordnung 
vollziehen.  Sofern  sich  in  der  todten  Gruppe  das  festgestellte  Glied  und 
Angriffsglieder  äusserer  Kräfte  befinden,  kann  dann  durch  das  Wirken  der 
letztern  keine  Bewegung  eingeleitet  werden,  oder  wenn  Bewegung  vorhanden 
ist,  diese  in  dem  betrefifenden  Momente  nicht  beschleunigt  werden.  Mau 
sagt  daher,  dass  eine  „Todtlage*'  des  Getriebes  vorhanden  sei.  Für  diese 
wird  in  §  3  eine  rein  geometrische  Definition  gegeben,  wie  sie  vom  kine- 
matischen Standpunkt  aus  gefordert  werden  muss;  ferner  werden  allgemeine 
Kennzeichen  und  Bildungsarten  von  Todtlagen  mitgetheilt  Als  Anwendung 
des  Bisherigen  werden  dann  in  §  4  Kennzeichen  für  die  Zwangläufigkeit 
kinematischer  Ketten  angegeben.'*' 

Alle  Resultate  sind  auf  rein  projectivem  Wege  gewonnen  worden;  die 
Möglichkeit  einer  solchen  Gewinnung  ergiebt  sich  durch  die  Erwägung, 
dass  die  Polconfiguration  ein  rein  projectives  Gebilde  ist,  dem  erst  metrische 
Eigenschaften  anhaften,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  relativen 
Drehungen  um  die  einzelnen  Pole  mit  in  den  Kreis  der  Betrachtungen 
hereingezogen  werden. 

Von  §  5  an  wird  noch  die  Bewegung  während  eines  zweiten  Zeit- 
elementes berücksichtigt.  Es  zeigt  sich ,  dass  aus  der  Polconfiguration  durch 
Angabe   des  Tripels,    d.  h.    dreier   sich    paarweise    entsprechender   Krüm- 

*  Dieselben  Kennzeichen  findet,  wenigstens  der  Hauptsache  nach,  auf  Grund 
metrischer  Betrachtungen,  Herr  Grübler  in  seiner  Arbeit:  „Allgemeine  Eigen- 
schaften der  ebenen  kinematischen  Ketten.'*  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Be- 
förderung des  Gewerbefleisses  in  Preussen.    Bd.  64,  Jahrg.  1885. 
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mungsmittelpunkte  der  Bewegung  je  dreier  Systeme,  auf  jeder  der  Polgeraden, 
eine  Figur  geschaffen  werden  kann,  welche  alles  Geonaetrische,  also 
namentlich  die  bekanntlich  zwischen  den  Krfimmungsmittelpunkten  be- 
stehenden quadratischen  Verwandtschaften,  Yollstftndig  darstellt.  Wfthre&d 
§  5  den  allgemeinen  Theil  behandelt,  werden  in  §  6  die  besonderen  Eigen- 
thümlichkeiten  von  Todtlagen  in  Betracht  gezogen.  Wesentliche  Schwierig- 
keiten bietet  die  Untersuchung  derjenigen,  im  Allgemeinen  vorkommendes 
Lagen  einer  kinematischen  Kette,  in  denen  etliche  Glieder  derselben  mehr 
als  einen  Grad  der  Bewegungsfreiheit  besitzen«*  Es  giebt  dann  anendlidi 
viele  Polconfigurationen  und  die  Pole  erftlllen  geometrische  Oerter,  so  zwar, 
dass  durch  Annahme  eines  Poles  entweder  die  ganze  oder  eine  Partial- 
configuration  bestimmt  ist.  Aber  eine  Beihe  ausgezeichneter  Pole  giebt  68, 
um  die  insbesondere  zwei  auf  einander  folgende  Bewegungen  der  beiden 
zugehörigen  Glieder  stattfinden  können ,  und  um  die  Bestimmung  dieser 
Pole  kann  es  sich  hier  nur  handeln.  Während  sich  im  Allgemeinen  die 
BoUcurven  nur  in  einem  Punkte,  dem  Pole  der  betreffenden  beiden  Glieder, 
berühren,  findet  im  vorliegenden  Falle  mehrfache  Berührung,  und  zwar 
in  den  ausgezeichneten  Polen  statt.  Jeder  Systempunkt  des  einen  von 
solchen  zwei  Gliedern  beschreibt  im  Systeme  des  andern  eine  Cnrve  mit 
mehrfachem  Punkte  und  die  Normalen  der  verschiedenen  Zweige  dieses 
Punktes  sind  nach  den  ausgezeichneten  Polen  gerichtet.  Da  die  Bahnen 
aller  Systempunkte  momentan  derartig  verzweigt  sind,  bezeichnen  wir  die 
Lage  der  Kette  als  „Yerzweigungslage*'  und  die  Singularität  der 
Bahncurve  als  „Verzweigungspunkt*'.  Ein  solcher  Punkt  unterscheidet 
sich  in  kinematischer  Hinsicht  wesentlich  von  einem  gewöhnlichen  meb^ 
fachen  Punkte,  welcher  entsteht,  wenn  der  beschreibende  Punkt  nach 
Durchlaufen  von  schleifenförmigen  Curvenstücken  mehrmals  denselben  Punkt 
passirt.  Während  dann  die  Bewegung  selbst  vollkommen  bestimmt  ist,  und 
von  der  Singularität  aus  nur  ein  bestimmter  Zweig  jedesmal  durchlaufen 
werden  kann,  sind  in  einer  Verzweigungslage  alle  Zweige  zugänglich,  ins- 
besondere können  beim  üeberschreiten  dieser  Lage  die  Winkel  beschrieben 
werdmi,  welche  zwei  beliebige  Tangenten  der  Singularität  mit  einander 
bilden.  Bekanntlich  kann  das  Auftreten  einer  Beihe  singulärer  Punkte  das 
Zerfallen  einer  Curve  in  Theilcurven  niederer  Ordnung  herbeiMhren.  Ist 
dies  der  Fall,  so  befindet  sich  die  Kette  in  einer  sogenannten  Wechsel- 
lage, die  hiemach  als  Unterart  der  allgemeinen  Verzweigungslage  erscheint 
Wie  es  bei  einer  solchen  Lage  Gruppen  von  Gliedern  geben  kano, 
deren  Polconfiguration  bestimmt  ist,  so  können  auch  insbesondere  todte 
Gruppen  auftreten;  das  Wesentliche  bleibt  stets,  dass  es  überhaupt  Glieder 
giebt,   deren  Belativbewegung  während  eines  Zeitelementes  unbestimmt  isi 

*  Vergl.  meinen  Bremer  Vortrag:  „Ueber  Polbestimmung  in  Verzweignnge- 
lagen  zwangläufig  bewegter  starrer  Systeme**.  Verhandlungen  der  Gesellschaft 
deutscher  Naturforscher  und  Aerzte.    S.  7.    Bremen  1890. 
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Im  §  7,  dem  letzten  der  Arbeit,  wird  ftlr  eine  Reihe  von  Ketten  die  Be- 
stimmung der  mehrdeutigen  Pole,  sowie  der  zagehörigen  quadratischen 
Verwandtschaften  durchgeführt,  soweit  es  unter  Berücksichtigung  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Bewegungen  möglich  ist.  In  der  Tüat  kann  es 
vorkommen,  dass  die  Polconfiguration  auch  noch  im  3^^,  4*^*^  etc.  Zeit- 
elemente unbestimmt  bleibt  und  erst  die  Berücksichtigung  des  Vorgangs  in 
einem  weitern  Elemente  eine  ausgezeichnete  Polgruppe  ergiebt.  Auf  der- 
artige Fragen  konnte  nur  hingewiesen  werden;  an  die  Erledigung  derselben 
kann  so  lange  nicht  gedacht  werden,  als  nicht  die  Belaiivbewegung  zweier 
Systeme  in  constructiver  Hinsicht  für  die  erforderliche  Anzahl  von  Zeit- 
elementen erforscht  ist. 

§  1.  Die  allgemeinste  Art  der  eindeutigen  Festlegung  der  Pol- 
configuration von  n  bewegten  starren  Systemen. 

Die  Festlegung  eines  starren  Systems  a^  in  Bezug  auf  ein  zweites 
erfordert  die  Angabe  von  drei  Constanten ,  oder  einfachen  geometrischen 
Bedingungen,  wie  die  Transformationen  der  ebenen  Coordinaten  solcher 
Systeme  zeigen.  Ebenso  sind  zur  Festlegung  jedes  weitem  Systems  gegen 
die  beiden  ersten  drei  weitere  Bedingungen  anzugeben;  d.  h.  die  Lage 
von  n  starren  Systemen  in  Bezug  auf  einander  ist  durch  3(n— 1)  von 
einander  unabhängige  Bedingungen  bestimmt.  Giebt  man  eine  Bedingung 
weniger,  d.  h.  deren  nur  3n  —  4,  so  besitzen  die  Systeme  gegen  einander 
einen  Grad  von  Bewegungsfreiheit,  und  zwar  sind  je  zwei  von  ihnen  gegen 
einander  bewegbar,  wenn  keine  m  Systeme  unter  ihnen  mehr  als  3m  —  4  Be- 
dingungen zu  erfüllen  haben.  Zulässig  wäre  es  noch,  die  m  Systeme 
3(m  — 1)  Bedingungen  zu  unterwerfen.  Dann  würden  alle  sich  wie  ein 
einziges  starres  System  verhalten  und  es  würde  nur  Relativbewegung 
zwischen  n  —  w  +1  Systemen  stattfinden,  für  welche  noch  3n— 4— (3m— 3) 
==3(n  — m  +  l)-*'4  Bedingungen  gegeben  wären,  wie  es  nach  dem  oben 
Gesagten  zur  Erzielung  eines  Freiheitsgrades  noth wendig  ist. 

Das  geometrische  Bild  einer  unendlich  kleinen  Relativbewegung  während 
eines  Zeitelementes  ist  die  Polconfiguration  der  Systeme,  deren  Festlegung 
demnach  3n  — 4  Constanten  erfordert.  Eine  solche  ist  gegeben  durch  die 
Forderung,  dass  der  Pol  ik{ssjßi)  zweier  Systeme  iT| cfa  auf  einer  gegebenen 
Geraden  iÄ;  liege  oder  ik  ein  „Normalstrahl**  der  Relativ bewegung  von 
dt  und  Ok  sei.  Realisirt  wird  der  Normalstrahl  durch  ein  sogenanntes 
nicht  zwangläufiges  höheres  Elementenpaar,  d.  h.  zwei  Cylinderfiächen ,  je 
eine  den  beiden  starren  Körpern,  deren  ebene  Bewegung  betrachtet  wird, 
^  Begrenzungsfiäche  angehörend ,  welche  sich  während  der  Bewegung  stets 
^gs  einer  Erzeugenden  berühren.  Bei  der  geometrischen  Behandlung 
reicht  es  aus,  die  Profil curven  zu  betrachten,  in  welchen  eine  Normal- 
ebene dieser  Cylinder  dieselben  schneidet,  und  der  Normalstrahl  ist  dann 
die  gemeinschaftliche  Normale   der  Profilcurven  im  Berührungspunkte.     In 
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anderer  Weise  kann  durch  Einschiebung  eines  neuen  Systemes  ein  Normal- 
strahl folgendermaassen  realisirt  werden:  Man  nehme  auf  ihm  zwei  Fankte 
ÄiÄk  an  und  verbinde  in  diesen  Oiök  durch  ein  neues  starres  Sjstem  ge- 
lenkig mit  einander;  dann  erhält  man  nach  Durchführung  dieser  Operation 
für  alle  Normalstrahlen  eine  kinematische  Gelenkkette,  welche  cnrren- 
zwanglSufig  sein  muss,  da  sie  die  erforderliche  Constantenzahl  besitzt.* 
Daraus  folgt,  dass  durch  die  gegebenen  3w  — 4  Normalstrahlen  die  Pol- 
configuration  insbesondere  eindeutig  bestimmt  ist.     Wir  sagen: 

1)  Die  Polcoufiguration  von  n  bewegten  Systemen  ist 
durch  Angabe  von  3n  — 4  von  einander  unabhängigen  Normal- 
strahlen eindeutig  bestimmt. 

Die  vorstehend  gegebene  Festlegung  der  Polcoufiguration  ist  allgemeiner 
als  die  sonst  übliche  durch  eine  Anzahl  von  Polen,  da  bei  hinlänglicli 
grossem  n  nicht  von  jedem  Pole  und  Systempaar  ein  Normalstrahl  gegeben 
zu  sein  braucht,  während  die  Eeuntniss  eines  Poles  iJc  sich  mit  der  An- 
gabe   zweier    Normalstrahlen    ik,   ik'  eines   und    desselben    Sjstempaares 

nifi"'  1) 
deckt.     In  der  That,  da  es  ~^-^ — ^  Pole  giebt,  so  bleiben,  wenn  von  den 

3n  — 4    gegebenen    Strahlen     nicht    zwei    durch    einen    und    denselben, 

ihnen  zugeordneten  Pol  gehen,  (mehr  als  zwei  wäre  unzulässig)  noch 
n(n-l)_^3^_^^^(«-2K«-5)_^  p^j^^  ^^^  ^^^^^  ^^.^  ^^^^ 

strahl  gegeben  ist ,  und  diese  Zahl  wird  positiv  für  n  ^  5. 

Seien  jetzt  3^  —  5  Normalstrahlen  gegeben,  so  lassen  sich  diesen 
00^  Polconfigurationen  von  n  Systemen  einschreiben.  Der  eindeutigen  Be- 
stimmtheit der  Configuration  durch  3^  —  4  solcher  Strahlen  wegen  müssen 
sich  aber  alle  beweglichen  Pole,  welche  jene  3n  — 5  Strahlen  zulassen,  auf 
geraden  Linien  bewegen,  da  von  einem  (3n  — 4)*®^  Strahle  auf  jeder 
andern  Curve  mehr  als  ein  Pol  ausgeschnitten  werden  würde.     Das  heisst: 

*  Dass  eine  kinematische  Kette  mit  dn  — 4  höhern,  nicht  swangläufigeo 
Elementenpaaren  zwangläufig  ist,  findet  schon  Herr  Grübler  a.  a.  0.  ncd 
dass  die  oben  substitairte  Gelenkkette  zwangläufig  ist,  folgt  auch  aus  bekannteD 
Formeln.  Besitzt  die  Kette  v  Glieder  und  g  zweigliedrige  Gelenkpunkte,  so 
ist  3v  — 4  =  2^.  In  unserem  Falle  ist  fr  =  n  +  (3«-4)  =  4(«  — 1);  ^=2(Sn)-4. 
Jede  Seite  der  Gleichung  hat  folglich  den  Werth  12n— 16.  Da  eine  Vereinigang 
beliebig  vieler  Gelenke  eines  Gliedes  im  Allgemeinen  der  Zwangläufigkeit  keinen 
Abbruch  thut,  so  lange  nur  nicht  alle  Gelenke  in  einem  Punkt  vereinigt  liegen, 
ist  eine  Discussion  dieser  Möglichkeiten  überflüssig. 

Nach  einem  von  Burmester  herrührenden  Verfahren  (vergl.  dessen  „Kin^ 
matik"  S.  82f.,  auch  Müll  er- Breslau  „Graphische  Statik,  2.  Aufl.,  §§30,  dl)kaDD 
man  die  Polcoufiguration  mit  Hilfe  der  lothrechten  Geschwindigkeiten  6t«U  con« 
struiren,  so  lange  kein  Gelenkpunkt  unendlich  fern  liegt.  Die  in  vorliegender 
Arbeit  mitgetheilte  Construction  macht  von  dem  Geschwindigkeitsbegriff  keinen  ge- 
brauch und  gilt  gleichmüssig  für  im  Endlichen  liegende  und  unendlich  ferne  Elemeote. 
Wegen  einer  Ergänzung  des  Burm  est  er 'sehen  Verfahrens  b,  S.228  des  Vorliegenden. 
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2}  Sind  3n  — 5  von  einander  unabhängige  Gerade  als  Nor- 
malstrahlen der  Polconfiguration  von  n  Systemen  gegeben, 
80  sind  diesen  Strahlen  oo^  Configurationen  einbeschreibbar 
nnd  alle  noch  unbestimmten  Pole  erfüllen  eindeutig  bestimmte 
gerade  Linien.  Diese  und  die  3n  — 5  Geraden  seien  als  Gruppe 
r"  bezeichnet. 

Erst  von  n  =  5  an  braucht,  wie  oben  gezeigt  wurde,  kein  Pol  fest 
zu  bleiben;  zehn  Gerade  würden  noch  die  sämmtlichen  zehn  Pole  von  fünf 
Systemen  beweglich  lassen  und  für  grössere  n  hat  man  insbesondere: 

2a)  Bewegen  sich  3n  — ÖPole  der  Configuration  von  n>5 
Systemen  auf  festen  Geraden,   welche  von  einander  unabhän- 

•    j          1                    •   1          1    j  •     ^.  1-    •         (^  —  2)  (n  —  5)    __    - 
gig  sind,  80  bewegen  sich  auch  die  übrigen^ ^ Pole 

auf  ebenso  vielen,  eindeutig  bestimmten  Geraden.  Eine  Gruppe 
solcher  ^ Strahlen,  der  oo^  Polconfigurationen  einbe- 
schrieben werden  können,  soll  durch  F^  bezeichnet  werden. 

Zur  Gewinnung  einer  Construction  der  Polconfiguration  denke  man 
von  den  3n  ^4  gegebenen  Strahlen  einen  solchen  ik  fort,  dessen  Pol  noch 
unbekannt  ist,  und  suche  denjenigen  ik*  der  f",  welche  durch  die  übrigen 
3n  — 5  Strahlen  eindeutig  bestimmt  ist.  Der  Schnittpunkt  von  ik  und  ik* 
ist  dann  der  gesuchte  Pol  ik. 

Es  erscheint  hiernach  zweckmässig,  zunächst  F"  zu  untersuchen.  Wir 
erledigen  räch  der  Beihe  die  Fällen  =  2,  3,  4  etc.,  indem  wir  uns  durch 
zwei  willkürliche  Annahmen ,  jede  der  Angabe  einer  Constanten  entsprechend, 
zwei  Punkte  von  ik*  schaffen,  durch  welche  iA;*  bestimmt  ist. 

«  =  2»3w  — 5  =  1.  Ist  12  gegeben,  so  liegt  12*  mit  ihm  vereinigt 
(durchlagendes  Kurbelgetriebe). 

n  =  3,  3n  —  5  =  4.  Die  vier  Strahlen  müssen  paarweise  zwei  Polen  an- 
gehören, sofern  von  einem  Pol  kein  Strahl  gegeben  sein  soll.  Sind  gegeben 
12,  12",  23,  23',  so  ist  i3*  die  Verbindungslinie  der  Pole  12,  23.  Die 
zugehörige  Gelenkkette,  wie  sie  nach  Angabe  von  S.  222  oben  entsteht,  ist 
in  Fig.  1  dargestellt  Dieselbe  ist  in  diesem  Augenblicke  nicht  zwangläufig, 
da  die  fünf  Normalstrahlen  nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Pol  13  ist  unbestimmt  und  wird  eindeutig  bestimmt  für  jede  andere  Lage 
von   13  oder  ff^ffj. 

«  =  4.  3w  — 5  =  7.*  Sechs  Pole  sind  vorhanden.  Soll  daher  von 
emem  derselben  kein  Normalstrahl  gegeben  sein,  so  kann  man  von  den 
übrigen  Polen  je  einen  Strahl  geben ,  es  bleiben  dann  noch  7  —  5  =  2  Strahlen ; 
d.  h.  von  zwei  Pole;i  müssen  je  zwei  Strahlen  gegeben  sein.     Diese  beiden 

*  Dieser  Fall  ist  von  Herrn  Barmester  in  seiner  Arbeit:  „Ueber  die  momen- 
tane Bewegung  der  ebenen  Mechanismen.**  Frager  technische  Blätter  1890,  Heft  1 
erledigt  Die  Erkenntniss,  dass  die  beweglichen  Pole  auf  gewissen  Geraden  liegen 
müssen,  wird  dort  durch  projectivc  Betrachtungen  gewonnen. 
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hierdurch  bestimmten  Pole  können  nun  entweder  a)  einem  und  demselben 
Systeme  angehören  oder  b)  kein  System  gemein  haben. 
Beide  Fälle  sind  getrennt  von  einander  zu  behandeln. 

a)  Seien  gegeben  12,  l2',  13,  13',  23,  14,  24,  sei  also  gesucht  34*. 
Dann  sind  12,  13  direct  gegeben,  aber  weiter  ist  auch  23  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie durch  23  bestimmt.     Man  kann  demnach  auch  (Fig.  2) 

12,  13,  23,  14,  24 

als  gegeben  betrachten.  Eine  willkürliche  Annahme  eines  Punktes  14^* 
auf  14  fahrt  nun  durch  Ziehen  von  12,  14^"^  zu  einem  Punkte  24|x'^  auf 
24,  und  die  weitern  Geraden  13,  14«*,  23,  24a*  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  34^*,  welcher  der  gesuchten  34*  angehört.  Als  zweiten  nothwen- 
digen  Punkt  dieser  Geraden  hat  man  den  Schnittpunkt  von  14  und  24, 
wenn  man  ihn  wie  vorhin  als  I4ß*  auffasst,  indem,  wie  leicht  zu  sehen, 
auch  24/3*  34|j*  in  diesem  Punkte  liegen. 

b)  Gegeben  seien  13,  l3',  24,  24',  12,  14,  23  oder  einfacher  (Pig.3) 

13,  24,  12,  14,  23. 

Man  suche  34*.  Die  Annahme,  dass  c^  und  c^  momentan  starr  mit 
einander  verbunden  seien ,  entspricht  der  Angabe  einer  Constanten ,  da  der 
Pol  13  gegeben  ist.  Sind  aber  zwei  Systeme  öiCk  momentan  nicht 
gegen  einander  beweglich,  so  decken  sich  ihre  Pole  »2,  kl  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  anderes  System  tf/.  Diese  evidente  Tbat- 
sache  wird  sich  vielfach  als  nützlich  erweisen.  Im  vorliegenden  Falle  sind 
die  der  gewählten  Annahme  entsprechenden  Pole  12a* 32 f*  vereinigt  und 
zwar  nothwendigerweise  dann  im  Schnittpunkte  A  von  12  32.  Die  Ge- 
rade 12a*  24  bestimmt  dann  auf  li  den  Pol  14^*,  mit  dem  34^*  wiederum 
vereinigt  liegen  muss.  Die  neue  Annahme:  c^  und  a^  bilden  ein  starres 
System,  zieht  in  entsprechender  Weise  die  Vereinigung  von  12^*14^*  im 
Schnittpunkte  B  von  l2  und  14  nach  sich.  Die  Gerade  12/}*  13  trifft  23 
in  23^*  und  mit  diesem  Punkte  liegt  34^*  vereinigt.  Der  gesuchte 
Strahl  34*  ist  die  Gerade  Ma*Uß*.  Die  Fig.  4»)  stellt  die  dem  vor- 
liegenden  Falle  entsprechende  Gelenkkette  noch  der  bessern  üebersieht 
wegen  besonders  dar. 

n  =  5,  3n  — 5  =  10.  Die  Anzahl  der  Möglichkeiten  hinsichtlich  der 
Anzahl  gegebener  Pole  wächst  wesentlich.  Irgendwelche  zehn  Strahlen  können 
eine  Gruppe  F^  vorstellen.  Soll  demnach  ein  Strahl  gesucht  werden,  so 
muss  wenigstens  ein  Pol  durch  zwei  Strahlen  gegeben  sein.  Wir  behan- 
deln nur  diesen  offenbar  schwierigsten  Fall  und  geben: 

12,  l3,  Ü,  I6,  23,  24,  25,  34,  35. 

Gesucht  ist  dann  45*. 


*)  In  deu  Figuren  sind  der  Einfachheit  wegen  statt  der  es  nur  die  Zeiger  t 
hingeschrieben. 
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Die  Annahme:  (T^  und  c^  bilden  ein  starres  System,  bewirkt,  dass 
13a* 23a*  im  Schnittpunkte  .^  von  TB,  23, 
14a*24a*    .  «  ^    „     14,24. 

15/25a^  .  „  C    „     15,  25 

vereinigt  liegen.  Auf  34  wird  dann  von  AB  oder  13^*  14„*  der  Punkt  34«*, 
ebenso  auf  35  von  AC  der  Punkt  35^*  verzeichnet,  und  die  Verbindungs- 
linie von  34j^*35„*  trifft  5(7  in  45^*.  Zur  Ermittelung  eines  zweiten 
Punkteis  45ij*  nehme  man  13/j*  auf  13  willkürlich  an,  wodurch  mit  Hilfe 
der  Geraden  12  13j3*  auch  23|3*  auf  23  bestimmt  ist.  Damit  hat  man  von 
jeder  der  Polconfigurationen  von  cr^tf^dga^  und  ^^o^^^^f^  die  für  den  Fall  t»=4 
unter  a)  als  gegeben  vorausgesetzten  Elemente.  Nach  Construction  dieser 
Configaratiouen  findet  man  dann  45^*  als  Schnittpunkt  zweier  beliebigen  der 
Gei-aden  34fl*35ß*,  14/j*15^*,  24|3*25^*;  und  45«*,  45|3*  bestimmen  45* . 

n  =  6.  3n  — 5=13.  Dieser  Fall  ist  insofern  der  erste  von  allge- 
meinem  Charakter,  als  nur  Normalstrahlen,  keine  Pole,  gegeben  zu  sein 
brauchen.  Wir  zeigen  zunächst,  dass  dann  unter  den  13  Normalstrahlen 
immer  10  vorhanden  sind,  welche  5  Systemen  angehören.  Da,  wie  leicht 
zu  sehen,  einem  beliebigen  Systeme  mindestens  drei  Normalstrahlen  in 
Bezug  auf  drei  andere  Systeme  zukommen,  so  zieht  man  so  viel  wie 
möglich  Systeme  zur  Bildung  einer  Anzahl  von  Normalstrahlen  heran, 
d.  h.  man  erzielt  die  ungünstigste  Annahme,  wenn  man  von  drei  Systemen, 
etwa  Cy^^fi^  ausgeht,  und  ihre  Normalstrahlen  in  Bezug  auf  die  übrigen 
Systeme  o^fi^^^^  giebt.     Dies  Verfahren  führt  zu  den  Strahlen 

14  24  34 

15  25  35 

16  26  36. 

Irgendwelche  vier  weitere  Strahlen,  z.  B.  12,  23,  31,  45,  welche 
noch  hinzugenommen  werden  müssen,  bewirken  aber  das  Auftreten  der 
Gruppe  von  zehn,  welche  fünf  Systemen,  in  diesem  Falle  den  Systemen 
Gj (72(^3 04^5, 'angehören.     Setzen  wir  also  als  gegeben  voraus: 

12,  I3,  i4,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45,  16,  26,  36 

und  suchen  46*,  56*. 

Die  willkürliche  Annahme  von  12*  auf  12  führt  nach  dem  Verfahren 
fürn  =  5  zur  Configuration  12*,  13*,  14*... 45*  der  Systeme  Ox<itH^\H* 
Nach  n  =  4,  a)  liefern  dann  die  Pole  12*23*31*  unter  Hinzunahme  von 
16,  50,  36  die  weitern  Pole  16*26*36*,  und  nun  schneiden  sich  die  Ge- 
raden 14*16*,  24*26*,  34*36*  in  einem  Punkte  46*, 

15*16*,  25*26*,  35*36*    „       „  „       56*. 

Damit  ist  von  jeder  der  zu  suchenden  Geraden  ein  Punkt  gewonnen 
Tind  eine  zweite  willkürliche  Annahme  führt  zu  einem  zweiten  Punkte,  der 
die  Geraden  dann  bestimmt. 

Zeiuchrift  f.  Hathemaük  u.  Physik  XXXVn,  4.  15 
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Das  soeben  erörterte  Verfabren  ermöglicbt  aacb  die  LOsnng  der 
folgenden  allgemeinen  Aufgabe: 

3.  Gegeben  sei  JT"  von  n  Systemen  c^o^.^.Ow  Man  suche  r"+*, 
wenn  von  0„+i  drei  Normalstrahlen  t,  w+1,  /;,«+!,  ^  n+1  in 
Bezug  auf  drei  Systeme  OiCk^i  der  ersten  n  gegeben  sind.  Denn 
die  willkürliche  Annahme  des  Poles  i A;*  liefert  die  ganze  PoUßguration  der 
n  ersten  Systeme ,  welche  dieser  Annahme  entspricht  und  die  Bestimmangs- 
stücke  ^^^^  ^^^^  ^^^^  fT^H^,   ikTn+l,   ÖH^ 

führen  nach  w  =  4  a)  zu  den  Polen  t,  ti+1*,  h,  w+1*,  /,  n+1*.  Endlicli 
schneiden  sich  die  Linien  ia?*,  *,  »+1*  und  fco?*,  Ä,  w+1*  (und  auch  ?j*, 
l,  n+1*)  iu  einem  Punkte  x^  n+1*,  welcher  dem  Normalstiahl  x,  n+1*  des 
beliebigen  Systems  a«  in  Bezug  auf  dn-f-i  angehört,  und  eine  Wiederholong 
des  Verfahrens  bestimmt  ihn  demnach. 

Sofern  nun  unter  den  3n  — 5  Normalstrahlen,  welche  T"  bestimmen, 
3.6^5  =  13  Strahlen  einer  F^  vorhanden  sind,  kann  man  hiemach  ancb 
r^  bilden,  da  von  irgend  einem  der  nicht  F^  angehörigen  Systeme  drei 
Strahlen  in  Bezug  auf  drei  Systeme  von  F^  vorhanden  sein  müssen.  Aber 
diese  Annahme  ist  nicht  zutreffend,  man  zeigt  vielmehr: 

4.  Sind  von  n>ll  Systemen  3n  — 5  Normalstrahlen  ge- 
geben, so  befinden  sich  unter  diesem  stets  3.11— 5=28  Strah- 
len von  11  dieser  Systeme,  die  übrigen  Strahlen  lassen  sich 
dann  so  anordnen,  dass  von  jedem  folgenden  Systeme  drei 
Strahlen  in  Bezug  auf  vorhergehende  Systeme  gegeben  sind. 
Nach  Herstellung  von  F^^  führt  dann  das  Verfahren  von  3)  zum  Ziele. 

Zum  Beweise  gehen  wir  natürlich  von  der  Gruppe 


14 

24 

34 

15 

25 

35 

16 

26 
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39 

IX 

2X 

3X 

IXI 

2X1 

3X1 

IXII  2  XII  3  XII 

•  •         • 

aus,  welche  noch  der  Entwickelung  des  Falles  ns=s6  die  ungünstigste  An- 
nahme darstellt.  Bei  n  Systemen  enthält  jene  Gruppe  3  (n  —  3)  Strahleot 
es  sind  demnach  noch  3n  — 5*-3(n  — 3)c=4  Strahlen  hinzuzuQlgen,  wenn 
die  T"  bestimmt  sein  soll.  Die  Angabe  eines  der  Strahlen  12,  13,  ^ 
würde  die  Angabe  aller  Strahlen  von  jedem  seiner  Systeme  in  Bezug  wi 
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jedes  der  übrigen  ö^6^aQ..,an  nach  sich  ziehen,  was  vermieden  werden 
kann,  wenn  nur  Strahlen  aus  der  Sjßtemgruppe  6^a^iiQ..,6a  gewählt 
werden.  Hierbei  wird  dann  diejenige  Wahl  wieder  die  ungünstigste  sein, 
welche  möglichst  viele  Systeme  erfordert,  d.  h.  die  Wahl  von  45,  67,  89,  XXI . 
Damit  sind  28  Strahlen  von  11  Systemen  gegeben,  die  Gruppe,  die  im 
Satze  als  nicht  zu  umgehen  bezeichnet  wurde. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  sofort  mit  diesem ,  die  grössten  wesenüichen 
Schwierigkeiten  bietenden  Fall: 

ns=ll,  3**  — 5  =  28  und  denken  die  soeben  beim  Beweise  von  4)  be- 
nutzten Normalstrahlen 

T4       24       34 

15       25       35 


IXI    2X1    3X1 

.45,       67,     89,     X^ 

als  gegeben.  Eine  willkürliche  Annahme ,  welcher  der  Angabe  einer  Con- 
stanten entspricht,  führt  nicht  mehr,  wie  vergebliche  Versuche  zeigten, 
zur  Gewinnung  eines  Punktes  auf  einem  Strahle  von  T^.  Als  am  zweck- 
m&ssigsten  erweist  es  sich,  drei  willkürliche  Gerade  12',  23',  31'  anzu- 
nehmen, wodurch  13  Strahlen  einer  J^^  der  ersten  sechs  Systeme  vorliegen. 
Man  construire  dieselbe  und  dann  unter  Heranziehung  von  17,  27,  37,  67 
[nach  3)]  die  Polconfiguration  17'^  von  a^a2»"^i'  Irgend  eine  andere  will- 
kürliche Annahme  l2"23"3l"  führt  dann  zu  einer  n"\ 

Nun  bedenke  man,  dass  die  Verbindungslinien  entspre- 
chender Pole  ik'  ih"  zweier  Configurationen  U'^TÜ'^  eine  /""■ 
bilden,  unsere  beiden  IT  demnach  eine  I^'^  bestimmen,  welcher  die 
Normalstrahlen  der  sieben  ersten  Systeme  angehören.  Dies  Verfahren  ist 
fortführbar;   P'^  und 

18,  28,  38 

19,  29,  39,  89 

geben  unter  zweimaliger  Anwendung  von  3)  eine  /7'^,  und  eine  Wieder- 
holung des  ganzen  Verfahrens  liefert  eine  zweite  n"^\  beide  Tl^  bestimmen 
ein  r'^.  Ebenso  wie  der  Schritt  von  r"'  zu  F'^  ist  aber  der  Schritt  von 
dieser  zur  7"^^;  und  von  nun  an  besteht,  wenn  weitere  Systeme  hinzu- 
kommen, die  Construction  der  folgenden  Z"^^^,  F^^^  aus  Wiederholungen 
von  3). 

Die  grössten  wesentlichen  Schwierigkeiten  bietet  hier- 
iiach  die  Bestimmung  der  Polconstruction  von  13  Systemen, 
wenn  als  35  Normalstrahlen  zu  den  soeben  für  F^  gegebenen 
noch^dj^e  sieben  weitern  IXÜ,  2X11,  SXlT;  l"xTiT,  2"xiir,  3"xni; 
^11. XIII  hinzugenommen  werden. 

15* 
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Das    hiermit    vollständig    gekennzeichnete    Verfahren    ist    rein   geo- 
metrisch, benutzt  nur  Elemente  der  Configuration  und  lässt  in  Folge  dessen 
das  Wesen    derselben    vollkommen    durchschauen.     Da   andererseits  6ur- 
mester's  Methode  der  Polbestimmung  für  den  praktischen  Oebrancb  sehr 
bequem  ist,   so   möge  hier   noch  gezeigt  werden,  wie   sich   dieselbe  dnreb 
eine  geringe  Ergänzung  auch  für  den  Fall ,  dass  unendlich  ferne  Configura 
tionselemente    auftreten,    brauchbar    machen    lässt.     Man    hat   behufs  An- 
wendung der  Methode   zunächst  die   zum  Normalstrahlen  -  System  gehörige 
Gelenkkette  herzustellen,   ein   Glied   derselben  fest  zu   denken  und  einem 
(am  Besten  ein  dem  festen  benachbarten)  Gliede  eine  willkürliche  endliche 
lothrechte   Geschwindigkeit  zu  ertheilen.     Damit  sind,   wenn  Zwanglfinfig- 
keit  des  Getriebes  vorhanden  ist,  auch  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen 
Glieder  bestimmt.     Setzen  wir  nun  zunächst  alle  Gelenkpunkte  als  im  End- 
lichen gelegen  voraus,  was  so  lange  zutrifft,  als  nicht  ein  gegebener  Normal- 
Strahl  unendlich  fern  liegt,  und  bezeichnen  diejenige  Figur,  welche  aus  alles 
Gelenkpunkten  und  den  Strecken ,  welche  die  starre  Verbindung  der  Gelenb 
punkte  eines  jeweiligen  Gliedes  andeuten,  besteht,  durch  JP,   so  bilden  die 
Endpunkte     der     lothrechten     Geschwindigkeiten     der    Gelenkpunkte    eine 
Figur  F'  und  zwar  ist  jedem  Punkte  von  F  ein  Punkt  von  F\  jeder  Ge- 
raden von  F  eine  Parallele  zu  ihr  von  JP'  zugeordnet,  ohne  dass  F  und  F 
einander  ähnlich  wären.     Sind  dann  Ai  Bi  zwei  Gelenkpunkte  des  Gliedes  Ci 
in    F,  ^i  Bl    die    ihnen    entsprechenden    Punkte   in    F\    so   stellen  die 
Strecken  At  Al ,   Bi  Bl  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  von    a,-  dar  und 
der  Schnittpunkt  dieser  beiden   Geraden   ist  somit   der  Pol  %k  von  ^i  in 
Bezug  auf  das   festgestellte   Glied  (T/t.     Die  Herstellung  von   F'  ist  nun 
stets  m5glich*,  man  kann  somit  alle  Pole  im  Gliede  Qk  construirt  denken. 
Eine  Wiederholung  des   Verfahrens  für  ein   anderes   festgestellte  Glied  ^{ 
liefert  alle  Pole  in  diesem,   und  man   erhält   endlich  irgend  einen  Pol  i^ 
nach  dem  bekannten  Schema 

um  diesem  Verfahren  seine  Anwendbarkeit  im  Falle  unendlich  ferner 
Ecken  von  F^  d.  h.  beim  Auftreten  von  Bichtpaaren  der  Kette,  zu  erhalten, 
construire  man  zunächst  eine  zu  F  centrisch  collineare  F* .  Collineaüons- 
Centrum,  -Achse,  sowie  die  Gegenachse  (das  Bild  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  F)  sind  ganz  willkürlich;  man  wird  insbesondere  die  Wabl 
also  leicht  so  treffen  können,  dass  alle  Punkte  von  JT*  innerhalb  der  Papier- 
ebene liegen.  In  JP*  kann  man  dann  die  Polconfiguration  J7*  mit  Hilfe 
von  F'^  construiren  und  die  zu  77*  in  F  gehörige  Configuration  77  ist  die 
gesuchte. 


*  Verj^l.  Müller-Breslau  a.  a.  0.,  auch  Lang  -  Rigasche  Industrie  Zeitung 
1889,  S.  75  Og. 
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§2.  Specielle  Bestimmnngsarten  der  Polconfignration  und  speoielle 

Conflgnrationen. 

Wir  setzen  nnnmehr  vorans,  dass  neben  Normalstrahlen  eine  Reihe 
von  Polen  gegeben  sei.  Ein  Pol  entspricht  der  Angabe  von  zwei  Normal- 
strahlen, p  von  einander  unabhängige  Pole  entsprechen  der  Angabe  von 
2p  solchen  Strahlen  oder  Constanten.  Abhängigkeit  in  der  Lage  von 
Polen  wird  durch  den  umstand  herbeigeführt,  dass  die  Pole  von  drei 
Systemen  stets  auf  einer  Geraden  liegen.  Es  wird  sich  als  noth wendig 
erweisen,  auch  die  Fälle  zu  berücksichtigen,  in  denen  die  Pole  von  mehr 
als  drei  Systemen  einer  und  derselben  Geraden  angehören,  einmal  weil 
dies  bei  Räderverbindungen  oft  vorkommt,  dann  aber  namentlich,  weil 
unendlich  ferne  Pole  stets  als  auf  einer  Geraden  liegend  anzusehen  sind. 

Zu  einer  übersichtlichen  Gestaltung  der  Abhängigkeitsverhältnisse  em- 
pfiehlt sich  die  Einführung  des  folgenden  Begriffs: 

5.  Ein  „Polzug**  sei  eine  Gruppe  von  Polen,  deren  jeder 
mit  mindestens  einem  der  übrigen  einem  nnd  demselben 
Systeme  angehört.  Ein  Polzug  von  8  Systemen  besitzt  also 
mindestens  5-- 1  Pole. 

Bei  unserer  Bezeichnungsweise  muss  demnach  ein  beliebiger  Pol  des 
Polzugs  wenigstens  mit  einem  der  übrigen  eine  Zahl  gemeinschaftlich  haben. 

Liegen  alle  Pole  eines  Zuges  in  einem  Punkte  vereinigt ,  so  soll  der 
Zug  ein  punktueller  Polzug  heissen.  Liegen  alle  Pole  eines  Zuges 
auf  einer  Geraden,  so  soll  der  Zug  geradlinig  heissen.  Den  Ver- 
einignngspnnkt  im  ersten  Falle,  bez.  die  Gerade  des  zweiten,  bezeichnen 
wir,  nach  Analogie  einer  in  der  Geometrie  der  Lage  verwendeten  Namen- 
gebung,  als  Träger  des  Polzuges. 

Man  beweist  dann  die  folgenden  Sätze: 

6.  Liegen  %  —  \  von  den  Polen  eines  Polzuges  P,  von  i  Sy- 
stemen in  einem  Punkte  vereinigt,  so  liegen  in  diesem  Punkte 
auch  alle  übrigen  Pole  dieser  Systeme,  oder,  ein  punktueller 
Polzug  von  i  Systemen  enthält  die  sämmtlichen  Pole  von  je 
zweien  dieser  Systeme  in  seinem  Träger  vereinigt  und  be- 
sitzt 2(i  — t)  Constanten,  oder  zählt  als  i  — 1  einfache  Pole. 

Nehmen  wir  zum  Beweise  zunächst  i  — 3>  und  die  Pole  12,  13  ver- 
einigt im  Träger  P  an.  Dann  dreht  sich  sowohl  (T,  als  a^  momentan  um 
P  in  <Tj ,  d.h.  auch  die  Relativbewegung  von  a^  gegen  ^3  ist  eine  Drehung 
um  P,  welcher  demnach  der  Pol  23  ist.  Die  Allgemeingiltigkeit  des  Satzes 
folgt  mittels  des  Schlusses  von  i  auf  «  +  1,  indem  wir  seine  Richtigkeit 
für  die  %  Systeme  6^o^o^,».6i'^OTWi^^QizQn^  Geben  wir  von  einem  hinzu- 
tretenden Systeme  ai^\  den  Pol  c^^i^xj  so  ergiebt  sich  wie  oben  durch 
Benutzung  des  Poles  lA;,  wo  6k  eines  der  i  ersten  Systeme  ist,  dass  auch 
der  Pol  jfc,  i  + 1  im  Träger  P  liegt 
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Der  pnnktaelle  Polzng  einer  Systemgmppe  aiaAai...8ei  dnrch  («itl...] 
bezeichnet. 

7.  Bilden  s  —  l  Pole  von  8  Systemen  einen  geradlinigen 
Polzug,  80  liegen  auch  die  übrigen  Pole  von  je  zweien  dieser 
8  Systeme  auf  dem  Tr&ger  des  Zuges.  Der  Trftger  ist  also 
Normalstrahl  für  die  Bewegung  von. je  zweien  der  Systeme. 
Jeder  etwa  auftretende  punktuelle  Polzug  Pi  zählt  hierbei 
für  f  — 1  einfache  Pole. 

Für  5  =  3  ist  der  Satz  richtig  und  man  zeigt  leicht  wie  oben  mittels 
des  Schlusses  Yon  8  auf  8  +  1,  dass  er  allgemein  gilt.  Es  sei  nun  ein 
geradliniger  Polzug  von  f^_8  —  l  Polen  der  8  Systeme  gegeben.  Nehmen 
wir  zur  Bestimmung  der  Constantenzahl  dieser  Pole  5-^1  derselben,  welche 
noch  einen  Zug  bilden,  was  stets  möglich  sein  muss,  da  durch  diese  An- 
zahl schon  die  Anwesenheit  der  übrigen  r-^s  +  l  Pole  auf  dem  TrSger 
bedingt  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Angabe  eines  jeden  dieser 
r  -^  5  + 1  Pole  nur  der  Angabe  einer  Constanten  entspricht  und  die  sSmmt- 
lichen  r  Pole  sind  daher  2(5  —  l)+r  —  5  +  l=5  +  r  —  1  Constanten  äqui- 
valent. Hierbei  ist  jedoch  zu  bedenken,  dass  diese  Constantenzahl  nicht 
grösser  als  3^  —  4  sein  darf,  sofern  starre  Verbindung  ausgeschlossen  sein 
soll.  Ist  diese  Zahl  gerade  erreicht,  d.  h.  ist  5  +  r  — 1=35  — 4  oder 
f  =  25  — 3,  so  ist  die  Polconfiguration  dieser  5  Systeme  durch  die  r  Pole 
bestimmt.  Mehr  als  2  5'—  3  Pole  dürfen  daher  auch  beliebigen  5'  dieser 
Systeme  nicht  angehören.  Der  letzte  Satz  erhält  demnach  jetzt  die  all- 
gemeinere Fassung: 

8.  Sind  r  Pole  eines  geradlinigen  Polzuges  von  5  Systemen 
gegeben,  und  ist  5  — 1  <Cr  <  25  — 3,  gehören  ferner  nicht  mehr 
als  25^—3  dieser  Pole  beliebigen  5'  der  Systeme  an,  so  liegen 
auch  die  übrigen  Pole  des  Zuges  auf  dem  durch  die  gegebenen 
bestimmten  Träger  und  durch  letztere  r  Pole  sind  r  +  s-l 
Constanten  bestimmt.  Sind  insbesondere  r  =  25  — 3  Pole  ge- 
geben, so  ist  jeder  Pol  der  5  Systeme  bestimmt  Jeder  punk- 
tuelle Polzug  von  i  Systemen  zählt  hierbei  für  «  —  1  Pole. 

Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere:* 

9.  Die  momentane"  Bewegung  von  5  Systemen  ist  durch 
Angabe  von  25—3  unendlich  fernen  Polen  bestimmt,  sofern 
beliebigen  8  Systemen  nicht  mehr  als  25^-3  Pole  angehören. 
Jeder  punktuelle  Polzug  von  i  Systemen  zählt  hierbei  ffir 
i-1  Pole. 

Im  Falle  der  Bestimmtheit  aller  Pole  des  geradlinigen  Zuges  geschieht 
die    Construction    der    fehlenden   Pole   mit    Hilfe    des    Burmester'schen 


•  Vergl.  Grübler  a.  a.  0.  S.  218. 
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Satzes:*  Liegen  die  sechs  Pole  von  vier  Systemen  aaf  einer  Geraden ,  so 
bilden  je  zwei  Pole,  welche  kein  System  gemein  haben,  ein  Pnnktpaar 
einer  und  derselben  Involution.  Diese  Involution  von  je  vieren  der  Systeme 
möge  darch  J(ky  l^  m^  n)^  wo  die  Klammer  die  Systemzahlen  enthält, 
bezeichnet  werden.  Der  Verlauf  der  Construction  mag  an  einem  Beispiele 
gezeigt  werden.     Gegeben  seien  auf  einer  Geraden  die  Pole 

12,  13,  14,  15,  16,  17,  23,  45,  67,  24,  56. 

Wir  haben  5  =  7,  rs=ll=25  — 3.  Die  Polconfiguration  ist  also 
bestimmt,  da  nicht  mehr  als  25'— 3  Pole  beliebigen  8  der  Systeme  an- 
geboren.    Nun  bestimmen 

in  J(1245)  die  Paare  12,  45;  24,  15  und  14  den  Pol  25 

„  J(1256)   „  „      12,  56;  16,  25    „     16    „     „    26 

„  J(1267)    „  „      12,  67;  17,  26    „     16    „     „   27 

„    J(12tÄ;)    „  „       It,  2ä;  U,  2i     „     12     „      „    ik. 

Im  Falle  mehrere  solche  y,geradlinige  Configurationen*'  in  der 
Configuration  von  n  Systemen  auftreten,  haben  jene  nur  dann  keinen  Pol 
gemeinschaftlich,  wenn  keine  zwei  der  Configurationen  mehr  als  höchstens 
ein  System  gemeinschaftlich  haben.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  die 
Constantenzahl  aller  daher  gleich  der  Summe  der  einzelnen  geradlinigen 
Configurationen.  In  derselben  Weise  besitzen  beliebige  Configurations- 
elemente  als  Constantenzahl  die  Summe  der  Constantenzahlen  der  einzelnen 
Elemente 9  so  lange  diese  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  so  lange 
keins  der  Elemente  in  seiner  Lage  durch  die  übrigen  beschränkt,  oder  gar 
bestimmt  ist.  Sind  hingegen  in  Fig.  5  die  Pole  51,  54,  61,  64  und 
der  geradlinige  Zug  12,  23,  34  gegeben,  so  bestimmen  die  ersten  vier 
Pole  den  weitern  14,  welcher  auf  dem  geradlinigen  Zuge  liegen  muss,  so- 
fern überhaupt  Bewegung  zwischen  (T^  und  a^  möglich  sein  soU.^  Der 
Träger  des  geradlinigen  Zuges  ist  also  \on  den  vier  übrigen  Polen  ab- 
hängig und  die  Pole  12,  23,  34  repräsentiren  nur  6  —  1=5  Constante,  da 
wegen  des  Pols  14  nach  Angabe  von  zweien,  etwa  12,  23,  der  dritte  34  auf 
dem  dann  bestimmten  Träger  liegen  muss.  Die  Gesammt  -  Constantenzahl 
der  gegebenen  Elemente  ist  somit  4.2  +  5  =  13;  die  Polconfiguration  ist 
nicht  bestimmt;  erst  eine  willkürliche  Annahme  von  einem  der  unbestimmten* 

^  Vergl.  „Kinematik"  S.  486.  Herr  Burmester  gewinnt  diesen  Satz  in 
etwas  anderer  Fassung  durch  Betrachtung  einer  Sonderlage  des  W attischen 
Mechanismus.  Ich  erlaube  mir  darauf  hinzuweisen,  dass  diese  Beziehung  zwischen  den 
Polen  eine  unmittelbare  Folge  der  Thatsache  ist,  dass  die  sechs  Ecken  eines  voll; 
ständigen  Vierseits  von  einem  Centrum  seiner  Ebene  aus  durch  sechs  Strahlen  einer 
InYolution  projicirt  werden.  Hieran  kann  im  Grenzfalle  von  vier  unendlich  nahen 
Seiten  des  Vierseits  nichts  geändert  werden. 

**  Derartige  Widersprüche  dürfen  nicht  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden,  wir  erledigen  diese  Vorkommnisse  jedoch  erst  im  folgenden  Paragraphen. 
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Pole,  etwa  24*,  gestattet  eine  eindeutige  Bestimmung  der  weitem  25*26* 
13*35*36*,  wie  in  der  Figur  theilweise  angedeutet  ist;  13*  ist  insbeson- 
dere der  sechste  Involutionspunkt  zu  12,  34;  23,  14;  24*. 

Derartige  Bestimmungsstücke  müssen  ausgeschlossen  werden,  wenn  es 
sich  um  die  Angabe  übersichtlicher  Kriterien  für  die  Bestimmtheit  der  Pol- 
conüguration  bandelt.  Wir  nennen  die  Bestimmungsstücke  von 
einander  unabhängig,  wenn  keins  derselben  in  seiner  Lage 
durch  die  übrigen  weiter  beschränkt  ist,  als  es  durch  die 
geradlinigen  Polzüge,  denen  es  etwa  angehört,  bedingt  ist, 
und  insbesondere  die  Träger  der  geradlinigen  Polzüge  un- 
abhängig von  den  nicht  auf  ihnen  liegenden  Polen  sind. 

Die  bisherige  Entwickelung  gipfelt  dann   in  dem  folgenden  Resultat 

10)  Sind  als  von  einander  unabhängige  Stücke  zur  Bestim 
mung  der  Polconfiguration  von  n  Systemen  gegeben:  p  Nor 
malstrahlen,  P,-  punktuelle  Polzüge  von  i  Systemen,  welch 
keinem  geradlinigen  Polzuge  angehören,  endlich  k  gerad 
linige  6olzüge  von  rk  Polen  und  $k  Systemen,  und  haben  kein 
zwei  dieser  geradlinigen  Züge  mehr  als  ein  System  gemein 
schaftlich,  so  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Bestimmtheit  der  Configuration  gegeben  durch  die 
Gleichung 

I  k 

Sk  —  l  <  a<25ifc  — 3, 

sofern  der  Werth  des  für  die  Bestimmungsstücke  von  be- 
liebigen n'  dieser  Systeme  gebildeten  Ausdrucks  obiger 
Gleichung  ^3n'— 4  ist. 

Sind  zwei  oder  mehr  Sysftme  zweien  geradlinigen  ConfigaratioDen 
gemeinschaftlich ,  so  liegen  die  sämmtlichen  Pole  jener  Systeme  im  Schnitt 
punkte  der  Träger  vereinigt.  Haben  demnach  mehr  als  zwei  geradlinige 
Configurationen  zwei  oder  mehr  Systeme  gemeinschafÜioh ,  so  müssen  sieb 
ihre  Träger  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden.  Dieser  Pankt  ist 
dann  Träger  eines  punktuellen  Polzuges,  welcher  den  sämmtlichen  Con- 
figurationen angehört,  aber  natürlich  nur  einmal  bei  der  Bestimmung  der 
Constantenzahl  gezählt  werden  darf,  sofern  er,  was  wir  voraussetzen,  g^ 
geben  ist,  da  andernfalls  die  Träger  nicht  von  einander  unabhängig  wären. 
Der  letzte  Satz  versagt  seine  Dienste  und  wir  müssen  eine  andere  ZShl- 
Weise  einführen.  Wir  zählen  zunächst  jeden  Pi ,  mag  er  geradlinigen  Zügen 
angehören  oder  nicht,  als  2(i  — 1)  Constanten.  Bilden  dann  r  Pole  von 
8  Systemen  einen  geradlinigen  Zug,  so  zählen  r  — 5  +  1  von  ihnen  nur  als 
je  eine  Constante  (vergl.  S.  230)  und  diese  Zahl  ist  daher  zu  sab- 
trahiren. 
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Wir  haben  daher  umfassender: 

10a)  Sind  als  von  einander  unabhängige  Bestimmungsstücke  der  Pol- 
configuration  von  n  Systemen  p  Normalstrahlen,  P|  punktuelle  Polzttge 
TOD  t  Systemen  gegeben  und  treten  unter  diesen  Ä;  geradlinige  Polzttge 
Ton  Tk  Polen  und  Sk  Systemen  auf,  so  ist  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Bestimmtheit  der  Polconfiguration,  dass 

p  +  2y^P,(i-l)-y'Ä(r;fc--5,  +  l)  =  3n-<4 

5/t  —  1  ^  ffc  <  25*  —  3 .  , 

sofern  der  Werth  des  für  beliebige  n  dieser  Systeme  gebildeten  Ausdrucks 
obiger  Gleichung  5^3n'— 4  ist. 

Einige  Beispiele  erscheinen  zur  Erlftuterung  nicht  überflüssig. 
Gegeben  seien  von  der  Polconfiguration  der  Systeme   c^o^...c^^   der 
geradlinige  Polzug 

12,  23,  34.  45,  51,  46,  67,  78,  82,  39,  92  und  die  Pole 
1  10,  6  10,  910,  1011,  7  11. 

Nach  10)  haben  wir  für I?  =  0,  Pa  =  5,  ^it  =  l,  r*  =  ll,  s>t  =  9,  n  =  ll; 
als  Bedingung  der  Bestimmtheit  der  Configuration 

2.5  +  (ll  +  9-l)  =  3.1l-4, 
und  diese  ist  erfüllt,  da  jede  Seite  der  Gleichung  den  Werth  29  hat. 
Gegeben  seien  die  geradlinigen  Polzttge 

(123),  14,  24,  34,  45 
(123),  16,  17,  28,  39,  26,  78,  19 

nnd  die  Pole   110,  510,  811,  911    der  Configuration  der  elf  Systeme 
ffia2...(i,|.     Es  isti>  =  0.     Nach  10a)  haben  wir  Pg  =  l,  P2  =  15. 

In  jedem  geradlinigen  Polzuge  zählt  der  P3  als  zwei  Pole.     Demnach 
ist  im  ersten  Polzuge  rÄ  =  6,  Sjt  =  5,  also  r*— 5^  +  1  =  2, 
und  im  zweiten  Polzuge  r/t  =  9 ,  5*  =  7 ,  also  r^  —  5*  + 1  =  3 , 
and  die  zu  erfüllende  Bedingung  ist 

2(2  +  15)-(2  +  3)  =  3.1l-4. 
Da  jede  Seite  der  Gleichung  den  Werth  29  hat,  ist  die  Configuration 
bestimmt. 

§  3.  PolconfignrationeB  mit  todten  Systemgrnppen. 
Todtlagen  kinematischer  Ketten. 

Wir  betrachten  nunmehr  solche  Bestimmungsstttcke ,  welche  auf  Wider- 
sprüche mit  den  für  Polzüge  gefundenen  Gesetzen  führen.  Systemgruppen, 
welche  in  ihren  Polen  derartige  Widersprüche  zeigen,  können  sich  dann 
nur  momentan  wie  starre  Systeme  verhalten ,  so  dass  der  Pol  von  je  zweien 
Systemen  gttnzlich  unbestimmt  ist.  Eine  Unbestimmtheit  der  Bewegung 
tritt  hierbei  im  Allgemeinen*  nicht  ein,  wenn  die  Constantenzahl  die  richtige 
3n  — 4  für  n  Systeme  ist,  wir  haben  nar  den  auf  Seite  221  als  noch  zu« 

•  Vergl.  S.  264  am  Schlüsse. 
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lässig  hingestellten  Fall  vor  uns,  in  welchem  auf  f>|  Systeme  3(ii|  — 1) 
Constanten  entfallen.  Andererseits  können  mehrere  Systeme  sich  wie  ein 
einziges  starres  System  verhalten,  ohne  dass  die  ganze  Polconfiguration 
durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmt  wfire. 

Wir  nehmen  als  einleitendes  Beispiel  für  n  =  3 ,  zur  Bestimmung  der 
Polconfiguration  den  punktuellen  Zug  12,  23  und  den  nicht  durch  seinen 
Träger  gehenden  Normalstrahl  13  an.  Da  der  Pol  13  einmal  im  TrSger 
des  Zuges,  andererseits  auf  13  liegen  muss,  was  der  Angabe  von  2+1=3 
Constanten  entspricht,  so  verhalten  sich  a^  und  6^  momentan  wie  ein  starres 
System.  Die  Sache  gestaltet  sich  anschaulich  nach  Bildung  der  zugehörigen 
Gelenkkette,  in  der  zur  Wahrung  der  Allgemeinheit  der  Polzag  nicht  als 
bleibendes  Gelenk  gewählt  werden  möge.  Wir  geben  vielmehr  12  dnrch 
^i^g,  B^B^;  23  durch  CjG,,  Dg  Dg  und  13  durch  E^E^.  Fällt  nun 
(Fig.  6)  12  auf  23,  so  bewegen  sich  a^  und  c^  momentan  wie  ein  einziges 
starres  System  in  a^  um  den  Pol  12^  23.  Die  gegebenen  Bestimmungs- 
stücke  zählen  als  2.2  +  1  =  5  Constanten  und  die  Kette  ist  in  der  Tbat 
zwangläufig.  Für  eine  Nachbarlage  wird  der  Pol  in  ganz  bestimmter  Weise 
durch  13  auf  der  Verbindungslinie  von  12  und  23  verzeichnet.  Dreben 
sich  andererseits  tf^cfg  dauernd  um  einen  festen  Punkt  12,  23  in  a^y  so  ist 
zwar  momentan  die  Bewegung  genau  so  wie  vorhin,  aber  noch  mehr, 
c^a^  verhalten  sich  jetzt  dauernd  wie  ein  starres  System  ^13.  Es  ist  ganz 
gleichgiltig»  wo  man  den  Pol  13  auf  13  wählen  mag.  In  der  That  zählt 
auch  dieser  Pol,  wenn  man  ihn  statt  des  Normalstrahles  13  gegeben  denkt 
wie  dieser  nur  als  eine  Constante,  da  dann  ein  geradliniger  Polzag  von 
drei  Systemen  und  drei  Polen  mit  der  Constantenzahl  3  +  3—1  =  5,  der- 
selben Zahl  wie  vorhin,  gegeben  ist. 

Auch  die  Figur  5  gehört  hierher,  wenn  die  Bedingung,  dass  14  auf 
dem  Träger  des  geradlinigen  Zuges  liege,  unerfüllt  gelassen  wird.  Dann 
sind  die  Bestimmungsstücke  von  einander  unabhängig  und  enthalten  14  Con- 
stauten,  so  dass  die  Polconfiguration  der  sechs  Systeme  bestimmt  ist 
a^  und  a^y  und  infolge  dessen  auch  a^  und  a^  bilden  ein  einziges  starres 
System  Ct^^.  In  12  liegen  die  Pole  24,  25,  26,  in  34  die  Pole  31»  35,  36. 
Auf  (^iC^G^öf.  entfallen  jetzt  neun  statt  apht  Constanten. 

Als  Beispiel  einer  nicht  völlig  bestimmten  Configuration  geben  wir  den 
geradlinigen  Polzug  12,  23,  34,  45  und  den  nicht  auf  seinem  Träger 
liegenden  Pol  15,  d.  h.  zehn  Constanten,  während  zur  völligen  Bestimmt- 
heit der  Configuration  der  fünf  Systeme  elf  Constanten  erforderlich  wären. 
Nichtsdestoweniger  verhalten  sich  o^a^  momentan  wie  ein  starres  System, 
da  der  Pol  51  nach  Satz  8)  auf  dem  Träger  des  Polzugs  liegen  mtlsste* 
und  somit  auf  diese  beiden  Systeme  3  Constanten  entfallen. 

Wir  schreiten  nunmehr  in  der  allgemeinen  Entwickelung  fort  and 
denken  in  einer  Kette  eine  Gruppe  von  Gliedern  als  vorhanden,  welche  sich 
während  der  Belativbewegung  der  Kette  momentan  wie  ein  starres  System 
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verhalten  muss.  Eine  Belativbewegnng  kann  dann  in  keiner  Weise  durch 
das  Wirken  von  Kräften  an  Gliedern  der  bezeichneten  Gruppe  eingeleitet 
werden ,  ganz  einerlei ,  ob  die  Kette  im  üebrigen  zwangläufig  ist  oder  nicht. 
Insbesondere  kann  keine  Bewegung  erzielt  werden,  wenn  in  dem  Getriebe, 
welches  aus  dieser  Kette  durch  Feststellen  eines  Gliedes  der  ausgezeich- 
neten Gruppe  entsteht,  irgend  ein  anderes  Glied  derselben  zum  Angriffs- 
gliede  einer  Kraft  gewählt  wird.  Man  sagt,  dass  ein  Getriebe,  welches 
dieses  Verhalten  zeigt,  sich  in  einer  Todtlage  befinde.  Aus  unseren  Ent- 
wickelungen  folgt ,  dass  aus  einer  Kette  im  Allgemeinen  eine  Reihe  von 
Getrieben  in  Todtlagen  abgeleitet  werden  kann,  sobald  eine  einzige  nach- 
gewiesen ist.  Um  diese  sämmtlich  gleichzeitig  zu  umfassen  und  den  Be- 
griff der  Kraft  bei  einer  Definition  auszuschliessen,  was  vom  kinematischen 
Standpunkt  aus  zu  fordern  ist,  definiren  wir  die  Todtlage  an  der  kine- 
matischen Kette  wie  folgt: 

Eine  kinematische  Kette  befindet  sich  in  einer  Todtlage, 
wenn  die  Kette  Gliedergruppen  enthält,  von  denen  jede  sich 
während  einer  unendlich  kleinen  Relativbewegung  wie  ein 
starres  System  verhalten  muss.  Das  geometrische  Kenn- 
zeichen einer  solchen  „todten  Gruppe^*  besteht  in  einem 
Widerspruche,  welchen  die  Lage  eines  Pols  von  irgend  zweien, 
der  Gruppe  angehörenden  Systemen  gegenüber  den  durch  die 
andern  Glieder  bereits  bestimmten  Polen  zeigt,  wodurch 
auf  die  Relativbewegung  der  todten  Gruppe  mehr  Constanten 
entfallen,  als  zur  Bestimmtheit  ihrer  Polconfiguration  noth- 
wendig  ist. 

Auf  diesem  allgemeinen  Kennzeichen  fussend,  geben  wir  noch  einige 
Bildungsweisen  von  Todtlagen,  beschränken  uns  jedoch  auf  zwangläufige 
Ketten. 

Man  ziehe  durch  den  Pol  12  zweier  Glieder  ai<s^  einer  zwangläufigen 
Kette  3C  (in  Fig.  7  das  Gelenkviereck  üifS^c^iS^)  einen  Normalstrahl  und 
wShle  auf  ihm  in  tf^  den  Punkt  ^j,  in  a^  den  Punkt  J?2*  Solche  zwei 
Punkte  sind  als  Punktpaar  stationärer  Entfernung  zu  bezeichnen ,  weil  sich 
diese  Entfernung  während  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  nicht  ändert. 
Man  nehme  jetzt  eine  zweite  Kette  X^  das  Gelenk  o^Oq^  und  wähle  in  6^ 
den  Punkt  A^j  in  a^  den  Punkt  B^  so,  dass  A^B^^AiB^^  aber  ^^  und 
B^  in  X  kein  Punktpaar  stationärer  Entfernung  bilden.  Eine  Vereinigung 
von  A^B^  und  ebenso  von  A^Bq  in  je  einem  Gelenkpunkte  macht  diese 
bez.  zu  den  Polen  15,  26  und  den  gewählten  Normalstrahl  zum  Träger 
des  geradlinigen  Polzuges  15,  26,  12  der  neuen  Kette  (x^).  Da  im 
Widerspruche  mit  7)  der  Pol  56  nicht  auf  jenem  Träger  liegt,  so  befindet 
sich  die  gebildete  Kette  {xX)  in  einer  Todtlage  mit  der  todten  Gruppe  X. 
Wiederholungen  des  Verfahrens  führen  auf  weitere  todte  Gruppen  fiv..., 
sofern  man  entweder  durch  12,   oder   andere  Pole  von  x,  Normalstrahlen 
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zieht,  auf  ihnen  Punktpaare  stationärer  Entfernungen  annimmt  und  in 
diesen  die  Ketten  fi,  v... ,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  anschliesst 
Ein  eigenthtimliches  Verhalten  zeigt  die  Kette  (xA),  wenn  die  Ent- 
fernungen der  gewählten  Punktpaare  beide  gleich  Null  sind  und  daher  die 
Pole  15,  26  sich  decken.  Dann  treten  zwei  geradlinige  Zfige,  nSmlich 
15,  26,  12  und  15,  26,  56  auf  und  jede  der  Kette  x  und  X  muss  sieb 
wie  ein  starres  Sjstem  verhalten,  (xA)  unterscheidet  sich  durch  nichts  tos 
einem  einfachen  Gelenk,  so  lange  nicht  durch  relative  Drehung  von  x 
gegen  X  um  den  Gelenkpunkt  15,  26  die  Träger  der  beiden  geradlinigen 
Polzüge  sich  vereinigen.  In  diesem  Augenblicke  existirt  wieder  nur  ein  gerad- 
liniger Zug  12,  15,  26,  56  >  aber  die  Constantenzahl  wird  durch  sein  Auf- 
treten um  1  erniedrigt  und  die  Kette  ist  in  der  That  in  diesem  Augenblicke 
nicht  zwangläufig,  weil  ersichtlich  unabhängig  von  einander  die  Glieder  vom 
sowohl ,  als  diejenigen  von  X  unter  sich  Relativbewegungen  vollziehen  kOnnen.* 

§  4.  Allgemeine  Kennzeichen  der  Zwangläufigkeit  kinematischer  Ketten. 

Die  Angabe  eines  Normalstrahles  fUr  den  ganzen  Verlauf  der  Be- 
wegung entspricht  dem  Vorhandensein  eines  höheren,  nicht  zwangläafigen 
Elementenpaares  in  der  Kette. 

Ein  bleibender  punktueller  Polzug  P^,  dessen  Träger  im  Endlichen 
liegt,  wird  durch  ein  i-faches  Gelenk  vertreten,  d.  h.  durch  ein  Gelenk, 
um  dessen  Achse  sich  i  Systeme  drehen.  Liegt  der  Träger  im  Unendlichen, 
so  tritt  an  die  Stelle  des  Gelenkes  das  i- fache  Bichtpaar,  längs  dessen 
Gleitlinie  sich  die  i  Systeme  gegen  einander  verschieben,  und  der  unendlicli 
ferne  Punkt  der  Normalen  zur  Gleitlinie  ist  der  Träger  des  punktuellen 
Polzuges.  Da  nun  alle  unendlich -fernen  Punkte  der  Ebene  als  auf  einer 
Geraden  liegend  zu  denken  sind,  so  ist  ein  von  Richtpaaren  her- 
rührender  Polzug  stets  ein  geradliniger. 

Andere  bleibende  geradlinige  Polzüge  treten  auf,  wenn  die  Achsen 
mehrerer  Bäder  sämmtlich  in  einer  Ebene  und  in  einem  und  demselben 
Gliede  (f|  liegen.  Sind  dann  die  Räder  durch  a2^s'"^n  bezeichnet,  so 
liegen  die  n  — 1  Pole  12,  13,  14... In  stets  auf  einer  Geraden  und  nach 
7)  befindet  sich  auch  der  Pol  der  Bewegung  von  je  zweien  dieser  Räder 
auf  besagter  Geraden.  Meistens  ist  dann  der  Pol  im  Berührungspunkt  der 
Radprofile  gelegen,  wie  bei  den  in  Fig.  8  dargestellten  Reibrädern  «Tjtfji'«. 
deren  Achsen  in  der  Ebene  der  Figur  durch  die  Pole  12,  13,  14  vertreten 
sind.  Es  ist.  dann  bei  der  Fesstellung  der  Constantenzahl  gleichgiltig,  ob 
man  alle  gegebenen  Pole,  nämlich  12,  23,  13,  34  14  des  geradlinigen 
Zuges  zählt,  und  diesen  mit  5  +  4  —  1  =8  Constanten  in  Rechnung  zieht  —, 
oder  ob   man   nur  die  drei   Achsenpunkte  mit  3.2  =  6  Constanten  zählt, 

*  In  einfachster  Weise  zeigt  dieses  Verhalten  das  Qallowaj'sche  Getriebe, 
ein  Glieder  Viereck  mit  zwei  Paaren  gleicher  benachbarter  Seiten,  sofern  die  Ge- 
lenkpunkle,  welche  angleiche  Seiten  verbinden,  sich  decken. 
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und  von  den  beiden  andern  nur  die  Normalstrahlen  23,  34  mit  je  einer 
Constanten  berücksichtigt,  was  ebenfalls  die  Gesammtzahl  von  2.3  +  2  =  8 
Constanten  ergiebt.  Der  Einwand ,  dass  die  Normalstrahlen  hier  nicht  zu 
zählen  seien,  weil  sie,  als  mit  dem  Träger  des  Zuges  vereinigt  liegend, 
aaf  diesem  keinen  Pol  verzeichnen  können,  wird  hinfällig  durch  die  Er- 
wägung, dass  in  Folge  besonderer  Eigenthümlichkeiten  (Reibung,  Zähne) 
die  Profilcurven  gezwungen  sind,  auf  einander  zu  rollen.  Sähe  man  von 
diesen  Besonderheiten  ab,  so  zählten  die  Normalstrahlen  in  der  That  nicht, 
jedes  Bad  könnte  sich  unabhängig  von  den  beiden  übrigen  bewegen,  eine 
Annahme,  die  gänzlich  unzulässig  wäre. 

Die  Kette  ist  nun  zwangläufig,  wenn  ihre  Polconfigura- 
tion  bestimmt  ist,  und  wir  haben  daher  aus  10a)  das  folgende  Kriterium: 

11)-  Eine  n-gliedrige  kinematische  Kette  enthalte  p  nicht 
zwangläufige  höhere  Elementenpaare,  Pi  i-fache  Gelanke  und 
Richtpaare;  die  Richtpaare  bilden  insbesondere  (auf  der  Un- 
endlich fernen  Geraden)  h  Polzüge  von  t'k  Polen  und  Sk  Sjste- 
men<)  wobei  jedes  i-fache  Bichtpaar  für  i— 1  Pole  zu  zählen 
ist.    Die  Kette  ist  dann  zwangläufig,  wenn 

5jfc  — 1  <rk<2sk'-  3, 

und  dei:  Werth  des  für  beliebige  n  der  Glieder  gebildeten 
Ausdrucks  linker  Hand  in  obiger  Gleichung  ^  3n  —  4  ist.* 

Das  Eintreten  von  Todtlagen  ist  bereits  im  vorigen  Paragraphen 
erörtert.  Giebt  andererseits  das  Auftreten  eines  punktuellen  oder  gerad- 
linigen Polzugs  während  der  Bewegung  zu  einer  Verminderung  der  Con- 
8tantenzahl  Veranlassung,  so  ist  in  einem  solchen  Augenblick  die  Kette 
nicht  zwangläufig;  die  3  n  —  4  Norm  als  trahleu,  denen  die  gegebenen  Ele- 
mente äquivalent  sind,  gehören  dann  einer  F^  an.     (Vergl.  S.  231,  Fig.  5.) 

*  Herr  Grübler  gelangt  a.  a.  0.  S.  221,  Gl.  13)  zu  einer  der  obigen  ganz 
ähnlichen  Bedingungsgleichung ,  in  der  sich  statt  der  ^^(n-^i  +  l)  eine  Zahl /, 

k 

diejenige  der  von  einander  unabhängigen  Gleitvielseite,  befindet.  Die  Bestimmung 
Ton  y  wird  an  einigen  Beispielen  mit  Hilfe  eines  geometrischen  Verfahrens  erläu- 
tert. An  Stelle  der  obigen  Ungleichungen  treten  die  Forderungen:  „1.  Dass  in 
den  Ketten  keine  geschlossenen  Glieder gruppen  mit  einem  Gelenke  auftreten  und 
2.  die  binären,  nur  Prismenelemente  (Bichtelemente  nach  der  oben  benutzten  Be- 
zeichnung) enthaltenden  Glieder  keine  Gleitlinie  ausschliesBlich  gemein  haben.^' 
Eine  geschlossene  Gliedergruppe  (Fi02<J8...<rm  ist  vorhanden,  wenn  Ot  mit  02,  a^ 
init  <r3...,  00» -i  mit  (Tmt  o^  mit  0j  direct  durch  Gelenke  oder  Richtpaare  12,  23 ...ml 
verbunden  sind.  Sind  nun  12,  23,  34.  .m— 1  m  Richtpaare,  ist  ml  das  einzige 
Gelenk,  so  wird  der  ersten  Forderung  nicht  genügt  Nach  den  Ergebnissen  der 
vorliegenden  Untersuchung  bilden  12,  23,...  m—1  m  einen  geradlinigen  bleibenden 
Zug  von  m— 1  Polen  und  m  Systemen,  und  der  Pol  ml  müBste  entgegen  der  An- 
nahme auf  dem  Träger  des  Zuges,  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen.    Auf  «la« 
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Wie  in  diesem  Falle  gewisse  ansgezeiclinete  Pole  bestimmt  werden  können, 
soll  sp&ter  gezeigt  werden. 

Hier  ist  aach  der  Ort,  zu  zeigen,  wie  sich  M ü  11  er- Breslaues  Figur  jT 
bei  Sonderlagen  der  Kette  verhält* 

Folgende  drei  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

1.  Alle  Punkte  von  F'  sind  im  Endlichen  gelegen,  und  keine  nrd 
Gerade  ^^i^/  undjB^J?/  (8.228)  decken  sich.  Dann  sind  alle  Pole  eindeutig 
bestimmt,  die  kunahme  AiAi\BiBi  wdrde  nur  auf  einen  unendlich  fernen 
Pol  führen. 

Ist  insbesondere  ein  Theil  f  von  JP' dem  ihm  entsprechen- 
den f  von  F  ähnlich,  so  bilden  die  zugehörigen  OliedervonF 
eine  todte  Oruppe,  welcher  das  festgestellte  Olied  nicht  an- 
gehört, und  der  Aehnlichkeitspunkt  von  /'und  /^  ist  der,  allen 
Gliedern  der  todten  Gruppe  gemeinschaftliche  Pol  in  Bezng 
auf  das  feste  Glied. 

2.  Neben  endlich  fernen  Ecken  von  F*  (unter  denen  jedenfalls  die  tu 
Gelenkpunkten  eines  Nachbargliedes  vom  festgestellten  gehörenden  Ecken 
sind,  dem  man  behufs  Construction  von  F'  eine  beliebige  endliche  Ge- 
schwindigkeit ertheilte)  möge  F'  noch  unendlich  ferne  Ecken  aufweisen. 
Dann  treten  neben  endlichen  Geschwindigkeiten  unendlich  grosse  auf,  oder, 
da  es  nur  auf  Gesch wind igkeits- Verhältnisse  ankommt,  —  während  die 
Geschwindigkeit  etlicher  Glieder  unendlich  klein  ist,  bewegen  sich  andere 
mit  endlichen  Geschwindigkeiten.  Erstere  bilden  also  eine  todte  Gnippei 
der  das  festgestellte  Glied  angehört;  die  Annahme  jeder  endlichen  Ge- 
schwindigkeit eines  dem  festgestellten  benachbarten  Gliedes  war  unzulässig, 


entfallen  demnach  drei  Constanten  und  diese'  Systeme  verhalten  sich  daher 
dauernd  wie  ein  einziges.  —  Liege  andererseits  eine  sechsgliedrige  Kette  4V|<r,...<i 
vor  mit  den  Gelenken  12,  23,  34,  41  und  den  Bichtpaaren  25,  66,  64;  so  sind 
ffj  und  06  binäre  Glieder,  welche  nur  Richtpaare  enthalten  und  welchen  fiberdiea 
die  Gleitlinie  56  ausschliesslich  gemein  ist.  Dies  widerspricht  der  sweiten  Grüb- 
lerischen Forderung.  Die  Gleichung  11)  ist  durch  7.2=: 3. 6  — 4  erfflUt.  Nichti- 
destoweniger  bilden  c^OtC^ö^  eine  starre  Gruppe,  da  der  Pol  24  im  Endlichen 
gelegen  ist,  derselbe  aber  auch  dem  Polzuge  der  Rieht  paare  angehören  müsste 
und  somit  auf  CxS^o^c^  8+1  =  9  statt  höchstens  3.4  —  4  =  8  Constanten  entfallen. 
Soweit  besteht  also  vollständige  Uebereinstimmung  zwischen  den  auf  gänzlich  ver- 
Bcbiedenen  Wegen  gewonnenen  Resultaten.  Aber  es  können  auch  noch  in  anderer 
Weise  bleibende  todte  Gruppen  auftreten.  Z.  &  enthalte  eine  achtgliedrige 
Kette  ffi  ...05  die  Gelenke  17,  18,  68,  67  und  die  Richtpaare  12,  23,  24,  35,  84, 45, 65. 
Sie  ist  zwangläufig ,  weil  2.11—  (7>6  +  l)  =  3.8  —  4.  Binäre ,  nur  Richtpaare  ent- 
haltende Glieder  treten  gar  nicht  auf,  aber  die  Glieder  Ci<fjC^Cs  bilden  dennoch 
eine  bleibende  todte  Gruppe,  da  der  Pol  16  im  Endlichen  liegt,  er  aber  anderer- 
seits sich  auf  dem  Träger  des  unendlich  fernen  Polzuges  der  Richtpaare  befinden 
müsste.    Auf  aiC-ra^Os  entfallen,  wie  im  vorigen  Beispiel,  nenn  Constanten. 

*  Sofern  Richtpaare  vorhanden  sind,  muss  man  nach  S.  228  natürlich  erstF* 
bilden,  und  die  Entwickelung  des  Textes  bezieht  sich  dann  auf  F*'. 
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man  wird  yielmehr  die  jetzt  gekennzeichnete  todte  Gruppe  als  ein  starres 
System  betrachten  und  dann  auf  eine  im  Endlichen  verlaufende  Figur  F' 
kommen  müssen. 

Als  wesentliches  Ergebnxss  haben  wir  demnach  das  folgende: 

12)  Besitzt  die  Figur  jP'  unendlich  ferne  Ecken,  so  ist  das 
Getriebe  in  einer  Todtlage,  und  nur  von  denjenigen  Oliedern 
aas,  deren  Knoten  solchen  Ecken  entsprechen,  kann  durch 
Wirken  einer  Kraft  Bewegung  eingeleitet  werden. 

3.  Mehrere  Linienpaare,  wie  AiAl^  Bi^i  decken  sich.  Dann  ist  der 
Pol  des  Gliedes  6i  in  Bezug  auf  das  festgestellte  unbestimmt,  sofern  nur 
die  Bewegung  während  eines  Zeitelementes  berücksichtigt  wird. 

Zur  Erledigung  des  Falles  3)  bedarf  es  der  Heranziehung  der  Be- 
wegung während  eines  folgenden  Zeitelementes  oder  der  Krümmungseigen- 
schaften, zu  deren  Untersuchung  wir  uns  jetzt  wenden. 

§  5.  Die  Bewegung  von  n  Systemen  während  zweier  aufeinander 

folgender  Zeitelemente. 

Die  Polconfiguration  ist  ein  vollständiges  geometrisches  Bild  der  Be- 
lativbewegung,  welche  n  Systeme  während  eines  Zeitelementes  vollziehen 
kSnnen.  In  Folgendem  soll  eine  Figur  angegeben  werden,  welche  mit  der- 
selben Vollständigkeit  die  Bewegung  während  zweier  auf  einander  folgender 
Zeitelemente  wiedergiebt.  Als  hierzu  geeignete  Elemente  bieten  sich  für 
je  zwei  Systeme  die  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte  von  Curven- 
paaren  dar,  welche  bei  der  Belativbewegung  jener  zwei  Systeme  im  Ver- 
hältnisse der  Enveloppen  zu  einander  stehen.  Die  Punkte  eines  solchen 
Paares  entsprechender  Krümmungsmittelpunkte  werden  wir  stets  durch  den- 
selben  grossen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen,  dem  wir  die  System- 
zahl als  untern  Zeiger  anhängen.  A^Ä^^  -^i^a  wären  also  zwei  Paare 
der  Bewegung  von  ^i  in  Bezug  auf  c^.  Die  bekanntlich  hierdurch  be- 
gründete quadratische  Verwandtschaft  bezeichnen  wir  durch  7^^.  Sind  zu 
einem  Punkte  Äi  von  Ct  die  entsprechenden  AkAiAm  bez.  in  Ok<Si<Sm  ge- 
geben, so  entsprechen  sich  natürlich  im  Allgemeinen  JkAiAm  nicht  unter 
einander,  und  es  bedarf  zur  einwurfsfreien  Bezeichnung  der  Angabe  «der 
Verwandtschaft,  welche  durch  obere  Zeiger  bewirkt  werde,  so  dass  also  die 
letzten  Punkte  folgendermassen  zu  bezeichnen  wären :  -4/*» "» '*",  ji/t**,-4/'',  AJ^\ 
Die  oben  angehängten  Zeiger  deuten  also  nur  an,  in  welcher  Weise  ein 
Paukt  augenblicklich  benutzt  wird,  und  werden  hin  und  wieder  fort- 
gelassen, sobald  keine  Unbestimmtheit  dadurch  entstehen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  drei  Punkte  dreier 
Systeme  (fjtfjbcr/,  welche  sich  paarweise  in  jeder  der  Verwandt- 
Bchaften  F«*,  F^',  F'*'  entsprechen  und  als  Tripel  entsprechen- 
der Krümmungsmittelpunkte  bezeichnet  werden  sollen. 
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*  .^     ^    /-V  ^   ^^  ^  ^~    J^Vji^v  „^  ^V-*^    ' 


Ein  Tripel  w8re  durch  /^i  '^*'',  ^jt**»*',  -^/''''*  oder,  wenn  überhaupt 
nur  die  Bewegung  der  Systeme  atCkOi  betrachtet  wird,  durch  A(AkÄivi 
bezeichnen. 

Da  die  charakteristische  Eigenschaft  zweier  Punkte  ^liJk  dahin  aas- 
gesprochen werden  kann ,  dass  ihre  Entfernung  sich  während  zweier  auf 
einander  folgender  Zeitelemente  nur  um  eine  unendlich  kleine  GrGsse 
2^®'  Ordnung  ändert,  so  können  in  solchen  zwei  Punkten  die  Systeme  Gi^i 
gelenkig  durch  ein  neues  System  mit  einander  verbunden  werden,  ohne 
dass  die  Relativbewegung  während  jener  beiden  Zeitelemente  dadurch  irgend- 
wie beeinflusst  würde.  Sind  insbesondere  3.t»  —  4  solcher  Paare  tod 
Erümmungsmittelpunkten  der  Relativ bewegung  von  n  Systemen  gegeben, 
und  gehören  höchstens  35  —  4  Paare  beliebigen  s  jener  Systeme  an,  so 
erhält  man  nach  S.  222  eine  zwangläufige  kinematische  Kette,  sobald  nur 
jedes  System  zwei  Gelenkpunkte  aufweist  und  eine  Sonderlage ,  welche  eine 
augenblickliche  Unbestimmtheit  der  Polconfiguration  bedingen  würde,  ist 
nicht  vorhanden,  sobald  nur  die  3n— 4  Normalstrahlen,  auf  welchen  die 
Paare  liegen,  keiner  T"  angehören.  Da  diese  Kette  die  Bewegung  der 
n  Systeme  momentan  vollständig  wiedergiebt^  so  können  wir  sagen: 

13)  Die  Bewegung  von  n  starren  Systemen  während  zweier 
aufeinander  folgender  Zeitelemente  ist  durch  Angabe  Ton 
3n  — 4  Paaren  entsprechender  Krttmmnngsmittelpunkte  be- 
stimmt, sofern  s  beliebigen  Systemen  höchstens  3s  — 4  dieser 
Paare  angehören,  jedes  System  mindestens  zwei  voneinander 
getrennte  Punkte  aufweist,  und  die  Normalstrahlen  der  Paare 
keiner  f"  angehören. 

Ein  Tripel  verhält  sich  hiernach  genau  wie  ein  Gliederdreieck;  d.  b. 
das  Tripel  ist  während  beider  Zeitelemente  starr,  wenn  die  Punkte  nicht 
in  gerader  Linie  liegen,  —  oder  es  ist  nur  während  eines  Zeitelementes 
starr,  und  kann  während  des  andern  eine  unendlich  kleine  Bewegung  roll* 
ziehen,  wenn  die  Tripelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  das  Tripel  ein 
,, geradliniges^'  ist.  Natürlich  kann  sich  ein  geradliniges  Tripel  aneb 
während  mehrerer  Zeitelemeute  selbst  dauernd  starr  verhalten,  aber  es 
liegt  hierzu  keine  zwingende  Nothwendigkeit  vor.  Der  grossen  Tragweite 
wegen,  welche  das  soeben  Erkannte  für  spätere  Entwickelungen  besitzt, 
fassen  wir  das  Ergebniss  noch  einmal  zusammen: 

14)  Die  Punkte  eines  Tripels  kann  man  während  zweier, 
aufeinander  folgender  Zeitelemente  als  einem  einzigen  starren 
Systeme  angehörend  betrachten,  wenn  die  Punkte  ein  Drei- 
eck mit  Winkeln  von  endlicher  Grösse  bilden.  Für  ein 
geradliniges  Tripel  ist  diese  Annahme  im  Allgemeinen  nur 
für  ein  Zeitelement  zulässig. 

Geradlinige  Tripel  sind  deshalb  besonders  beachtenswerth,  weil  sie 
stets  reell  vorhanden  sind.     Es  gilt  nämlich  der  folgende  Satz: 
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15)  Bewegen  sich  drei  starre  Systeme  beliebig  in  einer 
£bene,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  auf  der  Verbindungslinie 
ihrer  Pole  ein  einziges  Tripel;  die  Punkte  desselben  bilden  mit 
den  Polen  sechs  Punkte  in  Involution,  und  zwar  ist  dem  Pole 
von  je  zweien  der  Systeme  der  Tripelpunkt  des  dritten  zu- 
geordnet. 

Der  Beweis  zerfällt  in  zwei  Theile:  1.  wird  gezeigt,  dass,  wenn  es 
überhaupt  ein  Tripel  giebt,  dieses  jedenfalls  die  im  Satze  angegebene  Lage 
besitzt,  und  2.  wird  aus  der  Eigenschaft  dieser  Lage  eine  stets  mögliche 
eindeutige  Construction  des  Tripels  abgeleitet,  womit  dann  sein  Vorhanden- 
sein nachgewiesen  ist. 

Seien  in  allgemeinster  Weise  V^^  und  V^  durch  je  zwei  Paare*  ge- 
geben und  sei  von  V^^  ein  Paar  bekannt;  dann  ist  nach  13)  die  Be- 
wegung während  zweier  Zeitelemente,  d.  h.  auch  V^^  bekannt.  Anstatt 
diese  Elemente  sofort  zum  Beweise  zu  benutzen,  construiren  wir  zunächst 
zu  eiuem  Punkte  Tj"»**  der  Geraden  12,23  die  entsprechenden  2\",  Tg** 
und  ziehen  dann  Fig.  9  (woselbst  die  oberen  Zeiger  fehlen)  die  fünf  Paare 

^i"^,^S  T,«T,^S  V'^s'S  T,«T3«3,  0,^803», 

welche  genau  dasselbe ,  wie  die  gegebenen  leisten,  heran.  Durch  gelenkige 
Verbindung  der  Punkte  jedes  der  Paare ,  die  wir  in  Zukunft  immer  bewirkt 
denken,  entsteht,  wie  es  der  Fall  sein  muss,  eine  zwangläufige  Kette. 
Bilden  die  Punkte  Ti^Tj^«»«»,  Tj»  nun  ein  Tripel,  so  muss  die  Kette  nach 
14)  auch  dann  noch  eine  unendlich  kleine  Bewegung  vollziehen  können, 
wenn  diese  drei  Punkte  in  einem  und  demselben  starren  Systeme  o^  liegend 
gedacht  werden.  Dann  sind  aber  TiT^T^  bez.  die  Pole  14,  24,  34;  und 
nach  dem  schon  einmal  auf  S.  231  benutzten  Burmester 'sehen  Satze  sind 

14,  23;    34,  12;     24,  13 
Paare  einer  Involution,  womit   die  erste  Hälfte  des  Beweises  geführt  ist. 
Gleichzeitig  folgt,  dass  die  Geraden  ^|^,  ^2^8)  ^s^i  ®^°  Dreieck  PQB 
bilden,   so  zwar,   dass  die  Verbindungslinien  der  Ecken  desselben  mit  den 
Tripelpunkten  sich  in  einem  Punkte  8  schneiden. 

um  nun  zweitens  zu  zeigen,  dass  das  Tripel  immer  vorhanden  ist,  seien  in 
Fig.  10  auf  der  Polgeraden  ausser  den  Polen  12,  23,  31  die  Paare  Ä^^^A^^^ 
B^^B^^  entweder  gegeben  oder  aus  den  gegebenen  Bestimmungsstttcken 
von  Y^^V*^  construirt.  Dann  bestimmt  man  das  Tripel  in  eindeutiger 
Weise  wie  folgt:  Man  ziehe  ein  Dreieck  PQB,  dessen  Seiten  FQ,  QRj  BP 
bez.  durch  12,  23,  31  gehen,  ziehe  ferner  PÄ^,  QJ^  und  schneide  die- 
selben mit  einander  in  Z7,2.  Ebenso  sei  U^<^  der  Schnittpunkt  von  QB^^  BB^. 
Dann  bestimmen  die  Geraden  U^^  12  und  U^^  23  einen  Punkt  S*  und  8P,  8Q,  8B 


*  Wenn  jetzt  und  in  Zukunft  kurz  von  „Paaren"  die  Bede   ist,  bo  Bind 
immer  Paare  entsprechender  Krümmungsmittelpunkte  gemeint. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXX VII,  4.  16 


242  Ein  Beitrag  zur  System.  Bebandlang  der  ebenen  Bewegung  starrer  Systeme. 

treffen  die  Polgerade  in  den  gesuchten  Tripelpunkten  T^T^T^.  Dass  TjTj 
sich  in  F^*,  ^«^s  ^^^^  ^^  ^^  entsprechen,  folgt  aus  belsannten  Con- 
structionen.  Dass  aber  T^  T^  T^  insbesondere  ein  Tripel  bilden ,  ergiebt  sieb 
durch  Annahme  beliebiger  Paare  von  Y^^Y^V^^  auf  den  Seiten  PQ,  QB,  BP, 
wodurch  Fig.  9  entsteht.  Man  erhält  nun  stets  dasselbe  Tripel,  wie 
man  auch  PQB  wählen  mag,  denn  die  Figur,  welche  irgend  einer  anderen 
Annahm«  P*Q*B*  entspricht,  steht  zur  ersten  in  centrischer  CoUinear- 
Verwandtschaft  mit  der  Polgeraden  als  CoUineations -Achse,  und  das  sich  er- 
gebende Tripel  P*  Q*  B*  muss  folglich  mit  dem  ersten  identisch  sein.  Damit 
ist  der  vollständige  Beweis  von  15)  erbracht. 

Ist  nun  insbesondere  PQR  ein  Tripel,  nennen  wir  es  (Fig.  11)  A^Ä^A^ 
und  nehmen  das  Tripel  auf  der  Polgeraden  T^T^T^  hinzu,  so  sind  die 
Geraden  £^12,  £^23,  SZl  die  Aronhold'schen  Collineations- Achsen  der 
Tripelstrahlen  A^A^,  ^%^^^  ^z^i  ^^  Bezug  auf  die  Polgerade.     Das  heisst: 

16)  Bewegen  sich  drei  starre  Systeme  in  einer  Ebene,  so 
gehen  die  Aronhold'schen  Collineations-Achseni  welche  den 
Strahlen  eines  Tripels,  dessen  Ecken  nicht  in  gferader  Linie 
liegen;  in  Bezug  auf  die  Polgerade  zugeordnet  sind,  durch 
einen  Punkt.  Kennt  man  daher  von  den  drei  quadratischen 
Verwandtschaften  der  Systeme  zwei,  so  ist  auch  die  CoUi- 
neationsAchse  der  dritten  in  Bezug  auf  ein  Strahlenpaar,  be- 
stehend aus  der  Polgeraden  und  einem  Tripelstrahle,  bestimmt; 
auf  dem  Tripelstrahle  kennt  man  überdies  ein  Punktpaar, 
und  kann  daher  auch  die  dritte  Verwandtschaft  con^truiren.* 


*  Die  Sätze  15)  und  16)  habe  ich  bereits  in  der  Zeitschrift  des  fianooTer* 
sehen  Architekten-  und  Ingenieur -Vereins,  Bd.  36,  Jahrg.  1890,  8.  192  flg.,  bewieseo, 
aber  die  umgekehrte  Reihenfolge  beobachtet.  Nimmt  man  das  Vorhandensein 
eines  nicht  geradlinigen  Tripels  an,  so  ergiebt  sich  leicht  die  behauptete  des 
geradlinigen  auf  der  Polgeraden.  Denn  die  übergeschlossene  Kette  der  Fig.  U 
kann  dann,  und  nur  dann  zwei  aufeinander  folgende  unendlich  kleine  Bevegungeo 
ausführen^  wenn  A^Tx^  J^T,,  A^T^  durch  einen  Punkt  8  gehen,  und  zwar  ver- 
hält sich  bei  der  ersten  TiT^T^  wie  ein  starres  System  ^4,  dessen  Pol  in  Bezog 
auf  das  Dreieck  A^A^A^  der  Punkt  5  ist.  Nach  Vollendung  dieser  Bewegung 
bleibt  dann  noch  eine  zweite  in  Folge  der  möglichen  unendlich  kleinen  BelatiT- 
bewegung  von  TiTg,  T^T,,  J9T1  übrig.  Nun  giebt  es  zwar  in  jedem  Augenblick 
nicht  geradlinige  Tripel  in  endlicher  Anzahl,  da  aber  die  Constrnction  eines 
solchen  im  Allgemeinen  sehr  schwierig  sein  dürfte,  so  bemühte  ich  mich,  einen 
von  diesen  Gebilden  völlig  freien  Beweis  ffir  15)  zu  finden.  Uebrigens  ist  16)  in- 
zwischen von  Herrn  Burmester  (Prager  technische  Blätter  1690,  Heft  2),  15)  in 
specieller  Fassung  von  Herrn  Grübler  (Riga*Bche  Ind. -Zeitung  1891,  8.  61)  be- 
wiesen worden.  Beide  Arbeiten  machen  von  dem  Begriffe  der  Geschwindigkeiten 
Gebrauch  und  enthalten  wichtige  metrische  Beziehungen.  Die  oben  gegebene 
Gonstruction  des  Tripels  auf  der  Polgeraden  und  ihre  Anwendung  auf  17)  theilte 
ich  Herrn  Grub  1er  im  September  1890  mit.  (Vergl.  die  Note  auf  S.  63  von 
dessen  Arbeit,  sowie  die  dort  gegebene  Gonstruction  der  Wendepunkte«) 
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Die  beiden  letzten  Sätze  ermöglichen  die  Bestimmung  der  F'^  in  allen 
denkbaren  Fällen.  Drehen  sich  drei  Systeme  daaemd  nm  die  Ecken  eines 
starren  Dreiecks,  so  ist  dieses  natürlich  stets  ein  Tripel  für  die  Belativ- 
bewegnng  der  drei  ersten  Systeme.  Kennt  man,  wie  dies  meistens  der 
Fall  ist,  zwei  der  Verwandtschaften,  so  liefert  der  Satz  16)  die  dritte. 
Wie  man  auch  sonst  zum  Ziel  gelangt,  ist  a.  a.  0.  an  einer  Reihe  von 
Beispielen  gezeigt  worden.  Enthält  hingegen  die  Kette  keine  starren  Drei- 
ecke, 80  führt  der  Satz  15)  besser  zum  Ziel.  Man  löst  insbesondere  unter 
Anwendung  der  auf  8.  241  und  242  gegebenen  Construotion  die  Aufgabe: 

17)  Sind  (Fig.  12)  zur  Bestimmung  von  7*«F»7"  dreier 
bewegter  Systeme  ^1^1(^8  zwei  der  Verwandtschaften  durch  je 
zwei  Paare  gegeben,  und  kennt  man  von  der  dritten  ein  Paar, 
so  suche  man  zur  Bestimmung  der  dritten  das  zweite  noth- 
wendige  Paar. 

Es  mögen  vorliegen: 

Oji^C,**,  D/'Dj^*,  JS^^JS,»,  2^,2»JP8*^  öl*«©,". 

Man  bestimme  nach  der  Bobillier'schenConstruction  zwei  im  Uebrigen 
willkürlich  wählbare  Paare  u^/*^,",  B^^  B^^^  auf  der  P9lgeraden,  dann 
weiter  nach  S.  241  und  242,  Fig.  10,  das  geradlinige  Tripel  T^T^T^  und 
besitzt  damit  in  den  Punkten  T^  T^  ein  Paar  von  P^,  womit  diese  bestimmt  ist. 

Würde  G^G^  mit  der  Geraden  12,  23  susammenfallen ,  so  wäre  13 
unbestimmt  und  die  Construction  auf  dem  angegebenen  Wege  undurch- 
führbar.    (Vergl.  S.  248,  Fig.  1.) 

Wir  ziehen  aus  den  abgeleiteten  Sätzen  noch  einige  Folgerungen,- 
welche  sich  später  als  nützlich  erweisen  werden.  Zunächst  folgt  aus  der 
S.  241  und  242  Fig.  10  angegebenen  Construction: 

18)  Sind  für  die  Relativbewegung  dreier  Systeme  die  drei 
Pole  und  zwei  quadratische  Verwandtschaften  auf  der  Pol- 
geraden gegeben,  so  ist  auf  dieser  Geraden  auch  die  dritte 
Verwandtschaft  eindeutig  bestimmt. 

Aus  diesem  Satze  fliesst  dann  der  allgemeinere*. 

19)  Ist  die  Polconfiguration  einer  Reihe  bewegter  Systeme 
^iOkaiGn»..  gegeben  und  kennt  man  F**,  F";  F"*^,  F"»',  so  ist 
auch  F*'  construirbar. 

Dezm  nach  18)  kann  man  auf  jeder  der  Polgeraden  ikl^  mkl  ein  Paar 
von  F*'  bestimmen. 

Schreiten  wir  nunmehr  zur  Betrachtung  der  Bewegung  von  n  >  3 
Systemen ,  so  erhalten  wir  als  Figur,  welche  diese  Bewegung  während  zweier 

auf  einander  folgender  Zeitelemente  darstellt ,  die  Polconfiguration  mit  ihren 

n.(n  — l)rn  — 2) 

-j w      ^ — 5 — '  Polgeraden,   sofern  auf  jeder  derselben  noch  das  gerad- 

linige  Tripel  angegeben  ist.     Für  n  =  4  sind  diese  Tripel  noch  von  einander 
unabhängig,  man  kann  zwei  Punkte  jedes  Tripels  willkürlich  wählen,  und 

16* 
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den  dritten  als  sechsten  Involutionspunkt  construiren;  und  durch  die  2.4=8 
Paare,  welchen  die  gegebenen  Punkte  offenbar  äq^üvalent  sind,  muss  ancb 
dem  Satze  13)  zufolge  die  Bewegung  bestimmt  sein. 

Bei  fünf  und  mehr  Systemen  hingegen  sind  die  Tripel  von  einander 
abhängig.  Am  einfachsten  leuchtet  dies  ein  durch  die  Erwägung,  dass 
durch  jeden  Pol  dann  mehr  als  zwei  Polgerade  hindurch  gehen,  und  je 
zwei  Paare  von  Krümmungsmittelpunkten  aus  Tripeln  zur  n&mlichen  Boll- 
curven- Tangente  führen  müssen.  Im  Folgenden  wird  zwar  die  Construction 
besagter  Figur  in  übersichtlicher  Weise  aus  geeigneten  Bestimmungs- 
stücken  gezeigt,  aber  es  ist  mir  nicht  gelungen,  auf  einfache  Art  das  Ab- 

h&Dgigkeitsverhältniss  der  ^ Involutionen  von  einander  aus- 
zudrücken,    wodurch   ein   wesentlicher    Fortschritt    begründet    sein  würde. 

Sei  noch  einmal  hervorgehoben:  Genau  so,  wie  die  Polconfiga- 
ration  ein  Bild  der  Relativbewegung  von  n  starren  Systemen 
während  eines  Zeitelementes  giebt,  wird  diese  Bewegung 
während  eines  weiteren  Zeitelementes  durch  Hinzufügung  des 
Tripels  auf  jeder  der  Polgeraden  dargestellt,  sobald  n  >3i5t 
Die  hierdurch  definirte  Figur  möge  durch  4>"  bezeichnet  sein. 

Es  ist  sehr  leicht,  eine  O"  allgemeinster  Natur  zu  construiren.  Man 
denke  hierzu  eine  Polconfiguration  von  n  Systemen  gezeichnet,  und  bilde, 
wie  oben  angegeben,  O*  von  vier  Systemen  CiO^a^e^,  Sind  dann  T^T^ 
zwei  sich  entsprechende  Punkte  von  V^^  der  Geraden  125,  so  kann  man 
den  sechsten  Involutionspunkt  7^  zu  12  und  den  Punktpaaren  15,  T^,  2b  T^ 
als  Tripelpunkt  des  Tripels  der  Bewegung  von  o^tf^f^s  wählen.  Ebenso 
schaffe  man  sich  die  Tripel  U^TT^Uf^  auf  235  und  B^E^B^  dkXii 'd\b.  Diese 
Annahmen  müssen  dann,  wie  eine  einfache  Constantenzählung  zeigt,  alle 
F'*  der  fünf  Systeme  bestimmen.  Man  hat  bereits  von  F*^  die  beiden 
Paare  T^  T^  und  Ä,  B^  und  ebenso  von  F**  und  F^^  zwei  Paare.  Dann 
kann  man  aber  nach  Satz  19)  aus  Y^^V^^,  7«  725  (o^j^r  78*735)  jie 
noch  fehlende  F^  construiren.  Nach  diesem  Verfahren  kann  man  ersichtlich 
in  derselben  Weise  von  einer  O»-*  zu  einer  4)"  gelangen. 

Aber  auch  aus  Bestimmungsstücken,  welche  nicht  auf  Polgeraden 
gegeben  sind ,  lässt  sich  eine  übersichtliche  Bildungsweise  von  <IP"  herleiten. 
Seien  z.  B.  gegeben  V^^Y^^Y^^.,,  F*"  durch  je  zwei  Paare,  von  jeder  der 
723734 745,,.  7n-i,n  hingegen  kenne  man  nur  ein  Paar.  Diese  2(«-l) 
-|-n— 2  =  3n  — 4  Paare  sind  von  einander  unabhängig,  genügen  den  An- 
forderungen von  13).  Die  zugehörige  Kette  ist  leicht  zu  zeichnen*),  und 
die  Figur  erscheint  überflüssig;  andererseits  darf  auch  die  Herstellung  der 
Polconfiguration  als  erledigt  angesehen  werden,  da  sie  keine  nennenswerthen 
Schwierigkeiten   bietet.     Mau  erhält  nun  nach    18)   aus  F^^  F^'  und  dem 

*)  Für  n  =  4  entsteht  Fig.  27  der  auf  S.  242  angeföbrten  Burmester'schen 
Arbeit,  wenn  man  das  Glied  7  beseitigt. 
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Pole  23  das  Tripel  T^T^T^  auf  der  Polgeraden  123,  und  damit  in  dem 
Paar  T^Tj  das  zur  vollständigen  Bestimmung  von  F^,  ausser  dem 
gegebenen,  nothwendige  Paar.  In  derselben  Weise  gewinnt  man  zu 
7"F**...F«-'.»  je  ein  zweites  Paar,  womit  diese  Verwandtschaften  voU- 
stftndig  bestimmt  sind.  Am  umständlichsten  wird  nun  jedenfalls  die  Be- 
stimmung von  7^",  da  0^  und  <y„  gegenüber  irgend  zwei  andern  Gliedern 
am  meisten  Zwischenglieder  aufweisen.  Allmählich  fortschreitend,  erhält 
man  nach  19)  aus 

yi«7i4^  ys«73i  ^ie  Verwandtschaft  7",  dann  aus 

yi2  TT  15    y42  yio  vu 

'      '     }  '      '       ii  »»  ^     »      i>        »» 

xri2  TT  16     Yb%  1756  Tr26 


endlich  aus 

71271»^   711-1,2  7«-!,».    ^^  7211, 

Die  Gruppe  y  u  713  y^  ^  ^  71  n 

723  724,, ,  72n 

ermöglicht  dann   [wieder  nach   19)]   die   Bestimmung   der  beliebigen  F'* 
aus  F»•F^  F2'72^ 

§  6.  Bestimmung  der  F'^  in  Todtlagen. 

Besondere  üeberlegnngen  werden  nothwendig,  wenn  eine  Kette  todte 
Gruppen  enthält  und  die  Verwandtschaft  der  Krümmungsmittelpuukte  efnes 
Systems  einer  solchen  Gruppe  in  Bezug  auf  eines  der  übrigen  Systeme 
bestimmt  werden  soll. 

Wir  betrachten  zunächst  folgenden  einfachen  Fall: 

In  Fig.  13  bilden  die  Glieder  OiCßC^o^  ein  Gelenk viereck,  in  welchem 
P  und  Ä^  (letzteren  als  Punkt  von  <s^  betrachtet)  kein  Pnnktepäar  statio- 
närer Entfernung  sind.  Für  das  Gliederpaar  a^  a^  ist  diese  Entfernung  hin- 
gegen stationär,  wenn  man  P  als  a^  angehörend  betrachtet. 

Die  Kette  ist  demnach  (8. 235)  in  einer  Todtlage  und  a^  ^e  ^s  ^4  bilden 
eine  todte  Gruppe.  Die  drei  Systeme  OiO^c^  drehen  sich  um  das  starre 
Dreieck  Ä^A^A^^  man  kennt  F^^  und  F'^  und  würde  im  Allgemeinen  nach 
Satz  16)  F^^  finden.  Im  vorliegenden  Falle  liegt  jedoch  der  Pol  13  in  A^ 
und  Aj^A^  ist  daher  die  Bollcurventangente  f,,  der  Bewegung  von  0|  in 
Bezug  auf  ^3.  Aus  demselben  Grunde  ist  die  zweite  durch  j1|  gehende 
Dreieckseeite  die  Tangente  <j2*  Folglich  liegen  die  beiden  durch  12  bez. 
13  gehenden  Collineations -Achsen  des  Satzes  16)  vereinigt  mit  der  Pol- 
geraden, und  der  Schnittpunkt  aller  drei  ist  der  Pol  23,  d.  h.  der  Inhalt 
des  Satzes  wird  illusorisch.  Man  erhält  jedoch  auch  in  diesem 
Falle  noch  ein  Paar  zur  Bestimmung  von  F^^  durch  die  Be- 
merkung, dass  die  im  Pole  23  sich  deckenden  Punkte  von  tfj 
tind  (^3  dort  während  zweier  aufeinander  folgender  Zeit- 
elemente vereinigt  bleiben.     Verhält  sich  doch  während  einer  un- 
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endlich  kleinen  Bewegung  der  Kette  die  todte  Gruppe  wie  ein  starres 
System  und  es  tritt  also  erst  während  des  zweiten  Zeitelementes  eine 
Belativbewegung  von  c^  gegen  a^  ein.  Es  ist  demnach  gestattet ,  c* 
und  tf,  im  Pole  durch  ein  Gelenk  verbunden  zu  denken ,  auch  wenn  es  sich 
um  zwei  auf  einander  folgende  Bewegungen  handelt.  Construirt  man  dem- 
nach zu  23  als  Punkt  C^^^  den  entsprechenden  C^^*,  so  entsprechen  sich 
diese  beiden  Punkte  auch  als  Og^^Oi^^,  und  dies  Paar  bestimmt,  da  ^,3  be- 
kannt,  F^^.     Die  übrigen  V^^  sind  dann  leicht  zu  bestimmen. 

Wir  geben  der  Wichtigkeit  dieser  besonderen  Beziehung  wegen  dem 
Ergebnisse  die  folgende  allgemeine  Fassung: 

20)  Zwei  beliebige  Glieder  öiö^  einer  todten  Gruppe  kann 
man  in  ihrem  Pole  ik  durch  ein  Gelenk  verbunden  denken,  so- 
fern die  Untersuchung  sich  auf  höchstens  zwei  auf  einander 
folgende  Zeitelemente  erstreckt.  Kennt  man  nun  F'^  wo  c/ 
der  todten  Gruppe  nicht  angehört,  so  construire  man  zu  i^' 
den  entsprechenden  Punkt  von  a  in  F^',  und  diese  beiden 
Punkte  entsprechen  sich  dann  auch  in   F^'. 

Eine  etwas  andere  Form  nimmt  dieser  Satz  an,  wenn  Nachbarglieder 
der  todten  Gruppe  und  der  übrigen  Glieder  in  Betracht  kommen. 

Zur  Erzielung  möglichster  Kürze  des  Ausdrucks  nennen  wir  die  Ge- 
lenkpunkte, in  denen  die  todte  Gruppe  den  übrigen  Gliedern  angeschlossen 
isf,  die  „Anschlnsspunkte'*  und  die  sie  enthaltenden  Glieder  die  ^Anschloss- 
glieder^.  Ist  dann  öp  ein  Anschlussglied,  das  nicht  der  todten  Gruppe  an 
gehört,  so  sei  daran  erinnert,  dass  in  seinem  Anschlusspunkte  alle  Pole 
von  Gliedern  der  todten  Gruppe  in  Bezug  auf  öp  vereinigt  liegen.  Z.  B. 
liegen  im  Punkte  Ä^^  oder  14  der  Figur  13  auch  die  Pole  12,  13,  16. 

Von  den  beiden  im  Gelenkpunkte  il  verbundenen  Gliedern  öi  und  ct 
gehöre  6i  der  todten  Gruppe,  öt  dieser  Gruppe  nicht  an.  F''  ist 
ausgeartet,  jedem  der  beiden  in  1 2  liegenden  Punkten  von  öt  und  0/  ent- 
sprechen die  sttmmtlichen  Punkte  des  jedesmaligen  anderen  Systems  und 
umgekehrt,  —  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene,  mag  man  ihn  zu  «■ 
oder  6i  rechnen,  entspricht  stets  der  Pol  il. 

Ist  nun  6k  irgend  ein  System  der  todten  Gruppe,  so  entspricht  ins- 
besondere dem  Pole  iJCj  wenn  man  ihn  in  öt  liegend  denkt,  auch  il  in 
der  Verwandtschaft  V'^.  Mit  il  liegt  kl  vereinigt;  folglich  ist  das  nach 
20)  gewonnene  Punktpaar  von  F*'  der  Pol  kl  und  ein  ihm  entsprechender 
Punkt.  Dieser  letztere  'liegt  aber  bekanntlich  auf  der  Rollcurven« Tan- 
gente tki. 

Satz  20)  nimmt  demnach  die  folgende  specielle  Form  an: 

20a)  Sind  (T/tf/  zwei  im  Gelenkpunkte  il  mit  einander  ver- 
bundene Anschlussglieder,  und  gehört  Ci  der  todten  Gruppe, 
6i  derselben  nicht  an;  ist  ferner  Ck  ein  beliebiges,  nicht  <r/ge* 
lenkig  angeschlossenes  Glied  der  todten  Gruppe,   so  liegt  der 
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Pol  kl  mit  il  vereinigt  und  die  Verbindungslinie  ih,  il  oder 
ikj  kl  ist  die  Bollcurven-Tangente  tki  der  Bewegung  von  Ck  in 
Bezug  auf  tf/. 

Diese  beiden  Sätze  erweisen  sich  in  allen  verwickelten  Fällen  als  aus- 
reichend zur  Bestimmung  der  verschiedenen  F'^.  Das  Auftreten  mehrerer 
todten  Gruppen  braucht  nicht  besonders  untersucht  zu  werden,  da  die 
Sätze  20)  und  20 a)  unabhängig  davon  sind,  ob  diejenigen  Glieder,  welche 
einer  fixirten  todten  Gruppe  nicht  angehören ,  ihrerseits  noch  solche  Gruppen 
aufweisen  oder  nicht.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Glieder  bezeichen  wir 
als  „bewegliche  Gruppe^^  insofern  sie  in  Bezug  auf  die  todte  Gruppe, 
und  im  Allgemeinen  auch  unter  sich ,  Belativbewegungen  ausführen  können. 
Eine  Ausnahme  wäre  dann  nur  die  auf  S.  236  als  möglich  nachgewiesene 
Kette,  welche  sich  wie  ein  zweigliedriges  Gelenk  verhält  und  die  uns  hier 
deshalb  nicht  interessirt. 

Wir  beschränken  uns  aaf  die  Behandlung  eines  Beispiels,  welches  in 
gewisser  Hinsicht  allgemeine  Eigenschaften  zeigt  In  der  durch  Fig.  14 
dargestellten  Todtlage  einer  Kette  ist  (Siö^a^ö^  die  bewegliche  Gruppe  x, 
(5^(3^010^  die  todte  Gruppe  X,  wie  man  nach  Construction  des  Poles  13  so- 
fort erkennt.  (Vergl.  S.  235.)  Es  kann  sich  hier  nur  um  die  Bestimmung 
der  Verwandtschaft  eines  Sjstemes  von  x  in  Bezug  auf  eins  von  l  handeln 
und  zwar  sind  folgende,  wesentlich  von  einander  verschiedene  Aufgaben 
möglich.     Gesucht  werde: 

a)  V^'^  eines  Anschlassgliedes  <f|  von  x  und  eines  nicht  gelenkig  mit 
ihm  verbundenen  Anschlussgliedes  0^  von  l\ 

b)  V^^  eines  Anschlussgliedes  0^  von  x  und  eines  Nicht -Anschluss- 
gliedes 0Q  von  A; 

c)  F^^  eines  Nicht  -  Anschlussgliedes  a^  von  x  und  eines  Anschluss- 
gliedes 0^  von  X; 

d)  V*^  von  zwei  Nicht- Änschlussgliedern. 
Lösung  von: 

a)  Man  bestimme  in  F^^  zu  ^,  als  0^  angehörend  betrachtet,  den 
entsprechenden  Punkt  in  a^.  Diese  Punkte  bilden  dann  auch  ein  Paair 
von  7".  Nach  20a)  ist  die  Gerade  15,*^  oder  17,  57  die  Rollcurven- 
Tangente  t^^  und  damit  hat  man  die  zur  Bestimmung  von  F^^  nothwen- 
digen  Stttcke  gewonnen. 

b)  Man  bestimme,  wie  soeben  gezeigt,  F^^;  darauf  zum  Pole  67,  als 
Punkt  von  0^  betrachtet,  den  ihm  in  F^^  entsprechenden  von  ^i  und  hat 
damit  nach  20)  ein  Paar  von  F*®.  Andererseits  ist  nach  20a)  die  Ge- 
nide  15,  56  die  Tangente  fjg,  womit  V^^  bestimmt  ist. 

c)  Ä  und  B  bilden  ein  Paar  von  F^^.*  Ist  dann  nach  a)  7^^  be- 
stimmt, so  kann  man  zu  C7,  als  Punkt  von  ^i  betrachtet,   den  ihm  ent- 

*  Im  Allgemeinen  würde  man  zum  Anschlnsspunkte  von  Of  ^^'st  den  ihm  ent- 
sprechenden  von  04  in  7^^  construiren  müssen. 
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sprecbenden  in  V^'^  construiren,  und  diese  Punkte  bilden  auch  ein  Paar 
von  F^^,  d.  h.  man  besitzt  deren  zwei,  wie  zur  Bestimmung  von  7^ 
nothwendig  ist. 

d)  Iffan  construire  nach  o)  F^^  und  V*^^  nämlich  die  Verwandtscbaften 
des  gegebenen  Gliedes  von  x  in  Bezug  auf  zwei  Anschlussglieder  von  1, 
welche  verschiedenen  Anschlusspunkten  angehören.  Man  bestimme  feiner 
die  Pole  dieser  beiden  Glieder  in  Bezug  auf  das  gegebene  von  A,  also  die 
Punkte  67 1  65.  Der  Punkt  67,  als  c^  angehörig  betrachtet,  und  der  ihm 
in  F^^  entsprechende  Punkt  bilden  dann  nach  20)  ein  Paar  von  V*^,  imd 
ebenso  65  und  der  ihm  in  V^  entsprechende  das  nothwendige  zweite  Paar 
von   F«. 

§  7.  Mehrdeutig  bestimmte  Pole.    Veriweigungslagen. 

Sind  3  n  —  4  Normalstrahlen  einer  T"  gegeben ,  so  sind  ihnen  uji* 
endlich  viele  Polconfigurationen  einbeschreibbar ,  und  die  Bewegung  während 
des  einen  Zeitelementes  ist  unbestimmt.  In  diesem  Falle  giebt  es,  sofern 
die  n  Systeme  einer  zwangläufigen  Kette  angehören,  für  je  zwei  etlicher 
Systeme  eine  endliche  Anzahl  von  Polen,  um  welche  insbesondere  zwei 
consecutive  Bewegungen  stattfinden.  Jeder  Systempunkt  eines  der  beiden 
Systeme  beschreibt  dann  im  anderen  eine  Curve  mit  vielfachem  Punkte  und 
die  Normalen  der  einzelnen  Zweige  dieses  Punktes  sind  nach  jenen  aus- 
gezeichneten Polen  gerichtet.  Eine  solche  „Verzweigungslage*  der 
Kette  tritt  also  ein,  wenn  die  3m~4  Paare  entsprechender 
Krümmungsmittelpunkte,  welche  nach  13)  die  O*  bestimmen, 
auf  3w  — 4  Normalstrahlen  einer  F"  liegen. 

Dann  kann  für  eine  unendlich  kleine  Bewegung  zweier  Gliedern, 
und  ak  der  Pol  ik  auf  ik  willkürlich  gewählt  werden  und  die  Bestimmung 
der  besonderen  Pole  erfordert  die  Heranziehung  der  F*^,  wie  sich  zeigen 
wird. 

Die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  scheint  mit  bedeutenden  Schwierig- 
keiten verknüpft  zu  sein ,  mir  ist  sie  nur  für  f»  =  3  gelungen.  * 

Seien,  genau  wie  in  der  Aufgabe  17)  Fig.  12,  zur  Bestimmung  der 
Bewegung  von  aifS^o^  die  Paare    . 

Cl"C8»^  i>i"I>,^S  E^^^B^^,  F^^Fs*^,  ßi^'ffs^« 

gegeben,  von  denen  aber  (Fig.  1)  G^^^Gq^^  auf  der  Polgeraden  123  liege. 
Dann  ist  13  nicht  als  Schnitt  der  Geraden  ff,*3(?3*»  mit  12,  23  bestimmt, 
die  fünf  Normalen  gehören  nach  S.  235  einer  I"^  an.   Man  construire,  wie 


*  Für  n  =  2,  dem  durchschlagenden  Kurbelgetriebe,  gab  Aronhold  die 
Lösung  in  den  Verbandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  GewerbefleisMs  io 
Preussen  1872,  Bd.  61,  S.  140.  Sind  AiA^,  B^B^  die  gegebenen  Paare  einer  Ge- 
raden, 80  giebt  es  zwei  Pole  12a,  12/?,  die  Doppelpunkte  der  Involution  ilj^t,  Bt-^v 
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in  17),  zunächst  auf  der  Polgeraden  die  Paare -ij^ilg'*,  B^^^B^^  und  hat 
damit  auf  dieser  Geraden  die  folgenden  Elemente: 

12,  23,  ^i"il,«,  B^^B^^,  ff/3ff^i8. 

Innerhalb  dieses  linearen  Gebietes  wähle  man  den  Punkt  X,^^*^  be- 
liebig und  bestimme  X^^^,  ^s^*  Ist  nun  X^X^X^  ein  Tripel,  so  ist  der 
Pol  13  als  sechster  Punkt  der  durch  X3I2,  Xj  23,  X^  gegebenen  Involution 
bestimmt.  Man  nenne  diesen,  im  Allgemeinen  falschen  Pol,  13*  und  con- 
strnire  aus  13*,  Oj^^G^^^  zu  X^  den  entsprechenden  Punkt  Xj^^.  Nur 
wenn  Xj*  mit  X^  zusammenfiele,  wäre  die  Annahme,  dass  X^X^X^  ein 
Tripel  sei,  richtig.  Thatsächlich  hingegen  beschreiben  bei  yeränderlichem 
Jg  die  Punkte  X|X,*  projective  Reihen,  da  ihre  gegenseitige  Zuordnung 
eindeutig  ist,  und  die  Doppelpunkte  dieser  Reihen,  T^^T^ß  sind  Tripel- 
punkte  zweier  Tripel  T^a  T^a  jf^a  ^  T/T^(^T/;  ihnen  sind  dann  schliesslich 
die  beiden  Pole  13<x  13i^  in  eindeutiger  Weise  zugeordnet.  Dieselben  können 
reell  oder  imaginär  getrennt,  oder  reell  vereinigt  sein. 

Die  soeben  erledigte  Aufgabe  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass 
an  Stelle  der  Gelenkvierecke  mit  den  Gegengliedern  a^a^,  ^2(^3  allgemeine 
zwangläufige  Ketten  treten,  die  sich  natürlich  nicht  in  Verzweigungslagen 
befinden  dürfen.  Man  kann  dann  genau  wie  oben  die  bisher  ofifene,  nicht 
zwangläufige  Verbindung  durch  das  Glied  (t|(t3  zwangläufig  schliessen ,  und 
erhält  eine  Verzweigungslage,  wenn  Gi^^  auf  der  Polgeraden  123  liegen, 
sofern  wieder  in  <T|  und  a^  das  Glied  G^G^  angeschlossen  ist. 

Besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdient,  dass  durch  obige  Ent- 
Wickelung  nur  V^^  auf  der  Polgeraden  bestimmt  ist,  da  man  ausserhalb 
dieser  Geraden  gar  kein  Paar  von  F^^  kennt.  Dass  andererseits  die  Ge- 
lenkkette aber  zwangläufig  ist,  liegt  in  dem  Umstände  begründet,  dass  die 
durch  Gelenkpunkte  gegebenen  Paare  nicht  nur  während  zweier  auf  einander 
folgender  Zeitelemente  |  sondern  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Be- 
wegung constante  Entfernung  von  einander  behalten.  Wie  nun  die  Pol- 
bestimmung schon  die  Betrachtung  von  drei  auf  einander  folgenden  Lagen 
der  Kette  noth wendig  macht,  so  würde  die  Bestimmung  aller  V*^  noch 
die  Heranziehung  einer  vierten  noth  wendig  machen.  Beim  durchschlagenden 
Kurbelgetriebe  stehen  der  Symmetrie  der  Figur  wegen  in  der  Verzweigungs- 
lage die  Tangenten  in  den  zweideutig  bestimmten  Polen  senkrecht  zur  Ge- 
raden, welche  die  vier  Gelenkpunkte  enthält,  und  daher  sind  in  diesem 
besonderen  Falle  die  quadratischen  Verwandtschaften  ohne  weitere  Hilfs- 
mittel zu  bestimmen.  Auf  andere  einfache  Fälle  der  Art  werden  wir 
später  kommen.* 

*  Vergl.  auch  die  Figur  14  meiner  Arbeit  a.  a.  0.  Ich  bemerke,  dass  der 
SchloBs  jener  Arbeit  sich  nur  auf  diese  Figur  bezieht,  und  die  F<*  nur  dann  be- 
stimmt sind,  wenn  die  Punkte  jedes  Paares ,  bleibende  Gelenke  sind  oder  min- 
destens in  drei  aufeinander  folgenden  Zeitelementen  stationäre  Entfernung  haben, 
was  dort  nicht  mit  der  nöthigen  Schärfe  hervorgehoben  ist. 
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Die  Schwierigkeit  9  welche  die  Polconstruction  der  allgemeinen  Ye^ 
zweigungslage  für  n>3  bietet,  ist  wesentlich  in  dem  umstände  begründet, 
dass  auch  nicht  eine  einzige  quadratische  Verwandtschaft  gegeben  ist,  toq 
der  ausgehend  man  geradlinige  Tripel  herleiten  könnte.  Die  Gliederzahl 
der  zugehörigen  Gelenkkette ,  nämlich  n  +  (3  n  ~  4)  =  4  (n  —  1)  w&chst  mit 
zunehmenden  n  ja  auch  sehr  schnell ,  ist  für  n  =  4  schon  12  (yergl.  Fig.  4), 
so  dass  die  meistens  auftretenden  Getriebe  von  diesen  Sckwierigkeiten  un- 
berührt bleiben. 

Specielle  Yerzweigungslagen ,  wie  sie  häufig  vorkommen,  und  welche 
der  Behandlung  verhältnissmässig  leicht  zugänglich  sind,  kann  man  sieb 
folgendermassen  entstanden  denken :  Man  nehme  eine  Kette  x ,  das  Gelenk. 
Viereck  OiO^o^o^  in  Fig.  15,  und  bestimme  ein  Punktpaar  il^Bj  stationSrer 
Entfernung.  Ebenso  bestimme  man  in  einer  anderen  Kette  iL,  dem  Glieder- 
viereck 56  7  8,  ein  Punktpaar  J^j?^  ebenso  grosser  stationärer  Ent- 
fernung und  schliesse,  wie  in  der  Figur  geschehen,  Ä^  gelenkig  an  A^ 
B^  gelenkig  an  B^,  Die  neugebildete  Kette  befindet  sich  dann  in  einer 
Verzweigungslage,  weil  die  Polgeraden  15,  57,  13,  37,  als  deren  Schnitt 
im  Allgemeinen  der  Pol  17  gefunden  würde,  sich  decken.  In  Folge  dessen 
ist  jeder  Pol  eines  Gliedes  von  x  in  Bezug  auf  eins  von  k  (mit  Ausnahme 
der  Anschlusspunkte  15,  37)  in  der  neugebildeten  Kette  (xA)  unbestimmt 
oder,  besser  gesagt,  mehrdeutig  bestimmt.  Wir  construiren  nun,  bebufs 
Ermittelung  von  17,  in  F^'  zu  Ä^^''  den  entsprechenden  Ä^^'' , 

Dieses  Punktpaar  darf  auch  als  Äi^'^A^^'^  bezeichnet  werden,  da  A^ 
und  ^5  während  des  ganzen  Verlaufs  der  Bewegung  vereinigt  bleiben. 
Ebenso  construire  man  zu  B^^^  den  entsprechenden  B^*^  und  bedenke,  dass 
dieselben  ebenfalls  ein  Paar  B^^'^B^^'^  bilden. 

Diese  beiden  Paare  J^^^il^^',  B^^'^B^^'^  bestimmen  aber  nach  A ron- 
hold's  Construction  die  gesuchten  Pole  17^17^  als  Doppelpunkte  einer 
Involution,  von  der  A^B^^  -^1^7  ^^^^  Punktpaare  sind.  Die  Ermittelnng 
der  übrigen  Pole  geht  dann  linear  vor  sich,  man  erhält  zwei  Polconfignnk- 
tionen.  Jeder  Punkt  eines  Sjstemes  von  x  beschreibt  in  einem  beliebigen 
System  von  A  einen  Doppelpunkt  seiner  Bahn. 

Schliesst  man  nun  in  derselben  Weise  eine  dritte  Kette  fi ,  das  Gelenk- 
viereck o^ajiGyiiO'^u.  in  Fig.  16,  an  A,  so  hat  die  Kette  (xA^)  2^  =  4  Pol- 
configurationen. 

Der  Gang  des  Verfahrens  zur  Polbestimmung  ist  leicht  zu  übersehen. 
Innerhalb  (xA)  und  (A^)  dürfen  wir  alle  Pole  als  bestimmt  voraus- 
setzen; es  handelt  sich  also  nur  noch  um  Festlegung  eines  Poles  zweier 
Systeme,  von  denen  das  eine  x,  das  andere  fi  angehört,  z.  B.  von  19. 
Gegeben  ist  69;  als  gefundene  Pole  sind  zu  betrachten  18«,  18/J;  89r,89'. 
Bei  der  weiteren  Verwendung  dieser  Pole  ist  sehr  zu  beachten,  dass  nie 
zwei  Pole  aus  verschiedenen  der  Reihen  aß  oder  yd^  sondern  nar  aus 
oy,    a^,    ßy^    ß8     benutzt     werden     dürfen,     denn     nur     die    Beiben 
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der  letzten   Beihenpaare    sind    von    einander    unabhängig.     Folglich    sind 
die  Linien 

16«,  96;     16/»,  96;      18a98y;      18«98<';     TsFgP;      lP98^ 
Confignrationsgerade  und  man  findet,  mit  leicht  verstfindlicher  Bezeichnung, 
als  Schnittpunkt 

von  16«,  96  und  18«  98y  den  Pol  19«r, 
„  16«  96  „  18«  98<y  ,  „  19«^^ 
„  16g  96  „  18g  98/  „  „  19Py, 
„     16tf  96     „     18^  98«     „      „    19^*^. 

Die  n>  malige  Wiederholung  des  angewendeten  Bildungsverfahreus 
würde  auf  eine  Kette  mit  2"~^  Polconfigurationen  fahren,  welche  alle 
durch  wiederholte  Construction  der  Doppelpunkte  quadratischer  Involutionen, 
neben  linearen  Constructionen ,  zu  bestimmen  wären. 

Wir  kehren  noch  einmal  zur  Fig.  15  zurück  und  setzen  insbesondere 
voraus,  dass  das  in  x  gewählte  Punktpaar  stationärer  Entfernung  ^iB^ 
ein  Paar  entsprechender  Krümmungsmittelpunkte  sei.  Dann  entsprechen  in 
y"  dem  Punkte  i4|  zwei  verschiedene  Punkte,  d.  h.  die  Involution  hat 
vereiDigte  Doppelpunkte  17"  17^  in  A^,  Da  dieser  Fall  also  den  üeber- 
gang  zwischen  reellen  und  imaginären  Polconfigurationen  darstellt,  so  wird 
er  auch  geeignet  zur  Aufstellung  von  Kriterien  für  diese  beiden  Arten  sein. 
FOr  ein  Punktpaar  stationärer  Entfernung  ist  diese  entweder  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum,  und  nur  wenn  die  Punkte  ein  Paar  entsprechender 
Krümmungsmittelpunkte  sind,  tritt  weder  das  Eine,  noch  das  Andere  ein, 
wenn  nicht  überdies  die  Punkte  Bahnen  mit  stationären  KrUmmungskreisen 
beschreiben  n.  s.  w.,  —  BonderfUlle,  die  wir  als  nicht  eintretend  voraus- 
setzen.    Wie  nun  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt,  kann  man  sagen: 

Die  Pole  sind  nur  dann  reell  und  getrennt,  wenn  die  sta- 
tionäre Entfernung  der  Anschlusspunkte  in  jeder  der  Theil- 
ketten  x   und  k  ein  Maximum,   oder  in  jeder  ein  Minimum  ist. 

Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  endliche  Bewegung  möglich,  hingegen 
nur  eine  unendlich  kleine  unbestimmte,  wenn  in  einer  Kette  die  Entfernung 
ein  Maximum,  in  der  andern  ein  Minimum  ist,  ein  Zeichen,  dass  die  be- 
eondern  Pole,  um  welchen  die  zweite  Bewegung  erfolgen  kann,  imaginär  sind. 

Man  erhält  nun  das  gesuchte  Kriterium  für  die  verschiedenen  Charak- 
tere, welche  ein  Punktpaar  AiBk  stationärer  Entfernung  hiernach  haben 
kann,  folgendermaassen :  Man  construire  zu  Bk  den  Punkt  Bi  und  denke 
(Si  fUr  den  Augenblick  fest.  Dann  beschreibt  8^  einen  unendlich  kleinen 
Kreisbogen ,  dessen  Mittelpunkt  ßt  ist.  Je  nachdem  also  Bi  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Strecke  j^s  Bk  liegt,  wird  diese  Entfernung  abnehmen  oder 
wachsen,  d.  h.: 

Um  über  den  Charakter  eines  Punktpaares  stationärer 
Entfernung  zu  entscheiden,  construire  man  zu  einem  dieser 
Pnnkte   den    ihm    entsprechenden    Krümmungsmittelpunkt,  je 
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,  _  ,.  innerhalb  ,  ai.        i      t      i    •  * 

nachdem    dieser — rz-  der  gegebenen   Strecke  liegt,  ist 

ausserhalb 

,.  .     Maximum 

diese  ein  rr: — : . 

Minimum 

Wir  gehen  jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  und  nehmen  an,  dass  so- 
wohl  in  X,   als  in  A  die  Anschlusspankte  entsprechende  Erümmungsmittel- 
punkte   seien.     Dann   reduciren  sich  die  beiden  Punktpaare  der  InTolntion 
auf  ein  einziges;  die  Involution  ist  also  unbestimmt  und  um  jeden  Punkt 
ihres  Trägers  sind  zwei  aufeinander  folgende  unendlich  kleine  Bewegungen 
von  <T|   gegen  a^  möglich.     Zur  Bestimmung  derjenigen  Pole,  um  welehe 
insbesondere  drei  solcher  Bewegungen  möglich  sind ,  reicht  die  quadratische    t 
Verwandtschaft   nicht  mehr  aas.     Zieht   man   noch  in  Betracht,  dass  die 
oben  gestreiften  Besonderheiten  der  KrOmmungsmittelpankte  auch  hier  ein*    j 
treten  können ,  so  leuchtet  ein ,  dass  zu  einer  einigermassen  abschliessendeo    i 
Behandlung  selbst  dieses  einfachen  Falles  noch  ausserordentlich  viel  fehlt 

Ganz  eigenthümlich  verhält  sich  die  Kette  {nl)  der  Fig.  15,  wenn  in 
X  sowohl  als  in  l  die  beiden  Punkte  stationärer  Entfernung  sich  decken, 
oder ,  was  dasselbe  ist ,  diese  Entfernung  gleich  Null  ist.  Man  wähle  dem- 
entsprechend in  X  ^1^3  als  sich  deckend,  und  desgleichen  in  X  -^s^v  ^^ 
mögen  die  Pole  13,  57  von  der  Wahl  ausgeschlossen  sein.  Dann  liegen 
in  (xA)  die  Pole  15,  37  auf  einander.  Befinden  sich  nun  die  drei 
Punkte  57,  (15,  37),  13  nicht  in  gerader  Linie,  so  hat  man  die  auf  S. 236 
erörterte  Todtlage;  x  und  l,  verhalten  sich  wie  starre  Systeme  so  lange, 
bis  die  erwähnten  drei  Punkte  in  Folge  der  Belativbewegung  von  x  gegen  i 
um  den  Punkt  (15,  37}  in  eine  Gerade  rücken,  und  in  diesem  Augenblick 
tritt  die  Verzweigungslage  ein.  (15,  37)  ist  natürlich  jetzt  einer  der 
gesuchten  Pole,  etwa  17«.  In  der  That  ergiebt  sich  das  auch  aus  der 
allgemeinen  Entwickelung,  da  hier  A^B^^  vereinigt  liegen,  und  daher  dieser 
Punkt,  der  ein  Doppelpunkt  der  durch  A^B^^  B^A^  gegebenen  Involution 
ist.  Der  andere  Doppelpunkt,  d.  h.  der  Pol  17^',  ist  dann  der  von  17^ 
durch  i^jund  A^  harmonisch  getrennte  Punkt.  In  17^  findet  eigentliche  Berfibr- 
ung  der  im  Allgemeinen  dort  nicht  mit  einer  Singularität  behafteten  Bell* 
curven  von  OiCi  statt;  in  17"  hingegen  besitzen  diese  Bollcnrven  beide 
einen  isolirten  Punkt,  wie  ihn  jeder  Gelenkpunkt  darstellt.  Die  17*  tu- 
gewiesene  Bewegung  lässt  x  und  X  so  lange  in  Starrheit  verharren,  bis 
nach  Drehung  um  180^  von  x  gegen  l  abermals  57,  (15,  37),  13  in  eine 
Gerade  rücken  und  dadurch  eine  andere  Verzweigungslage  entsteht,  welche 
Belativbewegangen  innerhalb  x  und  X  zulässt. 

Auf  den  Specialfall  des  Gallo waj'schen  Getriebes  wurde  schon  S.236 
in  einer  Note  hingewiesen.  Bekanntlich  besitzt  die  RoUcurve  jedes  der 
kürzern  Schenkel  im  Pole  \1^  (sofern  wir  unsere  Bezeichnung  beibehalten) 
einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Zweigen,  aber  diese  Thatsache  widerspricht 
keineswegs    dem    oben    behaupteten    Auftreten    eines    isolirten   Punktes. 
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Denn  die  Berührung  der  BoUeurven  längs  eines  jener  reellen  Zweige  der 
SingolaritSt  entspricht  eine  ganz  andere,  eine  im  Allgemeinen  nicht  auf- 
tretende Todiilage,  in  der  die  kürzern  Schenkel  zwar  eine  Gerade  hilden, 
aber  einen  gestreckten  Winkel  mit  einander  einschliessen.* 

Eine  ganz  andere  Bildnngsweise  von  Verzweigungslagen  ist  diese: 
Man  wähle  in  einer  Kette  l  eine  Beihe  von  Punktpaaren  nicht  stationärer 
Entfernung  und  schliesse  in  jedem  derselben  A  andere  Ketten  x,  fi,  v . . .  in 
Ponktpaaren  stationärer  Entfernung  der  letzten  Ketten  gelenkig  an.  Dann 
bildet  i  in  der  neuen  Kette  (Axfiv...)  eine  todte  Gruppe,  aber  die  Glieder 
jeder  der  Ketten  xfiv...  können  unendlich  kleine  Relativbewegungen  voll- 
ziehen,  so  zwar,  dass  während  eines  Zeitelementes  die  Bewegung  eines  Gliedes 
aus  irgend  einer  dieser  Ketten  in  Bezug  auf  ein  Glied  aus  einer  beliebigen 
andern  ganz  unbestimmt  ist.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt 
ancb  aus  der  früheren  Bildungsweise,  da  in  (xA)  jedes  Punktpaar  der 
todten  Gruppe  i  als  Punktpaar  stationärer  Entfernung  aufzufassen  ist,  weil 
sieb  während  eines  Zeitelementes  die  ganze  Gruppe  A  wie  ein  starres  System 
verhält.  Es  sind  also  die  Ketten  (xA)  und  (i  wirklich  in  Punktpaaren 
Btationärer  Entfernung  an  einander  geschlossen  und  dies  behält  Geltung  für  v . .  • 

Die  Anzahl  der  Möglichkeiten,  welche  sich  hinsichtlich  der  Bestim- 
mung mehrdeutiger  Pole  darbieten ,  ist  hier  ausserordentlich  gross ,  so  dass 
eine  erschöpfende  Behandlung  kaum  durchführbar  sein  möchte.  Wir  be- 
schränken uns  daher  auf  ein  Beispiel: 

In  Fig.  17  sei  A  das  Gelenkviereck  ö^a^a^öf,^  x  und  fi  seien  bez.  die 
Gliederpaare  01  (Tg,  02(1^  Dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  mehr- 
deutigen Pole  12,  28,  78,  71.  Zur  Bestimmung  von  12  etwa  ermittele 
man  zunächst  nach  dem  auf  S.  247  unter  b)  angegebenen  Verfahren  V^^  F^; 
bestimme  dann  zum  Pole  26,  indem  man  ihn  als  Punkt  ß^^^  betrachtet, 
den  entsprechenden  B^^^.  Diese  Punkte  bilden  dann  auch  ein  Paar  B^^^B^^^, 
Ebenso  liefert  die  Bestimmung  des  zu  13,  oder  /^g'^,  entsprechenden  A^*^ 
ein  Paar  A^^^A^^,  Die  Pole  12^121'  sind  dann  wieder  die  Doppelpunkte 
der  Involution  A^B^^  B^A^.  Die  Bestimmung  jedes  der  drei  anderen  Pole 
kann  genau  so  durchgeführt  werden,  wird  aber  besser  unter  Benutzung 
<^er  gefundenen  Pole  linear  vollzogen. 

Wir  beschliessen  unsere  Untersuchungen  mit  der  Darlegung  nachstehenden 
Falles,  in  welchem  nicht  allein  die  mehrdeutigen  Pole,  sondern  auch  die  mehr- 
deutigen quadratischen  Verwandtschaften  mit  unseren  EUlfsmitteln  bestimmt 
werden  können.  Liegen  alle  Gelenkpunkte  einer  Gelenkkette 
auf  einer  Geraden,  dann  ist  diese  Symmetrie-Achse  des  ganzen 
Gebildes,  und  die  Bollcurventangenten  stehen  daher  sämmtlich 
senkrecht  zu  jener  Geraden^  dem  „Träger  der  Gelenkpunkte'', 
wie  wir  sie  im  Anschlüsse  an  das  über  geradlinige  Polzüge  Gesagte  nennen 
wollen.   Die  auftretenden  Involutionen  schreiben  wir  wieder  wie  auf  S.  231, 

•  Vergl.  BurmeBter  „Kinematik"  Bd.  1,  §  130,  insbcBondere  S.  309. 
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haben  aber  jetzt  zu  bedenken,  dass,  wenn  Pole  insbesondere  KrOmmiings- 
mittelpunkte  sind ,  in  den  Doppelpunkten  der  Involution  mehrere  Pole  ver- 
einigt liegen.  Sind  z.  B.  bei  dem  durchschlagenden  Kurbelgetriebe  der  auf 
einander  folgenden  Glieder  ö^^a^ts^c^,  die  Gelenkpunkte  12,  23,  34,  41.  so 
sind  die  Pole  13,  24  vereinigt,  was  wir  durch  eine  Klammer  andeuten 
wollen,  und  zwar  erhält  man  [13,  24]^^,  [13,  24]^^  als  Doppelpunkte  der 
durch  die  Punktpaare  12,  34;  23,  14  bestimmten  Involution.  In  Folge 
ihrer  besondern  Bedeutung  als  Krttmmungsmittelpunkte  wird  auch  die  An- 
zahl der  Pole  kleiner  als  2n  — 3,  der  auf  S.  230  Satz  8  zur  Bestimmung 
der  Bewegung  von  n  Systemen  als  nothwendig  gefundenen  Zahl  sein.  Die 
wahre  Zahl  wird  sich  vielmehr  aus  den  allgemeinen  Zwanglaufbedingungen 
der  Gelenkketten  ergeben,  da  nach  einer  geringen  Bewegung  die 
Verzweigungslage  beseitigt  ist.  Man  kann  in  der  That  aus  jeder 
Gelenkkette  eine  andere  ableiten,  deren  sftmmtliche  Gelenk- 
punkte  momentan  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  man  die 
gegebene  Kette  auf  einen  Träger  projicirt,  und  die  Frojec- 
tionen  der  Gelenkpunkte,  welche  einem  und  demselben  Gliede 
angehören,  auch  jetzt  starr  mit  einander  verbunden  denkt 
Ist  die  ursprüngliche  Kette  zwangläufig,  so  ist  es  aueh  die 
abgeleitete,  denn  Glieder-  und  Gelenkzahlen  sind  Oberall  dieselben.  Der 
Deutlichkeit  wegen  stellen  die  folgenden  Figuren  Ketten  dar,  deren  Gklenk- 
punkte  nur  näherungsweise  in  gerader  Linie  liegen,  die  Untersuchung  hingegen 
bezieht  sich  stets  auf  die   durch   Projection  abgeleitete  Yerzweigungslage. 

In  Fig.  18  sind  von  der  Involution 
J(1234)  gegeben  12,34;  23.41  u.  man  findet  [13,24]«,  [13,24]/»  oder  knn  [laa 
von  J  (2356)       „       23,56;  26,35  ^     „       „      [25, 36]r,  [25,36]*     „       ^     [25. 

Daraus  folgt  dann  in  linearer  Weise  aus: 

12,36y'*;  13«'/»,  26;  23  die  Bestimmung  von  16«y.  a^.  ßr.ß*. 

Die  Bewegung  von  a^  gegen  c^  ist  also  (wie  diejenige  von  ö^  gegen  a^)  vier- 
deutig.  Die  übrigen  Pole  ergeben  sich,  wie  16,  leicht  durch  lineare  Con- 
struction  sechster  Involutionspunkte.  Fällt  12  auf  34,  35  auf  26,  so  ver- 
treten 12,  36y  und  13^26  nur  ein  einziges  Punktpaar;  16  ist  ganz  un- 
bestimmt. 01^4,  (TgCTj,  öi^Cq  verhalten  sich  bez.  wie  drei  starre  Systeme  0,^, 
(T^3,  ^50,  welche  nur  durch  zwei  Gelenke  verbunden  sind,  wenn  man  c^^  um 
(12,  34, 13«),  (J56  um  (26,  35, 36^)  gegen  a^^  dreht.  Die  Kette  ist  also  nicht 
mehr  zwangläufig.  D.h.  beim  Passiren  einer  Wechsellage  kann  die 
Eigenschaft    der  Zwangläufigkeit  verloren  gehen.* 

Auch  in  den  folgenden  Ketten  ist  nur  derjenige  Pol  bestinunt,  dessen 
Ermittelung  die  grössten  Schwierigkeiten  bietet. 

*  Herr  Grübler  gelangt  a.  a.  0.  S.  192  zu  dem  entgegengesetzten  Resultat 
Durch  Fortsetzung  des  im  Schlusssatze  des  §  3,  S.  236  des  Vorliegenden  ange- 
gebenen Verfahrens  kann  man  sich  solche  ,^Zwitterketten''  noch  allgemeinerer  Natn 
herstellen,  indem  man  an  (xl)  die  Kette  /u,  an  diese  v  u.  s.  w.  schliesst.  Ob  die  Kette(sl^... } 
eine  Zwitterkette  allgemeinster  Natur  sei,  das  lasse  ich  vorläufig  dahingestellt 
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^.>^'^w'*»  .^V*'*^^ 


In  Fig.  19  handle  es  sich  um  den  Pol  18. 

Man  erhSlt 

in  J(1234)  au8  12,34;  23, 14... [13, 24]«»/^ 

,  J(2356)     „    23,56;  35,26...[25,36]y.^ 

„  J(1456)    ,    14,56;  16, 45... [15, 46]«^«^ 

^  J(3578)     „    35,78;  58, 37... [38, 57^^ 

and  bat  damit  alle  Pole  in  Bezug  auf  ^3  und  ^5. 

Nun  ist  nützlich  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Polgruppe  aller  Systeme 
in  Bezug  auf  zwei  derselben  vorliegt,  wie  hier  also 

31,  32,  34,  35,  36,  37,  38 
51,  52,  54,  56,  57,  58; 

man  den  beliebigen  Pol  tA;  in 

J{55ih)  ans  3»,  5*;     3Jfe,  5t;     35  linear  erhält.     (Vergl.  auch  S.  228.) 

Insbesondere  ergiebt  sich  in 

J(3518)  aus  13«'^58;    38^»-^,  15*'f;    35 
jeder  der  acht  Pole  18«''«»  «•'^'  «^*'  «'^^^  ^'^^*  Z*''^'  ^^*»  fi^^. 

Die  soeben  behandelte  Kette  kann  man  aus  einem  Gliederpaar  ö^a^^ 
darch  successiven  Anschluss  der  weitern  Paare  ö^a^,  tf^^cfg,  a^(Sg  aufbauen. 
Bei  allen  in  derartiger  Weise  hergestellten  Ketten  ist  die  Polbestimmung  ein- 
fach, da  man  stets  leicht  die  Pole  aller  Glieder  in  Bezug  auf  zwei  derselben 
erhält.  Wir  schliessen  der  vorigen  Kette,  um  dies  zu  zeigen,  gleich  zwei 
weitere  Gliederpaare  tfgtfx,  axi0x.n  an  i^^S»  20),  da  erst  bei  der  Glieder- 
zahl zwölf  eine  neue  üeberlegung  nothwendig  wird.  Das  Glied  6^  tritt 
hier  mit  jedem  der  übrigen  in  einem  Gelenkviereck  auf  und  man  erhält 
daher  alle  Pole  der  Form  5ä. 

Bei  a^  fehlt  eine  derartige  Verbindung  mit  (Txiit  c^l^er  es  liefern  direct: 

J  (3578)  aus  35, 78 ;    58, 37 . . .  [38, 57]^'  ^ , 

J  (8  X  XI XII)  aus  8  X,  XI XII ;    8  XI,  X  XII . . .  [8  XII,  X  XI]'^ , 

J (58  9  X)  aus  59,8  X;    58, 9 X... [5  X,  8  9]^»*, 

und  dann  weiter  in 

J(38  9  XII)  aus  38^.^  9  XII;    8  XIP»^,  3  9;    89<'»*  , 
die  acht  Pole  3  XII^"^»  ^'''»  ^^^'  ^^^-a«^', 

womit  alle  Pole  in  Bezug  auf  a^  und  ^3  bekannt  sind.  Die  verwickeltste  Be^ 
wegung  gegen  einander  haben  a^  und  öxn.  Wir  bestimmen  zur  Gewinnung 
von  IXII  in 

Jt5XII8X)  aus58,XXII;     8XIP'^5X<''^;     8X...5XlI«^''f^»5^'^S 

haben  weiter  bereits  gefunden  13«/*,  15*^.  Wie  man  sieht,  sind  die 
&cht  Pole  3 XII  paarweise  den  vier  Polen  5X11  zugeordnet,  während  die 
Polgmppen  13,  15  von  jenen  und  von  einander  unabhängig  sind.  Da  nun 
die  Construction  von  IXII  aus  den  jetzt  gefundenen  Polen  13,5X11 
15,3X11;  35  linear  vor  sich  geht,  erhält  man  8.2.2  =  32  Pole  1  XII. 
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Man  sieht,  wie  sich  hiernach  durch  Ausgang  von  zwei  mittieren 
Gliedern,  nach  beiden  Richtungen  bis  zu  den  Endgliedern  die  Fol- 
bestimmnng  durchführen  l&sst,  sofern  der  Anschluss  YOii  Gliederpaaren  noch 
weiter  fortgesetzt  wird. 

Bezüglich  anderer  Ketten  der  vorliegenden  Classe  sei  bemerkt,  dass 
man  auch  dann  stels  die  Construction  durchführen  kann,  wenn  es  gelingt, 
die  gegebene  Kette  in  Theilketten  derart  zu  zerlegen,  dass  jede  einzelne 
aus  Gliederpaaren  aufgebaut  werden  kann.  Denn  das  auf  S.  250  auseinander- 
gesetzte Verfahren  gilt  auch  dann  noch,  wenn  in  den  einzelnen  Ketten  xilfi... 
die  Pole  mehrdeutig  sind,  sobald,  wie  bei  der  Yorliegenden  Classe  that- 
sächlich  der  Fall,  nur  die  F'*  ausserdem  bestimmt  sind. 

Wie  man  in  besonderen  FftUen  zum  Ziele  gelangt,  auch  wenn  bei 
einer  gegebenen  Kette  keine  der  beiden  obigen  Voraussetzungen  zntrifft, 
mag  au  dem  Beispiele  der  Fig.  12  gezeigt  werden.  Liegen  die  sämmtlichen 
Gelenkpunkte  in  einer  Geraden ,  so  ergeben  sich  aus  den  beiden  auftretendes 
Gelenkvierecken  unmittelbar  die  zweideutigen  Pole  12«'/^,  23^'. 

Jeder  der  Oombinationen  12«  23^,  12«  23^,  12/»23y,  12/»  23«  ent 
sprechen  nun  nach  Heranziehung  von  Q-iG^  zwei  Pole  13,  deren  Bestimmung 
genau  so,  wie  auf  S.  248  und  249  gezeigt  wurde ,  vorzunehmen  ist  Folg- 
lich ist  die  Bewegung  von  (T,  gegen  ^3  acht -deutig  und  die  acht  Pole  sind 
durch  viermalige  Construction  der  Doppelpunkte  projectiver  Reihen  zu  be- 
stimmen. 

Hannover,  den  5.  Juli  1891. 


Verlag  von  B.  6.  Teubner  in  Leipzig. 


Soeben  erschien: 


BERNHARD  ßlEMANN'S 

GESAMMELTE 


MATHEMATISCHE   WERKE 

UND 

WISSENSCHAFTLICHER  NACHLASS. 


HEBAÜSGEGEBEN 

UNTER   MITWIRKUNG  VON  RICHARD  DEDEKIND 

VON 

HEINRICH  WEBER. 


ZWEITE  AUFLAGE 

BEARBEITET  VON 

HBINBICH  WEBER. 


MIT  EINEM  BILDNISS  RIEMANN'S. 

[X   u.  558  S.]    gr.  8.    1802.    geh.  n.  .H  18.  — 

Riemanns  gesammelte  Werke  und  vrissenschaftl icher  KachUiß  erscheinen  jetzt 
näch  16  Jahren  in  neuer  Auflage.  Wir  hoffen  durch  die  Herausgabe  dieser  zweiten 
Auflao-e  den  Mathematikern  einen  wesentlichen  Dienst  zu  leisten;  denn  im 
LsLufe  der  Jahre  ist  die  groUe  Bedeutung  der  Riemannschen  Forschungen  mehr 
und  mehr  hervorgetreten,  und  gerade  in  den  Teilen  der  Mathematik,  die  heute 
im  Vordergrund  des  wissenschaftlichen  Interesses  stehen,  sind  die  Spuren  des 
Riemannschen  Geistes  überall  zu  erkennen;  die  Arbeiten  Eiemanns,  die  sich  als 
Ouelle  der  mannig^'j^^d^^^'^"  Anregungen  bewährt  haben,  sind  daher  für  die  heutige 
Forschung  nicht  minder  wichtig,  als  sie  zur  Zeit  ihres  Erscheinens  waren. 

Eine    wesentliche  Vermehrung  des  Inhaltes   der  zweiten  Auflage  gegenüber 

lf»r  ersten  ist    da  der  Kachlaß  schon  für  die  erste  Auflage  allseitig  durchgearbeitet 

TiVht  zu   erwarten.     Auch  Form  und  Anordnung  konnten  in  der  Hauptsache 

V»  "behalten  werden.    T>er  handschriftliche  Nachlaß  ist  aber  wiederholt  durchgesehen 

j  -/..    «^orden,    ^i"^^  <?s   hat  sich  dabei  noch  manche  wertvolle  Bemerkung, 

mancher  erläutemcle  Zusatz  gefunden,  die  in  der  zweiten  Auflage  mit  aufgenommen 

sind.     Ein  kleines    selbständiges  Fragment  konnte  zugefügt  werden. 

T)'     A  IruUg'^'^'    ^^^'    ^'^'^  Verständnis   schwieriger  Stellen  fördern  sollen, 

-^eit*^'*^  und  besonders  ausführlicher  gestaltet  worden,  wodurch 
ßwd  gleicbfaUs  j^öUt  werden  dürfte. 

.^,e  Brauchbarkeit 


Soeben  erschien  im  Verlage  von  B«  G*  Tcubncr  in  Leipzig: 

Mnshacke's  deutscher  Schiilkalender 

für  das  Schuljahr  1892/93. 

42.  Jahrgang. 

Mit  Benutzimg  amtlicher  Quellen  herausgegeben. 

[Kalender  und  Notizbuch.] 

Michaelis -Ausgabe  1S92. 


(Vom  1.  September  1892  bis  31.  Dezember  1893  reichend:) 
16.    Geheftet  Ji  1.  —  ;  in  biegsamen  Leinwandband  geb.  ^  1.20. 

Jährlich  2  Ausgaben:  1)  Michaelis-Ausgabe:  vom  l.September  eines  Jahres  Ms  Ende  des  nöcbstfolgeii'l'i. 
Jahres  reicheud  uud  t)  Oatcr -Ausgabe;  von  Anfang  eines  Juhre»  bis  zum  30.  April  des  uucbstfoIgeu-U.. 

Jabres  reichend. 


LEITFADEN 


DER 


PRAKTISCHEN  PHYSIK. 

MIT   P:INEM  ANHÄNGE: 

DAS  ABSOLUTE  MASSSYSTEM 

VON' 

db.  f.  kohlrausch, 

ORDKNTL.  PROFESSOR  AN  DEIC  UNIVERSITÄT  ^TRAäSBL'Ra. 

MIT    IN    DEN    TEXT    GEDKUCKTEN    FIGUREN. 
SIEBENTE  VEKMEIIKTE  AUFLAGE. 
[XXIV  u.  432  S.]   gr.  8.    1802.    In  biegsamen  Leinwandband  geb.  n.  Ji  6.  CO. 

Dor  Leitfaden  bietet  die  Anweisung  zu  ph^-sikalischen  Messungen,  enthält  Av 
Vorschriften  zur  praktischen  Auäfiihriuig  und  zur  Berechnung  der  Aufgaben  \\iv\ 
in  den  Tabellen  eine  ziemlich  vollständige  Samrahmg  der  für  physikalische  Arbeit ••« 
wichtigen  Zahlen.  Die  neuen  Ausgaben  haben  einen  stetigen  Zuwachs  desMiiteiiiiK 
erhalten.  Besonders  der  e*lektrische  und  magnetische  Teil  der  Aufgaben,  in 
welchem  das  Zusammentreffen  vielseitiger  Interessen  und  Bestrebungen  in  «1»  a 
letzten  Jahren  manches  -neue  Bedürfnis  und  manchen  Fortschritt  ge]>racht  hu. 
ist  vielfach  umgestaltet  worden.  Die  Notwendigkeit,  solchen  Messungen  rinr- 
weitere  Verbreitung  zu  geben,  wurde  thunlichst  berücksichtigt.  Das  Gebic-t  »b  r 
absoluten  Messungen  wurde  den  neueren  Verabredungen  angepaßt;  auch  di-- 
technischen  elektrischen  f^inheiten  sind  überall  berücksichtigt  worden. 

Die  siebente  Aufhige  ist  in  allen  Teilen  durchgesehen  und  vielfach  iTgäii/t 
worden,  besonders  auch  mit  Kücksicht  auf  neue  oder  verbesserte  Methoden  od-r 
Zahlenwerte  aus  den  Arbeiten  der  letzten  Jahre.    Die  Hinweise  auf  die  Litterat ur 


wird  die  Vermehrung  der  Figuren  willkommen  sein 
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XVIL 
Ueber  das  Virial  der  Kräfte. 

Von 
N.  N.  PiKOGOW 

in  Fotenbnrg. 


§  1.    Die  Virialgleichung. 

Es  sei  ein  beständiges^  conseryatives  ^Theilchen-System 
gegeben ;  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  irgend  eines  der  Theilchen 
des  Systems  sind: 

wenn  m  dessen  Masse,  x,  y,  z  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  t^  und  Xy  Y,  Z 
die  Componenten  der  Resultante  sSmmtlicher  auf  dasselbe  zur  Zeit  t  wirken- 
den Krftfte,  bedeuten.     Demnach  ist  auch: 

2)  mx-j-^^xX^    u.  8.  f.; 

nun  ist  aber: 

~dfi^:^    dt    ^''jÄ'^ydt)'  ''•'•^•' 

so  dass  wir  die  Gleichungen  1)  auch  so  schreiben  können: 

Es  sei  8  die  Geschwindigkeit  des  betrachteten  Theilchens  zur  Zeit  t 
und  Q  dessen  Abstand  yom  Coordinaten -Anfange  zu  derselben  Zeit  ^,  so  dass: 

und: 
6)  p*=«*  +  y*  +  j5*. 


*  Ich  mache  von  den  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  das  Gesetz  ßoltz> 
mann*8'*  im  Repertorinm  d.  Phys.  von  Einer,  Bd.  27,  eingeführten  Bezeichnungen 
ohne  weitere  Erl&aterung  Gebrauch. 

Ztittelurift  t  Mathematik  n.  Physik  XXXYH,  6.  17 
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Die  drei  GleichuDgen  4)  zu  einander  addirt  geben: 


') 


1 . 1  Kö  > 


2»*«  =2"* 


—  -^(xX+yY+,Z). 


Nun  ist  aber 


8) 


Kt=s  rj-ms* 


die  kinetische  Energie  des  Theilchens  m  zur  Zeit  t\  die  Grösse 

9)  Bt-:--^{xX  +  yY+0Z) 

nennt  B.  Clausius  das  Virial  der  auf  das  Theilchen  m  zur  Zeit  ^  wirken- 
den Kräfte.  Es  sei  t  eine  beliebig  lange  Zeitperiode;  die  Mittelwertbe 
der  die  Gleichung  7)  bildenden  Grössen  während  der  Zeit  r  nehmend, 
werden  wir  erhalten: 


« ^/--iÄ.-CJ).]*'/- 

0  0 

da  das  gegebene  Sjstem  ein  beständiges  ist,  so  hat  die  Grösse 


2"" 


für  aUe  möglichen  und  noch  so  grossen  Werthe  yon  t  stets  einen  end- 
lichen und  innerhalb  gewisser  Grenzen  liegenden  Werth ;  demnach  ist  die 
Grösse : 


für  hinreichend  grosse  Werthe  yon  t  beliebig  klein ,  und  die  Gleichung  1^1 
verwandelt  sich  für  eine  hinreichend  lange  Zeitperiode  x  in  die  Virial- 
gleichung  des  betrachteten  Theilchens,  welche  so  lautet: 

X  t 

11)  \jKt.dt=^^jBt.dt, 

0  0 

das  heisst:  die  mittlere  kinetische  Energie  eines  jeden  Theilchens  eines  be- 
ständigen, conseryativen  ^  Theilchen. Systems  während  einer  hinreicbeod 
langen  Zeitperiode  x  ist  dem  mittleren  Virial  der  auf  dasselbe  während  der 
Zeit  X  wirkenden  Kräfte  gleich. 

Schreiben  wir  für  ein  jedes  der  N  Theilchen  des  Systems  seine  Virial- 
gleichung  hin  und  addiren  alle  diese  Gleichungen,  so  erhalten  wir  die 
Virialgleichung  des  Systems  für  die  hinreichend  lange  Zeitperiode  ^ 
welche  so  lautet: 
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0  0 

wenn  die  Summation  aaf  alle  ^Tbeilchen  des  Systems  erstreckt  ist;  somit 
ist  die  mittlere  kinetische  Energie  eines  jeden  beständigen,  conser- 
vativen  JV  Tbeilchen  -  Systems  wftbrend  einer  hinreichend  langen  Zeitperiode 
T  dem  mittleren  Virial  der  auf  die  Theilcben  dieses  Systems  während 
dieser  Zeit  t  wirkenden  Kräfte  gleich. 

Ist  das  gegebene  System  ein  beständiges,  isolirtes,  conser- 
vatives  System ,  welche  aas  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender 
Theilchen  besteht  und  im  stationärenZustande  sich  befindet,  so  ist 
die  kinetische  Energie  des  Systems  eine  constaute,  von  der  Zeit  unab- 
faSngige  Grösse;  constant  ist  auch  das  Virial  der  auf  die  Theilchen  des 
Systems  wirkenden  conserrativen  Kräfte.  Bezeichnen  wir  mit  X^  Y,  Z 
die  Componenten  der  Resultante  sämmtlicher  auf  irgend  ein  Theilchen  dieses 
Systems  zu  irgend  einer  Zeit  t  wirkenden  Kräfte,  mit  x,  ^,  z  die  Coordinaten 
dieses  Theilchens  zu  dieser  selben  Zeit  t  und  mit  K  die  constante,  von  der  Zeit 
unabhängige  mittlere  kinetische  Energie  sämmtlicher  Theilchen  des  Systems,  so 
ist;  j  _, 

13)  -  i2!^^^  +  PY  +  ZZ)^NK 

die  Summation  auf  alle  ^Theilchen  des  Systems  erstreckt.  Diese  Gleich- 
ung besteht  für  alle  Zeitmomente  t,  die  zur  Zeitperiode,  während  welcher 
das  System  im  stationären  Zustande  sich  befindet,  gehören. 

Wir  haben  alle  möglichen  beständigen,  isolirten,  conservativen 
^Theilchen -Systeme  in  zwei  Classen  von  Systemen  eingetheilt*:  also  zur 
ersten  Classe  gehörig  solche  Systeme  rechnend ,  die  aus  Theilchen  bestehen, 
auf  welche  fernewirkende  interparticuläre  und  äussere  Kräfte  wirken; 
zur  zweiten  Classe  gehören  Systeme,  die  aus  Theilchen  bestehen,  auf 
welche  nur  nahewirkende  interparticuläre  Kräfte  wirken  und  yon  den 
äusseren  Kräften  nur  ein  gleichmässiger ,  zur  äusseren  Grenzfläche  des 
Systems  normaler  Druck.  Obwohl  die  nahewirkenden  Kräfte  nur  als  ein 
specieller  Fall  der  fernewirkenden  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  doch 
eine  solche  Classification  der  Systeme  zweckmässig,  da  die  Theorie  der 
Systeme  zweiter  Classe  bei  Weitem  die  einfachste  ist;  es  sind  nämlich  diese 
Systeme  im  stationärenZustande,  wenn  sie  einfache  sind,  in  dem  ganzen 
Ton  ihnen  eingenommenen  Baume  (eine  sehr  dünne  zur  äusseren  Grenz- 
fläche des  Systems  unmittelbar  anliegende  Schicht  ausgenommen,  die  wir 
als  zu  dem  das  System  umgebenden  äusseren  Mittel,  welches  auf  dasselbe 
den  äusseren  Druck  ausübt,  gehörig  ansehen)  gleichartig  (isotrop), 
und  wenn  sie  susammengesetzte  sind,  so  bestehen  sie  aus  einigen  isotropen 
zusammensetzenden '  Systemen. 


*  Vergl.  {  4  meiner  1.  c.  Abhandlang. 
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Die  Yirialgleichang  der  Systeme  zweiter  Classe,  wenn  sie  als  «ganxe 
Körper^  aufgefasst,  weder  eine  fortschreitende  noefa  eine  rotirende  Be- 
wegung haben,  ist  eine  Zustandsgleichung  dieser  Systeme,  da  sie 
die  wechselseitige  Beziehung  der  drei  Parameter,  von  denen  der  stationfire 
Zustand  dieser  Systeme  abhängt,  angiebt;  so  dass  dieser  Zustand  schon 
durch  zwei  dieser  Parameter  vollständig  bestimmt  ist  Bekanntlich  sbd 
Druck,  Volumen  und  Temperatur  (die  sich  als  eine  gewisse Fnncüos 
der  kinetischen  Energie  der  Systeme  erweist)  diese  drei  Parameter* 

Ist  P  der  äussere  9    gleichmässige  und    zur  äusseren  Grenzfläche   des 

Systehis  normale  Druck  und  T  der  yom  Systeme  eingenommene  Raum^  so 

3 
ist,    wie  Herr   yan    der  Waals  gezeigt  hat^  -^  PV  das  Virial  der  im 

Räume  V  wirkenden  äusseren  Druckkräfte.  Bezeichnen  wir  mit /? 
das  Virial  der  auf  die  Theilchen  eines  Systems  zweiter  Classe  wirkenden 
interparticulären  Kräfte,  so  ist: 

14)  ^PV  +  B^NK 

die  Virialgleichung  dieses  Systems,  welche  auch  als  dessen  Zustandsgleich- 
ung angesehen  werden  kann,  wenn  B  und  K  als  Functionen  des  Volumens 
und  der  Temperatur  des  Systems  bekannt  sind.  Bekanntlich  wird  die 
Zustandsgleichung  eines  Systems  auch  als  eine  Gleichung  der  thermo- 
dynamischen  Fläche  des  Systems  bezeichnet 

In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  wollen  wir  die  Zustandsgleichongen 
einiger  einfacheren  Systeme  zweiter  Classe  entwickeln,  solcher  nämlich,  die 
zur  ersten  Kategorie  der  zweiten  Gruppe  dieser  Classe  von  Systemen  nach 
unserer  Classification  gehören ,  und  folglich  aus  Elementartheilchen  bestehen, 
die  aus  sich  niemals  compleze  Theilchen  bilden.  Der  Kürze  wegen  wollen 
wir  alle  solche  Systeme  einatomige  Gase  nennen* 

Das  einfachste  dieser  Systeme  ist  das  sogenannte  ideale  Gas  oder 
ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender 
materieller  Punkte,  die  auf  einander  nur  in  unendlicher  Nähe  wirken. 
Da  B^  das  Virial  der  interparticulären  Kräfte,  für  dieses  System  =  0  ist,  so  ist: 

15)  ^PV^NK 

die  Viralgleichung  desselben.  Da  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theil- 
chen des  idealen  Gases  als  Maass  der  Temperatur  T  des  Gases  ange- 
sehen wird,  so  können  wir,  die  Constante  B  durch 

16)  BT=^%NK 

6 

bestimmend,  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 

*  yan   der  Waals:  „Die   Continuität  des  gasförmigen  und  flQsngeD  Zo- 
standes*',  deutsch  yon  Roth.  1881.  Seite  8. 
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17)  FV^BT, 

es  ist  dies  die  Zustandsgleichnng  des  idealen  Gases  oder  das 
Mariotte-Oay-Las8ac*8che  Gesetz.  Diese  Gleichung  gilt  für  alle  mög- 
lichen Zustände  des  Gases  und  für  alle  möglichen  Werthe  der  Grössen 
P,  F,  T.  Wenn  als  Einheit  des  Druckes  der  Druck  einer  Atmosphäre, 
als  Einheit  der  Temperatur,  der  Grad  der  centesimalen  Scala,  und  als  Ein- 
heit des  Volumens  das  Volumen  des  aus  JVTheilchen  bestehenden  idealen 
Gases  bei  £=1  und  7=273^,  gewählt  werden,  so  ist  B  dem  Aus- 
dehnnngs-  (resp.  Spannungs-)  Coefficienten  des  idealen  Gases 
gleich,  =  1/273  =  0,003663  also. 

§  2.    Die  stationäre  Banmvertheilnng  der  Theilchen. 

Es  sei  ein  System  gegeben,  bestehend  aus  zwei  Theilchen  (materiellen 
Paukten)  m^  und  m,,  welche  innerhalb  eines  Tollkommen  gleichartigen 
Raumes  F  sich  frei  herum  bewegen ,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  davon, 
dass  eines  dieser  Theilchen  innerhalb  irgend  eines  Baumelementes  dx^  dy^ 
de  sich  befindet,  gleich  dx,  dy^  dz/V  ist.  Den  Baum  F  theilen  wir 
durch  eine  imaginäre  Fläche  in  zwei  einander  ganz  gleiche  Bäume  F,  und 
F,  (die  aber  keineswegs  auch  gleichgeformt  zu  sein  brauchen).  Wir 
wollen  nun  die  Bewegungen  dieses  Systems  während  einer  sehr  langen 
Zeitperiode  t  verfolgen:  jPqT  sei  die  Zeit,  während  welcher  die  Anzahl  der 
sich  im  Baume  F^  befindenden  Theilchen  =  0  ist;  j>|T  sei  die  Zeit,  während 
welcher  im  Baume  F|  sich  ein  Theilchen  befindet,  und  p^x  sei  die  Zeit, 
während  welcher  beide  Theilchen  des  Systems  sich  zugleich  in  F^  vorfinden; 
es  ist  klar,  dassp^  +l>i  +  JPa  ^  1  ist.  Da  der  Baum  F  vollkommen  gleich- 
artig ist  und  da  Fj  genau  gleich  ^yiei^  so  ist  die  Zeit,  während  welcher 

das  Theilchen  m^  sich  in  F^  befindet,    gleicher.      Während    der   Hälfte 

dieser  Zeit  ^t  wird  aber  auch  das  Theilchen  m^  sich  in  V^  vorfinden,  so 

1 

dass  j>2  =  T^  ^^     Ebenso  werden  wir  finden,   dass  beide  Theilchen  sich 

gleichzeitig  in  F^  während  der  Zeit^-r  befinden,  während  welcher  die  An- 
zahl der  sich  in  F«  befindenden  Theilchen  =  0  ist.     Es  ist  somit: 

IN  111 

1)  Ä=4->    ^="2"'     ^«^T* 

Ganz  ebenso  finden  wir,  dass,  wenn  ein  System  gegeben  ist,  welches 
aus  drei  Theilchen  besteht,  die  sich  frei  in  einem  gleichartigen  Räume 
hemmbewegen,  welcher  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  ist,  und  wenn 
1^0«  jPu  ^21  Pz  die  Wahrscheinlichkeiten  bedeuten,  dass  in  einem  dieser 
Banmiheile  gleichzeitig  0,  1,  2,  3  Theilchen  sich  vorfinden,  dass: 
ov  8  12  6  1 

^)  ^0  =  27'     ^^'"27'     ''«""27'    ^»^27' 
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Für  ein  System  von  yier  Theilchen,  die  sich   in  einem  gleichartigen 
Baume  &ei  herum  bewegen,  welcher  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  ist,  sind: 

_81^  _m  _64  _  j2^  _    l 

^'«"266'    ^»"256'     ''«"256*    ^»"256*     ''*~256* 


3)     Po  = 


Schliesslich  für  ein  System  yon  N  Theilchen ,  die  sich  in  einem  gleich- 
artigen Baume  frei  herum  hewegen ,  welcher  in  N  gleiche  Raumtheile  oder 
^Zellen'   durch  imaginäre  Flächen  getheilt  ist,   werden  wir  finden,  dass: 

1)0  =  =17 > 


4) 


2fN 

{N- 1)*-»  N 


Pi  = 


Pi  = 


(N-l)"-^  N{N-1) 
N"       '      1.2     * 

(N-  l)'f-»N{N-l)  {N-  2) 


2fy 


1.2.3 


V 


Px-s  = 


PN-2  — 


Plf~l  = 


2f^ 
N-1 


1.2.3 
1.2      ' 


Nif 
1 

Die  Zahlen  />g,  Pj,  p^,  ...sind  die  Wahrscheinlichkeiten  davon,  dass  in 
einer  der  „Zellen",  in  welche  der  vom  Systeme  eingenommene  Raum  eii- 
getheilt  ist,  gleichzeitig  0,  1,  2,  ...Theilchen  des  Systems  sich  vorfinden: 
so  dass,  wenn  r  eine  sehr  lange  Zeitperiode  ist,  in  jeder  dieser  ZeUea 
während  der  Zeiten  p^t,  Pii,  p^t, ...  gleichzeitig  sich  0,  1,2,  ...Theilch« 
vorfinden  werden.  Es  ist  auch  klar ,  wenn  N,  die  Zahl  der  unter  einander 
gleicher  Zellen  (die  aber  nicht  auch  gleichgeformt  zu  sein  brauchen),  in 
die  der  vom  Systeme  eingenommene  Baum  getheilt  ist,  eine  sehr  gros» 
Zahl  ist,  80  werden  sich  in  p^N  dieser  Zellen  sich  gar  keine  Theilchen 
vorfinden,  in  PiN  derselben  zn  je  einem  Theilchen,  in  p^N  Zellen  ca  ji 
zwei  Theilchen  u.  s.  f.  Ist  N  eine  sehr  grosse  Zahl,  so  sind  die  Zahlen  mi: 
grossen  Indices  sehr  klein;  ist  N  so  gross,  dass  man  den  Bruch  i/NTtai 
dessen  höhere  Potenzen  vemachlSssigen  darf,  so  ist: 

l  11 


J)0    =    l-l+T-y- 


+ 


=    «-», 


1.2      1.2.3  "^1.2.3.4 

wo  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  ist.    Ganz  ebenso  werden 
wir  finden,  dass: 


5) 


Po  =  e"* 
Pt  =  e~' 


=  0,36788 
=  0,36788 
j),  =  «-1/21=  0,18394 
l  j)j  =  e-'/3 1  =  0,06131 


p^  =  c-'/4!  =  0,01533 
|,5  =  e-y5l=  0,00306 
j)g  =  r-V6>  =  0,00051 
n.  s.  f. 


^Die  soeben  behandelte  Aufgabe  lässt  sich  verallgemeinern:  Es  sei  ein 
System ,  aus  N  Theilchen  bestehend ,  gegeben ,  die  in  einem  gleicbartigeo 
Baume  sich  frei  herum  bewegen,  welcher  in  n  unter  einander  gleiche  gZellen* 
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darch  imaginftre  Flächen  getheilt  ist.    Es  lässt  sich  leicht  zeigen,   dass  in 
diesem  Falle  die  Ausdrücke  4)  so  zu  schreiben  sind: 

,     _  (n - 1)^  _        N     N(N-^l)    1      JV^(jr-l)(jr-2)    1 

Po-      ^iv       -^"n  +  "*T:2       n*  OTS  ^+   ••' 


6) 


(y--i)(y-2)  1   (j^-i)(^'-2)ffl-3)  j^ 

"*■        1.2        *n»  1.2.3        V*"" 


y(jy~l)  {n-l)^-^_N{N-l)    1  I     jy-2    (iV-2)(y-3)  J^ 
^"~      1.2     '      n^       ^      1.2     'w«!       w   "^       1.2       *n»"' 

^^»■"       1.2.3      *     n^     "      1.2.3       i?)      n  "^       1.2       '«^^  " 

n.  s.  f. 
Das  Verhftltniss  N/n  wollen  wir  der  Kürze  wegen  mit  i  bezeichnen, 
so  dass  N==tn  ist.     Sind  N  und  n  sehr  grosse  Zahlen,  so  dass  man  die 
ßrfiche  1/^  und  1/n  und  ihre  höheren  Potenzen  yernachlSssigen  darf,   so 
gehen  die  Aasdrücke  6)  über  in: 

7)  Po  =  ^    y    P\  =  «^~'i    ''^  =  2]  ^"*'    ^^  "^  31  ^'  *•  "•  ^'  ^'^ 

die  Zahlen  Poi  Pn  Ps»  •-*  bestimmen  die  stationäre  Vertheilung  der 
Theilchen  des  Systems  in  dem  von  ihm  eingenommenen  Baume.  Vertheil- 
nngen,  die  gleichmässiger  sind  als  diejenige,  die  durch  diese  Zahlen  be* 
stimmt  wird,  sind  ebenso  wenig  stabil  wie  Vertheilungen ,  die  noch  un- 
gleichmässiger  sind. 

Wenn  von  den  n  Zellen ,  in  welche  der  vom  Systeme  eingenommene 
Raum  eingetheilt  ist,  v  Zellen  für  die  Theilchen  des  Systems  undurch- 
dringlich sind,  so  werden  die  Wahrscheinlichkeiten  p^^  p^,  j>g, ...  davon, 
dass  in  einer  der  durchdringlichen  Zellen  0,  1,  2 ,...  Theilchen  zugleich 
sich  vorfinden,  auch  noch  durch  die  Ausdrücke  7)  bestimmt,  wenn  in 
diesen  Aasdrücken 

8)  f  =  Ä/(n-v) 

gesetzt  wird.  Ist  o  der  Bauminhalt  einer  jeden  der  n  Zellen,  so  ist 
fsco  =3  F  der  vom  Systeme  eingenommene  Baum  und  vm  der  für  die  Be- 
wegung der  Theichen  undurchdringliche  Baum.  Es  ist  klar,  dass  das  Ver- 
theilungsgesetz  der  Theilchen  im  Baume  von  der  Vertheilung  des  für  die- 
selben undurchdringlichen  Baumes  va  ganz  unabhängig  ist,  so  dass  dieser 
Raum  vm  auch  z.  B.  aus  N  gleichen  und  gleichgeformten  Zellen  a>Q  be- 
stehen kann;  auch  können  diese  N  undurchdringlichen  Zellen  Wq  sich  frei 
im  Baume  Ffrei  herum  bewegen;  die  Zahl  £  wird  hierbei  durch  den  Ausdruck: 

9)  i^Nm/{V-Nm^) 

bestimmt. 

§  3.    Das  vollkommene  Gas. 

Zur   Kategorie  von   Systemen,    die  wir  kurzweg  als  einatomige  Gase 
bezeichnet  haben,  gehört   auch  das  sogenannte  vollkommene  Gas  oder 
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ein  System,  bestehend  ans  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender, 
vollkommen  harter,  elastischer  Engeln.  Da  die  bei  den  ZnsammenstSsseu 
der  Theilohen  dieses  Systems  wirkenden  Abstossnngskräfte  momentane 
Kräfte  sind  und  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  fftr  dieses 
System  B^  das  Virial  der  interparticul&ren  Erftfte  =  0  und  folglich  das 
Virial  der  Susseren  Druckkräfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  V  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Tbeil- 
eben  des  Systems  (die  Engeln)  selbst  einen  Theil  des  Raumes  V  einnehmen 
und  der  von  jedem  der  Theilchen  eingenommene  Baum  für  die  übrigen 
Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  Süsseren 
Druckkräfte  kleiner  als  V  und  etwa  V  ^  h^  gleich,  wo  fr|  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Theilchen  selbst  eingenommenen  Baumes  ist,  so  dass 
die  Virialgleichung  des  yoUkommenen  Oases  die  Form 

1)  |p(7-6,)  =  2fZ 

hat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Engeln  und  es 
sei  Q  der  Durchmesser  einer  jeden  dieser  Engeln.  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Engeln  mit  dem  Halbmesser  g  SphSren  beschrieben  werden, 
so  sind  das  (nach  Clausius)  Wirkungssphären  der  Theilchen  des  toII- 
kommenen  Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  fdr  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  5|  der  von  den  Wirkung 
Sphären  der  Theilchen  des  Systems  eingenommene  Raum ,  und  F  —  (j  ist 
der  für  die  Bewegung  der  Theilchen  freie  Baum,  das  Wirkungsfeld  der 
äusseren  Druckkräfte.    Wären  keine  Zusammenstösse  vorhanden  und  würden 

die  Wirkungssphären  der  Theilchen  sich  niemals   berühren  und  schneiden, 

4 
so   wäre    &|   gleich  N .  ^  -  ^Q^*      Da    aber   eine    gewisse  Anzahl  dieser 

4 

Sphären  stets  einander  theil  weise  decken,  so  ist  5,  <C  N'-^n  q\     Die  Be- 

o 

trachtungen,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben,  ermöglichen 
es,  den  genauen  Werth  von  &|  (oder  von  F— &|)  für  jeden  Werth  der 
Dichte  des  Gases  zu  finden.* 

Wir   theilen  den  Baum   F  in  n  einander  gleiche  Zellen;   der  Inhalt 

4  4 

einer  jeden  Zelle  sei  =  H•w^^  so  ^ms  V^n^^n  q^  ist.  Wir  haben  ge- 
sehen (§  2),  dass,  wenn  im  Baume  F,  von  dem  ein  Theil  Nm^  undurch- 
dringlich ist,  sich  ^Theilchen  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilchen  sind,  wenn  der  Zustand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  p^n  ist.  Die  übrigen  (1— Po)n  Zellen  enthalten  eine  jede  mio- 
destens  ein  Theilchen;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theilchen  gleich  ist,  so  sind  jene  (1  —jp^)  »  Zellen 

*  Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  weiter  unten  geben,  and  die 
bereits  schon  von  Herrn  van  derWaals  gestellt  worden  ist;  vergL  L  c  Seite  5& 
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vollstftndig  Ton   den  Wirknngssphftren  der  Theilchen   erfüllt  nnd  der  von 

4 
den  Poti  Zellen   eingenommene  Baum  p^n^-^nQ^  ist  der  für  die  Bewegung 

der  Theilchen    freie   Raum,    das  Wirkungsfeld   der  äusseren  Druckkräfte. 
Nun  ist  aber: 

2)  P^n^^it(fl^7e-^, 
wenn  mit  b  die  Grösse 

3)  f  =  2?.i«^V(7-JVi0o) 

bezeichnet  ist  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  für  die 
Mittelpunkte  der  übrigen  Theilchen  undurchdringlich ,  aber  sie  ist  es  nicht 
für  die  Theilchen  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Theilchen  zugleich  theil weise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  erfüllen 
nnd  es  kann  geschehen ,  dass  der  Inhalt  deijenigen  Theile  dieser  Wirkungs- 
sphäre, die  von  anderen  Theilchen  eingenommen  sind,  gerade  =  ^flt^^  dem 

Inhalte  eines  der  Theilchen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind ,  zu  sagen ,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Theilchens  sich  noch  ein  ganzes  Theilchen  befindet.  Es  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  Nm^  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln) 
nmschrieben  sind,  gleich. 

Nun   ist  der  Inhalt   Wq  eines  regelmässigen  Dodekaeders »  welches  um 
eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  p  ist,  umschrieben  ist>  bekanntlich: 


A\  25   3, 713     29-/^ 

4)  '^o^Y^y  lö-5o»^5' 

bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

5)  V  =  6,03814, 
80  ist:  - 

6)  ö-njp'sa  vwo. 

Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschrieben  werden: 

7)  B^Nvu>J(V^Nu^^) 

nnd  die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  ist: 

8)  |p7.6-«  =  JVir. 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen  die  Constante  Nto^  mit  h  bezeichnen; 
es  ist  also  h  der  kleinstmögliche  Raum ,  den  das  gegebene  Gas  bei  JT  =  0, 
oder  Pssoo  einnehmen  kann,  und  die  Virialgleichung  des  Gases  ist: 

9)  |pr.e-»*<^-*)=iVZ. 
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Da  man  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theilchen  des  yollkonuneiieD 
Gases  als  Maass  der  Temperatur  T  des  Gases  ansehen  darf,  so  können  wir 
die  Gleichung  9),  die  Constante  B  durch 

10)  RT^^NiC 

bestimmend,  auch  so  schreiben: 

11)  P7=ÄT.e-»»/<^-»)5 

es  ist  dies  die  Zustandsgleichnng  des  vollkommenen  Gases. 
Diese  Gleichung  gilt  für  alle  möglichen  Zustände  des  Gases  und  f&r  alle 
möglichen  Werthe  der  Grössen  P,  F,  T]  das  heisst  für  alle  Werthe  tos 
P  und  T  von  0  bis  oo  und  fClr  alle  Werthe  von  F,  von  6  bis  oo.  P  ist 
eine  lineare  Function  von  T  und  (fUr  ein  constantes  V)  der  Temperatv 
T  proportional,  so  dass  die  Stochoren  (oder  Stopjknen)  des  toU- 
kommenen  Gases  (wie  beim  idealen  Gase)  gerade  Linien  sind,  welche  die 
F- Achse  schneiden.  Die  thermodynamische  Fläche  des  voUkommeoen 
Gases  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche  zur  F- Achse  senkrecht  ist 
und  sie  schneidet:  in  der  Anfangslage  läuft  sie  der  P- Achse  parallel  in 
der  Entfernung  V  =  h  über  denselben,  dann  gleitet  ihr  Schnittpunkt  mit 
der  F- Achse  längs  dieser  Achse  von  V=h  bis  F  =  oo  hin ,  während  die 
Gerade  selbst  sich  um  einen  rechten  Winkel  dreht 

Wählen  wir  als  Einheit  des  Druckes,  den  Druck  einer  Atmosphäre, 
als  Einheit  der  Temperatur  ^  den  Grad  der  centesimalen  Scala  und  als  Ein- 
heit des  Volumens,  das  Volumen  des  idealen  Gases,  welches  auch  aus 
iV  Theilchen  besteht,  bei  P=l  und  Ts=273<>,  so  ist  die  Constante  i2 dem 
Ausdehnungs-  (resp.  Spannungs -)  Coefficienten  des  idealen  Gases  gleich. 
Bezeichnen  wir  mit  Rp  den  Spannungs-Coefficienten  des  vollkommenen 

Gases,  so  finden  wir  dass; 

T   dP 

12)  ^^^'^'T'dT^^^^ 

das  heisst:  der  Spannungscoefficient  des  vollkommenen  Gases  ist  f&r  alle 
Zustände  des  Gases  contstant  und  dem  Spannungscoefficienten  des  idealen 
Gases  gleich.  Für  B,,,  den  Ausdehnungscoefficienten  des  voll- 
kommenen Gases  finden  wir  folgenden  Ausdruck: 

so  dass  (wie  beim  Wasserstoff  l}ei  gewöhnlichen  Temperaturen)-  für  alle 
Zustände  des  vollkommenen  Gases  Bp  <  Bp  ist.  Die  Grösse  PV/RT, 
welche  beim  idealen  Gase  constant  und  =  1  ist,  ist  ftlr  alle  Zustände  des 
vollkommenen  Gases  >  1. 

Die  Dichte  D  (dass  heisst  die  Zahl  der  Theilchen  in  der  Baom- 
einheit)  des    vollkommenen  Gases  ist  bei  gleichem  Druck  und  Temperator 
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stets  kleiner  als  die  Dichte  Dq  des  idealen  Gases,  und  mn  so  kleiner ,  je 
grösser  die  Theilchen  (die  Kageln)  des  Oases  sind;  es  ist  n&mlich: 

14)  D  =  D,.6"«'»/<^-*). 

Wir  haben  die  Znstandsgleichang  des  yoUkommenen  Gases  unter  der 
Voraussetzung  abgeleitet,  dass  alle  Theilchen  des  Gases  (die  Kugeln)  gleich 
gross  sind;  sie  wird  wohl  aber  auch  für  Gase  ihre  Geltung  beibehalten, 
welche  aus  Kugeln  verschiedener  Grösse  bestehen ,  wenn  unter  b  der  kleinst- 
mögliche  Baum ,  den  so  ein  gemischtes  Gas  bei  T=0  oder  P tss  co  an- 
nehmen kann,  verstanden  wird. 

§  4.    Hehratomige  Oase. 

Bevor  wir  zur  Theorie  unvollkommener  Gase  schreiten,  müssen  wir 
ein  Paar  Hilfssätze  entwickeln.  Ein  mehratomiges  Gas  ist  ein  System, 
welches  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  von  complezen  Theilchen 
einer  beständigen  Zusammensetzung  (auch  mehratomige  Mole- 
cüle  genannt)  besteht.  Auf  jedes  Elementartheilchen,  aus  welchen  diese 
compleze  Theilchen  bestehen,  wirken  Kräfte,  sowohl  solche,  die  von  den 
übrigen  Elementartheilchen,  welche  mit  ihm  dasselbe  compleze  Theilchen 
bilden,  ausgehen  (intraparticuläre  oder  intramoleculäre  Kräfte), 
als  solche,  die  von  anderen  complezen  Theilchen  ausgeübt  werden  (inter- 
particuläre  oder  intermoleculäre  Kräfte).  Bezeichnen  wir  mit  P 
den  Druck,  mit  T  das  Volumen  des  Gftses  und  mit  V  das  Wirkungsfeld 
der  äusseren  Druckkräfte;  es  sei  B  das  Virial  der  interparticulären  und 
F  das  der  intraparticulären  Kräfte ;  endlich  sei  NK  die  kinetische  Energie 
der  translatorischen  Bewegung  der  complezen  Theilchen  oder  der  iuter-^ 
particulären  Bewegung  (einer  Bewegung  also,  die  zum  Schwerpunkte  des 
Systems  relativ  ist)  und  NE'  die  kinetische  Energie  der  intraparticulären 
Bewegung  (einer  Bewegung  also,  die  zu  den  Schwerpunkten  der  einzelnen 
complezen  Theilchen  relativ  ist);  so  ist 

1)  ^  PV  +  B  +  B'  =  N{K  +  If') 

die  Vinalgleiehung  des  gegebenen  mehratomigen  Gases  im  stationären  Zu- 
stande« Es  sei  h  das  Virial  der  intraparticulären  Kräfte,  die  innerhalb 
irgend  eines  der  complezen  Theilchen  wirken,  so  dass  B'=^£h^  die 
Snmmation  auf  alle  N  complezen  Theilchen  des  Systems  erstreckt,  ist; 
bezeichnen  wir  mit  b  den  Mittelwerth  der  Grösse  b  für  alle  iV  Theilchen 
des  Systems,  so  ist  auch: 

2)  B'=2:&  =  JV6. 

Verfolgen  wir  aber  die  Bewegungen  irgend  eines  der  complezen  Theil- 
chen während  einer  sehr  langen  Zeit,  so  werden  wir  finden,  dass  der 
Mittelwerth  des  Virials  der  in  ihm  während  dieser  Zeit  wirkenden  intra- 
particulären Kräfte  auch  «=  &  ist;  denn  ist  N  eine  sehr  grosse  Zahl  und 
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ist  der  Zustand  des  Systems  stationl&r,  so  haben  die  einzelnen  Theilchen 
zu  irgend  welcher  Zeit  gana  dieselben  Zustände,  als  irgend  eines  derselben 
während  einer  sehr  laugen  Zeit;  im  Räume  wiederholt  sich  das,  was  sonst 
in  der  Zeit  geschieht.  Ebenso  finden  wir,  dass,  wenn  k  die  kinetische 
Energie  der  inneren,  zum  Schwerpunkte  des  Theilchens  relativen  Beweg- 
ung irgend  eines  der  complezen  Theilchen  ist,  und  wenn  k  den  Mittel- 
werth  der  Grössen  k  für  alle  ^Theilchen  des  Systems  bedeutet,  dass: 

3)  N^'=^2k=^Nk 

ist;  auch  ist  k  die  mittlere  kinetische  Energie  der  inneren  Bewegung  irgend 
eines  der  oomplexen  Theilchen  des  Systems  während  einer  sehr  langen  Zeit. 
Nun  ist  aber  ein  jedes  complexes  Theilchen  einer  beständigen  Zusammen- 
setzung, als  ein  selbststängiges  System  aufgefasst,  ein  beständiges 
conservatives  System,  für  welches  also  die  Yirialgleichung  giltig  ist;  es 
ist  somit  für  jedes  compleze  Theilchen  des  Systems: 

4)  6  =  Jk 
und  folglich  auch: 

5)  B'  =  NK\ 

so  dass  die  Gleichung  1)  sich  in: 

6)  ^PF'+  B^NK 

verwandelt;  das  heisst:  die  Summe  der  Yiriale  der  äusseren  DruckkrSfle 
und  der  inierparticulären  Kräfte  ist  der  kinetischen  Energie  der  traos- 
latorischen  Bewegung  der  complezen  Theilchen  gleich  und  die  Yirialgleich- 
ung des  mehratomigen  Gases  hat  somit  ganz  die  Form  der  YirialgleichuDg 
•des  einatomigen  Gases. 

Es  sei  ein  System  gegeben,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Annhl 
N  von  Theilchen,  auf  welche  nahewirkende  interparticuläre  Kräfte  wirken. 
Da  solche  Kräfte  nur  innerhalb  sehr  kleiner  Wirkungssphären  von  der 
Null  verschiedene  Werthe  haben,  so  erfüllen  die  Wirkungssphären  der 
Theilchen  des  Systems^  wenn  dessen  Dichte  nicht  allzugi*os8  ist,  nur  einen 
Theil  des  vom  Systeme  eingenommenen  Baumes,  welchen  Theil  man  ak 
das  Wirkungsfeld  der  interparticulären  Kräfte  bezeichnen  kann;  der 
übrige  Theil  des  vom  Systeme  eingenommenen  Baumes  ist  der  freie 
Raum.  Das  Eindringen  eines  Theilchens  in  die  Wirkungssphäre  eines 
anderen  nennen  wir  einen  Zusammen  st  oss  beider  Theilchen.  Die 
Stossdaner  der  Theilchen  des  betrachteten  Systems  ist,  wenn  auch  eine 
sehr  kleine,  aber  eine  endliche  Zeitdauer.  Theilchen,  in  deren  Wirkungs- 
sphären sich  keine  anderen  Theilchen  befinden,  nennen  wir  freie  T beu- 
ch en,  und  Theilchen,  in  deren  Wirkungssphären  sich  eines  oder  mehrere 
andere  Theilchen  vorfinden,  sind  im  Zustande  des  Zusammenstosses  be- 
griffen. Das  gegebene  System,  wenn  dessen  Dichte  nicht  allsugross  ist, 
besteht  aus  einer  gewissen  Anzahl  von  freien  Theilchen  und  einer  gewissen 
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Anzahl  von  TheilcheDgrnppen  oder  Gruppen,  welche  ans  zwei,  drei, 
Tier  oder  einer  grösseren  Anzahl  von  Theilchen,  die  im  Zustande  des 
Zosammenstosses  begriffen  sind,  bestehen.  Ist  der  Zustand  des  gegebenen 
Systems  stationär,  so  sind  die  Zahlen  der  freien  Theilchen  und  Theilchen- 
grappen  constante,  von  der  Zeit  unabhängige  Zahlen;  aber  für  verschiedene 
Dichten  und  Temperaturen  des  Systems  haben  diese  Zahlen  verschiedene 
Werthe. 

Herr  L.  Natanson*  beweist  folgenden  Satz:  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  translatorischen  Bewegung  (oder  der  Schwerpunktsbewegung) 
der  Theilchengruppen  ist  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  trans- 
latorischen Bewegung  freier  Theilchen  gleich.  Einfacher  lässt  sich  dieser 
Satz  so  beweisen:  es  seien  iii|  und  m,  die  Massen  zweier  Theilchen  oder 
Theilchengruppen,  5j  und  s^  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Schwerpunkte  vor 
dem  Beginn  des  Zusammenstosses  und  tp  der  Winkel,  den  die  Richtungen 
dieser  Geschwindigkeiten  mit  einander  bilden;  es  seien  fi{Si).d8i  und 
fi{H)'^h  ^^®  Wahrscheinlichkeiten  der  Geschwindigkeiten  5|  und  5,,  bei 
der  im  Systeme  bestehenden  stationären  Geschwindigkeitsvertheilung.  Sind 
alle  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  und  Theilchengruppen 

gleich  wahrscheinlich,  so  ist  bekanntlich  ^ 5m 9. dg)  die  Wahrscheinlichkeit 

des  Winkels  9;  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  davon,  dass  die  Massen 
M]  und  m,  die  Geschwindigkeit  5|  und  s^  haben,  deren  Richtungen  mit 
einander  den  Winkel  9  bilden,  gleich 

ist  Die  Geschwindigkeit  S  der  translatorischen  Bewegung  der  beiden 
Massen  m^  und  m,  gemeinsammen  Schwerpunkts  ist  die  Resultante  der 
Geschwindigkeiten  m^8j{fni  +  m^)  und  iii,5,/(m^  + ^2)'  ^^^t^  beide  zu- 
gleich diesem  Schwerpunkte  ertheilt  werden,  so  dass 

8)  (^1+  w,)*S*=  »ij*5i*-f  m,*5g*+  2m^m^8i8^.cos^ 
ist;  ist  Sq^  der  Mittelwerth  von  8^,  so  ist 

9)  (m^  +  m,)*Äo*  =  2  (m,  +  m^)»  lf^{8^).d8^  M(0  '^^t  /  ^.  8inq>.dfp, 


wo  die  mit  bezeichneten  Integrale  auf  alle  im  Systeme,  während  es  sich 
im  stationären  Zustande  befindet,  vorkommenden  Werthe  der  Geschwindig- 
keiten 8^  und  8^  erstreckt  sind.  Statt  8*  dessen  Werth  aus  8)  herein- 
setzend  und  bedenkend,  dass 

und 


*L.  Natansoo:    ,, Kinetische   Theorie    uDvoIIkommener   Gase."    Wiede- 
nvann'B  Annalen,  1888,  Bd   SS. 
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wenn  f  die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung 
freier  Theilchen  bedeutet,  dass  endlich 

12)  j  C08q>.sintp,dq>^=0^      ^  1  sintp.dg>  =  1^ 

0  0 

so  geht  der  Ausdruck  9)  über  in: 

13)  jK  +  m,)5o«=ir, 

was  zu  beweisen  war. 

Es  ist  hier  auch  am  Orte,  noch  den  folgenden  Satz  zu  begrOnden:  ist 
K  die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  (einer  B^ 
wegung  also,  die  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativ  ist)  der  Theilchen 
eines  Systems ,  welches  sich  im  stationären  Zustande  befindet  und  aus  gleich- 
artigen Theilchen  besteht,  so  ist  2K  die  mittlere  kinetische  Energie  ihm 
relativen  Bewegung.  Ist  bei  dem  gegebenen  Zustande  des  Systems 
f{$).d8  die  Wahrscheinlichkeit  der  Geschwindigkeit  5,  so  ist 

14)  ^f{8^),d8i.f{S2).ds^,8inq>.dq> 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  irgend  zwei  Theilchen  des  Systems 
gleichzeitig  die  Geschwindigkeiten  5|  und  ^2  haben,  deren  Richtungen  mit 
einander  den  Winkel  tp  bilden;  die  relative  Geschwindigkeit  o  dieser 
Theilchen  wird  durch 

15)  OD*  =  Si*  +  «j*  —  2siS^»cos(p 

bestimmt ;  so  dlEiss ,  wenn  Sl*  das  mittlere  Quadrat  der  relativen  Geschwicdig 
keit  irgend  zweier  Theilchen  des  Systems  bedeutet,  so  ist 

16)  Ä*  =  -  jf{ß^,d8^  IfM'ds^  I mKsin^.dqf'^ 

0 

die  Ausdrücke  10),  11),  12)  und  15)  berücksichtigend,  werden  wir  leicht 
finden,  dass  . 

17)  imSl*  =  2£^ 

ist.  Es  Iftsst  sich  dieser  Satz  auch  so  beweisen :  da  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativen  Bewegung  irgend 
eines  Theilchens  m  während  einer  sehr  langen  Zeit  =  £^  ist,  so  ist  die 
mittlere  kinetische  Energie  der  zum  Theilchen  m  relativen  Bewegung  des 
Schwerpunkts  des  Systems  während  dieser  Zeit  s=  NK]  und  da  die  kinetische 
Energie  der  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativen  Bewegung  sSmmt- 
licher  Theilchen  auch  =  N^  ist,  so  ist  2NK  die  kinetische  Energie  der 
zum  Theilchen  m  relativen  Bewegung  sämmtlicher  Theilchen  des  Systems 
und  folglich  ist  2K  die  mittlere  kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung 
dieser  Theilchen. 


^r^?':*'^?"»-' 
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§  5.    Theilchenagg^egate. 

Ein  eingehendes  Studium  der  Systeme  der  betrachteten  Kategorie, 
solcher  nSmlich,  die  aus  Elementartheilcben  bestehen,  welche  niemals  aus 
sich  complexe  Theilchen  bilden,  verlangt  ihre  Eintheilung  in  zwei  Arten 
von  Systemen: 

1.  Systeme,  die  aus  Theilchen  bestehen,  auf  welche  nur  interparti- 
cnlfire  Abstossungskrftfte  wirken,  so  dass,  wenn  q>{r)  ihr  Wirkungs- 
gesetz ist ,  q>  (r)  für  alle  r,  die  kleiner  als  der  Halbmesser  ihrer  Wirkungs- 
sphären sind,  eine  negative,  ihr  Zeichen  nicht  wechselnde  Grösse  ist 
Zu  dieser  Art  von  Systemen  gehört  auch  das  sogenannte  vollkommene  Gas. 

2.  Systeme,  die  aus  Theilchen  bestehen,  auf  welche  auch  interparti- 
culSre  Anziehungskräfte  wirken,  so  dass,  wenn  g>{r)  ihr  Wirkungs- 
gesetz ist,  g){r)  für  alle  r,  die  kleiner  als  der  Halbmesser  ihrer  Wirkungs- 
sphären sind,  eine  entweder  positive  oder  ihr  Zeichen  ein  oder  mehrere 
Male  wechselnde  Grösse  ist.  Zu  dieser  Art  von  Systemen  gehören  wahr- 
scheinlich alle  natürlichen  einatomigen  Gase  und  Dämpfe. 

Wir  haben  gesehen  (§  4) ,  dass  alle  Systeme  der  betrachteten  Kategorie 
aus  freien  Theilchen  und  Theilchengruppen  bestehen.  Theilchengruppen 
oder  Gruppen  von  im  Zustande  des  Zusammenstosses  begriffenen  Theilchen 
kommen  in  Systemen  beider  Arten  (nur  das  vollkommene  Gas  ausgenommen) 
vor,  und  bilden  sich  auch  bei  den  höchsten  Temperaturen  und  den 
schwächsten  Drucken  aus ;  aber  ausser  dieser  Theilchengruppen  kommen  in  den 
Systemen  der  zweiten  Art  bei  genügend  starken  Drucken  und  niedrigen 
Temperaturen  auch  noch  Theilchenaggregate  oder  complexe  Theil- 
chen vor. 

Theilchengruppen  und  Theilbhenaggregate  sind  wesentlich  von  einander 
Terschiedene  Gebilde;  die  Hauptunterschiede  lassen  sich  so  formuliren: 
1.  Theilchengruppen,  wie  schon  erwähnt,  kommen  in  Systemen  beider 
Arten  bei  allen  Drucken  und  Temperaturen  vor,  und  sind,  als  selbst- 
ständige Systeme  betrachtet,  zufällige  Systeme*;  die  kinetische  Energie 
ihrer  inneren  Bewegung  ist  grösser  als  das  Potential  der  in  ihnen  wirken- 
den Kräfte;  sie  zerfallen  von  selbst  ohne  Mitwirkung  der  übrigen  Theil- 
chen des  Systems.  Theilchenaggregate  können  nur  in  Systemen  der  zweiten 
Art  bei  genügend  niederen  Temperaturen  imd  starken  Drucken  sich  bilden; 
als  selbstständige  Systeme  betrachtet,  sie  sind  beständige  Systeme; 
die  kinetische  Energie  ihrer  inneren  Bewegung  ist  kleiner  als  das  Potential 
der  in  ihnen  wirkenden  Kräfte;  sie  zerfallen  nur,  wenn  in  Folge  ihrer 
Zusammenstösse  mit  anderen  Theilchen  des  Systems  die  kinetische  Energie 
ihrer  inneren  Bewegung  bis  zur  Grösse  des  Potentials  der  in  ihnen  wirken- 
den Kräfte  anwächst  2.  Wie  schon  erwähnt  (Natanson's  Theorem),  ist 
die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  der  Theilchen- 

*  YergL§  1  meiner  Abhandlung:  ,,Ueber  das  Gesetz  BoltzmanD*s*^ 
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gruppen  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  translatorischen  Bewegung 
freier  Theilchen  gleich.  Die  mittlere  kinetische  Energie  der  trans- 
latoriscben  Bewegung  der  Theilcbenaggregate  ist  (nach  dem  MaxwelTschen 
Gesetz  für  gemischte  Gase)  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  trans- 
latoriscben  Bewegung  der  übrigen  Theilchen  des  Systems  (die  keine  Theilcben- 
aggregate bilden ,  solche  aber ,  die  Tbeiichengruppen  bilden ,  mit  inbegriffen) 
gleich,  so  dass,  wenn  auf  die  Theilchen  des  Systems  ausschliesslich  nnr 
interparticulftre  Anziehungskräfte  wirken,  oder,  wenn  solche  nur  vorwiegen, 
die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  der  Theilchen- 
aggregate  grösser  als  die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatoriBchen 
Bewegung  der  Tbeiichengruppen  ist. 

Wie  schon  erwähnt,  kommen  die  Tbeiichengruppen  in  Systemen  beider 
Arten  bei  allen  möglichen  Temperaturen  und  Drucken  vor.  Die  Theilcben- 
aggregate können  nur  in  Systemen  der  zweiten  Art  bei  genügend  niederen 
Temperaturen  und  starken  Drucken  sich  ausbilden,  so  dass  die  ganxe 
thermodynamische  Fläche  dieser  Systeme  durch  eine  Curve  in  zwei  Gebiete 
getheilt  werden  kann;  im  Gebiete  rechts  von  dieser  Curve  besteht  das 
System  ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und  Theilcben- 
gruppen);  im  Gebiete  links  kommen  auch  Theilcbenaggregate  oder  com- 
pleze  Theilchen  einer  zufälligen  Zusammensetzung  vor.  Diese 
Curve,  aus  weiter  unten  näher  zn  erörternden  Gründen,  nennen  wir  die 
Mazimal-Spannungscurve  des  übersättigten  Dampfes.  Die  Cnrre 
{BCATc)  der  beigegebenen  Figur  (§  7)  ist  die  Projection  dieser  Cur?e 
auf  die  (F^T)  Ebene. 

Vorläufig  können  wir  die  Bedingungen  des  Entstehens  und  Bestebens 
der  Theilcbenaggregate  noch  nicht  formuliren;  nichts  desto  weniger  zeigen 
folgende  Betrachtungen ,  dass  in  den  Systemen  der  zweiten  Art  die  Theilcben- 
aggregate nur  bei  hinläuglich  niederen  Temperaturen  entstehen  und  besteben 
können,  während  ihr  Bestehen  bei  hinlänglich  hohen  Temperaturen  un- 
möglich ist.  Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen ,  dass  die  mittlere 
kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung  der  Theilchen  eines  Systems  im 
stationären  Zustande  der  mittleren  kinetischen  Energie  ihrer  translatoriscben 
Bewegung  proportional  ist.  Demnach  wächst  bei  steigender  Temperatur 
auch  die  mittlere  kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung  der  Theilcben 
eines  Systems,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Entstehens  nnd  die 
mittlere  Daner  des  Bestehens  der  Theilcbenaggregate  abnehmen  muss.  Selbst- 
verständlich können  in  Systemen,  welche  aus  Elementartheilchen  besteben^ 
bei  Znsammenstössen  von  nur  zwei  Theilcben  keine  Zwei -Theilcbenaggregate 
sich  bilden.  Aber  bei  gleichzeitigen  Zusammenstössen  von  drei  Theilcben 
(innerhalb  von  Drei-Theilchengruppen  also),  mag  die  Temperatur  des  Systems 
eine  noch  so  hohe  sein,  kann  es  immer  geschehen,  dass  die  relative  Ge- 
schwindigkeit zweier  der  zusammenstossenden  Theilchen  so  sehr  abnimmt, 
dass  diese  zwei  Theilchen  ihre  weitere  Bewegung  zusammen ,  als  ein  Zwei- 
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Theilchenaggregat,  vollführen.  Ist  aber  die  Temperatur  des  Systems  hin- 
Ifinglich  hoch,  so  ist  die  mittlere  Dauer  des  Bestehens  eines  solchen  Zwei- 
Theilchenaggregats  der  mittleren  Dauer  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgen- 
den Zasammenstössen  einzeln  sich  bewegender  Theilchen  gleich«  Die  mittlere 
kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  solcher  Zwei -Theilchen- 
aggregate  wird  demnach,  vor  dem  Eintreten  des  Zerfalls  der  Aggregate,  keine 
Zeit  haben ,  einen  der  mittleren  kinetischen  Energie  einzeln  sich  bewegender 
(and  Tbeilchengruppen  bildender)  Theilchen  gleichen  Werth  anzunehmen; 
und  wird  (nach  dem  Theoreme  Natanson's)  der  mittleren  kinetischen 
Energie  der  freien  Theilchen  gleich  bleiben.  Tbeilchenaggregate  also,  deren 
mittlere  Dauer  des  Bestehens  nicht  giösser  als  die  mittlere  Dauer  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  ZusammenstÖssen  einzeln  sich  bewegender 
Theilchen  ist,  können  auf  den  Zustand  des  Systems  nur  einen  solchen 
Einflnss  ausüben  wie  Tbeilchengruppen;  wir  werden  sie  auch  als  Tbeilchen- 
gruppen behandeln*  Diejenigen  Temperaturen  und  Drucke,  bei  denen  solche 
Tbeilchenaggregate  entstehen,  deren  mittlere  Dauer  des  Bestehens  grösser 
als  die  mittlere  Dauer  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Zusammen- 
stÖssen einzeln  sich  bewegender  Theilchen  ist,  bilden  das  Gebiet  der 
thermodynamischen  Fläche  des  Systems,  welches  von  der  Maximal-Spannungs- 
curve  des  übersättigten  Dampfes  begrenzt  wird;  und  T^,  die  grösste  dieser 
Temperaturen,  ist  die  wahre  kritische  Temperatur  des  Systems* 

Drei  -  Tbeilchenaggregate  können  nur  in  Gruppen,  welche  aus  vier 
gleichzeitig  zusammenstossenden  Elementartheilchen  bestehen,  sich  bilden; 
daher  ist  die  Bildung  aus  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  der  Drei- 
Theilchenaggregate  viel  weniger  wahrscheinlich  als  die  Bildung  von  Zwei- 
Theichenaggregaten.  Besteht  aber  das  System  aus  ganz  gleichartigen* 
Theilchen  M  (solche  Systeme  wollen  wir  vorzüglich  im  Auge  behalten),  so 
ist  die  Bildung  der  Drei -Tbeilchenaggregate  M^  aus  einzeln  sich  bewegenden 
Theilchen  M  und  Zwei ;  Theilchenaggregaten  Ifj  sogar  wahrscheinlicher ,  als 
die  Bildung  der  Zwei  -  Tbeilchenaggregate  M^  aus  einzeln  sich  bewegenden 
Theilchen  JKf ;  denn  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  üf,  und  der  Theil- 
chen  M,  bei   der  Gleichartigkeit  aller  dieser  Theilchen,   muss  nothwendig 


*  Das  gewöhnlich  Antozon  genannte  Gas,  welches  ans  einzeln  sich  be- 
wegenden SauerstofTatomen  0  besteht,  kann  nicht  als  ein  System  aus  ganz  gleich- 
artigen Theilchen  bestehend  angesehen  werden;  denn,  obgleich  alle  Atome  0  unter 
einander  identisch  sind,  so  können  sie  sich  doch,  wie  es  scheint,  in  zwei  ver- 
schiedenen Zuständen  befinden;  denn  sonst  müsste  die  Wechselwirkung  von 
0,  und  Os  stärker  als  die  von  0  und  0  sein,  während  in  Wirklichkeit  die  Wechsel- 
wirkung von  0  und  0  viel  stärker  als  die  von  0,  und  0,  ist.  In  einem  Systeme, 
ans  gleichartigen  Elementartheilchen  bestehend,  können  nur  comp  lex e  Theil- 
chen einer  zufälligen  Zusammensetzung  oder  Tbeilchenaggregate  ent- 
stehen. In  Systemen,  welche  aus  heterogenen  Elementartheilchen  bestehen,  können 
auch  complexe  Theilchen  einer  beständigen  Zusammensetzung  oder 
mehratomige  Molecule  sich  bilden. 
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grösser  als  die  Wechselwirkung  der  Theilchen  M  und  M  sein;  und  das 
Aggregat  M^  kann  noch  bestehen,  wenn  die  relativen  Geschwindigkeiten  der 
dasselbe  bildenden  Theilchen  so  gross  sind,  dass  das  Aggregat  M^  echon 
zerfallen  würde.  Ebenso  ist  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  M^  nnd  M^ 
stärker  als  die  Wechselwirkung  von  M^  und  M\  die  von  M^  und  Äf,  stärker 
als  die  von  M^  und  M^\  u.  s.  f. 

Wenn  wir  daher,  von  einem  Zustande  eines  aus  gleichartigen  Theilchen 
M  bestehenden  Systems  zweiter  Art  ausgehend,  in  welchem  das  System 
noch  ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  M  (und  Theil- 
chengruppen)  besteht,  bei  constantem  Volumen  die  Temperatur  des  Systems 
allmählich  erniedrigen,  so  kommen  wir  schliesslich  zu  einem  solchen  Zu- 
stande des  Systems ,  in  welchem  Aggregate  M^  sich  zu  bilden  beginnen 
Dieser  Zustand  des  Systems  ist  aber  ein  labiler,  denn  die  Aggregate  .V^ 
sobald  sie  sich  gebildet  haben ,  treten  sogleich  zu  complicirteren  Aggregaten 
zusammen;  der  Zustand  des  Systems  wird  erst  dann  wieder  stabil  werden, 
wenn  das  System  aus  einzelnen  Theilchen  M  und  einem  oder  einigen  Aggre- 
gaten Mn ,  die  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  n  von  Theilchen  M  zusammen- 
gesetzt sind  (flüssige  Tropfen),  besteht.  Diesen  labilen  Zustand  des 
Systems  bezeichnen  wir  als  den  Zustand  des  übersättigten  Dampfes.* 
Temperaturen  und  Drucke,  bei  denen  Gleichgewicht  zwischen  einzeln  sieb 
bewegenden  Theilchen  M  und  Aggregaten  Mn  besteht,  bezeichnen  anf  der 
thermodynamischen  Fläche  des  Systems  eineCurve,  die  wir  die  Spannungs- 
curve  des  gesättigten  Dampfes  nennen  wollen.  Die  Curve  (2X7^4 T,) 
der  beigegebenen  Figur  (§  7)  ist  die  Projection  dieser  Curve  auf  die  (Y^T) 
Ebene.  Der  Punkt  C,  in  welchem  diese  Curve  die  Maximal  -  Spannnngs- 
curve  des  übersättigten  Dampfes  schneidet,  entspricht  der  Temperatur  T«, 
welche  Herr  Mendeleew  sehr  passend  also  absolute  Siedetemperatur 
bezeichnet  hat;  Ta  ist  etwas  kleiner  als  Tc*  Das  Gebiet  der  thermo- 
dynamischen Fläche,  welches  von  Curven  begrenzt  wird ,  deren  Projectionen 
(BC)  und  {BC)  sind,  entspricht  den  labilen  Zuständen  des  übersättigten 
Dampfes. 

*  In  Wirklichkeit  ist  es  sehr  schwer,  den  Zustand  des  übersättigten  Dampfes 
EU  realisiren,  denn  es  ist  sehr  schwer,  einen  von  in  ihm  saspendirten  Staubtheilchec 
ganz  freien  Dampf  zu  erhalten  und  noch  schwerer  ist  es  einen  Dampf  von  den 
Wänden  des  Gefässes,  welches  ihn  enthält,  zu  isoliien.  Es  ist  aber  nicht  unmöglich, 
dass  in  höheren  Luftschichten,  welche  ganz  staubfrei  sind,  grosse  mit  stark  über 
sättigtem  Wasserdampfe  erfüllte  Bäume  sich  vorfinden.  Der  Zustand  dieser  Dampf 
massen  ist  ziemlich  stabil,  denn  sollte  auch  irgendwo  eine  Verflüssigang  dieses 
Dampfes  beginnen,  so  kann  leicht  um  das  Gebiet  des  gesättigten  Dampfe.' 
herum  eine  Schicht  überhitzten  Dampfes  sich  ausbilden,  welche  den  über- 
sättigten Dampf  vom  Einflüsse  der  Wasser  tropfen  isolirt.  Wenn  aber  ein  zu- 
fälliger Windstoss  schnell  die  Gebiete  des  gesättigten  und  des  übersättigten  Dampf^^ 
unter  einander  mischt,  so  sind  alle  Bedingungen  des  Entstehens  einer  Oyclone 
vorhanden. 
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Es  war  schon  erwähnt,  dass,  wenn  das  gegebene  System  aus  gleich- 
artigen Theilchen  M  besteht,  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  M^  und 
M^  (bei  gleichbleibender  Entfernung  der  Schwerpunkte  der  auf  einander 
wirkenden  Gebilde)  grösser  als  die  Wechselwirkung  der  Theilchen  M  und 
M  ist;  die  Wechselwirkung  von  M^  und  M^  grösser  als  die  von  M^  und 
M^^  a.  8.  f.  Die  mittlere  Wechselwirkung  der  Aggregate  kann  aber  mit  der 
wachsenden  Zahl  der  sie  bildenden  Theilchen  nicht  auch  unbegrenzt  zunehmen ; 
denn  zugleich  mit  dieser  Zahl  wachsen  nicht  allein  die  Massen  der  Aggre- 
gate, sondern  auch  die  mittleren  Entfernungen  ihrer  Schwerpunkte.  Es  seien 
Hp  diejenigen  Aggregate ,  ftlr  welche  die  mittlere  Wechselwirkung  den  grössten 
Wertb  hat;  es  ist  klar,  dass  die  Zahl  j?  für  jedes  gegebene  System  einen 
ganz  bestimmten ,  von  der  Intensität  und  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung 
der  Theilchen  M  abhängigen  Werth  haben  wird;  die  mittlere  Wechsel- 
wirkung noch  complicirterer  Aggregate  ist  weniger  intensiv.  Die  Aggregate 
^«,  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  n  von  Theilchen  M  bestehend,  können 
selbst  als  aus  Aggregaten  ^«,  aus  einer  kleineren  und  veränderlichen  An- 
zahl X  von  Theilchen  M  bestehend,  zusammengesetzt  betrachtet  werden. 
Somit  kann  es  geschehen,  dass  bei  gewissen  Dichten  des  Systems  die  Aggre- 
gate Mn  in  Aggregate  der  mittleren  Zusamqaensetzung  Mq  (wenn  q  eine 
gewisse  Zahl,  die  grösser  als  p  ist)  zerfallen,  und  dieses  Zerfallen  bei 
einer  niedereren  Temperatur  eintritt ,  als  das  Zerfallen  der  Aggregate  Mq  in 
einzelne  Theilchen  M.  Die  kleinste  dieser  Dichten  ist  die  Dichte  des  ge- 
sättigten Dampfes  bei  der  absoluten  Siedetemperatur  oder  der  Temperatur  des 
Verschwindens  (resp.  des  Erscheinens)  des  Meniscus.*  Die  grösste  dieser 
Dichten  ist  die  wahre  kritische  Dichte. 

Für  alle  7  ^  T«  ist  V  eine  eindeutige  Function  der  Parameter  P  und 
T\  das  System  hat  nur  einen  stationären  Zustand  und  besteht  ausschliesslich 
ans  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und  Theilchengruppen).  Für  alle 
r  <  IV  ist  V  eine  zweideutige  Function  der  Parameter  F  und  T\  für  jedes 
gegebene  Paar  von  Werthen  von  P  und  T  kann  das  System  zwei  ver- 
schiedene stationäre  anstände  haben,  die  von  einander  durch  die  Dichten 
des  Systems   sich  unterscheiden:   im  Zustande  der  kleineren  Dichte  besteht 


*  Wenn  ich  nicht  irre,  waren  es  Samin  und  Wromblewsky,  die  zuerst 
bemerkt  haben,  dass  das  Verschwinden  des  Meniscus  bei  der  sogenannten  kritischen 
Temperatur  noch  kein  Beweis  dafiir  ist,  dass  die  Flüssigkeit  bei  noch  höheren 
Temperaturen  nicht  bestehen  kann.  Der  bekannte  Versuch  des  Herrn  Cailletet 
mit  der  Jodlösung  in  flüssiger  Kohlensäure  scheint  diese  Meinung  zu  bestätigen. 
Sehr  treffend  ist  auch  die  Bemerkung  des  Herrn  W.  Galitzine  (Joum.  d.  russ.  phys. 
ehem.  Ges.  1891)  von  der  Unmöglichkeit  des  Erscheinens  des  Meniscus  in  der 
Mitte  einer  mit  dem  gesättigten  Dampfe  einer  Flüssigkeit  gefüllten ,  zugelötheten 
Bohre,  wenn  die  Dichten  der  Flüssigkeit  und  des  Dampfes  bei  der  absoluten 
Siedetemperatur  einander  gleich  wären;  wäre  dem  auch  nur  näherangsweise  so, 
BO  könnte  ein  Meniscus  nur  entweder  ganz  unten  oder  ganz  oben  in  der  Röhre 
sich  ausbilden. 

18* 
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das  System  ausschliesslich  ans  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und 
Theilchengruppen) ;  im  Zustande  der  grösseren  Dichte  besteht  das  System 
aus  complexen  Theilchen  einer  zufälligen  Zusammensetzung  oder  Theilchen- 
aggregaten ;  nach  der  Analogie  mit  den  physikalischen  Körpern  können  diese 
Zustände  als  gasförmig  und  tropfbarflüssig  bezeichnet  werden.  Bei 
der  absoluten  Siedetemperatur  hat  das  System  noch  zwei  verschiedene 
stationäre  Zustände  oder  zwei  verschiedene  Dichten;  bei  höheren  Tem- 
peraturen nimmt  der  unterschied  dieser  beider  Dichten  ab ;  bei  der  wahren 
kritischen  Temperatur  werden  diese  beiden  Dichten  einander  gleich,  und 
bei  noch  höheren  Temperaturen  kann  das  System  für  jedes  gegebene  Paar 
Werthe  der  Parameter  P  und  T  nur  eine  Dichte  haben. 

In  den  beiden  nächsten  Paragraphen  wollen  wir  die  ZustandsgleichoDgeo 
für  einige  specielle  Systeobe  der  betrachteten  Kategorie  entwickeln. 

§  6.    Abstossungskr&fte. 

Obgleich  die  Systeme  der  ersten  Art  kein  praktisches  Interesse  dar- 
bieten, so  ist  doch,  wegen  der  Complicirtheit  der  Systeme  der  zweiten 
Art,  ein  eingehendes  Studium  ihrer  Eigenschaften  zu  empfehlen.  Wir  wollen 
die  Zustandsgieichung  eines  speciellen  Systems  der  ersten  Art  entwickeln; 
es  sei  nämlich  gegeben  ein  conservatives  System,  bestehend  aus  einer  sehr 
grossen  Anzahl  N  von  Theilchen  (materiellen  Punkten) ,  welche  auf  einander 
nach  dem  Gesetze  q>{r)  wirken,  welches  für  alle  Werthe  von  r,  vonf  =  0 
bis  r  =  00  durch : 

1)  9(v)  =  -«fi/r»  +  » 

bestimmt  wird;  wo  fi  eine  willkürliche  positive  Grösse  und  n  eine  will- 
Icürliche  positive  Zahl  ^  1  bedeuten.  Ist  die  Grösse  ju  so  klein,  dass  ftlr 
Werthe  von  r  von  derselben  Ordnung  wie  die  Dimensionen  des  vom  Systeme 
eingenommenen  Raumes ,  nicht  allein  die  Grösse  —  9>  (v) ,  sondern  ancb  die 
Grösse  '-N(p{v),  sehr  klein  sind,  so  können  wir  diese  Kräfte  als  nahe- 
wirkende  uns  ansehen. 

Ist  P  der  äussere  Druck  und  Fder  vom  Systeme,  eingenommene  Baom. 

3 

so  ist  ;^ PF  das  Virial  der  äusseren  Druckkräfte,  die  im  Räume  7  wirken. 

Bezeichnen  wir  mit  —  B  das  Virial  der  iuterparticulären  Kräfte ,  und  mii 

K  die    mittlere    kinetische    Energie    der    translatorischen    Bewegung  der 

Theilchen  des  Systems,  so  ist 

3 


2) 


^PV-B  =  NK 


die  Virialgleichung  des  Systems. 

Schon    Herr  van    der  Waals*    hat    bemerkt,    dass    das  Virial  der 
iuterparticulären  Kräfte  eines  Systems,  welches  aus  Theilchen  besteht,  die 


•  Vergl.  van  der  Waals:    „Die  Continuität  etc.**,  deutsch  von  Roth,  18SI, 
Seite  6. 
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aufeinander  nach  dem  Gesetze  q>{y)  wirken,   gleich  0^1^  -  ^M  ist,   wo 

die  Summation  auf  die  Wechselwirkungen  sämmtlicher  Paare  von  Theilchen 
zu  erstrecken  ist,  eine  jede  Wechselwirkung  aber  nur  einmal  zählend,  so 
dass:  <  p=Ng  =  N 

3)  Zr.(p(v)  ^g^^^^rp^.i^Crp,) 

ist;  auch  muss  bemerkt  werden,  dass  alle  Glieder  dieser  Doppelsumme ,  für 
welche  p  =  q  ist,  der  Null  gleich  zu  setzen  sind.  Bezeichnen  wir  mit 
^(v)  die  Function: 

4)  ^(v)  =  ^/r" 

nnd  mit  2?tf;(v)  die  Doppelsumme: 

5)  2;v'(v)=i^^5^(v„), 

p=lq  =  l 

deren  Glieder ,   für    welche  p  =  q   der  Null   gleich  zu  setzen  sind ,  so  er-  ^ 
halten  wir: 

6)  —  2?r.g)(v)  =  w-St|;(v). 

Bezeichnen  wir  mit  Wq  die  Potentialenergie  der  freien  Theilchen 
des  Systems,  welche  für  alle  solche  Theilchen  einen  und  denselben  Werth 
hat,  so  ist  NWq  +  2Jt(;(v)  offenbar  die  Potentialenergie  des  Systems; 
so  dass,  wenn  t|;  die  mittlere  Potentialenergie  sämmtlicher  Theilchen 
des  Systems  bedeutet, 

7)  N^  =  N%+2^(v) 

ist.  Wenngleich  auch  in  einem  Systeme,  dessen  Dichte  gross  genug  ist, 
freie  Theilchen  nicht  vorkommen,  so  können  wir  doch  ein  jedes  Theilchen 
des  Systems,  ohne  dessen  Energie  und  die  auf  dasselbe  wirkenden  inter- 
particulären  Kräfte  zu  ändern ,  indem  wir  nur  auf  eine  passende  Weise  die 
Richtung  seiner  Geschwindigkeit  abändern  und  das  Theilchen  durch  die 
äassere  Grenzfläche  des  Systems  hindurch  lassen ,  zu  einem  freien  Theilchen 
machen,  wenn  es  sich  weit  genug  vom  Systeme  entfernt  hat.  Es  hat 
demnach  die  Grössere,  die  mittlere  kinetische  Energie  der  freien 
Theilchen  des  Systems  für  alle,  noch  so  grossen  Dichten  des  Systems 
einen  ganz  bestimmten  Werth.     Es  ist  auch: 

8)  K+W=Ko+%, 
auch  haben  wir: 


9) 


Ä  =  -|2''"-  »"W  =  J^''^  W  =  |^(*-  ^0)  ^NiE,-K). 


Jetzt  stellen  wir  uns  vor,  dass  der  ganze  vom  Systeme  eingenommene 
Raum  in  ineinander  gleiche  regelmässige  Dodekaeder  eingetheilt  ist ; 
es  ist  V/N  der  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dodekaeder.  Nur  die  Richtungen 
der  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  des  Systems  auf  eine  passende  Weise 
abändernd ,  wobei  die  Energie  ihrer  translatorischen  Bewegung  ihren  Werth 
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unverändert  beibehält,  können  wir  es  offenbar  erreichen,  dass  alle  Theil- 
eben  des  Systems  gleichzeitig  Stellungen  in  den  Mittelpunkten  dieser  Dode- 
kaeder einnehmen ;  von  den  Theilchen  des  Systems  in  einer  solchen  Stellang 
sagen  wir,  sie  seien  in  symmetrischer  Stellung.  Die  Entfernang  ^ 
eines  jeden  Paares  benachbarter  Theilchen  in  symmetrischer  Stellung  ist  die 
mittlere  interparticuläre  Entfernung  (q  ist  grösser  als  die  Kante 
des  sogenannten  Elementarwürfels,  welche  zuweilen,  wenu  auch 
fälschlich ,  als  mittlere  interparticuläre  Entfernung  bezeichnet  wird).  Offen- 
bar ist: 


10) 


JV.^«j8=yK. 


wenn  y  eine  durch  den  Ausdruck  (5,  §  3)  definirte  Zahl  bedeutet;  das 
Yerhältniss  also  des  Inhaltes  einer  Sphäre  zum  Inhalte  eines  regelmässigen 
Dodekaeders,  welches  um  eine  achtmal  kleinere  Sphäre  umschrieben  ist 

Bezeichnen  wir  mit  y^'  die  mittlere  potentielle  Energie  der  Theilchen 
des  Systems  in  symmetrischer  Stellung  und  mit  r  die  Entfernung  irgend 
eines  Paares  dieser  Theilchen  von  einander,  so  ist 

11)  N^:=NiijQ+£W(r)] 

ist  K'  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theilchen  des  Systems  in  sym- 
metrischer Stellung,  80  ist  auch: 

12)  K'+  ^'=Kq+  Wq=K+  W. 

Durch  passende  Abänderungen  nur  der  Richtungen  der  Geschwindig- 
keiten der  Theilchen  des  Systems  können  diese  Theilchen  gleichzeitig  in  die 
symmetrische  Stellung  gebracht  werden;  auch  können  diese  Abänderungen 
derart  sein,  dass  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  Theilchen, 
welche  vor  der  Abänderung  alle  gleichwahrscheinlich  waren ,  es  auch  in  der 
symmetrischen  Stellung  der  Theilchen  bleiben.  Denken  wir  uns  diese  Ab- 
änderungen durch  gewisse  zugegebene  Kräfte  vollfUhrt,  so  ist  demnach 
das  Virial  dieser  zugegebenen  Kräfte  beständig  gleich  Null  und  diese  Kräfte 
ändern  den  Widerstand  des  Systems  dem  äusseren  Drucke  nicht.  Somit, 
wenn  —  B'  das  Virial  der  interparticulären  Kräfte  für  die  symmetrische 
Stellung  des  Systems  bedeutet,  gilt  auch  die  Gleichung: 

3 


13) 


PV-B':=^NK\ 


Ganz  so,  wie  früher ,  finden  wir  auch: 

14)  S> l^f.,piv)=^^Hv)  =  lN(W'.'F,)  =  piA;-n    . 

und  die  Gleichung  13)  geht  über  in: 

15)  ^PF-^NF,  =  NK' (l-fj-, 

nun  kann  aber  die  Gleichung  2)  wegen  9)  auch  so  geschrieben  werden: 


-■^> 
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|pr_|^Ä'.=  iVA'(l-|) 


16) 

und  folglich  ist! 

17)  r  =  IT, 

das  beisst,  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theilchen  in  symmetrischer 
Stellung  ist  ihrer  mittleren  kinetischen  Energie  in  allen  möglichen  Stellungen 
gleich.     Wegen  12)  ist  auch: 

18)  ^=  ^. 

Nun  ist  aber  W'  die  mittlere  potentieUe  Energie  der  Theilchen  in 
symmetrischer  Stellung  offenbar  eine  nur  von  V  abhängige  GrOsse  und  hat 
bei  einem  constanten  Werthe  von  V  für  alle  möglichen  Werthe  von  K  einen 
und  denselben  Werth.  Demnach  hat  das  betrachtete  System  die  merk- 
würdige Eigenschaft,  dass  die  potentielle  Energie  des  Systems  eine  von 
dessen  Temperatur  unabhängige  Grösse  ist.* 

Befinden  sich  zur  gegebenen  Zeit  alle  Theilchen  des  Systems  in  sym- 
metrischer Stellung,  so  sind  um  jedes  Theilchen  die  übrigen  Theilchen  auf 
concentrischen  Sphären  vertheilt  zu  je  zwölf  Theilchen  auf  jeder  Sphäre. 
Der  Halbmesser  der  kleinsten  dieser  Sphären  ist  q,  der  mittleren  inter- 
particulären  Entfernung  gleich;  der  Halbmesser  der  zweiten  ist  gleich  der 
Summe  aus  dem  Durchmesser  einer  Sphäre,  welche  um  ein  regelmässiges 
Dodekaeder  umschrieben  ist,  in  welches  eine  Sphäre  mit  dem  Halbmesser 
Q  eingeschrieben  ist,  und  der  Kante  dieses  Dodekaeders,  folglich  s  q  .  1,7074; 
ebenso  finden  wir,  dass  der  Halbmesser  der  dritten  Sphäre  =  2  ^  ist,  u.  s.  f. 
Auf  diese  Weise,  wenn  r  i,^  die  Entfernung  des  Theilchens  mj  von  einem 
Theilchen  tnq  bei  der  symmetrischen  Stellung  des  Systems  ist,  erhalten  wir: 

19) 


^^(0=^i^2*(^V.)  =  A^.^-^{l+^ 


7074) 


+  -  + 


1 


Dieser  Ausdruck  ist  ganz  genau  richtig,  denn  wie  schon  (§1)  er- 
wähnt wurde,  die  äusserste,  unmittelbar  an  die  äussere  Grenzfläche  des 
Systems  anliegende  Schicht,  betrachten  wir  als  dem  äusseren  Mittel,  welches 
auf  das  System  den  äusseren  Druck  P  ausübt,  gehörig;  so  dass  die  potentielle 
Energie  eines  jeden  Theilchens  des  Systems  in  symmetrischer  Stellung  einen 
für  alle  Theilchen  (diejenigen  ausgenommen,  welche  jene  äusserste  Schicht 
bilden)  constanten  Werth  hat.  Die  in  19)  vorkommende  Reihe  ist  für  alle 
n  >  1  convergent ,  selbst  wenn  sie  unendlich  viele  Glieder  enthalten  sollte ; 
die  Summe  ihrer  Glieder  ist  einer  gewissen  Zahl ,  die  wir  mit  y  bezeichnen 

• 

*  Es  moss  bemerkt  werden,  dass  diese  beiden  Sätze:  K'  =  K  und  9^=  9^, 
nur  für  Systeme  gelten,  die  aus  Theilchen  bestehen,  welche  aufeinander  nach  dem 
Gesetze  9(9)  =  + ^/f^"  wirken.  Ist  das  Wirkungsgesetz  ein  anderes,  so  ist  für 
Systeme  der  ersten  Art  K'  >  K  und  S**  <  5'',  nnd  für  Systeme  der  zweiten  Art 
liC'<Ä:und  'r>  V, 


i 
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wollen,  gleich.  Diese  Zahl  y  ist  nur  von  n,  also  dem  Wirkungsgesetze 
der  Theilchen  des  Systems  abhängig,  nicht  aber  von  dessen  Zustande  und 
somit  für  ein  jedes  gegebene  System  constant.  Bezeichnen  wir  der  KOne 
wegen  mit  d  die  Constante: 

20)  ^^'^^y^{^'^^' 

so  können  wir,  wegen  10),  11)  und  12)  den  Ausdruck  19)  auch  so  schreibeD: 

21)  -Si^(v')  =  iV(^  -  ^o)  =  -^(^0  -  ^')  =  ö'/^'^ 

und  die  Gleichung  13)  geht  über  in: 

22) 


%PV^%dlVi^I^Ks 


2  2 

es  ist  dies  die  Virialgleichung  des  betrachteten  Systems.  Bezeichnen  wir 
mit  T  die  Temperatur  des  Systems*,  so  erhalten  wir,  die  Constante  i? 
durch :  « 


23) 


ö 


a  =ö  wa 


bestimmend,  und  der  Kürze  wegen: 

24)  1 

setzend, 

25)  -^       PV-^a/V^^RT 

die  Zustandsgeichung  des  betrachteten  Systems.  Diese  Gleichung  gilt 
für  alle  möglichen  Werthe  der  Parameter  P,  T,  T,  das  heisst  für  alle 
ihre  Werthe  von  0  bis  oo,  und  zeigt,  dass  das  betrachtete  System  weniger 
compressibel  ist,  als  das  ideale  Gas:  für  alle  Zustände  des  Systems  ist 
PV/RT^  1  (beim  idealen  Gase  ist  diese  Grösse  constant  und  =  1).  ^ 
betrachtete  System  ist  für  kleine  V  stärker  und  für  grosse  V  weniger  stark 
znsammendrückbar  als  ein  vollkommenes  Gas. 

Da  die  betrachteten  Systeme  kein  praktisches  Interesse  darbieten,  so 
wollen  wir  ihre  Zustandsgieichung  nicht  weiter  discutiren:  nur  müssen  wir 
auf  eine  sehr  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Systeme  (die  auch  allen 
Systemen  der  ersten  Art  eigen  ist)  hinweisen.  Bei  hinlänglich  hohen  Tem- 
peraturen gehören  diese  Systeme  zur  Gruppe  von  Systemen  mit  einer 
Herumbewegung    der    Theilchen**;   es    ist    leicht  einzusehen,    dass  bei 


*  Dass  die  Temperatur  der  Systeme,  welche  wir  einatomige  Gase  genannt 
haben  und  welche  ausschlieBslich  aus  Elementartheilcben  bestehen,  der  mittleren 
kinetischen  Energie  der  translatorischen  Bewegung  ihrer  Theilchen  proportional] 
ist,  und  bei  einer  passenden  Wahl  der  Einheit  dieser  Energie  gleich  gesetzt  werden 
darf,  habe  ich  schon  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Grundlagen  einer  kinetiscben 
Theorie  mehratomiger  Gase"  (Journ.  d.  russ.  phys.  ehem.  Ges.  1886)  geseigt  Einen 
strengeren  Beweis  dieses  Satzes  hoffe  ich  in  einer  meiner  nächsten  Arbeiten  liefern 
zu  können. 

♦*  Vergl.  §4  meiner  Abhandlung:  „üeber  das  Gesetz  Boltzmann^s." 


i 
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hiDlänglich  niederen  Temperaturen  (und  zwar  um  so  niedrigeren ,  je  grösser 
F,  der  vom  Systeme  eingenommene  Baum  ist)  ändern  sie  ihren  Charakter 
und  verwandeln  sich  in  starre  Systeme  oder  Systeme  ohne  Herum- 
bewegung der  Theilchen.  Sehr  charakteristisch  für  diese  Systeme  ist 
die  Isotherme  J  =  0;  bei  dieser  Temperatur  sind  alle  Theilchen  in 
Ruhe  und  in  symmetrischer  Stellung;  das  Virial  der  interparticulären  Ab- 
stossungskräfte  ist  mit  dem  Virial  ^er  äusseren  Druckkräfte  im  Gleich- 
gewicht. Wenn  wir ,  von  dem  Zustande  des  Systems  bei  7  ==  0  ausgehend, 
dessen  Temperatur  allmählich  erhöhen,  so  gerathen  die  Theilchen  des 
Systems  in  Bewegung;  diese  Bewegung  besteht  aber  aus  Schwingungen 
der  Theilchen  um  ihre  Gleichgewichtslagen;  mit  zunehmender  Temperatur 
nehmen  auch  die  Amplituden  dieser  Schwingungen  zu.  Der  Ausdruck 
25)  kann  uns  die  Gleichung  der  Curve  liefern,  welche  die  thermodyna- 
mische  Fläche  des  Systems  in  zwei  Gebiete  theilt,  so  dass  im  Gebiete  rechts 
von  ihr  das  System  zur  Gruppe  von  Systemen  mit  einer  Herumbewegung, 
im  Gebiete  links  zur  Gruppe  der  Systeme  ohne  Herumbewegung  ihrer 
Theilchen  gehört. 

§  7.    Anziehungskräfte. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  sind,  einige  wenige 
Zeichenänderungen  ausgenommen ,  auch  an  ein  specielles  System  der  zweiten 
Art,  vorausgesetzt,  dass  es  keine  Theilchenaggregate  enthält*,  anwendbar, 
nämlich  an  ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  von  Theilchen 
(materiellen  Punkten),  welche  nach  dem  Gesetze  (p{r)  auf  einander  wirken, 
welches  für  alle  r  von  r  =  0  bis  r  =  co  durch: 

1)  g)(r)  =  Wfi/r»+' 

bestimmt  wird,  wo  n  eine  willkürliche  positive  Zahl  ^  1  ist,  und  fi  eine 
willkürliche,  genügend  kleine,  positive  Constante  bedeutet;  bei  genügend 
kleinem  fi  können  wir  diese  Kräfte  als  nahewirkende  ansehen.  Wie 
leicht  ersichtlich,  ist 

2)  PV+alV^^RT 

die  Zustandsgieichung  dieses  Systems,  wenn  a  und  R  durch  die  Aus- 
drücke 20),  23)  und  24)  [§  6]  bestimmte  Constanten  sind. 

Wir  dürfen  aber  dieses  System  nicht  als  ein,  im  eigentlichen  Sinne 
des  Wortes,    conservatives    System   ansehen,    denn  ist   der  von  ihm  ein- 

*  Sollten  im  Systeme  Theilchenaggregate  sich  vorfinden,  so  ist  es  anmöglich, 
durch  blose  Bichtungsänderungen  der  Geschwindigkeiten  der  Theilchen ,  alle  diese 
Theilchen  zugleich  in  die  symmetrische  Stellung  zu  bringen:  um  nämlich  die 
Theilchenaggregate  „zu  zerreissen**  ist  ein  gewisser  Energieaufwand  nöthig.  Auch 
ist  zu  bemerken,  dass  K^  die  mittlere  kinetische  Energie  der  freien  Theilchen 
eines  Systems  der  zweiten  Art,  auch  negative  Werthe  haben  kann;  ein  negatives 
£o  ist  dem  mittleren  Energieaufwande,  welcher,  um  ein  Theilchen  des  Systems 
zu  einem  freien  Theilchen  zu  machen,  verbraucht  werden  muss,  gleich. 
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genommene  Baum  endlich,  so  ist  der  Energievorrath  dieses  Systems  un- 
endlich gross,  und  wir  müssen  diesem  Systeme,  damit  er  einen  endlichen 
Raum  einnehme,  einen  unendlich  grossen  Energievorrath  ertheilen.  Daher 
wollen  wir  die  Zustandsgieichung  dieses  Systems  nicht  weiter  discutiren. 
Es  sei  gegeben  ein  conservatives  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen 
Anzahl  iV  sich  bewegender,  vollkommen  harter,  elastischer  Kugeln ,  die  ein- 
ander mit  einer  der  n  +  1  Potenz  der  Entfernungen  ihrer  Centra  um- 
gekehrt proportionalen  Kraft  anziehen ;  9(v),  das  Wirkungsgesetz  der  Theilchen 
dieses  Systems ,  wird  durch  1)  bestimmt.  Die  Gleichung  2)  mit  der  von 
uns  bereits  gefundenen  [11),  §  3]  Zustandsgieichung  des  vollkommenen 
Gases  combinirend,  ist  es  leicht,  die  Zustandsgieichung  auch  dieses  Systems 
zu  finden. 

Bezeichnen  wir  mit  h  die  Summe  der  Inhalte  regelmässiger  Dodekaeder, 
die  um  sämmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln)  umschrieben  sind, 
und  der  Kürze  wegen  mit  s  die  Grösse: 


3) 


t  =  vb/{V-b), 


wo  V  eine    durch  5)  [§  3],   bestimmte  Zahl  ist.    Ist  V  der   vom  Systeme 

eingenommene  Raum,   so  ist,    wie  wir  schon    (§  3)  gesehen  haben,  Ve'' 

der    für    die  Bewegung    der  Theilchen    freie  Raum;    und    das  Virial  der 

3 
äusseren  Druckkräfte,  die  im  Räume  Fe~  •  wirken,  ist  ^  P  Fe^*.  Dem  Virial  der 

interparticulären   Kräfte  <p{v\   die  im  Räume  V  wirken,   können  wir  auch 

3 

die  Form  ^y  P'  V  geben ,  wenn  wir  mit  P  einen  gewissen  Druck ,  den  so- 

3 
genannten  particulären  Druck,  bezeichnen.    Es  wird  demnach ^P' Fr' 

das  Yirial  der  interparticulären  Kräfte  <)p(v),   die  im  Räume   Fe ~' wirken, 
sein.     Folglich  ist 

4)  PF+a/F?=ÄT.c'-*A^-*) 

die  Zustandsgieichung  des  betrachteten  Systems. 

Diese  Zustandsgieichung  wollen  wir  etwas  eingehender  discutiren.  Es 
ist  leicht  ersichtlich ,  dass  das  betrachtete  System  stärker  zusammendrückbar 
ist,  als  das  vollkommene  Gas,  welches  aus  gleich  grossen  Kugeln  wie  das 
betrachtete  System  besteht.  Die  Grösse  PV/RT^  welche  wir  der  Kürze 
wegen  mit  G  bezeichnen  wollen ,  hat  beim  vollkommenen  Gase  für  dieselben 
F  und  T  grössere  Werthe,  als  bei  dem  Systeme.  Für  F  =  oo  und  alle 
möglichen  T  bei  dem  Systeme  (wie  beim  idealen  Gase  für  alle  möglichen 
F  und  T)  ist  C=  1.  Für  abnehmende  F  und  eine  constante  T  nimmt 
die  Grösse  G  im  Allgemeinen  ab  und  ist  <C  1 ;  für  alle  Werthe  von  V  und 
r,  für  welche  G<1  ist,  ist  das  System  stärker  zusammendrückbar, 
als  das  ideale  Gas.  Bei  weiter  abnehmenden  F  und  einer  constanten 
T  fährt   die    Grösse    G    fort   abzunehmen,    erreicht    ein    Minimum,   und 
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nimmt  dann  zu,   wird  abermals  &=  1   nnd  wächst  nnbegrenzt;  für  Vs=sh 
ist  6  =3  00. 

Notireo  wir  für  eine  jede  gegebene  T  denjenigen  Werth  von  F,  für 
welchen  G  =  min. ,  so  werden  diese  Werthe  auf  der  thermodynamischen 
Fläche  des  Systems  eine  Carve  bezeichnen,  welche  wir  die  Curve  der 
kleinsten  PV  nennen  wollen.  Die  Gleichung  der  Projection  dieser  Curve 
auf  die  {^^T)  Ebene,  wie  leicht  ersichtlich  ist: 

o 
es  ist  dies  die  Curve  (EF)  der  beigegebenen  Figur.  Es  sind  drei  Fälle 
möglich:  1.  Ist  n  <  3,  so  hat  die  Curve  5)  nur  einen  Zweig,  welcher  sich 
durch  die  ganze  thermodjnamische  Fläche  von  F  =  & ,  T  =  0  bis  F  =  oo, 
T  =  (x>  hinzieht.  2.  Ist  n  =  3,  so  hat  die  Curve  5)  auch  nur  einen  Zweig, 
welcher  von  F  =  & ,  T  =  0  ausgehend ,  asymptotisch  der  Ordinate  einer 
gewissen  Temperatur  2^  sich  nähert;  für  eine  jede  T'>  T^  hat  ff  kein 
Minimum ,  und  nimmt  von  ff  =  1  für  F  =  oo  ununterbrochen  und  unbe- 
grenzt zu;  das  System  hat  für  diese  Temperaturen  den  Charakter  eines 
ToUkommenen  Gases;  für  eine  jede  T<  Tj,  von  ff  =  1  für  7=  oo  an, 
nimmt  ff  anfangs  ab,  erreicht  ein  Minimum  und  nimmt  dann  ununterbrochen 
und  unbegrenzt  zu.  3.  Ist  n  >  3,  so  hat  die  Curve  5)  zwei  Zweige,  welche 
Yon  7  =  d ,  T  ==  0  und  7  =  oo ,  T  =  0  ausgehend ,  sich  auf  der  Ordinate 
einer  gewissen  Temperatur  T^  begegnen ,  für  alle  T  >  T|  hat  das  System  den 
Charakter  eines  vollkommenen  Gases ;  für  eine  jede  T  <  T, ,  von  ff  =  1 
ftor  7=  00  an,  nimmt  ff  Anfangs  zu,  erreicht  ein  Maximum,  nimmt  dann 
ab,  erreicht  ein  Minimum,  um  dann  zuletzt  ununterbrochen  und  un- 
begrenzt zuzunehmen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aenderungen  des  äusseren  Druckes  P,  als  Function 
der  Parameter  7  und  T,  gegeben  durch  die  Gleichung  4),  verfolgen.  Für 
7=  CD  und  für  alle  T  (ausser  jPs=  oo)  ist  P  =  0;  für  abnehmende  7  und 
eine  constante  T  wächst  der  äussere  Druck  P.  Verfolgen  wir  das  Zu- 
nehmen von  P  längs  einer  Isotherme,  die  einer  Temperatur,  welche 
grösser  als  eine  gewisse  Temperatur  Tg  ist,  entspricht,  so  werden  wir 
finden,  dass  P  ununterbrochen  und  unbegrenzt  zunimmt  (so  dass  dP/dV<CO 
für  alle  Werthe  von  F  ist),  und  für  V  =h  ist  P  =  oo.  Verfolgen  wir  aber 
die  Aenderungen  von  P  längs  einer  Isotherme,  die  einer  Temperatur,  die 
kleiner  als  T«  ist,  entspricht,  so  finden  wir,  dass  P  zuerst  zunimmt 
{dP/dV <0),  erreicht  ein  Maximum  {dP/dV=0)^  nimmt  dann  ab 
(dP/dF  >  0),  erreicht  ein  Minimum  (d[P/dF=:0),  um  dann  zuletzt  un- 
unterbrochen und  unbegrenzt  zuzunehmen  {dP/dV KO). 

Notiren  wir  für  eine  jede  T  <  Tc  denjenigen  Werth  von  F,  für 
welchen  f «  max, ,  so  bezeichnen  diese  Werthe  von  F  auf  der  thermo- 
dynamischen  Fläche  des  Systems  eine  Curve,  deren  Projection  auf  die  (F,  T) 
Ebene  den  Ausdruck: 
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6) 


BT\{V^hY  +  v1),  r}c^*/<^-*>=(|+l)a(F-6)VF* 


zur  Gleiohang  hat;  es  ist  dies  die  Curve  {BCAEb)  der  beigegebenen  Figur. 
Nun  ist  es  klar,  dass  bei  einer  constanten  T  und  abnehmendem  F,  der 
üussere  Druck  P  nur  deshalb  ein  Maximum  erreichen  und  dann  ab- 
nehmen kann,  weil  die  Theilchen  des  Systems  beginnen,  zu  Theilchen- 
aggregaten  zusammen  zu  treten:  es  ist  also  die  Curve  {BCÄ)  die  Pro- 
jection  der  Maximal-Spaunungscurve  des  übersättigten  Dampfes 
(vergl.  §  5).  Die  Curve  6)  hat  zwei  Zweige  {B CA  und  Ä Eh  der  ¥\gui)y 
da  einem  jeden  Werthe  von  T  zwei  Werthe  von  V  entsprechen ,  ein  grösserer 
und  ein  kleinerer.  Für  die  grösseren  F  ist  P  =  max,  y  für  die  kleineren 
P  =  fnin.  Bezeichnen  wir  mit  Vc  und  T©  diejenigen  Werthe  von  V  und  J, 
für  welche  beide  Zweige  der  Curve  6)  sich  begegnen,  so  finden  wir,  dass 
für  V  es  Vc  und  T=  T«,  P  =  minimax;  diesen  Werth  von  P  wollen  wir 
mit  Pc  bezeichnen;  Tc  ist  die  wahre  kritische  Temperatur,  P«  ^^^ 
wahre  kritische  Druck  und  l/F«  die  wahre  kritische  Dichte. 
Für  alle  T>  Tc  kann  das  System  nur  einen  stationären  Zustand  haben 
und  besteht  ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegender  Theilchen  (and 
Theilchengruppen);  nach  der  Analogie  mit  physikalischen  Körpern  kann 
dieser  Zustand  als  der  gasförmige  bezeichnet  werden.  Für  alle  T<  Je 
gegebenen  Paaren  von  Werthen  der  Parameter  P  und  T  entsprechen  je  zwei 
Werthe  von  F,  ein  grösserer  und  ein  kleinerer ;  das  System  kann  zwei  ver- 
schiedene stationäre  Zustände,  der  kleineren  und  der  grösseren  Dichte,  haben. 
Im  Zustande  der  kleineren  Dichte  oder  dem  gasförmigen  besteht  das  System 
ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und  Theilchengruppen); 
im  Zustande  der  grösseren  Dichte  oder  dem  tropfbar  flüssigen  besteht  es 
aus  Theilchenaggregaten  einer  zufälligen  Zusammensetzung. 
Wie  leicht  ersichtlich,  wird  F«  durch  die  Gleichung: 

2Vc  +  (v-2)h    ^n    (Vc-hy 
iVc-hy  +  vh.Fc      3*     vh.Vc^ 

bestimmt ;  Tc  bestimmt  die  Gleichung  6) ,  wenn  in  ihr  F  =  F«  gesetzt  wird 
und  Pc  wird  durch  die  Gleichung  4) ,  wenn  in  ihr  F  =  F«  tind  T  =  Tc  g^ 
setzt  werden,  bestimmt. 

Die  Gleichung  4)  zeigt,  dass  P  eine  lineare  Function  der  Tem- 
peratur ist.  Bezeichnen  wir  mit  Ä  und  B  zwei  positive  Grössen,  die 
nur  von  der  Dichte  des  Systems  abhängen ,  also  Functionen  nur  des  einen 
Parameters  F  sind,  so  hat  die  Gleichung  4)  die  Form: 

8)  P  =  ÄT-B] 

die  Isochoren  (oder  Isopyknen)  des  betrachteten  Systems  (wie  beim 
vollkommenen  Gase)  sind  gerade  Linien. 

Die  Zustandsgieichung  4)  des  betrachteten  Systems  enthält  vier  Con- 
stanten n,  a,  &  und  22;  von  denen  aber  nur  drei,  n,  a  und  5,  willkürlich) 


7) 


k 
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das  heisst  yon  den  Eigenschaften  der  Theilchen  des  Systems  abhängig  sind. 
Die  Constante  B  ist  nnr  yon  der  Wahl  der  Einheiten  abhängig.  Als 
Einheit  des  Druckes  nehmen  wir  den  Druck  einer  Atmosphäre  (760  mm 
QoecksilbersSale) ;  als  Einheit  der  Temperatur  den  Grad  der  centesimalen 
Scala,  und  als  ein  Einheit  des  Volumens  das  sogenannte  NormalvolumeUt 
das  beisst  das  Volumen  des  idealen  Gases ,  welches  aus  ebenso  vielen  Theil- 
chen, wie  das  betrachte  System  besteht,  bei  P  =  1  und  T  =■  273^  Bei  dieser 
Wahl  der  Einheiten  ist  R  dem  Ausdehnungs- (resp.  Spannungs-) 
Coefficienten  des  idealen  Gases  gleich: 

9)  i2  =  1/273  ^  0,003663, 

also:  die  Constante  n  ist  eine  Zahl,  welche  die  Schnelligkeit  des  Abnehmens 
der  interparticnlären  Kräfte  mit  wachsender  Entfernung  der  auf  einander 
wirkenden    Theilchen   misst.     Die    Constante    h   ist   ein  Volamen,    in  den 

Einheiten  des  Volumens   gemessen;    es    ist  nämlich  nv&    die  Summe   der 

o 

Volumina,  der  von  den  Theilchen  selbst  (den  Kugeln)  eingenommenen 
Räume.  Die  Constante  a  misst  die  Intensität  der  interparticnlären  Kräfte 
und  hat  dieselbe  Maasseinheit  als  die  GrOsse  i?Tr?,  so  dass  a 22  TF?  eine 
Zahl  isi 

Für  ein  besseres  Verständnisa  der  Eigenthümlichkeiten  der  betrachteten 
Systeme  ist  die  Ausrechnung  eines  Zahlenbeispiels  zu  empfehlen ;  den  Con- 
stanten n^  a^  h  bestimmte  Zahlenwerthe  ertheilend,  wollen  wir  eine  Reihe 
Yon  Werthen  der  GrOsse  P  berechnen,  die  gegebenen  Werthen  der  Para- 
meter V  und  T  entsprechen.  Dieses  Zahlenbeispiel  wollen  wir  aber  so 
wählen,  dass  das  betrachtete  System  die  grOsstmCgliche  Aehnlichkeit  mit 
einem  der  ezistirenden  Gase  aufweise.  Leider  sind  die  experimentellen  Data, 
das  einzige  den  Beobachtungen  zugängliche  einatomige  Gas,  den  Queck- 
silberdampf nämlich,  betreffend,  viel  zu  unsicher,  um  hoffen  zu  können, 
die  Constanten  n,  a,  h  so  zu  bestimmen,  dass  das  betrachtete  System  eine 
gentigende  Aehnlichkeit  mit  dem  Quecksilberdampf  aufweise.  Wir  sind 
somit  auf  eines  der  mehratomigen  Gase  gewiesen;  wir  wählen  den  Stick- 
stoff, da  die  experimentellen  Daten,  dieses  Gas  betreffend,  die  genannten 
zu  sein  scheinen. 

In  §  4  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Virialgleichung  fttr  mehratomige 
Gase  ganz  dieselbe  Gestalt,  wie  für  einatomige  hat,  so  dass,  ganz  so  wie 
bei  diesen  Gasen  die  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  com- 
plexer  Theilchen  im  stationären  Zustande  eines  mehratomigen  Gases  der 
Summe  der  Viriale  der  äusseren  Druckkräfte  und  der  interparticnlären  Kräfte 
gleich  ist.  Nur  entgeht  uns  aber  die  Gewissheit,  dass  die  Grössen  n,  a,  &, 
welche  für  ein  ans  Elementartheilchen  bestehendes  System  constant  sind, 
auch  als  constant  bei  einem  mehratomigen  Gase  sich  erweisen.  Nichts- 
destoweniger    die    enorm    grosse    Intensität     der     chemischen    Affinitäts- 
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kräfte,  welche  die  Atome  zn  einem  Molecüle  verbinden,  lässt  es  erwarten, 
dass  die  andurchdringlichen  Sphären  mehratomiger  Molecüle  für  ziemlieh 
weite  Temperatnrgrenzen  sich  als  constant  erweisen.  Auch  ist  noch  n 
beachten ,  dass  wir ,  die  Zustandsgleichnng  4)  an  ein  mehratomiges  Gas  an- 
wendend, voraussetzen^  dass  ^(r)  =nf(/r"+^  das  Wirkungsgesetz  mehr- 
atomiger Molecüle  ist;  nun  sind  aber  die  intermoleculSren  Krftfte,  die 
während  der  Zusammenstösse  der  Molecüle  mit  einander  wirken,  keine 
conservativen  Kräfte,  da  sie  nicht  allein  von  der  Entfernung  der  Centn 
der  zusammenstossenden  Molecüle,  sondern  auch  von  der  relativen  Lage 
der  Atome  innerhalb  dieser  Molecüle  abhängen.  Es  ist  aber  klar,  dass  der 
Mittel werth  der  intermoleculären  Kräfte,  die  bei  allen  möglichen,  im  Gase 
vorkommenden  Zusammenstössen  der  Molecüle  wirken,  als  eine  conservatiTe 
Kraft  angesehen  und  einem  Ausdrucke  von  der  Form  fifi/r""^^  gleichgesetzt 
werden  darf;  auch  ist  das  Virial  der  intermoleculären  Kräfte  nur  von  diesem 
Mittelwerthe  abhängig. 

Das  betrachtete  System  hat  alle  Eigenschaften  des  Stickstoffs,  wenn 
die  Constanten  n^  a,  h  folgende  Zahlen werthe  haben: 

»  =  3,    a  =  0,002818,    6  =  0,000351; 

es  ist  dies  also  ein  System  aus  vollkommen  harten  elastischen  Kugeln  be- 
stehend, die  einander  mit  einer  der  vierten  Potenz  der  Entfernungen 
ihrer  Centra  umgekehrt  proportionalen  Kraft  anziehen;  die  Summe  der 
Inhalte  sämmtlicher  um  die  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln)  umschrie- 
bener regelmässiger  Dodekaeder  (oder  das  Minimalvolumen  des  Systems) 
ist  dem  0,000351  Theile  des  Normalvolumens  gleich.  Wir  wollen  für 
dieses  System  die  Isotherme  T  =  288^  berechnen. 


V 

P 

P 

a 

P' 
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00 

0 

_ 

1 

0 

288,00 

1 

1,0544 

8.       1,0545 

0,99977 

1.0572 

287,50 

0,0195 

53,00 

8.     53,45 

0,97968 

60,41 

261,66 

0,0168 

61,45 

8.     62,02 

0,97860 

71,43 

257,46 

0,0128 

80,51 

8.     81,51 

0,97605 

97,71 

246,12 

0,0100 

103,90 

8.   103,86 

0,98488 

132,08 

235,70 

0,0065 

162,38 

8.   165,94 

1,0005 

229,09 

209,08 

0,004377 

260,92 

8.  266,00 

1,1293 

408,0. 

171,8 

0,0023863 

757,6 

Ä.  750 

1,7135 

1252,4 

73.0 

00021436 

991,9 

äAOOO 

2,0146 

1605,3 

48.6 

0,0018599 

1496,1 

AA5O0 

2.6377 

2310.8 

12,2 

0,0017016 

2004,3 

^.2000 

3,2329 

2977,7 

-12.0 

0,0015982 

2507,5 

^.2500 

3,7988 

3610,9 

-33,0 

0,0015255 

2991,6 

il.3000 

4,3260 

4202,7 

-48,2 
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Die  erste  Rnbrik  dieser  Tafel  enthält  gegebene  Werthe  yon  F;  die 
zweite  Bnbrik  die  diesen  Werthen  bei  der  Temperatur  T  =  288^  ent- 
sprechenden Werthe  yon  P,  nach  der  Gleichung  2)  berechnet;  die  dritte 
Rnbrik  enthält  die  beobachteten*  Drucke  des  Stickstoffs,  die  bei  der 
Temperatur  T  =  288^,  den  in  der  ersten  Bubrik  enthaltenen  Werthen 
des  Volumens  dieses  Gases  entsprechen.  Ausser  den  Werthen  yon  P  haben 
wir  noch  die  den  gegebenen  Werthen  yon  V  bei  der  Temperatur  T  =  288^ 
entsprechenden  Werthe  der  Grössen  (?,  P\  B  berechnet,  die  für  den  Zu- 
stand des  Systems  sehr  charakteristisch  sind.  Es  ist  G  =  PV/BT\  P'  ist 
der  Druck  eines  aus  ebenso  grossen  Kugeln  wie  das  betrachtete  System 
bestehend  vollkommenen  Gases  bei  denselben  Werthen  der  Parameter  V 
und  T.  Wenn  wir,  wie  frtther  (§  6),  mit  K^  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  freien  Theilchen  des  Systems  bezeichnen ^  so  wird  die  Grösse 
B  durch: 

10)  EB^^NK^ 

bestimmt;  es  misst  also  B  die  Energie  Kq  ganz  ebenso,  wie  T,  die  Tem- 
peratur des  Systems,  die  Energie  K  misst,  so  dass  6  als  die  Temperatur 
der  freien  Theilchen  des  Systems  bezeichnet  werden  kann;  wie  aus 
den  Gleichangen  17)  und  21)  [§6],  leicht  ersichtlich,  ist  auch 

11)  BB=^BT-2alnfi. 

Es  kann  B  bei  sehr  hohen  Drucken  auch  negative  Werthe  haben;  diese 
Werthe  messen  den  um  alle  Theilchen  des  Systems  zu  freien  Theilchen  zu 


*  Es  ist  in  der  letzten  Zeit  Herrn  Sarrau  (Comptes  rendus»  1890,  Bd.  110) 
gelangen,  für  die  vier  Constanten  Beiner  bekannten  Interpolationsformel  solche 
Zahlenwerthe  zu  finden,  welche  diese  Formel  zu  einer  ziemlich  richtigen  Zustands- 
gieichung des  Stickstoffs  machen.  Da  bei  kleineren  Drucken  die  üeber- 
einstimmung  der  Formel  Sarrau^s  mit  den  experimentellen  Daten  eine  beinahe 
vollkommene  ist,  so  habe  ich  die  Zahlen  der  dritten  Bubrik  der  beigegebenen 
Tafel,  die  mit  S.  (Sarrau)  bezeichnet  sind,  nach  dieser  Formel  berechnet.  Die 
mit  A,  (Amogat)  bezeichneten  Zahlen  sind  den  Versuchen  von  Amogat  ent- 
uommen,  da  bei  grossen  Drucken  die  Formel  von  Sarrau  Differenzen  zeigt, 
welche  die  möglichen  Versuchsfehler  weit  übertreffen,  wie  die  Zusammenstellung 
folgender  Zahlen: 

P.  (Amogat)  =  760,    1600,   2Ü00,    2600,  8000, 
P.  (Sarrau)    =  742,    1498,    2125,    2896,   3812 

zeigt  Die  Differenzen  der  Zahlen  der  dritten  und  zweiten  Rubrik  unserer  Tafel 
liegen  alle  innerhalb  der  Grenzen  möglicher  Versuchsfehler,  trotzdem,  dass  wir 
in  der  Formel  2)  nur  über  zwei  willkürliche  Constanten  zu  disponiren  haben 
(Sarrau '8  Formel  enthält  vier  solche  Constanten).  Die  Constante  n  ist  nicht  als 
eine  willkürliche  anzusehen,  da  die  betrachtete  Isotherme  des  Stickstoffs  mit 
grosser  Bestimmtheit  darauf  hinweist,  dass  die  Wirkungskräfte  der  Stickstoff- 
molecüle  genau  der  vierten  Potenz  der  Entfernungen  ihrer  Centra  umgekehrt 
proportional  sind. 
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machenden  nöthigen  Energie-  (oder  Arbeits-)  Aufwand.  Für  Temperaturen,  die 
höher  als  146 P  sind,  bleibt  S,  wie  leicht  ersichtlich,  selbst  beiden 
höchsten  Drucken  positiv.  P' —  P  ist  der  sogenannte  particulSre  Druck 
oder  die  Druckerniedrigung  in  Folge  der  auf  die  Theilchen  des  Sjstemb 
wirkenden  interparticulären  Anziehungspunkte.  So  erniedrigen  die  inter- 
molecul&ren  Anziehungskräfte  des  Stickstoffs  den  Druck  dieses  Gases  lyei 
F  =  0,0015255  und  T  =  288°  um  1211  Atmosphären.  Die  Grösse  T-Ö 
nlTsst  die  von  den  Theilchen  des  Systems,  welche,  aus  dem  Ton  ihm  ein- 
genommenen Baume  heraustretend,  zu  freien  Theilchen  werden,  geleistete 
Arbeit ;  wenn  wir  dem  Stickstoff  bei  T  «=  288<^  und  P  =  1496  die  M5g- 
lichkeity  ohne  äussere  Arbeitsleistung  sich  adiabatisch  auszudehnen,  ertbeileo, 
so  wird ,  wenn  das  Gas  sich  in  einem  sehr  grossen  Baume  yerbreitet  b&t, 
dessen  Temperatur  von  288°  auf  12®  sinken*,  was  einer  Verminderung  der 
geometrisch -mittleren  Moleculargesch  windigkeit  von  505  m/sec  bei  288^ 
auf  103  m/sec  bei  12°  entspricht.  Die  wahren  kritischen:  Temperatur, 
Druck  und  Dichte  für  das  betrachtete  System  sind: 

Tc  =  132,1 ,  />e  =  39,45 ,  F^  =  0,004377. 
Die  beigegebene  Figur  stellt  die  (F,  J)  Ebene  vor;  die  Linie,  welche 
aus  der  Curve  (^BCÄ)^  der  Projection  der  Maximal  -  Spannungscurve  des 
übersättigten  Dampfes  (^P  =  max.)  und  der  Strecke  (ATc)  der  Ordinate 
der  wahren  kritischen  Temperatur,  besteht,  theilt  die  (F,  T)  Ebenein 
zwei  Gebiete,  üeber  dem  Gebiete  Techts  von  dieser  Linie  liegt  die  thermo- 
dynamische  Fläche  des  gasförmigen  Zustandes  des  Systems.  Die  Gurre 
{DCA)  ist  die  Projektion  der  Spannungscurve  des  gesättigten 
Dampfes;  wie  schon  oben  (§  5)  erwähnt  wurde,  haben  wir  vorläufig  nocb 
nicht  die  nöthigen  Data,  um  ihre  Gleichung  aufzustellen.  Auf  der  bei- 
gegebenen Figur  haben  wir  ihr  eine  der  Curve  {B  CA)  ähnliche  Gestalt  ge- 
geben, nur  dass,  während  sich  diese  asymptotisch  der  Ordinate  der 
Temperatur  des  absoluten  Nullpunkts  nähert,  nähert  sich  jene  asymp- 
totisch der  Ordinate  einer  Temperatur,  die  >  0  ist.  Für  alle  Ponkie 
der  therm odynamischen  Fläche,  die  über  dem  Gebiete  der  (F,  T)  Ebene 
liegen,  welches  von  den  Curven  (BC)  und  (02))  begrenzt  wird,  be- 
findet sich  das  System  im  labilen  Zustande  des  übersättigten 
Dampfes.  Die  Curve  (ÄEh)  ist  der  andere  Zweig  der  Curve  {ÄCB\ 
derjenige  nämlich,  für  welchen  P  =  min,  ist.  Die  Linie  {EF)  ist  die 
Projection  der  Curve  der  kleinsten  PF;  sie  hat  auch  links  von  der 
Ordinate  der  wahren  kritischen  Temperatur  eine  Fortsetzung  (welche  auf 
der  Figur  nicht  gezeigt  ist),  schneidet  die  Curve  {AEh)  und  endigt  wie 
diese  im  Punkte  F=6,   r=Ö.     Die  Foitsetzung  der  Linie  {EF)  nähert 

*  Das  heisst  eine  Bolche  Temperaturemiedrigung  würde  erfolgen,  wenn  der 
Stickstoff  ein  einatomiges  Gas  wäre;  da  aber  der  Stickstoff  ein  zweiatomiges  Gas 
ist,  80  erfolgt  bei  den  gegebenen  Umständen  nur  eine  Temperataremiedrigoog 
von  288<>  bis  122°. 
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sich  asymptotisch  der  Ordinate  einer  gewissen  Temperatur  Tj  s=  363,03 ; 
für  alle  T^  T^  bat  G  kein  Minimum  und  ist  ^  1 ,  das  System  hat  den 
Charakter  eines  yollkommenen  Gases.  Hier  sind  einige  einander  ent- 
sprechende Werthe  der  Grössen  F,  T,  P,  Q  Iftngs  der  Curye  der  kleinsten  PF: 

V  =s      1,00,  0,0195,         0,0168,        0,0128,        0,0100,        0,0065,        0,00i877. 

JP  r=      1,8260,        68,31,  65,90,  81,12,  95,68,        116,61»        109,8. 

2*  =862,02,  813,84,         805,95,        289,64,        269,95,        230,16,        181,4. 

a  c=      0,99997,        0,99248,      0,98789,      0,97824,      0,96761,      0,89905,      0,71999. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  l&ngs  der  Cnrve  der  kleinsten  PV  der  Druck 
J',  von  P  =  0  für  F  =s  00  an,  zuerst  zunimmt,  ein  Maximum  erreicht  und  dann 
abnimmt;  die  Grösse  6,  von  d  e=;p  1  für  F=  oo,  nimmt  ununterbrochen  ab. 

Zwar  giebt  die  Zustandsgieichung  4)  für  gegebene  Paare  Werthe  yon 
P    und  jP,  wenn  T  <  T©  ist,   zwei  Werthe  von  F,  einen  grösseren,    der 


dem  gasförmigen  Zustande  und  einen  kleineren,  der  dem  tropfbarflüssigen 
Zustande  des  Systems  entspricht;  da  aber  die  Zustandsgieichung  4)  unter 
der  Voraussetzung  abgeleitet  wurde,  dass  das  System  keine  Theilchenaggregate 
entbSlt ,  so  kann  man  nicht  erwarten ,  dass  der  zweite  jener  Werthe  richtig 
ist,  und  die  wirkliche  Dichte  des  Systems  im  tropfbarfiüssigen  Zustande 
bei  den  gegebenen  Werthen  der  Parameter  P  und  T  angiebt.  Da  die  sich 
bildenden  Theilchenaggregate  sehr  wesentlichen  Einfluss  auf  den  Zustand 
des  Systems  ausüben  müssen,  einen  Einfluss,  welcher,  wenn  das  System 
im  gasförmigen  Zustande  sich  befindet,  nicht  wirkt,  so  ist  es  nicht  wahr- 
scheinlich, dass  eine  und  dieselbe  analytische  Zustandsgieichung  beide  Zu- 
st&nde  des  Systems  bestimmen  könnte.* 

*  Selbstverständlich  kann  eine  solche  immer  künstlich  dadurch  erhalten  werden, 
dass  die  beiden  aDalytischen  Zustandsgleichongen  des  gasförmigen  und  des  tropfbar- 
flüssigen  Zustandee  mit  einander  multiplicirt  werden. 
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Die  Gleichang  4)  ist  die  Zustandsgleichnng  des  gasförmigen 
Znstandes  des  betrachteten  Systems;  der  umstand,  dass  diese  Gleichung 
im  Gebiete  der  Temperaturen,  die  kleiner  als  T«  sind,  für  abnehmende 
Werthe  Ton  F,  bei  constanten  T  abnehmende  Wertbe  des  Druckes  P  liefern 
kann,  kann  nur  so  gedeutet  werden,  dass  bei  diesen  Werihen  der  Para- 
meter P^  K,  T  der  gasförmige  Zustand  des  Systems  nicht  bestehen  kann. 
Die  Strecke  {ATc)  der  Ordinate  der  wahren  kritischen  Temperatur  ist  die 
Projection  derjenigen  Linie,  längs  welcher  der  gasförmige  Zustand  des 
Systems  continuirlich  in  den  tropfbarflüssigen  übergeht. 

Der  Zustandsgieichung  4)  des  betrachteten  Systems  können  wir  auch 
noch  eine  etwas  andere  Form  geben,  wenn  wir  statt  V  den  Parameter  £) 
oder  die  Dichte  des  Systems  einführen;  2)  ist  die  Zahl  der  Theilchen 
des  Systems  in  der  Baumeinheit,  2)  i=  N/V  also;  somit  lässi  sich  4)  auch 
so  schreiben: 

12)  />iV/SD  +  aD*/^'  =  AT.  c*»»/(^-*»>; 

bei  der  bereits  oben  getroffenen  Wahl  der  Einheiten  für  P,  F,  7,  ist  A 
die  Zahl  der  Theilchen  des  idealen  Gases  in  der  Raumeinheit  bei  P  =  1 
und  Te=273^,  die  Dichte  des  idealen  Gases  bei  diesen  Druck  und 
Temperatur  also;  wenn  diese  Dichte  des  idealen  Gases  als  Einheit  der 
Dichte  gewählt  wird,  geht  12)  über  in: 

13)  P/<D  =  aD^=Är.e»*»/(^-*»>; 

in  dieser  Gleichung  haben  die  Constanten  n,  a,  h,  R  ganz  dieselben  Zahlen- 
werthe,  wie  in  der  Gleichung  4). 

Wenn  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  13)  die  Dichte  des  Stickstoffs 
bei  P  =  1  und  T  =  273^  berechnen ,  so  erhalten  wir  ftlr  dieselbe  den 
Werth  1^0007.  Nehmen  wir  an,  dass  bei  diesen  Druck  und  Temperatur 
das  Wasserstoffgas  als  ein  yoUkommenes  Gas,  für  welches  &  =  0,00024 
ist,  betrachtet  werden  kann,  so  ist  die  Dichte  des  Wasserstoffs  bei  Ps=  1 
und  !r=273<'  gleich  0,998554  Ist  das  Verhältnis»  der  speci fischen 
Gewichte  des  Stickstoffs  und  des  Wasserstoffs  bei  diesen  Druck  und 
Temperatur  gleich  13,97,  so  ist  das  Moleculargewicht  (oder  die 
Theilchendichte)  des  Stickstoffs  genau  =  14,  wenn  das  des  Wasser- 
stoffe SS  l  ist,  so,  wie  es  die  Hypothese  yon  Pront  verlangt. 


xvin. 


Ein  Satz  über  orthosynuuetrisohe  und  verwandte  De- 
terminanten  aus  den  fundamentalen  sjnnmetrischen 

Funotionen. 

Von 

Hermann  Brunn 

in  Mflnohen. 


Bei  üniersnohungen  über  relatives  Maximum  und  Minimum  der  funda- 
mentalen ganzen  rationalen  symmetrischen  Functionen  von  m  Grössen  ff, 
bei  der  Fürsten  aussehen  Methode,  Gleichungen  aufzulösen,  und  bei 
anderen  Gelegenheiten  stösst  man  auf  gewisse  Determinanten  dieser 
symmetrischen  Function  M^j  zu  denen  yor  allem  die  sogenannten  ortho- 
sym  metrischen  von  der  Form 

Mv +1  Mp     . . .  iBfy — a  -f  1 


gehören.  Im  Folgenden  soll  ein  Beweis  geliefert  werden  dafür,  dass  solche 
Determinanten,  entwickelt  gedacht  nach  den  Elementen  ff,  sobald  die  ver- 
einbaren Glieder  zusammen  gezogen  sind,  nur  noch  Glieder  eines  Vor- 
zeichens enthalten,  und  zwar  bei  der  im  Folgenden  gewählten  Art  der  An- 
schreibung  das  Vorzeichen  -{-• 

Bei  dem  Gebrauch  der  römischen  Ziffern  entspreche  der  Zahlenreihe 

U,     1,    ^,    O  •••»-— 1  y    2j    { -7- 1  ,  •  •  .  991, 

die  Zahlenreihe 

Orl,  II,  III. ..IL,  L,  LI,...M, 

wobei  L  und  M  ihre  bestimmte  Bedeutung  50  und  1000  verlieren  und 
beliebige  ganze  positive  Zahlen  vorstellen. 

Man  bilde  von  m  Elementen  ff|ff2ff3...ffm  jene  fundamentalen  symme- 
trischen Functionen,  welche  einzeln  gleich  sind  den  Summen  der  als  Pro- 
ducta betrachteten  Combinationen  jener  Elemente  zu  den  einzelnen  Classen 
(ohne  Wiederholung)  und  bezeichne  sie  mit 

19« 
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1)  ...  Mm  +  v  •  •  •  ^m-\-i  Jtf"m  ^m—1  •  •  •  J^j, ^2 -^fj itfj) itf"_i  • . .  , 

WO  die  Indices  den  Gbud  der  Functionen  in  den  Elementen  a  angeben  nnd 

2)  -afm  +  .  =  o 

3)  Jfo       c=l  v=l,2,3,.., 

4)  M^y       =0 

zn  setzen  ist.    Ans  diesen  M  bilde  man  das  nachstehende  Schema ,  das  wir 
uns  unbegrenzt  ausgedehnt  denken  können: 

...  Jlfm+v4.2***-2fOT+8-3fni4.2iKfm+l  •••M^M^M^M^M^  ... 

Es  entsteht,  indem  man  Wiederholungen  der  Beihe  1)  beliebig  oft 
unter  einander  setzt  und  zwar  so,  dass  jede 'nach  unten  folgende  Reihe 
gegen  die  yorhergehende  um  eine  Stelle  nach  rechts  yerschoben  wird,  and 
also  in  eine  beliebige  „Schr&greihe^  yon  links  oben  nach  rechts  unten 
lauter  M  mit  gleichem  Index  zu  stehen  kommen. 

Indem  man  eine  willkürliche  Horizontalreihe  —  Zeile  —  und  eine 
beliebige  Yerticalreihe  —  Colonne  —  mit  der  Ordnungszahl  0  yersieht,  die 
Ordnungszahlen  nach  links,  resp.  unten  in  positiyem  Sinne  wachsen  iSssi, 
und  ein  jedes  M  statt  mit  dem  bisherigen  Index  mit  zwei  Indices  yersiehti 
der  Reihe  nach  gleich  der  Ordnungszahl  der  Colonne  und  Zeile ,  die  sich 
an  seiner  Stelle  kreuzen;  gewinnt  das  Schema  die  neue  Gestalt: 

...  JSfs,-!  -2^2,-1  Äi,-i  itfi),-i... 

...ilf3,o    Jf2,o    Jtfi.o    ■Äfo.o Jtf-i,o-M-2,o... 
iMkx)  ...Jtfs,!    Jtfi,!    Jtfi,i    ilfo,i  Jkf-i,i3f-2,i... 

...ilf3,2      Jaf2,2      ^1,2      Jlfo,2JMl-l,2J*f-2,2*.. 

Aus  unseren  Schematen  {Mj^  und  {Mkj)  kann  man  nun  andere  bilden, 
indem  man  beliebige  Zeilen  und  Colonnen  herausgenommen ,  und  die  Lücken 
durch  Zusammenschieben  wieder  geschlossen  denkt.  Diese  Schemata  fassen 
wir  unter  der  neuen  Bezeichnung  zusammen : 

...Mi^.^^Mi^.^^ 
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Der  einzige  unterschied  gegen  das  Schema  (JüCti)  ist  der,  dass  die 
Indices  jetzt  von  einer  Reihe  zu  einer  benachbarten  nicht  um  die  Einheit, 
sondern  nm  eine  beliebige  ganze  Zahl  wachsen  oder  abnehmen.  Die  Richt- 
ungen des  Wachsthnms  der  Indices  sind  die  nSmlichen  wie  yorher:  Von 
rechts  nach  links  nnd  von  oben  nach  nnten,  in  Zeichen: 

^  (8  DOS.  ganze  Zahl). 

(Mki)  ist  ein  specieller  Fall  von  {Mf^t^. 

Da  M  eine  beliebige  ganze  Zahl  mit  Einschlnss  der  Noll  ist,  so  ist 
klar^  was  im  Folgenden  nnter  einem  Schema 

(710,  {Ilki)  oder  (11/^,,), 

{Lk)y   {Lki)   oder  (X/^.^)  etc. 
za  verstehen  ist. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  das  Schema  {Ok).  Da  nämlich,  wie 
sich  zeigen  wird,  2),  3)  und  4)  auch  für  Jlf=:0  Qeltnng  behalten  müssen, 
so  ist  das  Schema  (Ok)  ans  lauter  Nullen  zusammen  gesetzt,  mit  Ausnahme 
einer  aus  Einheiten  gebildeten  Schrttgreihe: 


...0  0  10  0  0  0  0... 

...0  0  0  10  0  0  0... 

COk)  ...0  0  0  0  10  0  0... 

...0  0  0  0  0  10  0... 


Ans  den  Schematen  (üf^»  {^kx)i  (^/»«i)  l^önnen  nun  irgendwelche 
quadratisch  begrenzte  Schemata  herausgeschnitten  und  als  Determinanten 

JiMk),     ^{Mux),  ^(^/,.J 
betrachtet  werden. 

Wenn  yon  einem  „identischen"  Verschwinden  dieser  Determinanten 
die  Bede  ist,  so  ist  noch  näher  anzugeben,  ob  sie  identisch  Null  werden, 
betrachtet  als  Functionen  der  itf,  oder  betrachtet  als  Functionen  der  a. 

Es  gilt  für  unsere  M  die  Relation 

wo  a  ein  beliebiges  von  den  Elementen  cci  ist,  aus  denen  sich  M  zusammen- 
setzt, und  IMy^  IM^^x  aus  den  m  — 1  übrigen  Elementen  «i  gebildet 
werden.  Die  Forderung,  dass  iß)  bis  zu  den  yon  uns  gewünschten  Grenzen 
richtig  bleibe,  erheischt,  dass  wir  2),  3)  und  4)  auch  noch  für  ilfsO 
giltig  sein  lassen. 

Denken  wir  uns  in  einer  Determinante  J{Mf^,^  die  Substitution  (8) 
aasgeführt,  die  Determinante  dann  durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes 
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^11  *1«  •  •  •  fl^U  +  fl^  li  •  •  •  ^ifi 
«81    •     .•.Ö21  +  Ö2l«».fl^2A* 


^21  ^28»**Ö2JI"»Ö2m 


O/il  A/u2***0/^Jl  •  •  •  (i/gfi 


aj|a|2...aii...aip 


0^ ]CI^2  •  •  •  A  f(2««-fl^ 


+    / 

zerlegt  und  das  Besä  1  tat  dieser  Zerlegung  (Z)  nach  Potenzen  des  bei  (S) 
dienenden  a  geordnet,  so  erbalten  wir  ein  additives  Aggregat  von  Glie- 
dern A^a^y  wo  die  Ay  Summen  von  Determinanten  der  Form  J{IMi^,^ 
sind.  Bevor  wir  dies  beweisen ,  sei  als  Beispiel  hergesetzt  die  Zerlegung  (Z) 
einer  orthosymmetrischen  Determinante  {X  +  V^)  Ordnung  J  QMk): 


^k      Mk—i.,.Mk^i 

IMk4.i+IMkM, IMk^iJ.i+IMk'1'i 

• 

«■•••••••••                    •••■•••' 

^k^l  ^k+X-U*»^k 

jiif*+i+jj/*+i_,«, /**     +/I/*..' 

Hier  föllt  die  Beihe  der  Coefficienten 

Ai-^ij  Aij  Ax^ii  •••  A^^  Aiy  Aq 
zusammen  mit  der  Beihe  der  Determinanten,  welche  aus  der  Matrix 

I Mk^i  IMk... IMu^x^i  IMk^ X 


IMk+x  IMk-^i'-X'-lMk  IMk-.\ 
durch  Weglassung  der  ersten,  zweiten  ...  (A  +  1)*®"  Colonne  gewonnen 
werden.  Alle  übrigen  Determinanten,  die  bei  rein  formeller  Entwickelang 
von  jd{IMk  +  IMk^i  et)  noch  als  Summanden  in  den  A  auftreten ,  annulliren 
sich  durch  Gleichwerden  zweier  Colonnen. 

Betrachten  wir  nun  die  Zerlegung  (Z)  einer  beliebigen  Determinante 
A  i^i^s])  and  zeigen  wir,  dass  sSmmtliche  dabei  auftretenden  Determinanten 
dem  Schema  {IMf^gj^)  entnommen  sind.  Wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke 
nur  zu  erweisen ,  dass  das  Wachsthum  der  Indices  auch  in  den  Zerlegungs- 
determinanten  ausnahmslos  von  rechts  nach  links  und  von  oben  nach  unten 
stattfindet. 
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^i^ik'i^  sei  v^^  Qradea;  nachdem  die  Sabstitation  (8)  ausgeftlhrt  ist, 
zeigen  sich  nns  2v  verschiedene  Colonnen  yon  Coefficienten ,  je  zwei  einer 
Torberigen  entsprechend.     Der  unterschied  in  Bezug  auf  das  Wacbstham 
der  Coeffic.ienten   gegen   vorher   beruht  nur  darin,   dass  jetzt   zwei  neben 
einander  stehende  Colonnen  auch  ein  Constantbleiben  des  ersten  Index  auf- 
weisen können.     Solche  Colonnen  erkennt  man  sofort  als  identisch,  da  die 
horizontal  neben  einander  stehenden  Glieder  gleichen  zweiten  Index  haben. 
Die   Zerlegung   (Z)   liefert   daher   lauter    Determinanten,    bei    denen   das 
Wachsthnm  der  ersten  Indices  durchweg  von  rechts  nach  links  geht,  und 
ein  Constantbleiben   dieser  Indices  bei  Fortgehen  in  dieser  Richtung  eben- 
falls ausgeschlossen  ist,  nachdem  wir  die  wegen  Gleichheit  zweier  Colonnen 
sich  anniillirenden  Detenninanten  auch  in  der  Darstellung  vernichtet  haben. 
An  der  Aufeinanderfolge  der  zweiten  Indices  ist  durch  die  Substitution  {8) 
fiberhaupt   nichts   geftndert  worden.     So   sind   wir  sicher,   durch  die  Zer- 
legung (Z)  lauter  Determinanten  der  Form  /t  {IMf^,^   erhalten  zu  haben. 
Nachdem  wir  auf  ^  (.^t^Bj)  ^^^  Substitution  (S)  und  die  Zerlegung  (Z) 
angewandt  und   dadurch  ein  Resultat,  das  mit  {ßZ)   ^{Mi^,^  bezeichnet 
werden  möge,  erhalten  haben,  können   wir  auf  sämmtliche  Determinanten 
dieses  Resultats  abermals  die  Substitution  {8)  und  Zerlegung  (Z)  anwenden, 
und  das    Resultat  durch   (S^Z)^  z/ (^/^t^)    bezeichnen.     In   analoger  Weise 
fortfahrend,     erhalten    wir    schliesslich    (^8Z)'^^^J  (^'i*ji)     ^^^     zuletzt 
{SZ)'"J{Mf^,j^^  womit  wir  die  Reihe  der  Operationen  schliessen.    In  dem 
letzten  Ausdruck  kommen  nämlich   nur  noch  Determinanten   des  Schemas 
(^^ft'i)  ^^^'  ^'  ^*  BO^cl^®»  deren  Elemente  constant  sind,  gleich  Null  oder 
Eins.     Abgesehen   von   dem   erst   zu   erweisenden  Werthe   dieser  letzteren 
Determinanten,  ist  jedenfalls  Alles  in  unserem  Ausdrucke  additiv. 

Lftsst  man  aus  dem  Schema  (0^)  eine  Colonne  weg,  so  besteht  eine 
Zeile  aus  lauter  Nullen;  iSsst  man  eine  Zeile  weg,  so  gilt  das  nämliche 
für  eine  Colonne;  lässt  man  eine  Zeile  und  eine  Colonne  weg,  an  deren 
Kreuzungspunkt  1  steht,  so  bleibt  das  unbegrenzte  Schema  unverändert. 
Hieraus  folgt: 

Schneidet  man  aus  dem  Schema  (Oj^t;^)  eine  Determinante  aus,  und 
zwar  so,  dass  sie  eine  Partie  des  Schemas  enthält,  die  gegen  das  Schema  0^ 
verändert  ist,  so  ist  sie  unbedingt  Null,  weil  sie  entweder  in  einer  Zeile 
oder  in  einer  Colonne  lauter  Nullen  enthält.  Jene  Determinanten,  die  an 
unveränderten;  mit  {Oi,)  übereinstimmenden  Partieen  ausgeschnitten  werden, 
sind  dagegen  vom  Werthe  Null  oder  Eins ,  je  nachdem  ihre  erste  Diagonal- 
reihe ans  Nullen  oder  aus  Einheiten  besteht. 

Ist  es  möglich,  dass  sämmtliche  Coefficienten  ^f  (0/^«^)  der  Entwickel- 
ung  (ßZ)'^  J  {Mi^fj)  Null  werden?  Angenommen,  es  wäre  der  Fall,  so 
würde  dies  Verschwinden  offenbar  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Werthe  a  eintreten.     Somit  hätten  wir  eine  in  den  a  identische  Gleichung 
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Nnn  ist  es  aber  eine  fundamentale  Wahrheit  ans  der  Theorie  der 
Gleichungen,  dass  zwischen  den  symmetrischen  Functionen  Mk  von  m  Ele- 
menten keine  identische  Relation  der  obigen  Art  bestehen  kann,  wenn 
nicht  von  vornherein  in  derselben  alle  Entwiokelungsglieder  verschwinden. 
Es  kann  also  die  letzte  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  sämmtliche  Ent- 
wickelungsproducte  U^M^^f^  links  durch  Verschwinden  eines  ihrer  Fae- 
toren  ^tj^^i  Null  werden,  mit  andern  Worten:  wenn  die  Determinante  so 
viele  Nullen  enthält,  dass  von  vornherein  ihr  Verschwinden  ersichtlich  ist 

Wir  haben  jetzt  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  eine  Determinante  ^/(iüf/^«^)  nach  den  a  entwickelt,  und 
die  zusammenziehbaren  Entwickelungsglieder  —  es  sind  Producte  der  a 
gemeint  —  immer  in  ein  Glied  vereinigt,  ergiebt  sich  ein  vollständig  addi- 
tives Aggregat  Gleich  Null  kann  der  Werth  desselben  nur  dann  sein, 
wenn  die  Determinante  wegen  Nullwerdens  einer  genügenden  Anzahl  von 
Termen  ^i^tj^  verschwindet 

Daraus  folgt,  vorausgesetzt,  dass  nicht  dieser  specieUe  Fall  des  Null- 
werdens eintritt: 

Der  Werth  der  Determinanten  ^  {Mf^t^  ist  jedenfalls  positiv,  wenn 
die  Elemente  a  sSmmtlich  positiv  sind. 

Häufiger  als  die  Functionen  M  bieten  sich  in  unseren  Determinanten 
die  Coefficienten  a  einer  Gleichung  j 

a?«  -f  aj  «"-*  -f  Oj «"  -  2  +  ^ . .  +  ^  :=  0 

dar.  Setzt  man  die  Elemente  a  gleich  den  Wurzeln  der  Gleichung,  so 
gehen  die  Determinanten  J  (Mjt)  und  ^  (Mjci)  in  entsprechende  Determi- 
nanten ^  {a)  über,  indem  man  in  einer  Zeile  um  die  andere,  in  einer  Co- 
lonne  um  die  andere  die  Glieder  mit  —1  multiplicirt.  Dabei  mflesen  die 
Glieder  Mk  mit  geradem  h  positives  Vorzeichen  behalten.  Es  ist  weiter 
leicht  ersichtlich,  dass  jede  Determinante  J  (Mi^,^  durch  eine  hinlängliche 
Anzahl  von  passend  ausgeführten  Multiplicationen  mit  ^1  in  die  ent- 
sprechende Determinante  ^  (a)  übergeht,  und  umgekehrt 

Die  Werthe  von  Determinanten  ^(J^i^^^  und  entsprechenden  ^(a) 
unterscheiden  sich  daher  höchstens  im  Vorzeichen;  um  darüber  eh  unter- 
scheiden, vergleicht  man  am  einfachsten  das  Vorzeichen  der  beiden  ans 
den  Hauptdiagonalen  entstehenden  Entwickelungsglieder. 

Die  orthosymmetrischen  Determinanten  ^{pi)  speciell  sind  stets  vom 
nämlichen  Vorzeichen  wie  die  entsprechenden  Determinanten  d{M), 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  die  Homogenität 
der  jd  in  den  a  nachweist.  Man  multiplicire  in  dem  Schema  {Mk)  ii^nd 
eine  Zeile  mit  rr,  die  erste  darunter  stehende  mit  x^,  die  folgende  mit 
^etc. ;  die  erste  darüber  stehende  dagegen  mit  0^  =  1 »  die  zweite  mit  ar~\ 
die  dritte  mit  x'^^  etc.;  dann  lasse  man  jene  Colonne,  in  der  unverändertes  M^ 
steht,  unverändert  und  multiplicire  die  Colonnen  nach  rechts  wieder  mit 
fallenden»  nach  links  mit   steigenden  Potenzen   von  a;,  sodass  schliesslich 
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za  jedem  Gliede  Mk  des  ursprünglichen  Schemas  die  Potenz  o?^  triti  Dann 
ist  wieder  leicht  ersichtlich,  dass  jede  der  ans  dem  veränderten  Schema 
{^ik9ii  herausgehobenen  Determinanten  aus  der  entsprechenden  des  unver- 
änderten Schemas  entsteht  durch  Multiplication.  mit  einer  passenden  Potenz 
von  Xf  dass  also  in  der  Entwickelung  der  veränderten  Determinanten  bei 
jedem  Sntwickelungsproduct  die  nämliche  Potenz  von  x  vortritt,  somit  die 
Indicessnnime  der  M  in  jedem  Entwickelungsgliede  gleich  und  die  Homo- 
genitfit  der  Determinante  in  den  a  vorhanden  ist. 


XIX. 
Ssrmbolische  Zahlen  und  DoppelzaJilen. 

Von 

M.  Philippoff, 

Siad.  Math,  in  Heidelberg. 


Wenn  man,  analog  den  in  der  Theorie  der  algebraischen  Formen 
üblichen  symbolischen  Bezeichnungen  eine  jede  (homogene)  Form  mit  swei 
Variabein  durch  ihre  Coefficienten  darstellt,  z.  B.  statt  as[^  +  2hxy  +  ej^ 
einfach  (,)(a  2h  c)(y)  schreibt,  so  liegt  es  nahe,  diese  Schreibweise  auch  bei 
der  Ausführung  aller  algebraischen  resp.  analytischen  Grundoperationen  bei- 
zubehalten ,  was  in  sehr  einfacher  Weise ,  namentlich  durch  die  EinfÜhroBg 
der  NuUcoefflcienten  statt  fehlender  Posten,  zu  sehr  abkürzenden,  über- 
sichtlichen und  zwar  so  symmetrischen  Formeln  führt,  dass  dieselben  fast 
als  mnemonische  Regeln  gelten  können. 

Bei  dieser  Bezeichnung  entfällt  nämlich  vollkommen  die  sogenannte  Be- 
duction,  welche  bei  allen  algebraischen  Multiplicationen  und  Divisionen  die 
Hauptschwierigkeit  bildet  Selbst  in  pädagogischer  Hinsicht  kann  eine  solche 
Methode  für  die  Elementar- Algebra  empfohlen  werden,  da  sie  nichts  anderes  als 
eine  logische  Erweiterung  des  sogenannten  arabischen  Zahlensystems  ist. 

um   ein   Beispiel   zu   geben,   nehmen  wir  zuerst  die  bekannte  Trans* 

1 

formation  der  binomischen  Gleichungen  mittelst  der  Substitution  0  -f-  -=x. 

11  ^ 

Da  hier  sfi  +  -r^2  und  ;5^+  -^  =  a?  =  symbolisch  (10)  [Basis  des  Zahlen- 

Systems,   oder  anders  gesprochen  =l.a;  +  0],  so  erhalten  wir  den  Algo- 
rithmus Pq  =  2,  Pi  =  (10)  und,  wie  leicht  einzusehen,  P«+i  =  jj"»+  —  = 

symbolisch  (P„  P»i-i) ,  wo   Pm-i  statt  —  Pm-i  ßtehi 

*  Einige  Entwickelungen  und  Anwendungen  auf  die  elementare  Algebra  sind 
Ton  mir  noch  im  Jahre  1887  in  dem  Journ.  des  Math^m.  (Edition  Delagrare)  ge- 
geben worden. 
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Um  z.  B.  Pg  zu  berechnen,  verfahre  man  wie  folgt: 

10(0) 
2 


1 


1 0  2  (0) 

io 

1030(0) 
102 

l  0402(0) 
1030 

Das  heisst:  Man  füge  eine 
Nall  rechts  nnd  addire  die 
negativ  genommene  vorher- 
gehende Zahl  P. 


ip5+*  =105050  =a^-5ar^  +  a;. 
Man   kann   so   augenblicklich   die   Gleichung  ier^  —  1  =  0  auflösen ,  da 


nSmlich  hier  />3  »  1  0  2 

P,«     10 
1=       1 

llT, 

d.  h.  statt  der  binomischen  Gleichung  genügt  es,  die  quadratische  Gleich- 
ung iB*  +  af— 1=0  aufzulösen. 

Man  sieht,  wie  schnell  die  symbolische  Schreibweise  zum  Ziele  führt. 

um  aber  eine  viel  wichtigere  Erweiterung  dieser  Methode  zu  erhalten, 
betrachten  wir  zwei  quadratische  Symbole  aQaia^(x)  und  Z^o^i^aC^)  ^^^ 
X  resp.  nach  y  steigend.  Man  kann  das  Product  dieser  Symbole  als  einen 
Coordinatenausdruck  darstellen 


oder  ausführlich  geschrieben: 


(y) 


1) 


(«) 

o^Oq  a,6o  o«*o 

%^i  «i^  'h\        tf 
Oot,  o,6,  0,6,    / 


(y) 


/\ 


und  jede  weitere  Reduction  etwa  nach  x  Potenzen  ist  hier  überflüssig,  da 
ohne  Weiteres  klar  ist,  dass  jede  horizontale  Reihe  nach  x  von  links  nach 
rechts,  jede  verticale  Colonne  nach  y  von  oben  nach  unten  steigt;  dass 
die  Hauptdiagonale  **^  als  Resultante  des  x  =  und  y  \\  Steigens  nach  xy 


steigt  und  endlich,  dass  jede  zu  der  Hauptdiagonale  normale  ^  schiefe 
Reihe  eine  (homogene)  Form  der  beiden  Yariabeln  bildet.  Es  genügt  also 
die  Doppelzahl  1)  auf  verschiedene  Weisen  zu  lesen,  um  jede  gewünschte 
Reduction,  z.  B.  nach  x  Potenzen  sofort  zu  erhalten. 
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Setzt  man  speciell  y=^x  und  multiplicirt  man  nicht  nur  quadratische, 
sondern  beliebige  einfache  Symbole,  so  erhält  man  das  allgemeinste 
Multiplicationsgesetz  der  ganzen  Functionen. 

Als  Beispiel  diene  {a  +  hx  +  cx^  +  ,..y.  Da  hier  die  homogenen 
schiefen  Reihen  in  Bezug  auf  ^ie  Hauptdiagonale  offenbar  symmetrisch  sind, 
erhält  man  die  trianguläre  Doppelzahl: 


a« 


./ 


2ah    &« 
2ac    2hc    c^ 
2ad   2hd    2cd    cP 


welche  unmittelbar  die  Beduction  nach  x  Potenzen  giebt  —  man  möge  nur 
nach  den  erwähnten  schiefen  Reihen  lesen. 

Ganz   ebenso   werden   auch   die   irrationellen    Symbole   von  der  Form 
1  12. 

iiJSC«..*"  {x)  d.  h.  Ä  +  Bx"^  +  Cx'^  +  ...  behandelt,  nur  muss  man  den  ge- 
meinsamen Nenner  der  Exponenten  suchen  und  eine  gehörige  Anzahl  yon 
Nullen  einschalten,     um  z.  B. 

l  +  2j/x  +  3j/x^  +  5j/^^  mit  1  +  t/ x  +  2l/a? 

zu  multipliciren,  verwandle  man  das  Product 

(100  200  3005)  (70102)(j^ 

in  eine  rectanguläre  Doppelzahl,  was  sofort  das  Resultat 

7    0    1     14    2    2    21    4    3    35    6    5    0    10 

d.  h.  7  +  l/x^  +  etc +  10  ?/ «*«  geben  würde. 

Mittelst   analoger  Schreibweise   kann  man  die  Taylor'sche  Beihe  als 
eine  Erweiterung  der  Lagrange 'sehen  Bezeichnung  darstellen.      Schimbt 

man  nämlich  (n)  statt  — 7-^  und  ordnet  man  nach  h  Potenzen,    so  giebt 

die  Taylor 'sehe  Substitution: 

ic-^h  (0)  <!)•••  (")••• 

I  m=m 

X 

wo  (0)  (l)...(n)  eine  symbolische  Reihe  oder  einen  Operations-Symbol  dar- 
stellt. 

Da  aber  für  zwei  Variabein,  z.  B.  h  und  h  (resp.  x  und  y)^  die  Be- 

Ziehung  gilt  g^|gj^|  =  g^„,^^,  so  folgt  ohne  Weiteres,  dass  die  Sub. 

stitution  *+&y+ifc 

I     I  r(«,  y) 

00        y 

der  symbolischen  Multiplication 
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SOI 


(0)  (1)  (2)...  (m)... 


(0) 
(1) 


gleicbkomint,  wo 


in) 


Es  gilt  also  der  Satz: 


I     I  fi»,  y)  =  f{9>,  y) 

*    » 


00  10  20... 

01  11  21... 

02  12  22... 


and    das  dflrfte  wohl  der   einfaobste  Beweis  der  bekannten  Taylor 'sehen 
Bntwickelung  ftlr  zwei  Yariabelen  sein. 
Es  sei  speciell  die  Doppelzahl 


00  10  20... 

01  11  21... 

02  22  22... 


wo  mn  den  Coefficien- 
ten  von  «"y"  bezeich- 
net, 


(y) 


^^l^eben,   dann  lautet  der  Tajlor'solie  Satz,   nach  der  obigen  Sohreib- 
dargestellt: 

yyBas  Besnltat  der  Substitution      |       |    in  die  Doppelzahl  wird  durch 

s       y 

Anwendung  eines  Operations -Symbols  erhalten,  der  formell  ganz  ähnlich 
der  Doppelzahl  selbst  aussieht/' 

Wünscht  man  z.B.  den  Anfang  derCoordinaten  für  die  cubische  Doppelzahl 

0 

zu    verlegen,    so    dass 


F= 


(«) 


a  h  c  d 

e  f  9 

h  % 


x  +  h  und  y  +  ^  statt  x 
und  y  substituirt  werden. 


80   genügt  88,  den  Symbol 


(y) 

00  10    20    30 

01  11    21 

02  12 
03 

anzuwenden   und  man  berechnet  sehr  leicht  das  Resultat;  indem  man  z.  B. 
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a  b  c  d 

e  fg 

h  i 

m 

3 


(10) 


h  2e  Sd 
f  2g 

m 

f 


hat ,  80  dass  die  ganze  Operation  darch  einfache  Multiplicationen  der  Beibai 
und  Colonnen  mit  0,  1,  2,  3...  und  durch  einfache  Divisionen  entsteht, 
und  man  kann  fast  ohne  Rechnung  schreiben 


a  b  e  d 

e  fg 
h  i 

b  2e 
f2g 

• 

t 

3d 

c  3d 

g 

m 

3 

e  f  9 
2A  2i 

3i 

f2g 
2% 

g 

h  i 

• 

% 

Vä 


{X) 


(y) 

WO  die  Coefficienten  wieder  Doppelzahlen  mit  h  und  h  als  Coordinaten  sind 
und  wo  man  die  Rollen  von  (a;,  y)  mit  denjenigen  von  (h^  k)  umtaa8ch«n 
kann.  Man  kann  also  gewissermassen  von  einer  „  Positions- Algebra" 
sprechen. 

Ein  interessantes  Erlttuterungs- Beispiel  bieten  auch  die   Bernouilli- 

sehen   Zahlen   und  die  Bernouilli^schen  Functionen.     Der  Kürze  w^n 

B  S 

werden  wir  A^  =  +  ^^  Ä^^-^jj  u.  s.  w.  ,^reducirte  Bernouilli'scbe 

Zahlen*^  nennen. 

Die  Definitionsgleichung  (s.  z.  B.  Schlömilch^s  Compendium  Bd. II,  212) 

_  =  l_--i;  +  _li;«  — ...  etc.,  wenn  man  für  — ,   einfach    (m)  schreibt, 

e'  — 1  2        21  ml  ^    ' 

giebt,  symbolisch  geschrieben  (steigende  t;=  Symbole) 

0(1) _i _,.  j.      . 

0  (1)  (2)  (3)...~(1)  (2)  (3)..."^'^    »•••''^"• 

Also  giebt  das  für  conTergirende  Beihen  giltige  Mnltiplicationsgeset: 
der  Symbolzahlen: 
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2) 


1  = 


^1  I.     ^f  ^    ^1^  d  •  •  • 
^2 -'■     ^2^    ^2^*** 


/ 


W0il,2mr^t(2) 
n.  8.  w.  steht 


"■  21 


Nan  bemerken  wir,   dass  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  am 
zweckmfissigsten  in  folgender  Weise: 


d?|    X^  », »  Xn 


a,  a, 


•    •   •   •    • 


1 


k 


dargestellt  werden  kann. 

Jetzt   lese  man   die   Gleichungen  2)   nach   schiefen   Reihen 
bemerke,  dass  AQS=li  dann  erhSlt  man  das  Gleichungs- System 

jAq    •"!    -"2    ^3  •  •  •    I   -^ 


und 


2 

1 

0 

0  ... 

0 

3 

2 

1 

0  ... 

0 

4 

3 

2 

1  ... 

0 

5 

•      < 

4 

3 

•      1 

2  ... 

1     •     •     • 

0 

1 

^. 

^, 

•«3«»  • 

2     1 

0 

0... 

3 

2 

1 

0... 

4 

3 

2 

1 ... 

5 

4 

3 

2  ... 

wo  n  statt  — ;  steht  und  «t  ss bezeichnet,    um  jetzt  ^la  independent 

ZQ  berechnen,  bemerke  man,  dass  A^n-l  bei  n^l  gleich  Null  ist  (was 
man  leicht  beweisen  kann,  da  in  dem  Zähler,  der  eine  Determinantenform 
bat,  zwei  gleiche  Colonnen  oder  Reihen  hervortreten) ,  und,  da  die  Nenner- 


determinante 


100... 
210... 
321... 


=  1 


whilt  man  z.  B.  flir  Ä^  den  abkürzend  geschriebenen  Ausdruck: 


1002 
2103 
32li 
4325 


Da  aber  A^  = 


102 
213 
324 


=0, 


80  ist  auch  die  ünterdeterminante 


210 
321 
432 


Null,  also  ist  A^  = 


103 
214 
325 


".5!"*"  "•■8Ö~72 


720 
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und  allgemein 


^2m 


100... 
210... 
321... 

03 
0  4 
05 

2n-2 

1  2n 

2n-l 

2  2n+l 

WO 


2ii-2== 


2n 


(2n-2)I 
-1 


2ii! 

n.  8«  w. 


Mittelst  analoger  Betrachtungen  findet  man  ftlr  die  Bernouilli'sche 
Function   g>(Py  m)   oder  vielmehr  für   die   reducirte  Form    Ofjf^  m) 


m\ 


das  Gleichungs  -  System : 


1 

<P. 

*. 

<». 

<»4 

el 

1 

0 

0 

0 

«•2 

2 

1 

0 

0 

«»3 

3 

2 

1 

0 

•  •  • 

• 

•      • 

• 

•       • 

(-IJ 


Vergleicht  man  aber  mit  dem  i^- Systeme,  so  giebt  das  sofort 

h\ 
J^ii'^  =3         I     0(ßf^h)f       wo  aber,  da  h  eine  Snb- 

stitutionsYariable  ist, 
man  nicht  etwa  ^  in 
Factoren  zerlegen  kann. 


»k-i 


(Ä-1)! 


Speciell  hat  man  z.  B.: 


1^ 


^(*)=        1^(2»  V' 


(p  — _ und  substituire  —ei 

*  4!  o! 


I  u.  s.  w. , 


2^-1  (Ä-1)! 
um  die  allgemeine  Snbstitutionsformel  zu  prüfen,  nehme  man  s.  6. 

4! 

I  ,  dann 

41  3! 

^^  ~ — 72Ö~^~  ""  "■  720  "^  "**  ^®^®"  ^^^®' 

Es  sei  zum  Schlüsse  bemerkt,  dass  die  meisten  Eliminationsnaethoden, 
insbesondere  die  von  Sylvester,  Euler  und  Cayley,  aus  der  ange- 
gebenen Schreibweise  für  das  System  der  Oleichungen  und  aus  der  Hultipli- 
cation  mittelst  Doppelzahlen  sich  unmittelbar  ergeben,  was  keiner  beeon- 
deren  Erläuterung  bedarf. 


XX. 

Kleine  Beitrage  zu  den  Anwendungen  der  Methoden 

von  Grassmann.* 

Von 

R.  Mehmke 

in  Dannstadt. 


L  Ueber  die  Frojeetion  einer  BaumcnrTe  Ton  einem  ilirer  Pankte  ans. 

In  B  ö  k  1  e  n  's  Mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Mittheilnngen, 
Heft  ni,  8.  82,  1886,  hat  mein  Freund  W.  Franz  Meyer  bewiesen, 
dass,  wenn  man  eine  Baumcurve  C  von  einem  ihrer  Pankte  p  aus  auf 
eine  Ebene  E  projicirt,  die  beim  nothwendigen  Zerfallen  der  Projections- 
cunre  sich  absondernde  Gerade  keine  bestimmte,  sondern  eine,  durch  die 
Spur  der  in  |>  an  C  gelegten  Tangente  T  mit  der  Projectionsebene  gehende, 
im  üebrigen  aber  noch  willkttrliche  Gerade  ist.** 

Es  soll  ein  neuer  Beweis  für  diesen  Satz  gegeben  werden.  Ein  ver- 
änderlicher Punkt  X  der  Gurre  Iftsst  sich  in  der  Form 

x^p  +  iKpx  +  e.Pf,  +  ...,  (A<^<...), 

darstellen,  wo  t  eine  ver&nderliche  Zahlgr9sse  bedeutet.  Der  Pankt  Px 
liegt  auf  der  Tangente  T\  man  hat  il  =  1 ,  falls  p  ein  gewöhnlicher  oder 
wenigstens  kein  stationärer  Punkt  von  C  ist.*** 

Wenn  8  eine  sehr  kleine  Zahlgrösse  und  a  einen  willkttrlichen  Punkt 
bezeichnet,  so  stellt  c  =  f>+ J 

einen  in  sehr  grosser  Nähe  von  p  (und  zwar  auf  [pa])  liegenden  Punkt 
vor.  Diesen  Punkt  nehme  man  zum  Projectionscentrum.  Die  Projection 
Yon  X  auf  E  heisse  x^  dann  wird 


*  Vergl.  H.  Grassmann,  Ausdehnungslehre,  Berlin  1862,  namentlich  Ab- 
schnitt I,  Gap.  6.  Femer:  Peano,  Galcolo  geometrico  secondo  TAuBdehnangs- 
lehre  di  H.  Grassmann,  Torino  1888;  £.  W.  Hyde,  the  Directional  Calculus,  based 
upon  the  methods  of  Hermann  Grassmann,  Boston  (U.  S.  A.),  1890;  Peano,  Die 
Grundzüge  des  geometrischen  Galculs,  deatsch  von  A.  Schepp,  Leipzig  1891. 

"^  Vergl.  auch  Hauck,  „Ueber  den  Begriff  der  Projection  einer  geraden  Linie", 
diese  Zeitschr.,  Jahrg.  36,  S.  379,  1891. 

•*•  Vergl.  Henry  Fine,  On  the  singularities  of  curves  of  double  curvature, 
American  Jonmal  of  Mathematics,  t.  8,  numb.  2.  p.  156,  1886. 
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jc*  =  [cxE]  =  [(i>  +  ö .  a)  xE]  =  {jpxE]  +  5.[axE]j 

oder,  wenn  man  für  x  den  der  ersten  Gleichung  entnommenen  Werth  ein- 
setzt und  die  Abkürzungen 

[PPl^^PXi      [PPß^=Pfiy'i 

[apE]=^q,     [apiE]=qx,      [«jP/b^J  =  ff^, ... , 
gebraucht: 

X  =  t^.pX  +  i'^.p»  +  ...  +  i.(q  +  i^.ql  +  P'.qß  +  ...). 
Man  mache  nun 

wo  s  eine  sehr  kleine  Zahlgrösse,  k  eine  willkürliche,  aber  endliche  Zabl- 
grosse  bedeuten  soll.     Dann  kommt: 

x=: «^  {h^.pi  +q)  +  ^  Qcf^.pf,  +  ,..)  +  e«^ (Äl.  j^  +  ßM-^Ä?^.  q^  + ...). 

Man  sieht,  es  Iftsst  sich  s  so  klein,  d.  h.  das  Projections - Cenimm  in 
solcher  Nähe  von  p  annehmen ,  dass  x  dem  Punkte  (J^ .  p'x  +  q)  so  nahe 
kommt,  wie  man  will.  Weil  k  yerfinderlich  ist,  so  stellt  Q^.p'i  +  q)  ^^ 
(A-fach  zu  denkende)  gerade  Linie  [p'xq]  vor,  welche  daher  nach  dem 
Zusammenfallen  des  Projections-Centrums  mit  p  zur  Projection  der  Baiun- 
curve  C  auf  E  gehören  wird.  Von  den  beiden  Punkten  p'i  and  q  dieser 
Geraden  fftUt  der  erste  (wegen  p'ji=  [ppxÜ])  in  die  Projection  des  Punktes ^i 
von  p  auf  JS7,  oder  weil  pX^  wie  oben  bemerkt,  auf  der  in|>  an  C  gelegten 
Tangente  sich  befindet,  in  die  Spur  dieser  Tangente  mit  der  ProjectiooS' 
ebene;  der  zweite  ist,  ebenso  wie  der  Punkt  a,  dessen  Projection  er  bildet, 
unbestimmt.  Man  kann  die  sich  absondernde  Gerade  offenbar  als  die  Spnr 
der  Ebene  [ppx€i]j  und  diese  als  die  Verbindungsebene  der  Tangente  T=[p|)2l 
mit  der  unbestimmten  Geraden  [ap]  betrachten,  welch*  letztere  den  Weg 
bezeichnet,  auf  dem  das  ursprünglich  nicht  in  der  Curve  liegende  Projee- 
tions-Centrum  c  dem  Punkte  p  sich  nähert. 

IL  Yerallgemeinemng:  Transformation  einer  dnroli  einen  ,,Fiui4aniental. 

pnnkt^^  gellenden  Carre* 

Die  Projection  x  eines  Punktes  x  von  dem  Centrum  c  auf  die  Ebene  £ 
wird  durch  die  Gleichung  _ 

x^[cxl!\ 

geliefert.     Setzt  man  in  derselben  x=^c^  so  kommt 

^=[ccE\^0. 
Dem  Centrum  einer  Projection  vergleichbar  ist  daher  bei  einer  durch 

x==f{x) 

gegebenen   beliebigen    Punkt -Transformation  jeder   Punkt   c,    welcher  die 
Bedingung 
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erftült  Einen  solchen  Pnnkt  wollen  wir  einen  Fandamentalpnnkt  der 
betreffenden  Transformation  nennen.  Verschwinden  auch  noch  die  (n  — 1) 
ersten,  aber  keine  höheren  Ableitungen  von  f{pii)  nach  x  identisch  für 
jc  =  c,  d.  h.  ist 

m =0,  r'(c) = 0, . . .  /-«-«(c) = 0, 

dagegen  /^"^(c)  nicht  Null,  so  möge  c  ein  Fandamentalpnnkt  n^*'  Ordnung 
jener  Transformation  heissen. 

untersuchen  wir  nun,  in  welcher  Weise  die  Transformirte  einer 
(ebenen  oder  räumlichen)  Curve  C  zerföllti  wenn  ein  Punkt  p  derselben 
mit  einem  Fundamentalpunkt  fi^'  Ordnung  der  angewendeten  Trans- 
formation zusammenrückt.  Der  Abwechslung  wegen  soll  dieses  Mal  der 
Fundamentalpunkt  als  fest  angesehen,  die  Curve  dagegen  yerschoben 
werden.  Angenommen,  die  Curve  C  habci  nachdem  die  Verschiebung 
zuletzt  in  der  Richtung  der  (mit  der  Länge  Eins  versehen  ge- 
dachten) Strecke  a  erfolgt  war,  ihre  endgiltige  Lage  erreicht,  d«  h.  es 
sei  jp  zu  einem  Fundamentalpunkt  fi^*'  Ordnung  der  Transformation  x=^f{x) 
geworden.  Ein  veränderlicher  Punkt  x  der  Curve,  dem  wir  den  Maass- 
werth  oder  das  Gewicht  Eins  beilegen  wollen,  sei,  wie  unter  Nammer  1, 
gegeben  durch 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Curve  wieder  um  einen  sehr  kleinen  Be- 
trag i  rückwärts  geschoben,  dann  kommt  x  in  die  Lage 

fl?^  =  a?  —  d .  a 

zurück.    Dieser  Punkt  wird  durch  die  Transformation  übergeführt  in 

a?^  =  /"(a?  —  i.a)  =  f{x)  —  i,f  [x)a. 

Es  ist  aber,  wegen 

«1>)  =  0,    Ap)  =  0,    r(i>)  =  0,.../(«-«)(p)  =  0: 

=  1  f(«)(p)(<*.j)i+..0«+^j^^ 


n*)==(;r:rT)i  Z'^"' W  (^^--P^  + --0"-' +  ••• 


folglich 


20* 
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Setzt  man  wieder 

so  ergiebt  sich 

x^  =  a"*  — —  (Ä^  ./<«)  (p)pi»  —  n./t")  (pjpji""*  a)  +  ... 

Die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  haben  sämmtlich  Potenzen 
von  s  zu  Factoren,  deren  Exponenten  grösser  als  nX  sind.  Es  kann  daher 
f  so  klein,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Curve  in  solcher  N&he  ihrer 
Endlage  angenommen  werden ,  dass  der  Punkt  x^.  dem  Punkte 

(h^  ./^»)  (;>)Pz"  -n-Z-c»)  Cp)px^-'  d) 

so  nahe  kommt,  wie  man  will.  Lttsst  man  h  sich  verändern,  so  dardi- 
läuft  dieser  Punkt  die  (wegen  des  Auftretens  von  h^  A-fach  zu  denkende) 
Verbindungsgerade  der  Punkte 

/t»)  (|))^*«     und    /<")  (i>)i?Z"  "^  a , 

von  welchen  der  erstere  bestimmt^  der  letztere  aber  unbestimmt  ist,  weil 
er  von  der  willktlrlichen  Richtung  der  Strecke  a  abhängt. 

Wir  haben  soeben  nachgewiesen^  dass  von  der  transformirten  Curve 
eine  Gerade  sich  abspaltet,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  ohne 
jedoch  völlig  bestimmt  zu  sein.  Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten, 
ob  diese  Gerade  innerhalb  eines  Strahlenbündels  unbestimmt,  oder  ob  sie 
(wie  in  dem  unter  Nummer  1  behandelten  besonderen  Falle)  auf  eine  be- 
stimmte Ebene  beschränkt  ist.  Letzteres  trifft,  wie  sich  zeigen  wird, 
allein  zu. 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  mit  L  den  Lückenausdruck  f^'^(p)  Pi*~\ 
der  nach  AusflUlung  seiner  einzigen  Lücke  durch  einen  Punkt  wieder  in 
einen  Punkt  übergeht,  also  eine  lineare  Transformation  (Collineation)  vor- 
stellt, so  erhalten  wir  für  die  beiden  Punkte,  deren  Verbindungslinie  die 
in  Bede  stehende  Gerade  ist,  die  Darstellungen 

Lpi  und  La. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  zu  beweisen,  dass,  wenn  für  a  der  Reibe 
nach  drei  beliebige,  aber  unabhängige  Strecken  a^,  Og«  03  gesetzt  werden, 
die  hervorgehenden  Punkte  La^^  La^,  La^  mit  dem  Punkte  Lpi  in  einer 
Ebene  liegen. 

Zuerst  soll  gezeigt  werden,  dass  Lp  verschwindet. 

Wir  müssen  davon  ausgehen,  dass  f(x)  eine  homogene  Function  ist. 
Multiplicirt  man  nämlich  den  Punkt  x  mit  irgend  einer  Zahlgrösse  tf,  wo- 
durch er  seine  Lage  nicht  ändert,  so  darf  natürlich  auch  der  zugeordnete 
Punkt  x=^f{x)  seine  Lage  nicht  ändern,  d.  h.  es  muss  eine  Gleichung  der 
Form  f(^ax)  =  r  f{x) 

bestehen,  worin  die  Zahlgrösse  t  von  a,  aber  nicht  von  o;  abhängt.  Leitet 
man  diese  Gleichung  nach  a  ab  und  setzt  nachher  o  =  l,  so  kommt  bei 
Anwendung  der  Abkürzung 
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dt 

(r=rl 

nnd  hieraas  folgt  dnrch  (fi  —  1)- malige  Ableitung  nach  xi 

/•(n)  (aj)  a?  =  (p  -  fi  + 1) /^»-' («)  • 
Setzt  man  hierin  |>  an  Stelle  von  Xy  so  ergiebt  sich  (wegen  /'(''~^)(p)  =  0) 

oder  nach  Multiplication  mit  Px"~^* 

f  (")  (p)  pp^^  -1  =  /•(»)  (i>)i)i— ^  p  =  2^i>  =  0 . 

Es  ist  jetzt  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Lage  des  Punktes  Lp^  allein 
von  der  in  p  an  die  Curve  C  gelegten  Tangente,  nicht  von  der  zufälligen 
Lage  des  Punktes  pi  auf  dieser  Tangente  abhängt.  Denn  ersetzt  man 
letzteren  Punkt  durch  irgend  einen  anderen  auf  der  Tangente,  etwa 

g  =  p  +  p.Px, 
so  kommt 

welcher  Punkt  mit  Lpi  zusammenfällt.  Wir  dürfen  daher  annehmen ,  dass 
Pl  ein  endlicher  Punkt  sei,  in  welchem  Falle  dieser  Punkt  und  die 
Strecken  a|,  a^,  a^  linear  unabhängig  sind,  also  |>  aus  ihnen  liuear  ab- 
geleitet werden  kann.     Man  schreibe  etwa 

Dnrch  Multiplication  mit  L  folgt  hieraus 

Demnach  liegen  die  vier  Punkte  Xp;i,  La^^  La^y  La^  in  einer  Ebene, 
w.  z.  b.  w.* 

Die  Ergebnisse  zusaipmenfassend ,  können  wir  sagen: 

Besitzt  eine  Punkt-Transformation  einen  Fundamental- 
punkt (beliebiger  Ordnung)  p,  und  wendet  man  diese  Trans- 
formation auf  eine  durch  p  gehende  Curve  (7  an,  so  zerfällt 
die  Transformirte,  indem  (gleichgiltig,  ob  (7  in  p  einen  ge- 
wöhnlichen oder  einen  singulären  Punkt  hat),  eine  Gerade 
sich  absondert,  welche  in  einer  bestimmten  Ebene  liegt  und 
durch  einen  bestimmten  (von  der  in  p  an  C  gelegten  Tangente 
abhängigen)  Punkt  geht,  im  üebrigen  aber  noch  willkürlich  ist. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  von  den  Fällen  abgesehen  worden^  in 
welchen  die  zu  transformirende  Curve  C  in  p  eine  Fundamental-Linie  oder 
Fnndamentalfläche  der  Transformation  (d.  h.  eine  von  Fundamentalpunkten 

*  Man  bemerkt,  dass  L  eine  ausgeartete  GoUineation  liefert,  bestehend  in 
einer  Protection  oder  einer  Aufeinanderfolge  von  solchen,  mit  p  als  erstem 
Centrom. 
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erftlllte  Linie  oder  Fläche)  berührt  oder  oscnliri  Obwohl  die  Untersuch- 
ung auch  in  diesen  Fällen  mit  den  oben  angewendeten  Hilfsmitteln  ohne 
Schwierigkeit  sich  durchführen  lässt,  so  wollen  wir  doch,  um  nicht  n 
weitläufig  zu  werden,  davon  hier  absehen.  Es  werde  nur  bemerkt,  dass 
in  den  erwähnten  Fällen  die  sich  absondernde  Gerade  unbestinunt  zu  sein 
aufhören,  oder  ganz  in  Wegfall  kommen  kann. 

Die  verwandte'  Frage,  wie  die  Transformirte  einer  durch  einen  Fa&- 
damentalpunkt  p  gehenden  Fläche  zerfällt,  kann  entsprechend  behandelt 
werden.  Man  findet,  dass  'im  Allgemeinen  eine  Ebene  sich  absondert, 
welche  durch  eine  bestimmte  (von  der  in  p  an  die  gegebene  Fläche  gelegten 
Tangentenebene  abhängige)  Gerade  geht,  im  üebrigen  aber  unbestimmt 
bleibt. 


Nachsatz 

zu  dem 

Beitrag  zur  systematischen  Behandlung  der  ebenen 

Bewegung  starrer  Systeme. 

Von 

Prof.  Dr.  ßODENBEBG 

in  HannoTer« 


(Siehe  diese  Zeitschrift  Jahrg.  1892  4.  Heft  S.  218  flgg.) 


Auf  8»  226  und  227  der  in  Bede  stehenden  Arbeit  habe  ich  gezeigt, 
dass  eine  Gruppe  Ton  3fi  — 5  Normalstrahlen,  welche  eine  P"  bestimmt, 
stets  eine  Ornppe  von  3p  — 5  Strahlen  aufweist,  welche  eine  Fp  bestimmt, 
wop^ll  ist*|  und  weiter^  dass  die  3fi  — 4  zur  Bestimmung  der  Pol- 
configuration  il"  nothwendigen  Strahlen  stets  solche  3p  — 4  aufweisen, 
welche  eine  27?  bestimmen,  wop^l3  ist*  Diese  Thatsache  veranlasste 
mich  zu  der  Behauptung,  dass  nun  auch  die  Construction  der  F^^  und  IP^ 
ans  den  nachgewiesenen  Normalstrahlen  mit  den  grössten  wesentlichen 
Schwierigkeiten  verknüpft  sei,  indem  ich  annahm,  dass  bei  ungünstigster 
Wahl  der  Bestimmungsstücke  diese  Schwierigkeiten  mit  der  Sjstemzahl  ent- 
weder wachsen  oder  sich  gleich  bleiben  müssten.  Diese  Annahme  erweist 
sich  als  nicht  völlig  zutreffend,  man  kann  nttmlich  noch  Gruppen  von 
Normalstrahlen  zu  zehn  und  elf  Systemen  bilden,  bei  welchen  das  auf 
S.  227  zur  Bildung  der  F  und  77  angegebene  Verfahren  einer  Erweiterung 
bedarf.  Daher  möge  es  erlaubt  sein,  noch  einmal  auf  den  Gegenstand 
zurück  zu  kommen. 


*  Die  starre  Verbindung  von  n  Systemen,  das  einfache  Fachwerk,  wird  durch 
3n-3  =  8(n-l)  höhere,  nicht  zwangläufige  Elementenpaare  (S.  221)  bewirkt. 
In  der  Riga'schen  Industrie -Zeitung  1891  Nr.  7  und  18  ist  gezeigt,  dass  unter 
jenen  Elementeupaaren  stets  8(p  — 1)  solche  vorbanden  sind,  welche  die  starre 
Verbindung  yon  p  jener  Systeme  bewirken,  wo  p^lb  ist.  In  der  gegenwärtigen 
Entwickelung  ist  der  geometrische  Ausdruck  „Normalstrahl**  anstatt  „Elementen- 
paar** der  Gleichmässigkeit  wegen  beibehalten,  obgleich  keine  Bewegung  mehr  mög- 
lich ist  Ein  Fachwerk  von  unbestimmter  unendlich  kleiner  Verschiebbarkeit  liegt 
vor,  wenn  die  8(n— 1)  Strahlen  einer  F"  angehören,  und  dann  treten  auch  diese 
Normalstrahlen  in  ihrer  ursprünglichen  Bedeutang  wieder  hervor. 
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Wir  beginnen  mit  den  F"  und  erinnern  daran,  dass  das  Auftreten 
eines  Systems,  welches  mit  den  übrigen  nur  durch  die  Minimalzabi  yon 
drei  Normalstrahlen  verknüpft  ist,  keine  wesentliche  Erhöhung  der  Schwierig- 
keit in  der  Herstellung  von  T"  herbeiführen  kann ,  da  nach  3)  die  F"  ans 
der  r^"^  der  übrigen  Systeme,  welche  schon  bestimmt  ist,  leicht  abgeleitet 
werden  kann.  Andererseits  kann  —  und  das  war  nicht  ausreichend  be* 
achtet  —  die  Anzahl  der  Nofmalstrahlen ,  welche  ein  System  mit  anderen 
yerknüpfen,  mit  wachsendem  n  beliebig  weit  getrieben  werden,  wie  schon 
die  Gruppe  auf  S.  226  beispielsweise  zeigt.  Denkbar  ist  also  die  folgende 
Gruppe  von  a.h  Strahlen  zu  a  +  h  Systemen:* 

1,  a+1        2,  a+1        3,  a+1...     a,  a+1 

1,  a  +  2        2,  a  +  2        3,  a  +  2         a,  a  +  2  ^   ... 


l,  a  +  h        2,a  +  h        3,  a  +  6  a,  a  +  6  I 

Die  Annahme ,  a  oder  h  sei  gleich  3 ,  ist  nicht  zu  berücksichtigen,  da 
sie  auf  die  S.  226  angegebene  Gruppe,  nennen  wir  sie  (?a^^,  führt.  Zar 
Bestimmung  der  r^+*  dieser  Systeme  sind  3(a  +  6)  — 5  Normalstrahlen 
nothwendig,  und  es  können  daher  die  drei  Fälle 

3(a  +  6)-5^a6 

eintreten.  Im  ersten  Falle  ist  für  die  gewählten  Zahlen  offenbar  die  Grappe 
unmöglich  als  gegeben  anzunehmen,  im  zweiten  bestimmt  sie  genau  F''^^ 
Im  dritten  können  die  überschüssigen  Normalstrahlen  —  setzen  wir  ihre 
Anzahl  3(a  +  ö)  — 5— a5  =  c  —  noch  zur  Heranziehung  von  c  weiteren 
Systemen  benutzt  werden,  indem  wir  von  jedem  Systeme  3  +  1=4  Strahlen 
in  Bezug  auf  4  der  a  +  5  Systeme  geben;  denn  dann  ist  die  r«+*+*  ge- 
rade bestimmt,  da  mit  dem  Anschlüsse  jedes  der  c  Systeme  sich  die  An- 
zahl der  überschüssigen  Normalstrahlen  um  eins  verringert  hat 

Im  Falle  a  oder  5  =  4  ist,  hat  ersichtlich  nur  c=0  einen  Sinn;  sind 

a  und  h  grösser  als  5,  so  könnte  man  noch  von  ^  Systemen  je  fünf  Normal- 
Strahlen  geben,  u.  s.  w.  Aber  derartige  üeberlegungen  erweisen  sich  als 
nnnöthig,  da  a  und  h  innerhalb  ganz  enger  Grenzen  liegen.     Wir  setzen  jetxt 

3(a  +  ö)-5  =  a.&  +  c...  a,  ö>3,     - 

und  lösen  nach  einer  der  Grössen  a  und  h,  etwa  &,  auf: 
I)  2,  =  ___... 

Mit  der  folgenden  Substitution  der  Werthea  =  4,  5,...  hatmannon 
so  lange  fortzufahren ,  bis  6  <  a  wird ,  da  höhere  Werthe  dann  wegen  der 
Symmetrie  der  Gleichung  in  Bezug  auf  a  und  h  nichts  Neues  liefern. 

*  Da  keine  Verwechselung  mit  Polen  eintreten  kann,  ist  der  Strich  in  der 
Bezeichnung  des  Normalstrahles  ik  weggelassen. 


( 
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a  = 


4,  6«7,  c  =  0,  a  +  h 
15        25 


Qß^y 


11  =  11  ergiebt  die  Gruppe 
35        45 


16       26       36       46 


fl  = 


IXI     2X1 
5,  6  =  5,  c=0,  a  +  6  = 

16        26 


ft 


10 


17        27 


3X1     4X1 

fi  =  lO  ergiebt  die  Gruppe 

36  46        56 

37  47        57 


IX       2X       3X       4X       5X 

Hier  ist  die  Constraction  von  f^^  ans  Qy^^  entschieden  schwieriger 
als  diejenige  von  F^^  aus  ff«**  oder  Gß^^]  denn  in  Gy^^  liegen  von  den 
ersten  sechs  Systemen  nur  fünf  Normalstrahlen  vor ,  während  in  Ga^^  deren 
zehn,  und  in  Gß^^  deren  acht  vorhanden  sind.  Die  Construction  von  F^^ 
geschieht  nach  Analogie  des  auf  S.  227  mitgefcheilten  Verfahrens  durch 
willkürliche  Wahl  von  13  —  5  =  8  Strahlen  der  ersten  sechs  Systeme, 
welche  die  Ermittelung  einer  F'^  ermöglicht.  Diese  F'^  führt  dann  nach 
Heranziehung  von  17,  27,  37,  47  zu  einer  JI'^.  Um  57.  zu  berücksich- 
tigen ,  wiederhole  man  das  ganze  Verfahren  unter  Abänderung  der  gewählten 
acht  Strahlen,  wodurch  eine  zweite  iZ'"'  gewonnen  ist,  deren  Verknüpfung 
mit  If^  zu  einer  F"^  führte  und  diese  bestimmt  im  Verein  mit  57  eine  11'"^^ 
welcher  die  sämmtlichen  Normalstrahlen  der  sieben  ersten  Systeme  an- 
gehören. Nun  ist  behufs  Gewinnung  einer  zweiten  Configuration  derselben 
Art  das  ganze  Verfahren  zu.  wiederholen,  und  die  Verknüpfung  beider  IV 
führt  dann  endlich  zu  einer  F'""^^  der  die  sämmtlichen  Normalstrablen  der 
sieben  ersten  Systeme  angehören.  In  gleicher  Weise  hat  man  fortschreitend 
auch  die  folgenden  drei  Reihen  einzuflechten.  Da  das  etwas  einfachere 
Verfahren  der  Bildung  von  F'^  aus  Gß^^  genügend  durch  das  soeben 
Erörterte  gekennzeichnet  ist,  so  gehen  wir  nicht  näher  darauf  ein. 

Eine  nähere  Untersuchung  verdient  hingegen  noch  die  Gruppe  P"  von  3  n — 4 
Normalstrahlen,  welche  eine  i7"  und  diejenige  8"  von  3(n— 1)  Normalstrahlen, 
welche  ein  einfaches  Fachwerk  bestimmt.    Die  Bestimmungs-Gleichung  1)  wird 


für  P»...   6  = 


n 


S»..;  ö  = 


3a-4-c 

a-3     ' 

3(a-l)-c 

a-3 


da  in  I)  offenbar  nur  die   auftretende  Zahl  5  durch  4,  bez.  3  ersetzt  zu 
werden  braucht.     Die  sich  ergebenden  Gruppen  sind  diese:* 


*  Hiersa  kommen  dann  noch,  der  Entwiokelang  auf  S.  227  entsprechend,  Pa^' 
and  Sa^^^  letztere  aus  P«*'  durch  Beifügung  der  Strahlen 

IXIV      2  XIV      3  XIV 

hervorgehend.  ^^^      «XV       8XV 


XIV      XV 
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a= 


4,    6  =  8,     c  = 

15 


P*"... 


16 


0,    a  +  l  =  n  =  12, 

25  35        45 

26  36        46 


3n-4  =  32 


a  = 


IXII    2  XII    3  XII   4xn 
5,    5  =  5,    c  =  l,    n  =  a  +  h  +  c=n,    3ii-4=29 


16 

26 

36 

46 

56 

17 

27 

37 

47 

67 

p  *1 

^^  V          •  •  • 

IX 

2X 

3X 

4X 

5X 

IXI 

2X1 

3X1 

4X1 

& 


=  4,    J  =  9, 


V'. 


0=0,    a  +  b=:n 

15  25       35 

16  26       36 


13. 
45 
46 


3(n-l)=36 


IXIII  2XIII  3XIII  4XIII 

o  =  5,    ft  =  6,    c  =  0,    a  +  ft  =  n  =  ll,    3(n-l)  =  30 

16   26   36   46   56 
„ ,,    17    27   37   47   57 


a  =  5,    Z)s=5, 


1X1      2X1     3X1 
c=2,    a  +  h  +  e  = 


Si"... 


16 

17 


26 

27 


36 
37 


4X1     5X1 

n  =  12,    3(«-l)  =  33 

46  56 

47  57 


IX       2X       3X       4X      5X 

1X1     2X1      3X1     4X1 

IXII  2XII  3XIi;  4XII 
Werfen  wir  noch  schliesslich  einen  Blick  anf  die  geschlossenen  Glieder- 
Vielecke,  welche  in  kinematischen  Ketten  und  Fachwerken  auftreten.  Unter 
einem  solchen  Vieleck  wird  eine  Gmppe  von  Gliedern  verstanden,  von  denen 
ein  beliebiges  mit  zweien  der  übigen,  aber  nur  mit  diesen,  durch  je  «» 
kinematisches  Elementenpaar  verbanden  ist.  Beim  alleinigen  Auftreten  toi 
höheren,  nicht  zwanglKufigen  Elementenpaaren  ist  das  Gliedervieleok  dnek 
den  Cyklus 
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ihy    klf     Im^.,.    ei 

Yon  Normalstrahlen  gekennzeichnet.  Die  Minimalzahl  von  Strahlen ,  welche 
ein  solcher  Cjklns  in  Pa^^  und  Sa^^  fasst,  ist  drei,  wie  z.  6.  14,  45,  51 
zeigt;  hei  allen  übrigen  Gruppen  ist  diese  Zahl  vier,  wie  z.  B.  14,  42,  25,  51. 

Sollen  andererseits  nnr  Drehpaare  auftreten ,  so  ist  die  Gliederverbind- 
ang  ans  der  gefundenen  nach  S.  222  durch  Einschalten  eines  neuen  Gliedes 
ftir  je  ein  beseitigtes  höheres  Paar  herzustellen;  d.  h.  aus  einem  Glieder- 
dreieck wird  ein  Sechseck;  aus  einem  Viereck  wird  ein  Achteck.  Folglich: 
Enthält  eine  zwanglttufige  kinematische  Kette  oder  ein  einfaches  Fachwerk 
Dar  höhere,  nicht  zwanglSnfige  Elementenpaare,  und  tritt  kein  Glieder« 
dreieck  auf,  so  ist  eine  Reihe  von  Gliedervierecken  vorhanden;  kommen 
andererseits  nur  Drehpaare  vor  und  tritt  kein  Gliederviereck f  -fünfeck, 
-Sechseck,  -Siebeneck  auf,  so  ist  eine  Reihe  von  Gliederachtecken  vorhanden. 
Hiemach  ist  das  a«  a;  0.  in  der  Biga'schen  Industrie -Zeitung  gegebene 
Resultat  abznSndem. 

Hannover,  den  16.  August  1892. 
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XY.  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Cnrve  2*^  Ordnung 

und  Tangenten  ans  einem  Pnnkte. 

Die  Curve  2'®'  Ordnung  sei  wie  in  der  Mittheilung  X  des  3.  Heftes 
durch  einen  Brennponkt  0,  seine  Directrix  {d)  und  H  gegeben. 

Wir  beschreiben  aus  0  mit  beliebigem  Radius  einen  Kreis.    Derselbe 
entspreche  dem  gegebenen  Kegelschnitt  in  einer  centrischen   Collineation. 

welche  0  zum  Centrum  und  d  zu 
einer  Gegenachse  hat.  Dann  sind 
HH^  ein  entsprechendes  Ponkte- 
paar.  Die  Tangente  t  in  H  vi 
den  Kegelschnitt  —  d.  h.  die  Linie 
WG  —  trifft  die  Tangente  („ 
welche  in  H^  den  Kreis  berührt, 
in  einem  Punkte  8  der  Collinea- 
tionsachse  8.  Somit  ist  diese  und  die 
Collineation  bestimmt.  Wir  zeich- 
nen in  ihr  zu  der  gegebenen  Ge- 
raden ND  die  entsprechende.  Sie 
geht  durch  N,  ist  parallel  zu  Od 
und  schneidet  den  Kreis  in  zwei 
Punkten  P]Q|i  deren  entsprech- 
ende die  gesuchten  Schnittpunkte 
PQ  sind. 

Sollen  die  Tangenten  ans 
einem  Punkte  ji  an  den  Kegel- 
schnitt gezeichnet  werden,  so 
suchen  wir  zu  A  den  entsprechen- 
den Punkt  ^1  (der  Linie  6A 
entspricht  eine  Parallele  zu  OQ).  Wir  ziehen  aus  A^  die  Tangenten 
an  den  Kreis.  Ihre  correspondirenden  gehen  durch  A  und  berühren  den 
Kegelschnitt. 

Zürich.  Dr.  Bbtsl. 
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XVL  Die  kleinste  Ablenkung  im 

Wenn  es  auch  hierüber  nicht  an  Beweisen  gebricht,  synthetischen  und 
analytischen*,  so  will  ich  doch  den  mir  jüngst  beigefallenen  synthetisch- 
analytischen Beweis  mittheilen,  der  mir  durch  die  nach  Bad  au  benannte 
Methode  der  Darstellung  des  prismatischen  Strahlenganges  eingegeben  wurde, 
wie  auch  Lommel  im  Jahre  1875  einen  auf  diesem  Wege  gefundenen  Be- 
weis in  dieser  Zeitschrift  Bd.  20,  S.  212 — 215,  mitgetheilt  hat 

Ich  gehe  vom  symmetrischen  Durchgang  des  Lichtes  durch*s  Prisma 
ans,  für  welchen  das  zu  beweisende  Minimum  existirt  Hierbei  entsteht 
das  Deltoid  OABO^  welches  aus  den  gleichschenkligen  Dreiecken  OAC 
und  BAC  zusammengesetzt  ist;  OA  ist  der  einfallende,  OB  der  gebrochene 
Strahl,  00  die  Richtung  des  austretenden  Strahles;  ABC=y  ist  der 
brechende  Winkel,  AOC=d  der  Ablenkungswinkel.  Für  einen  Nachbar- 
strahl OB^  unterhalb  OB  ist  A^B^WAB  kleiner  als  AB^  weil  die  Schraffe  AiB^ 
der  mittleren  kleinsten  Schraffe   des   in   der   zweiten   Figur   dargestellten 

Fig.l. 


Fig.  2. 


Halbkreisringes  näher  liegt.  Aus  demselben  Grunde  ist  aber  BiCi\\BO 
grosser  als  BC,  (Im  vorletzten  Falle  giebt  die  Verlängerung  von  OA  der 
ersten  Figur  die  kürzeste  Schraflfe  ab,  im  letzten  Falle  die  Verlängerung 
von  00).  Der  vorletzte  Unterschied  x  ist  absolut  kleiner  als  der  letzt- 
genannte y,  wie  aus  der  ersten  und  zweiten  Figur  erhellt,  da  von  derselben 
Schraffe  aus  das  eine  Mal  näher  zur  kleinsten ,  das  andere  Mal  weiter  weg 
von  der  kleinsten  gegangen  wird  und  die  Schraffendifferenz  zusehends  wächst 
Es  ist  also 

^iC,^=={AB''X)^+{BG+yy''2{AB-x){BC+y)cosy 

and 


•  Im  Jahrgange  1890  des  Repertoriums  der  Physik,  S.  177  und  178,  hübe 
ich  bei  ähnlicher  Gelegenheit  einschlägige  Arbeiten  erwähnt. 
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AC^  =^AS^  +  BC^'-2AB.BO.co8y, 

woraus 

d.  i,     A^Ci'^  ACf  somit  auch  bei  0  der  Centriwinkel  i'^ö. 

Für  einen  Nachbarstrahl  OB^  oberhalb  OB  wird  geradeso  2C>>y  und 

A^C^*^A(P  +  4AB(X''p)8in*f^. 
Demnach  ist  der  Minimalwinkel  AOC  erwiesen. 

1.  Zusatz:  Dass  der  Minimumstrahl  innerhalb  des  Prismas  den  Winkel 
aller  vom  Punkte  0  aus  durchgangsföhigen  Strahlen  halbirti  wovon  ich  im 
Jahrgänge  1883  des  Bepertoriums  gehandelt,  sieht  man  auf  obige  Art 
so  zu  sagen  ohne  Weiteres  ein. 

2.  Zusatz:  Das  Kürzeste,  was  ich  als  zum  fraglichen  Minimum  ge- 
hörig bisher  gelesen,  steht  im  1.  Heft  des  neuesten  Jahrganges  der  Zeit- 
schrift für  phjs.  u.  ehem.  Unterricht,  S.  43,  abgedruckt  aus  der  engliscben 
Zeitschrift  „Nature**  yom  Jahre  1891  unter  dem  Namen  Kirkby.  Die 
beigegebene  Figur  bringt  nur  das  Dreieck  POQ  und  POQf  (s.  oben  Fig.  1), 
wobei  OQ  ein  oberhalb  des  in  meiner  Figur  symmetrisch  darchgehenden 
Strahles  gelegener  und  OQ  ein  unterhalb  gelegener  Strahl  sein  soll  und 
zwar  sind  beide  so  gewählt,  dass  APOQ^^APQ'O,  also 

PO'^PQ.PQ'. 

Alsdann  heisst  es:  Wenn  Q  mit  Q'  zusammenfftllt  (wie  in  meiner 
Figur),  so  wird  POsi^PQ.  Allein  daraus  schon  das  Minimum  oder 
Maximum .  zu  erschliessen ,  geht  meines  Erachtens  nicht  an ;  die  Entscheidimg 
zwischen  den  beiden  Letztgenannten  wird  dabei  ausdrücklich  dem  Yersuehe 
überlassen.  ^   ^^^  ^^  Augsburg. 


ZVn.    Der  fragwürdige  dritte  Regenbogen. 

In  der  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt, J.  1880,  S.  72,  berichtet  Heilermann  denselben  gesehen  zuhaben 
und  giebt  41^  und  46^  als  halbe  Oeffnungswinkel  x  der  Lichtkegel  an,  deren 
Spitze  im  Auge  des  Beobachters  und  deren  Basis  der  rothe  und  der  violette 
Saum  dieses  Bogens  seien.  Schellbach  dagegen  nennt  als  Besnltate  der 
Rechnung  in  dem  Texte  der  von  ihm  und  Engel  herausgegebenen  Zeich- 
nungen 37^  und  42^  («Darstellende  Optik",  Halle  1856,  H.  W.  Schmidt). 

Sind  i  und  r  der  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  der  Wasserkngel, 
so  ist  wegen  der  drei  B-eflezionen  innerhalb  der  letzteren 

f(;s=:7r  +  i  — 4r 

und  es  ergiebt  sich  für  Roth  (n  =  1,330)  der  Einfallswinkel  i  aus  der  Gleichung 

16  -  1,330«=  15 5m«i  als  i  =  76^56'  und  r  =  47«6'. 
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Für  Violett  (ii=  1,345)  genügt  es  bei  den  drei  Decimalen  geradezu*, 
wenn  man  1,345«  =  1,330« -2. 1,330.0,015  annimmt  (0,015»  weglSsst), 
woraus  bezw.  »  =  7636' und  r= 46^9' oder  rund  46^20'. 

Polglich  ist  für  Roth  2«?  =  137®  10'  und  für  Violett  2«?  =  142^38'  oder 
rnnd  142^40'  und  der  genannte  halbe  Oefifhungswinkel  bezw.  42^50' und  37^20'. 

Dieser  Winkel  öffnet  sich  zur  Sonnenseite  hin.  Heilermann  spricht 
die  Ansicht  aus,  dass  man  den  dritten  Regenbogen  wohl  meist  auf  der  falschen 
Seite  (auf  welcher  wirklich  der  erste  und  zweite  Regenbogen  sich  befinden) 
gesucht  und  dass  darum  nur  ein  einziger  Beobachter,  der  schwedische 
Physiker  Bergmann,  den  dritten  Bogen  bisher  gesehen  habe. 


Hof**tont . 


ar=  hO^ 


Da  ich  noch  nirgends  eine  Construction  für  den  dritten  Bogen  vor- 
fand, 80  habe  ich  eine  solche  angefertigt,  fttr  den  mittleren  (grünen)  Strahl. 
Ich  wählte  dafür  40®  als  halben  Oeffnungswinkel  x^  also  140®  für  2to.  Da- 
bei fand  ich ,  in  dem  Bestreben ,  die  Construction  einfach  zu  gestalten,  dass 
das  Deltoid  mit  dem  einen  Winkel  140®  und  dem  andern  11:^®  (|  von  90®) 


*  Vergl.  auch  meine  „Elementare Darstellung  des  (l.u.2.)  Begenbogens"  imBep. 
d.  Phys.  Y.  J.  1891,  S.Sll-314.  und  Lommel  desgl.  in  dieser  „Zeitschrift'S  Bd.  20, 
8.  216-220. 
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im  Centram  noch  ziemlich  genau  mit  den  oben  berechneten  Zahlen  stimmt, 
indem  z.  6.  hieraus  i^75|^  folgen  würde.  Demgemftss  theilte  ich  den 
Quadranten  links  unten  in  8,  beziehungsweise  16  gleiche  TheilOi  wodurch 
der  eintretende  weisse  und  austretende  grttne  Strahl  sich  ergiebt,  da  der 
erstere  horizontal,  der  letztere  symmetrisch  zu  ihm  gezeichnet  werden  muss. 
Der  Best  d.  i.  ^^  des  übrigen  Ereisumfanges  darf  dann  nur  mit  dem 
Zirkel  in  yier  gleiche  Theile  getheilt  werden,  um  die  drei  BeflexionsOrter 
zu  finden.  Wegen  des  yerhftltnissmässig  kleinen  Winkels  yon  11|>^  mus^te 
die  Grösse  des  Kreises  etwas  beträchtlicher  gewählt  werden,  als  dies  beim 
ersten  und  zweiten  Regenbogen  zu  geschehen  pflegt. 

Die  Breite  des  dritten  Begenbogens  würde  sich  mit  Einrechnung  der 
scheinbaren  Sonnengrösse  zu  6^  ergeben  (420  50'-370  20'+0<>30'),  wenn 
ihr  nicht  die  Mattigkeit  der  Farben  und  die  Störung  des  Auges  beim  Hin- 
sehen nach  der  Sonne  Eintrag  thun  würde. 

Jedenfalls  ist  Schellbach's  Angabe  gegenüber  Heilermann  be- 
stätigt ,  dessen  Irrthum  indess  als  blos*  praktische  Schätzung  nicht  be- 
deutend  erscheint.  A.  Kimz  in  Augsbnrg. 


Verlag  von  B*  6.  Teubner  in  Leipzig. 
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Ober  die  beiden  hauptsächlichsten 


WELTSYSTEME 


DAS    PTOtEMJÜSCHE  UND  »AS  KOPEENIKANISCHB 


VON 


GALILEO  GALILEI 


AUS    DEM  ITALIENISCHEN  ÜBERSETZT  UND  ERLÄUTERT 


VON 


EMIL  STRAUSS, 

ORl>'    LEHRER  AN  DER  REALSCHULE  „  PIULANIHROPIN  *•  IN  FRANKFURT  A.  M. 

[L.XXXIV  u.  586  S.l    gr.  8.   1892.   geh.  n.  ^  IG.— 

Merk'wärdigerwßisG  gab  es  bisher  keine  deutsche  Übersetzung  von  diesem 

_,       .         Buche    des  Vaters  der  modernen  Physik,  von  einem  Buche,  das  ebenso 

rafi-end    ist    durch  die  Bedeutsamkeit   seines  Inhalts,  wie  durch  die  Schön- 

-       j.    Porta,    das  seinem  Verfasser  so  viel  Kuhm  und  so  schwere  Leiden 

.  Und   doch  verdient  dasselbe  als  Quelle  der  vielen  landläufigen  Argumente 

j        ■U/^T^tf^mikanische  System,  als  farbenprächtiges  Gemälde  des  Ringens  mittel- 
tiir  das  Koj^t^-^*** 

1*  ."h   r   mit  neuzeitlicher  Weltanschauung,  als  Ausgangspunkt  für  eine  Menge 

"Ir   T   eher    Untersuchungen  der  Folgezeit  die  höchste  Beachtung.     Die  Dar- 

•   4.    crk    klar,   dass  die  meisten  Partien  einem  Primaner  völlig  verständlich 
Htellun^  is^   teu    '»^ 

j     ^-4^     iHn    eine  belehrende   und  anregende  Lektüre  bilden  \\^rden,  wie 
sind    und    tur     xixx* 

•f       der    Kulturhistoriker  in  keiner  Geschichte  der  Philosophie  eine  au- 

T   Vi  Schilderung  vom  Stande  der  damaligen  Naturphilosophie  linden  kann. 

-j,.    leitung*,   sowie  u.  a.  eine  biograjjhische  Skizze  Galileis  und  eingehende 

^^1      sachliche    Anmerkuno^en    erleichtern    das   Verständnis    und    die 
kistorische     una  o 

j«^.  "Werkes  und  berichtigen  mancherlei  irri^fc  Ansichten;  auch  Irrtümer, 
Wiirdig^uxig  des  y^  ^  ^  ° 

1   v,^    <>rkannt,  und  namentlich  In-tümer  eines  Mannes  wie  Galilei,  sind 
wenn  als   so  Jene   «^*         «.      t-- 

3    *r^rschafien  Einblick  in  die  Geschichte  der  Wissenschaft. 
belehrend   und   ver 


P.  von  Zeeh 

Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik 

nebst  Anfldgungen,  mit  175  Figuren  im  Text. 

Zweite  Auflage  unter  Mithilfe  von 

Dr.  O.  Oranz. 

Preis  ur  4.20. 

„Zechs  Mechanik"  ist  der  guten  Auswahl  ihrer  aus  dem  Leben  gegriffenen 
Aufgaben  wegen  längst  vorteilhaft  bekannt  und  weitverbreitet,  und  wira  in  der 
neuen,  mit  Figuren  und  Auflösungen  versehenen  Auflage  gewiss  noch  weitere 
Freunde  gewinnen. 

J«  B«  Metzlerscher  Verlag  in  Stuttgart. 
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XXI. 
Neue  Onindlagen  einer  allgemeinen  ZaMenlebre.* 

Von 

Dr.  J.  Kraus 

in  Darmstadt. 


Erste  Abhandlung. 


Wenn  a  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  Iftsst  sich 
bekanntlich  jede  beliebige  reelle  positive  Zahl  0  in  der  Form 

ansdrficken,  wobei  die  ai  positive  ganze  Zahlen  ^a  vorstellen  (die  Null 
eingeschlossen).  Man  sagt  dann ,  die  Zahl  e  sei  in  dem  Zahlensysteme  mit 
der  Grundzahl  a  dargestellt,  und  nennt  die  Zahlen  ai  die  Ziffern  von  g 
in  diesem  Systeme.  Jeder  Zahl  0  entspricht  in  jedem  Systeme  nur  eine 
einzige  derartige  Darstellung. 

Denkt  man  sich  eine  Zahl  in  allen  möglichen  Zahlensystemen  dar- 
gestellt, so  besteht  zwischen  den  Ziffern  je  zweier  Darstellungen  ein  be- 
stimmter gesetzmftssiger  Zusammenhang.  Im  Folgenden  soll  es  nun  unsere 
nächste  Aufgabe  sein ,  diesen  Zusammenhang  in  möglichst  allgemeiner  Form 
za  entwickeln.  Mit  anderen  Worten,  es  sollen  zunächst  die  allgemeinen 
Gesetze  der  Transformation  einer  Zahl  von  einem  Zahlensysteme  in  ein 
anderes  dargelegt  werden. 

Besitzt  ferner  eine  Zahl  eine  von  der  besonderen  Wahl  des  Zahlen- 
systemes  unabhängige,  also  durch  Transformation  in  ein  anderes  Zahlen- 
system sich  nicht  verändernde  („invariante'')  Eigenschaft,  stellt  sie  bei- 

*  Unter  diesem  Titel  beabsichtigt  der  Verfasser  eine  fortlaufende  Reihe  von 
arithmeÜBchen  Abhandlungen  in  dieser  Zeitschrift  der  Oeffentlichkeit  zu  über- 
geben. Eine  grössere  Anzahl  derselben  liegt,  was  den  Inhalt  betrifft,  bereits 
fertig  Yor.  Die  demnächst  folgenden  Abschnitte  behandeln  u.  A.  die  weitere  Aus- 
führung der  Betrachtangen  des  zweiten  Abschnittes,  die  Darstellung  einer  Zahl 
im  Systeme  aaa\..  in  Beziehung  zu  den  Darstellungen  in  den  Systemen  o,  a\  a\  ..., 
die  Potenzen  und  Wurzeln,  höhere  Congruenzen  und  Formen,  die  Grandrechnongs- 
arten,  Beziehungen  zu  den  Eettenbrüchen ,  Auflösung  der  Gleichungen  u.  s.  w. 
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spielsweise  einen  rationalen  echten  Bruch  oder  das  Quadrat  eines  solchen 
Yor,  oder  genügt  sie  einer  yorgelegten  Gleichung  u.  s.  w.,  so  muss  diese 
Eigenthümlichkeit  in  einer  entsprechenden  „invarianten"  Oesetzmftasigkeit 
in  der  Aufeinanderfolge  der  Ziffern  zum  Ausdruck  kommen.  So  wird  auch 
jede  Function  einer  Zahl  die  Folge  ihrer  Ziffern  in  bestimmter,  dieser  Fonc- 
tion  eigenthümlicher  gesetzmSssiger  Weise  yer&ndern.  Es  ist  nun  Zweck 
und  Ziel  der  vorliegenden  Untersuchungen,  die  in  obigem  Sinne  in- 
varianten Eigenschaften  der  Zahlen  in  ihrem  gegenseitigen  Znsammen- 
hange zu  entwickeln,  zugleich  als  Grundlage  für  eine  neue  Auf- 
fassung und  Behandlung  der  Zahlenlehre.  Zum  Ausgangspunkt 
unserer  Betrachtungen  wählen  wir  den  rationalen  echten  Bruch, 

I. 

Znsammenliang  der  Darstellnngeii  einer  Zahl  in  zwei  beliebigen 

Zahlensystemen. 

§  1. 

Es  bedeute  zunächst  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  t  ein« 

0 

positive  ganze  Zahl  ^k.     Alsdann  ist  —  ein    echter   Bruch.      Multiplicirt 

man  0(=:r^)  mit  einer  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  a,   so  kann  das 
Product  in  der  Form 

dargestellt  werden,  wobei  r^  und  a^  positive  ganze  Zahlen  sind.     Fflgt  man 
die  Bedingung  r^^h  hinzu,  so  folgt  daraus  unmittelbar  a^^a. 

Wenn  man  den  so  erhaltenen  Best  r^  ebenfalls  mit  a  multiplicirt,  das 
Product  r^a  in  der  Form 

darstellt  und  dieses  Verfahren  beliebig  weit  fortsetzt,   so  gelangt  man  lo 
dem  bekannten  Algorithmus 

1)  ria  =  ri^x  +  aik,  oder  r;^«  — r;^ 4.1  =0^*, 

giltig  für  il  =  l,  2,  3,  ...00.     Dabei  sind  die  ri  und  üi  positive  ganze 
Zahlen,  die  den  Bedingungen  ri<,k^  ^i^^  Genüge  leisten. 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  für  il  nacheinander  die  Werthe  X,  1  +  ^, 
...,^  —  2,  fi  —  1»  so  erhält  man 


♦>—!«  — ff»      =^afi-ik 


a 
1. 
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Componirt   man   in   diesem  Systeme   von  Gleichungen,  wie  daneben- 
siehend  angedeutet,  so  folgt 

2)  r2aA*-^  =  r^  +  (ajiai+i...a^_2a^-i)a.Ä;, 

wo  zur  Abkürzung  (a^az+i . . . ö^— jO/tt— i)a  fttr  {ax a'*"^"^  +ax-\.\ o'*'^*"^  +•  •  • 
+  a^-2c^  +  ^/i— i)  gesetzt  wurde.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  A=l  ist, 
verwandelt  sich  Gleichung  2)  in 

3)  ria^-^  =  r^  +  (aiag...a(i-2a^-i)aÄ. 
Aus  Gleichung  2}  folgt  in  bekannter  Weise:. 

r  1 

das    heisst:    der    Bruch     -r-      ist   bis   auf  einen    Fehler    <   -jrzi    durch 

(0,  ajta24.i...a;c.2a^~i)a  im  Zahlensysteme  mit  der  Grundzahl  a  (wir  wollen 
daftlr  in  der  Folge  kurz  sagen  „im  Systeme  a'*)  dargestellt,  oder  die  an- 
geführte Darstellung  ist  für  die  ersten  {fi  —  A)  Stellen  genau.     Für  fi  =  oo 
wird  der  Fehler  verschwindend  klein. 
Insbesondere  ist 

§2. 

Wir    bezeichnen  jetzt  die   Beste   r^,   fg,  r,,  ...der   Beihe  nach   mit 
r^,  r^i,  ^31^ ...  ;  dann  verwandelt  sich  Gleichung  1)  in 

4)  rii«  — n4.i,i«aiiÄ  (A  =  l,  2,  3,  ...;  r^^^e). 


wobei  rii  <C^,  aii4sC<=>'*     Multiplicirt  man  die  Beste  fi^,  r,!,  fgi, ...  nach- 
einander mit  der  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  a\  so  kann  man ,  ähnlich 

wie  oben,  setzen 

rzi«  — fi2  =  aii*  (^  =  1,  2,  3,...), 

mit  der  Bedingung  na  <  ^  und  a'i;i<.o'.     Auf  diese  Weise  erhSlt  man 
die  Beihe 

**18»    *^W»   *^58>  •••>'*i8>  ••• 

Werden  die  Elemente  dieser  Beihe  abermals   mit  a   multiplicirt,   so 
entsteht  die  Beihe 

''l8>   **28l   *^88>  ••M*'Z3>  •••! 

deren  Glieder  dem  Algorithmus 

rx2€t'—rxz^a2x1c  (A=l,  2,  3,...) 

genügen,  wobei  wieder  rx9<C^^  f^'ii<  o\     Die  Fortsetzung  des  Verfahrens 
liefert  das  nachstehende  System  von  Besten: 

21* 
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ö) 


^li     ^i%     ^Si  •  •  •  ^^^  •  •  • 

*^18      ^28      ^59  •  •  •  ^^^  •  • ' 
^Ifi     ^2fi     Tift  •  •  •  fJtfi  • .  • 


und  führt  auf  den  allgemeinen  Algorithmus 

6)  rif^a  —  rx^ft^x^^af^ih  (A,  ja=:l,  2,  3,...), 

worin  ,die    rx/i    nnd    a^2    positive    ganze    Zahlen    bedeuten,     and    xwar 

O/t  <  *  I  a,ii  <  a. 

Vertauscht  man  im  Systeme  5)  die  Horizontalreihen  mit  den  Yertical- 
reihen  and  ftthrt  ausserdem  /^i^O/i  ein,  so  erhält  man  das  System 


7) 


♦•'u 

»■'ii 

♦'s!** 

•  Ol... 

»•'l« 

♦•« 

.ri2... 

r'n 

.08... 

•         • 

•     • 

• 

• 

1       • 

•     • 

*  *     • 

•  •     • 

Oleichung  6)  lässt  sich  hiernach  auch  in  folgender  Form  schreiben: 
8)  rf^ia-'r^^i,i  =  a^ik  (X,  /*  =  !,  2,  3,...)- 

Nach  6)  ist 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit  a  und  s&hlt 
von  dem  Producte  die  zweite  ab,  so  ergiebt  sich 

Aus  dieser  Beziehung  folgt,  dass  der  Ausdruck  {rz,fi'\-i€i  —  r2^\,ß^i) 
durch  Ä;.,theilbar  ist,  sobald  ein  Gleiches  fdr  (n^a  —  rz^-i,^)  gilt.  Nun 
lässt  sich  aber  nach  4)  (r^i « —  ri+i,i)  durch  Je  theilen.  Folglich  sind 
auch  die  Ausdrücke  (r««  —  n^.  1,2)1  (Os«  —  rji+j,3)i  •••  durch  k  theilbar. 
Man  darf  daher  allgemein  setzen: 

10)  rxfiCi  —  rx^\„u==axfilG  (X,  fe  =  l,  2,  3,...), 

wo  die  axß  positive  ganze  Zahlen  ^  a  vorstellen. 

Mit  Rücksicht  auf  10)  verwandelt  sich  Gleichung  9)  nach  erfolgter 
Divi3ion  durch  k  in: 

11)  ax,i(t—  ax,n^\=  a  fix^  —  a  fi^x-k-i^ 

oder  ^       , 

IIa)  a;iiu«  +  a/i,;i+»  =  «V^" +  ^^,/*+ii 

giltig  für  A,  ^  =  1,  2,  3,...  00. 
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umgekehrt  folgt  (wie  im  §  4  gezeigt  werden  wird)  aas  Qleichang  11) 
bezw.  IIa)  stets  die  Beziehung 

Vermöge  der  beiden  Gleichungen  10)  und  8)  entspricht  jedem  Beste  ra^c 
eine  bestimmte  Ziffer  ai/g  und  jedem  Beste  rz/i  eine  Ziffer  a'xft.  Den 
Systemen  5)  und  7)  entsprechen  die  folgenden  Systeme  der  Ziffern  aif^ 
and  azß' 


12) 


^11       ^!       «31  •••«ai   ••• 
(j2       0^2       ögj  •  •  •  Cljt 2  •  •  • 

^8       ^«8      ^hs  •  • '  ^^3  •  •  • 


Oi/i    (h/i    (hfi'^d^Xfi"» 


13) 


11 


la 


18 


si 


2t 


28 


033. .  .0  23  ••• 


(^ifi     Ö2ft     Ö3^  —  0  2/i.. 


Nach  dem  im  §  1  Entwickelten  besteht  zwischen  0en  Elementen  der 
Systeme  5),  7)^  12)  und  13)  der  Zusammenhang 

giltig  für  i,  f4=l,  2,  3,  •..00. 
Insbesondere  ist 

.  =  ■^  =  -^  =  (0,    011021031...)«  =  (0,    o'iiO'giO'ji...)«-. 

Wir  wollen  die  Elemente  des  Systems  5)  als  Beste  des  im  Zahlen- 
Systeme  (a,  a)  dargestellten  Bruches  r-  bezeichnen.  Ebenso  sollen 
die  Elemente  des  Systems  12)  die  Ziffern  yon  -=--  im  Systeme  (a,  a) 

K 

heissen.     Alsdann  stellen  die  Elemente  der  Systeme  7)  und  13)  bezw.  die 
Beste  und  Ziffern  von  r-  im  Zahlensysteme  (a\  a)  yor. 

Bei  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise  iKsst  sich  das  Ergebniss  der 
vorausgehenden  Untersuchung  zu  folgendem  Satze  zusammmenfassen : 

„Die  Ziffern  ax/i  ^^^  o>Xfi  der  Darstellungen  des  Bruches -7 

K 

in   den    Zahlensystemen    {a,  a)    bezw.    (a',  a)    sind    durch    die 
Gleichung  verbunden: 


oder 


ai^«  —  02,A«+i  «=Oiuia— 0^,1+t, 

02/*«'+oV,^  +  l~^V^"  +  ^^A«  +  »» 

giltig  für  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  k  und  f«.** 
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Gleichung  11)  bezw.  IIa)    wollen  wir  ihrer  Wichtigkeit  wegen  und 
um   uns   in   der  Folge   bequemer   auf  sie   beziehen   zu   können,   kurz  als 

Fundamentalgleichung  bezeichnen. 

g 

Die  Fundamentalgleichung  lehrt ,  einen  Bruch  -=-  aus  dem  Systeme  (or,  o) 
in  das  System  (a ,  o)  zu  transformiren. 

Anmerkung:  BeüSüfig  sei  bemerkt,  dass  ans  den  beiden  Algoritiunen 


und 
r 


>^"''~"(lj^V+i»i«»-i+  \2j^'fi^2a^'^^ — !-•••+  ♦•'/«+^2  =  »V*, 


giltig  für  kf  fi,  v=:l,   2,  3,...,  unter  der  Bedingung  rxfi=rfii  doich 
Elimination  der  folgende  Algorithmus  sich  ergiebt: 

OXfi  a  *  —  yij  fli,}u+ 1  «'""^  +  [2)  ^^.^  +2  «'*'~^  —  +  • .  . 

=  0/**«'-  (ij^V.i+i«''^*  +  (2)^V»^+2«''""'— +  ••• 

Auf  diese  Algorithmen  werden  wir  im  weiteren  Verlaufe  unserer  Unter- 
suchungen (bei  der  Behandlung  der  höheren  Congmenzen  und  Formen' 
ausführlich  zurückkommen.  Es  wird  sich  dabei  die  Gelegenheit  bieten,  za 
zeigen,  wie  man  mit  grossem  Vortheil  von  der  symbolischen  Rechnung 
Gebrauch  machen  kann.  Wir  beschränken  uns  an  dieser  Stelle  darauf,  nur 
noch  zu  erwähnen,  dass  diese  allgemeinen  Algorithmen  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzen  und  eine  ähnliche  Behaudlungs weise  zulassen,  wie  die  vor- 
läufig zu  betrachtenden  besonderen  (v=^'l): 

§3. 

Beispiel.  Es  sei  k  =  28,  «^=10,  a'a=6.  Alsdann  kann  man  die 
folgenden  Systeme  aufstellen: 

System  der  rx/ii 


1,  10,  16,  20,    4,  12,    8,  24,  16,  20,.. . 

6,    4,12,    8,24,16,20,    4,12,    8,... 

8*,24,  16,  20,  4,12,  8,24,16,20,... 
20,    4,  12,    8,24,16,20,    4.12,    8,... 

8,  24,  16,  20,  4, 12,  8,  24, 16,  20,... 
20,    4,12,    8,24,16,20,    4,12,    8,... 


System  der  azf,: 

0,  3,  5,  7,  1,  4,  2,  8,*5,  7,... 
2,  1,  4,  2,  8,  5,  7,  1,  4,  2,... 
2»,8,  5,  7,  1,  4,  2,  8,  5,  7,... 
7,  1,  4,  2,  8,  5,  7,  1,  4. 2,... 
2,  8,  5,  7, 1,  4,  2,  8,  5,  7,... 
7, 1,  4,  2,  8,  5.  7, 1,  4,  2,... 


*  Durch  den  beigefügten  Strich  ist  die  Periode  kenntlich  gemacht. 
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System  der  r'xß'. 


1,    6,  8,  20,    8,  20,... 

10,    4,  24,    4,  24,  4,... 

16»,  12,  16,  12,  16,  12,... 

20,    8,  20,    8,  20,  8,... 

4,  24,  4,  24,    4,  24,... 

12,  16,  12,  16,  12,  16,... 

8,  20,  8,  20,    8,  20,... 

24,    4,  24,    4,  24,  4,... 


System  der  a'^j: 

4 
0,... 

^y  •  •  • 
A I  •  •  • 
Oy  •  •  . 
0|  ••• 

4 
0,... 


0,  1,  1,  4,  1, 

2,  0,  5,  0,  5, 

3*1 2,  3,  2,  3, 

4,  1,  4,  1,  4, 

0,  5,  0,  5,  0, 

2,  3,  2,  3,  2, 

1,  4,  1,  4,  1, 

5,  0,  5,  0,  5, 

Für  il=:5,  ^  =  3  beispielsweise  hat  man 

das  ist: 

1.6+   2  =0,10  +  8. 

Ffir  Ar=:3,  ^  =  2  folgt  ähnlich 
a^a'+as4  =  ai8*«^  +  ^    oder    4.6  +  1  =  2.10  +  5,  n.  s.  w. 

§4. 

Es  mOge  jetzt  0  =  0q  eine  im  Systeme  a  dargestellte  beliebige 
(ganze,  gebrochene  oder  irrationale)  reelle  positive  Zahl  bedeuten,  derart, 
dass 

e=0Q  =  *"  +  a_j,i  «*+  a- 1,1 «'  +  flo,  i  «^  +  «1,1«"^  +  «2,  i  «""^  +•  •  • , 

woftir  wir  abkürzend  schreiben  wollen 

if  a=  ;Efp  =  ( . . .  a-  f ,  1  o- 1 ,  i  ao,  I ,  ai,  1 02, 1  as,  I  •  •  •  )«• 
Wird    iP   mit    der  beliebigen   (von   1  verschiedenen)  positiven   ganzen 
Zahl  a   mnltiplicirt,  so  geht  diese  Maltiplication  dem  folgenden  Algorithmus 
gemäss  vor  sich: 

021«  + 01,2+1  =  au«  +  fl22**         (^  = 2,-1,  0,  1,  2...). 

Dabei  bedeuten  die  022  die  Ziffern  des  im  Systeme  a  dargestellten 
Prodnctes    0^zs:ae.     Die    a'12  sind  gewisse  positive  ganze   Zahlen  <  a'. 

*  Durch  den  beigefügten  Strich  ist  die  Periode  kenntlich  gemacht. 
**  MalÜplicirt  man  n&mlich  eine  Zahl 

mit  der  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  m,  and  ist 

80  h&Dgen  die  Ziffern  az  nnd  hi  darch  die  Gleichung  zasammen 

0;im  +  a';i^j  =  a'2«  +  ^      (/l  =  ...— 2,  -1,0,  1,2,...). 

Es  ist  dies  derselbe  bekannte  Algorithmus,  der  beim  gewöhnlichen  Rechnen 
im  Decimalsjstem  sowohl  beim  Multipliciren  als  Dividiren  in  Anwendung  kommt. 


328 


Neue  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre. 


Multiplicirt  man 

gleichfalls  mit  a\  so  ergiebt  sich 

wo  die  023  mit  den  ai2  durch  den  Algorithmus  verbunden  sind: 
Oi^a  +o'2,iH-i  =  ona  +  ozs(^  =  "*— 2,  —1,  0,  1,  2,...,  a'ji  <«')• 
In  dieser  Weise  fortfahrend^  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Oleichung 
£f^_  I  »a''*"*^?  =  (...o_2,/ttO_i,^ao^,  or^as^asyu-..)«      (fi  =  l>  2,  3,...). 
und  dem  allgemeinen  Algorithmus 

14)  aif^a  +  a\^x^i^af^x<»  +  ax^fi+i,  oder 

14a)  aütt«'— oa,/t»+i  =0^2«  — »'^,2+1» 

giltig  für  fi  =  l,  2,  3,...  und  A  =  «»«  — 2,  —1,  0,  1,  2,... 

Dieser  Algorithmus  stimmt  der  Form  nach  genau  mit  dem  in  §  2 
[Oleichungen  11)  und  IIa)]  für  die  Zi£fern  eines  echten  Bruches  gegebenen 
überein  nnd  stellt  die  Verallgemeinerung  desselben  für  beliebige  Zahlen  dar. 

Aus  Gleichung  14)  folgt,  wenn  m  eine  beliebige  positive  ganae  Zahl 
bedeutet: 


Oi/tta'  +  öV.^+i     ~       ö'^«  + 02,^+1 


/m-l 


/m-1 


a 
1. 


aX,fi  +  in-2  a  +oV  +"«-2,  2  +  1  =  ^'fi-\-m  -  2,2  «  +  02,  ^  +  m  —  1 
fl2,/i  +  m-l  a'  +  o'^ +,«_!,  2  +  l  =  o'^-|.B,-l,  2  «  +  02,/i  +  »i 

Componirt  man  hierin,  wie  danebenstehend  angedeutet,  so  ergiebt  sich 
02A«a''"  +  (oV,2  +  io'^+i,2f l  ..o'^+OT-!,2+l)«' 

=  a.(o^2o'^4.1,2-..o'^4.m-|,2V+  02,  ^+m. 

Wir  wollen  zur  Abkürzung 
einführen;  dann  Ifisst  sich  letztere  Gleichung  schreiben: 

Wenn  man  darin  für  iL  der  Reihe  nach  die  Werthe  il|A+l,...,;t^{_2, 
A  +  Z  —  1  setzt,  wobei  unter  l  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  verstanden 
wird,  so  folgt 

02^a''"  +  -4'24.i  =  -4'2«       +  02,^ +  m 
a2  +  l,/»«'"  +  -4'2  +  2=-4'2  +  ia  +  02+i,^+« 


02  +  /.2,^o''"  +  -4'24./-l==-4'2+/_2  0+02+/-2,/»  +  fii 
Ö2  +  /-I,^«"'  +  -4'2  +  /     =-4'2  +  /-ia  +  02+/-i,^4.« 


a 
1. 
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Componirt  man  wieder  in  nebenstehend  näher  bezeichneter  Weise,  so 
kommt 

Durch  Division  mit  a'a'*"  ergiebt  sich  hieraus 

Ans  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  mit  einem  Fehler  <  äbsl—^ — t^I 

gesetzt  werden  darf.  Wählt  man  {  und  m  unendlich  gross,  so  ist  mit  ver- 
schwindend kleinem  Fehler 

15)  (0,  ffi/«ai -1-1, ^024.2,^... )a—(0,  ö'iui»V+i.i*V+2,i  "Vj 

giltig  für  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  fi  und  alle  positiven  und  nega- 
tiven ganzen  Werthe  von  A. 

§5. 

Dividlrt  man  m  durch  a  und  bezeichnet  den  Quotienten 

80  geht  (da  i9  =  aV.i)  die  Division  (nach  dem  Voranstehenden)  dem 
folgenden  Algorithmus  gemäss  vor  sich: 

flioff'+»V2+i==a'o;itt  +  aai    (A=-»— 2,  — 1,  0,  1,2,...), 
worin   die    aox   gewisse    positive    ganze    Zahlen   <.a'   vorstellen.      Durch 
wiederholte  Division  wird  man  auf  die  allgemeine  Gleichung 

^7— jrr  =  *-^-i=  (. .  .a_2,-^a-i,  -1^00,.^,  ai,-/» 02,-^03,-/». .  .)a 

und  den  entsprechenden  allgemeinen  Algorithmus 

16)  dx.  -M  «'+  ö -i»,  a + 1  =  ö'-M,  i  «  +  öa,  -/tt + 1 

(A=  — (»•.•+<»;  fi=0,— 1,— 2,...) 

geführt.  Dieser  Algorithmus  stellt  die  Erweiterung  des  Algorithmus  14) 
auf  negative  Werthe  von  fi  und  fi  =  0  dar.  Gleichung  15)  muss  demnach 
auch  für  negative  Werthe  von  fi  und  fic=0  Giltigkeit  haben. 

*  Führt  man  ein 

Axfi  =  {aXfi «2+1, ^...aa+/-t,/4)a ,  A'fiX  =  (aV2a'/i+],2. ..a'/c+m -1,2)0', 
Bo  Bchreibt  sich  diese  Gleichung 

«'w -42^  +  -4^,2+/  =  «'  -4^2  +  -42.  /c4^ . 

Dieselbe  ist  eine  Erweiterung  von  IIa),  in  welche  sie  übergeht,  wenn  2=m=l 
gesetst  wird. 
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Wenn  (wie  wir  vorläufig  annehmen)  e  eine  endliche  Zahl  Torstellt, 
80  giebt  es  für  jeden  positiven  und  negativen  ganzen  Werth  von  1  eina 
gewissen  (positiven  oder  negativen)  Werth  von  fi ,  etwa  ^  =  —  g ,  von  der 
Beschaffenheit,  dass  02^  =  0  für  alle  ganzen  Werthe  von  fi,  von  fts=-f 
bis  fi  =  —  00.    Componirt  man  nun  in  dem  Systeme 


0^,^-1 «'+ a;4-i,ji+r=  a'^i_j, 2«+ 02/4 

flfiO« +ö'o,2  +  l         =»02«        +^2| 
»2,-1    «+«-1,2+1     =0-1.2   «  +  Ö20 


1 


/A«-l 


a> 


o'«i+»-l 


in  nebenstehend   nSher  bezeichneter  Weise,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

fl2/t+  « (•  •  •ö'-2,2a'-i,2a  02»  I  2  .  .«V- «»'iV 

=  (...a-2,2+ia_i,i  +  ia'o,2+iö'i,2+i.--öV-^2+i)«'- 
Bezeichnet  man  kurz 

-4*2  =  (•••«'— 2,20-1, 2a'o2a'i2a22..öV-l|A)«'» 

so  Iftsst  sich  letztere  Gleichung  schreiben: 
17)  axfi  +  aA'x^Ä'x^\. 

Von  einem  gewissen  (positiven  oder  negativen) Werthe  von  l  ab,  etwa  A = -;, 
ist  a /<  2  =0  für  alle  Werthe  von  fi,  von  (ft  —  1)  bis  —  oo.  Infolge  dessen  werden 
auch  alle  entsprechenden  A'x  gleich  Null.  Setzt  man  daher  in  17)  Air  1  der 
Beihe  nach  die  Werthe  A  —  1 ,  A  —  2, . . .,  —  ;>,  so  erhttlt  man  das  System 


flf2-2,/t  +  a-4'2-2  =-4'2-i 

flOiti      +«-4'o       =-4'i 
ö-i,/i  +«-4-1    —A\ 


1 


tt 


.2-1 


o^+P-». 


a.p^it  +    0         =ii'.p4.i 
Wenn  man  wieder,  wie  neben  angedontet,  componirt,  so  folgt: 
oder  (..•ö-2,/ifl-.i,^ao/ttai^...a2_|.^)a  =  J'i, 

18)      (••.ö-2,/tö-i,^öo^öi/u--fl2--i,A«)a=(..a-2,2a--i,2ao2a'i2--aV-t»^^«' 
Diese  Gleichung  liefert,   mit  Gleichung  15)  zusammengenommen,  die 
allgemeine  Beziehung: 

^  19)  (.-.«-l,;i«0^...a2-J./*i  ö2a«ö2+i,^...)« 

=  (...a-i,aö'o2  ..a'^-i,2>  a'^2a/u+i,i"0Ä'» 
giltig  für  alle  positiven  nnd  negativen  ganzen  Werthe  von  A  und  fi.     Ffir 
A=3l,  fis=l  erhält  man 

IT  =  (...a_2, 10-1,1001,  fl|iaji...)a  =  (...a«2,ia-i,ia'oi,  »ua'ti-**V- 


i 
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Bezeichnet  man  n&ch  Analogie  der  im  §  2  getroffenen  Festaetzangen 
die  Gesammtbeit  der  Zahlen  ax^  als  das  System  der  Ziffern  der  im 
Zahlensysteme  (a,  a)  dargestellten  Zahl  x,  so  stfllUn  die  a\p  die 
Ziffern  von  t  im  Systeme  («',0)  vor.  unter  Benutzung  dieser  Bezeich- 
nnngsweise  kSanen  wir  das  Toraoetehende  su  folgendem  Satze  zusammen- 
fassen : 

,Die  Ziffern  ai^  und  a'i^  der  Darstelinngen  einer  belie- 
bigen positiven  (ganzen,  gebrochenen  oder  irrationalen)  Zahl  « 
in  den  Zahlensystemen  (a,  a)  bezw.  {a,  a)  sind  durch  die 
Qleiohung  (Fnndamentalgleicbnng)  verbunden 

giltig  ftlr  alle  (positiven  nnd  negativen)  ganzen  Wertbe  von 
i  and  ft." 

Die  Fnudamentalgleichnng  lehrt,  eine  beliebige  Zahl  »  aas  dem 
Zahlensysteme  (a,  a)  in  das  System  {a,  a)  za  transformiren. 

Die  Elemente  aifi  (ebenso  die  ai/i)  können  zu  folgendem  Systeme 
angeordnet  werden: 

...a_i,_i  00,-101,-101.-1  09,-i-.. 
...a-1,0    Ow      Ou    "io      aso     ••■ 

••a.i,i  Hol    an  Oa    tm    •■■  i 

■■■0-1, J       0«       flu      «11        "Sl       ■■■ 
-  ■  ■  1-1, 8       ftö        011      ÖM         »31        ■  ■  ■ 


Beispiel.    Es  sei  »  =  10,  a'=6  und 

«=104,601739176. 
Alsdann  hat  man  die  nachstehenden  Systeme: 

System  der  ax^:  System  der  o'a; 


1= 

-2 

-1 

0 

1    8 

3 

4|...|| 

'S 

\  -2 

0 

0 

0 

ft 

6 

-1  ■... 

I 

3 

3 

6 

L    0    L 

0 

0 

1 

7 

1     .  . 

2 

1 

0 

4 

'  1- 

6 

6 

2 

6 

3  1.. 

9 

7 

6 

6 

1* 

6 

B 

S 

0 

,  f(  =  l  hat  man  beispielsweise: 

(62,76H)4...),o  =  (142,4322...)a. 


2-) 

\ 

« 

-E  ...   0     0    0 

8   4    3   8  ... 

0     ...    1      4     2 

4  3   2   2... 

1     ...    5    8 

S  8  5  6  ... 

2     ...    0     2     C 

0  3   4    8  ... 

*  :  •: ' ' 

2   3  3    6  ... 
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n. 

Zugeordnete  S3r8teme. 

§6. 

Wir  gehen  wieder  von  dem  echten  Bruche 

aus,  den  wir  als  irreduzibel  Toraussetzen  können.  Wie  im  Torigen  Ab- 
schnitte näher  ausgeführt  wurde,  lassen  sich  sodann  die  folgenden  Systeme 
aufstellen*. 


^12  ^82  ^82  •  •  • 


^  12^22^82  •  •  • 

t       f        t 
^18*«^88"* 


'  **!  1 '"ll  ^81  •  •  • 
''l2^28*'8«"" 
*'l8*^28*^S8'" 


.  '  /  9 


r  t  r 

**  18*^  28**  SS" 


deren  Elemente  bezw.  durch  die  Gleichungen  verbunden  sind: 

1) 

2) 


3) 


^Xfl  ^uX         ff\  \  /A        '  '  '  \ 


4)  ra^a  — a4.i,^  =  a;i^Ä, 

giltig  für  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  X  und  ii.     Legen  wir  nun  in 
diesem   Abschnitte  unseren  Entwickelungen  die  ganz  specielle*  Annahme 

6)  fljiA*  =  ö^4-i./tt+i  (^»  f*=^li  2,  3,.,.) 

zu  Grunde,  die  Zulässigkeit  derselben  vorausgesetzt,  so  folgt  ans  Oleichang  1), 
wenn  darin  A  +  1  für  l  und  fi  +  1  für  fi  gesetzt  wird: 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  1)  erhält  man: 

=  ifl'fjti  —  a'^4.1,2+1)  «  —  (aV,i+i  "^  ^V+ «.i+2) . 
Nach  6)  ist  die  linke  Seite  Null;  man  hat  daher 

Setzt  man  hierin  für  X  der  Reihe  nach  die  Werthe  il,  A  +  li  ^+2, 
...,^  +  ^^1  611^  ui^<^  multiplicirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen  mit  besw. 
a'~~^,  a'~^,...,a,  1,  wo  {  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
erhält  man  durch  Addiren: 

(a^a  —  öV+Jfi+i)«'""  (^V.i+'""<»V+i»*+'+0  ^  0  (Z=l,2,3,...)- 


I 

\ 


* 


^  In  allgemeinerer  Weise  werden  wir  diesen  Gegeostaiid  im  folgenden  Ab- 
schnitte behandeln. 
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Hieraus  folgt|  [dass  der  Ansdruck  (a'|»,a+/— a'^+i,ji+/+i)  durch  o* 
theilbar  sein  mnss.  Da  aber  die  Grössen  O/t^x^i  und  {1'^4.1,2+f-i-i  beide 
^a  sind  und  a'  stets  ^a  gemacht  werden  kann,  so  ist  die  Gleichung 
nnr  möglich,  wenn 

7}a  a^;i  =  aV+M+i  (A,  fi  =  l,  2,  3,...). 

Nach  4)  ist  weiter 

Führt  man  hierin   ;i-f-l  und  ii  +  l  ffja  bezw.  X  und  fi  ein,  so  folgt: 
Die  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergiebt 
Darch  ein  dem  soeben  angewandten  genau  analoges  Verfahren  erhält  mau  daraus : 

§7. 
Betrachten  wir  weiter  die  Gleichung 

so  folgt  aus  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes  (§1): 

Vermöge   Gleichung  2)   dieses  Abschnittes  darf  für  n^  auch  r'^i  ge- 
setzt werden,  wodurch  9)  übergeht  in 

Infolge  der  bereits   erwähnten  Beziehung  des  vorigen  Abschnittes  ist 
Vi  =  »''11  «''*""*  — Ä;(a',iaji...a^^t,i)a'  =  Äfa>-'  —  ä  (ai,aji...a^-i,i)a; 
dies  in  die  Torhergehende  Gleichung  eingeführt,  giebt 

10)  rx^  =  ga^-^a't*-^  -  k  [a^-*  (a ^a gj. . .a'^_i,iV  +  (aj^oj/*. . .aa-j,/u)a]i 
welche  Gleichung  für  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  X  und  fi  Giltigkeit 
hat    Für  A  =  2,  fi  =  2  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

Aus  8)  folgt  aber  r^^^**!!^^*     ^^^^  berücksichtigt,  erhält  man: 

11)  •  e{a  a-  l)  =  *(aaH  +0,2). 

Da  wir  0  als  prim  zu  k  vorausgesetzt  haben*,  so  mnss  der  Ausdruck 
(^^  u  +  ^i>)  durch  0  theilbar  sein.     Es  sei 

12)  ßa'n  +  aj2  =  t«£f. 
Alsdann  verwandelt  sich  Gleichung  11)  in 

13)  tto'— 1  =  WÄ. 

*  Diese  VoraussetzuDg   braucht  übrigens  nicht   gemacht  zu  werden.     Die 

Gleichungen  12)  und  13),  sowie  der  unten  zu  entwickelnde  Algorithmus  gelten 

g 
aach,  wenn  jü  reducibel  ist.    Auf  diesen  Punkt  werden  wir  später  zurückkommen. 
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^w-^  -^ 


Es  ist  demnach  die  Beziehung  13)  eine  nothwendige  Folge  der  An- 
nahme aa;i  =3 aji  4. 1,^4.1.  umgekehrt  lässt  sich  leicht  nachweisen,  daea 
Gleichung  13)  such  stets  die  Relationen 

(Ä,fi=l,2,3,...) 
nach  sich  zieht.     Zu  dem  Zwecke  beachten  wir,   dass  nach  10) 

rxx^eiccfxY'^-hA  (;i=l,2,3,...K 

wo  A  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet.  TrSgt  man  in  diese  Gleichnog 
den  Werth  (l  +  tiÄ),  der  sich  aus  13)  für  aa  ergiebt^  ein,  so  verwandelt  sie 

s>c^  i»  rxx  =  iE?  (1  +  Blc)  ^Alc, 

wo  B  ebenfalls  eine  gewisse  ganze  Zahl  vorstellt.  Aus  letzterer  Gleichung 
folgt,  dass  der  Ausdruck  {txx'—b)  durch  k  tbeilbar  sein  muss.  Da  die 
Grössen  rix  und  Äf  =  r,i  beide  <  k  sind,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn 

nA=r,i  oder  rxx=rx-{.i,x^i       (A=l,  2,  3,. .). 
Nun  liefert  aber  Gleichung  2)  des  vorigen  Abschnittes,  auf  Gleichung  4) 
des  §  6  angewandt,  die  Beziehung 

^^2  =  n;iö'*'^  —  {flu  öA+1,2. .  .a^-2,;iÖA«-i»i)«  •  *• 
Setzt   man   hierin  A  + 1   und  fi  + 1  an  die  Stelle  von  bezw.  l  und  ^ 
so   ergiebt  sich  durch  Subtraction   der  so  entstandenen  Gleichung  von  de 
ursprünglichen: 

r;t2  —  r^+i,;i-|.i=  oM-*  iXxi  —  fi+i,a+i)  +  Ca  =  (7ä, 

wo  C  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet.     Es   muss  demnach,  da  sowohl 

sein.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  ähnlich  wie  oben, 
öi/i=^öji+i,/te  +  i,  o'i^  =  a'a +1.^+1,  0^  =  *''2+i,M+i    (A,  ^=1,  2,  3,...). 

Wir  dürfen  demnach  sagen: 

nDie   nothwendige   und    hinreichende   Bedingung    für  die 

Existenz  der  Gleichung 

<'2/i  =  ö2+i,/i+i  (^>  ^=1»  2,  3,...) 

ist  das  Bestehen  der  Beziehung 

a  a'— 1  =  UÄ, 

wo  u  eine  positive  ganze  Zahl  «  a,  wenn  a'<  A;)  bedeutet'' 

Die  letztere  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  die  Grundzahlen  a  und  t 
relativ  prim  zu  k  sein  müssen,  und  dass  für  jeden  beliebigen  Werth  von 
k  stets  Wertbepaare  [a,  a']*  existiren,  die  ihr  Genüge  leisten. 


•  Ihre  Anzahl  beträgt  [^ö"  ^^  (^)  *"  * J »  ^®^^  ^^^  ^®^  Werthen  1  und  (i-H 
abgesehen  wird. 


i 
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Wir  wollen  £wei  Zahlen  a  and  a\  die  der  Gleichung 

««'— 1  s=ttÄ;* 

genügen,  einander  in  Bezug  auf  h  zugeordnete**  Zahlen  nennen. 
Desgleichen  sollen  unter  derselben  Voraussetzung  die  Zahlensysteme  {a^  a) 
und  {a\  o),  sowie  die  entsprechenden  Systeme  der  ai^  und  axfi,  rxfi,  und 
H/i  zugeordnete  Systeme  bezüglich  h  genannt  werden. 

§8. 

Aus  dem  Umstände,  dass  a  und  a   prim  zu  X;  sind,  folgt  bekanntlich, 
g 
dass  der  Brach  -^  ^^  ^^^  Darstellung  in  den  Systemen  a  und   a    reine 

Perioden  liefert.  Nun  sind  die  Elemente  tK;i^  und  a'xfi  (desgl.  fji^  und  r'ji^) 
in  zweifacher  Hinsicht  periodisch ;  nftmlich  in  Bezug  auf  l  und  auf  /ü.  Diese 
»doppelte  Periodicität^  wird,  wenn  l  die  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode  von 

~  im   Systeme   o   und   m   diejenige    im   Systeme   a    bedeutet,   durch  die 

Gleichungen  ausgedrückt: 

„.         _«'     ^,^.'  (»,^=1,2.3,...). 

Für  den  Fall,  dass  (a,  a)  und  (a\  o)  zugeordnete  Systeme  (bezw. 
ff  üud  a  zugeordnete  Zahlen)  sind,  muss,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt, 
l^m  sein.     Es  ist  n&mlich: 

15)  ö2/*=a2+r,M+F    (A,  |ü,  v=l,  2,  3,...). 
Ebenso  ergiebt  sich 

16)  ax/*  =  a2+^^+r  (A,  fi,  v  =  l,  2,  3,...). 

Setzt  man  in  15)  für  v  nach  einander  die  Werthe  l  und  m  ein,  so 
^geben  sich  mit  Bücksicht  auf  14)  die  Gleichungen: 

0Xfi^ax,fi-\-i  und  axft  =  ax^m,/i» 
Hieraus   folgt,   dass   sowohl  l  ein  Vielfaches  von  m,   als  auch  m  ein 
Vielfaches  von  l  sein   muss.     Dies  ist  aber  nur  möglich,   wenn  l  =  m  ist. 
Für  v  =  fn  — fi  +  1  erhält  man  aus  15)  und  16): 

axft  =  ax^ft  ^i,it    a2;«  =  ö2-^  +  i,i      . 
Bei    Berücksichtigung    dieser   Beziehungen    nimmt    die   Fundamental- 
gleichung die  folgende  Gestalt  an: 


*  Oder  der  Congruenz  aa'=l  {tnod  k), 
**  AsBOCÜrt  nach  Euler;  Gauss,  disq.  arithm.  77. 

^^  Soweit  bei  dieser  Schreibweise  in  dieser  und  den  folgenden  Gleichungen 
dieses  Abschnittes  die  Indices  negative  Werthe  annehmen,  hat  man  sich  ent- 
sprechende Vielfache  von  l  (=1»)  hinzugezählt  zu  denken,  welche  sie  positiv 
machen. 
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giltig  für  A,  ^  =  1,  2,  3,... 

Die  a^  o^it  03,,...    sind  die  Ziffern  des  im  Systeme  a  dargesielito 

Bruches  -^»r  nnd  die  am  a\if  a'3|,...die  Ziffern  desselben  Brachea  in 

Systeme  a.     unterdrückt  man  der  Einfachheit  wegen  die  zweiten  Indices 
in  Gleichung  17)  nnd  setzt  gleichzeitig  ^  =  m,  so  folgt 

18)  ai+ia'+a'm-i  =  ö'm-a+ia  +  ai*     (^  =  1»  2,  8,...). 

Gleichung  18)  kann  als  der  Ausdruck  für  die  Gesetzmftssigk^t  be- 
trachtet werden,  nach  welcher  die  Ziffern  des  im  Systeme  o  (bezw.  a) 
dargestellten  Bruches  auf  einander  folgen. 

Führt  man  in  18)  für  X  der  Beihe  nachdieWerthem,  m— l^in— 29...»2, 1 
ein^  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

«1«'       +ö'm       =«1«        +öm 

Am«      +o'i       =a\a      +am-i 


19) 


Ausserdem   haben   wir   noch  zur  Bestimmung  der  Grössen    u,  a\  ü\ 
und  Am  die  Gleichungen 

««'— 1  =  MÄ  und  aa\i+Ai2  =  ^^ 
zu  berücksichtigen.  Für  letztere  kann  man,yermöge  derBeziehuDgajt^^ai^  x,/i  -i^  1 
auch  schreiben:         «v    _i_^  ^    v    ^«     ^*** 

oder 
20)  aa'i  +  a««Ui». 

Diese  Gleichungen  reichen  in  Verbindung  mit  dem  Systeme  19)  toII- 

ständig  zur  successiven  Berechnung  der  Ziffern  des  im  Systeme  a  (bezw.  a) 

g  0 

darzustellenden  Bruches  -r   &us.     Wenn  nämlich  -r-  nnd  a  gegeben  sind,  eo 

fc  fc 

liefert  die  Gleichung  oa'— l:=ti%  (in  welcher  wir  stets  a' ^  Jb  voraussetzen 
können)  die  zugehörigen  Werthe  für  u  und  a  (und  zwar  bei  der  gemachten 
Voraussetzung  u^  a).  Die  Gleichung  tiier^a'|a  +  Ain  ergiebt  sodann  ohne 
Weiteres  die  Ziffern  a\  und  a«  •  Mit  Hilfe  der  letzteren  nnd  des  Algo- 
rithmus 19)  kann  man  schliesslich  die  Ziffern  am-19  <'m-29  «-m^Oi  der 
Beihe  nach  erhalten. 


*  Es  könnte  noch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  nicht  dadareh,  dan 
man  für  (t  einen  beliebigen  anderen  Werth  setzt,  ein  von  diesem  wesentlich  ver- 
schiedener Algorithmus  hervorgebracht  werden''  kann.  Diese  Frage,  welche  nn- 
bedingt  verneint  werden  muss«,  wird  in  dem  folgenden  Abschnitte  bei  Behandlimg 
des  allgemeinen  Falles  ihre  Erledigung  finden. 
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Wir  gelangen  somit  zn  dem  folgenden  Ergebniss: 
gWenn  a  und  a  einander  in  Bezug  anf%  zugeordnete  Zahlen 
sind,  80  besitzen  die  Perioden  der  Darstellungen  des  (echten) 

Bruches  rr  in  den  Zahlensystemen  a  und  a  gleichviel  {m)  Stellen; 

die  Ziffern  a^,  a^,  ag, ...  bezw.  a\,  a',,  a's«*"  <)ie8e8  ßruches  ge- 
horchen dem  Algorithmus 

Zar   successiven   Berechnung  derselben   dienen   neben  dem 
erwähnten  Algorithmus  die  Gleichungen 

§  9. 

Zar  EriSaterung  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Entwickelunge^ 
mSgen  die  folgenden  Beispiele  dienen: 

1.  Beispiel.     Es  sei  der  Bruch  j=    in   einen   Deoimalbruch  zu  ver- 

vandeln,    d.   h.  im   Systeme    10  darzustellen.    Man  hat  in   diesem  Falle 
i  =  n,  e^6,  a:=lO;  u  und  tx'  berechnen  sich  aus  der  Gleichung 

«.17=10o'-l, 

woraus  sofort  geschlossen  wird** 

u=.7,  a'=12. 

Wir  haben  sodann  zur  Berechnung  der  Ziffern  das  nachstehende  System 
von  Gleichungen: 

6.7  =  4.10  +  2  6.12+   5=  7.10  +  7 

2.12+  4=  2.10  +  8  7.12+  7=  9.10  +  1 

8.12+  2=  9.10+8  1.12+  9=  2.10  +  1 

8.12+  9  =  10.10  +  5  1.12+  2=   1.10  +  4 

5.12  +  10=  7.10  +  0  4.12+  1=  4.10  +  9 

0.12+  7=  0.10  +  7  9.12+  4=11.10  +  2 

7,12+  0=  8.10  +  4  2.12  +  11=  3.10  +  6 

4.12+  8=  5.10  +  6  5.12+  3=  6.10  +  3. 

ß 

Hieraus  ergiebt  sich  als  Periode  des  Bruches  j^   im   Decimalsysteme : 

ivi)    =(0;3529411764705882)io. 


*  Es  verdient  erwähnt  zu  werden,  dass  dieser  Satz  auch  für  z  =  k  seine 
Giltigkeit  nicht  verliert.  In  diesem  Falle  geht  nämlich  der  Algorithmus  in  eine 
Identität  und  die  Gleichung  aa'i  ■\'am=uz  in  die  Gleichung  aa'— 1  =  uk  über. 

**  Im  Decimalsyatem  kann  u  bei  der  gemachten  Voraussetzung  nur  eine  der 
Ziffern  1,  3,  7,  9  sein,  je  nachdem  nämlich  die  letzte  Ziffer  von  k  eine  9,  3,  7. 
oder  1  ist,  wie  k  auch  im  Uebrigen  beschaffen  sein  mag. 
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Gleichzeitig  liefert   nns  der  AlgoriUunas  auch   die  Periode  desselben 
Braches  im  Duodecimalsysteme;  nämlich 


(^)    « (0,429107085792141 136)„ . 


Zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  empfiehlt  sich  das  folgende 
Schema :  gg  g^  ^jg  ^g  ^^  ^^  9 ^  ^^  ^  s^  ^  ^^  i^g  ^g  ^g  ^^j  jg  ^ 

bei  welchem  die  Ziffern  von  rechts  nach  links  sich  an  einander  reibend 
erzeugt  werden.  Zur  Erläuterung  desselben  fügen  wir  die  nachstehende 
Begel  bei: 

„Man  bestimme  zuerst  u;  «  ist  im  Decimalsysteme  1,  3,  7  oder  9, 
je  nachdem  die  letzte  Ziffer  von  k  eine  9,  3,  7,  oder  1  ist.  Hiemf 
multiplicire  man  h  mit  u  und  zähle  zu  dem  Producte  1  hinzu.  Schneidet 
man  von  der  so  erhaltenen  Zahl  die  Null  am  Ende  ab,  so  bleibt  at  flbrig. 
Jetzt  multiplicire  man  0  mit  u,  schreibe  die  Einer  des  Productes  ab  letzte 
Ziffer  rechts  an  und  füge  die  aus  den  übrigen  Ziffern  gebildete  Zahl  links 
oben  als  Exponenten  bei.  Danach  multiplicire  man  die  erwähnte  lebt« 
Ziffer  mit  a\  zähle  den  Exponenten  zu  dem  Producte,  schreibe  die  Ein^ 
der  entstandenen  Zahl  als  vorletzte  Ziffer  und  die  aus  den  übrigen  Zifo 
gebildete  Zahl  als  zweiten  Exponenten.  In  dieser  Weise  fahre  man  fort, 
bis  das  ursprüngliche  Product  U0  wiederkehrt.  Dann  stellen  die  unten- 
stehenden Ziffern,  von  links  nach  rechts  gelesen,  die  Periode  des  Bruches 

•p  im  Systeme  or,  die  Exponenten  dagegen,   von  rechts  nach  links  gelesen, 

die  Periode  desselben  Bruches  im  Systeme  a   dar.**  . 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  erwähnt,   dass  die  Beziehung  be- 

axa  +  am^x-^\  =  rx.u  (A  =  l,  2,  3,...)- 

Dieselbe  ist  ein  besonderer  Fall  eines  im  vierten  Abschnitte  zu  ent- 
wickelnden allgemeinen  „Productensatzes**.  Sie  kann  jedoch  auch  direct 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  19)  und  20)  dieses  Abschnittes  hergeleitet  werden. 

Hiemach  sind  die  oben  angeschriebenen  Zahlen  63,  35,  112,  49,  14,  21,>« 
die  Siebenfachen  der  entsprechenden  Beste,   welche  bei  der  Verwandlang 

des  Bruches  -pf    in    einen    Decimalbruch    auftreten;     nämlich     63  =  9.T, 

35  =  5.7,  112=16.7,  49=7.7,  14  =  2.7,  21  =  3.7,... 

Der  Algorithmus  18)  kann  auch  in  eine  Art  von  Division  umgesetzt 
werden.  Man  hat  zu  dem  Behufe  nur  nöthig,  mit  a  in  ue  zu  dividiren 
und  dabei»  zum  unterschiede  von  dem  gewöhnlichen  Divisionsverfahren,  nicht 
Nullen,   sondern  die  jedesmaligen   vorhergehenden  Quotienten  herunter  zo 

holen.     Diese  Quotienten  stellen  dann  wieder  der  Reihe  nach  die  Ziffern  der 

0 
Periode  von  —  im  Systeme  a  dar.    Für  das  angeführte  Beispiel  ergiebt  sich: 
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42:12  =  352941... 
36 

63 

60 

35 
24 

112 

108 

49  ^ 

48 

14 
12 

21 

2.  Beispiel.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn 
(a  — 1)  die  letzte  Ziffer  von  Je  im  Systeme  a  ist,  Je  also  die  Form  hat: 

Jc  =  ali+{a  —  l), 
In  diesem  Falle  ist 

a(Ä  +  l)— 1«1.Ä,  also  tt  =  l,  a  =  Ä  +  l. 

15 

Es  sei  z.  B.  der  Bruch  yq  in  einen  Decimalbruch   zu  verwandeln,  so 

ergiebt  sich  das  folgende  Schema  (a=2): 

17  18  09  14  07  13  lg  08  04  02  Ol  10  05  12  oß  03  4  15  I  2, 

welches  man  mit  der  grössten  Leichtigkeit  aus  dem  Kopfe  niederschreiben 
kann.  Hier  sind  (weil  u^l)  die  Zahlen  17,  18,  9,  14,  7,  13,... 
selbst  die  Potenzreste. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  besonders  darauf  hingewiesen,  dass  durch  das 
oben  dargelegte  Verfahren  jede  Division,  welche  einen  echten  Bruch 
liefert,  und  deren  Divisor  relativ  prim  zur  Grundzahl  des  betreffenden 
Zahlensjstemes  ist,  auf  lauter  einzelne  Multiplicationen  zurückgeführt 
wird. 

Mainz,  December  1891. 


(Fortoetsung  folgt.) 
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XXII. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Absclmitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt 

Von 

Benedict  Sporee 

In  Stuttgart, 


Die  n  Schnitte  a,  &,  c...   irgend  einer  Basis   C^  mit  irgend  einer 

Geraden  S  begrenzen  auf  S^  n^(^~~i)  Abschnitte  ah^  ac^  ad^  ...&c,  5d... 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  nnd  jedi 
Strecke  in  Bezng  aaf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  5;  aaf  jeder  Trans- 

yersale  8  liegen  also  ^n{n  —  l)  Sehnen  s  und  ebenso  viele  Mitten  Q»    Auch 

wir  werden  an  dieser  Steiner 'sehen  Bezeichnung  festhalten. 


L  Heber  den  Ort  der  Mitten  Q  ffSa  parallele  Transyenalen  & 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  O  und  eine  Basis  C^  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  Ä  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  X,  welche  6^  in  ^  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieser 
Geraden  L  ein  Stück  BA^  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^^  eine  Curve  n^^^  Grades  C^" ,  welche  mit  der 
Geraden  O  dieselben  Punkte  wie  (7'*  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  G  haben  C"  und  C^"  noch  n(f»  — 1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  zu  ^n{n^l)  Paaren  von  Punkten  A  und  A^  ordnen.    Anf 

^  1 

der  Geraden  O  liegen  also  namentlich  auch  jT-f»(«— 1)  Punkte  jB(=ß),  die 

1 

Mitten  vonjj-w(w  — 1)  Sehnen    -4^j(=«)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder: 


Der  Ort  des  Punktes    0  für  parallele  Transversalen  S  ist 
eine  Curve  des  ^f»(«-l)*«"  Grades,  ()i«<"-').     (584.) 

(Die  in  Klammern  beigefügteu  Zahlen  geben  die  Seitenzahl  der  ges.  Werke 
Jacob  Steiner^B,  Bd.  2,  an.) 
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b)  Oiebt  man  einer  Transversale  S  alle  möglichen  Richtungen,  so  ent- 
steht eine  Curvenschaar  8{0h^^^~^^)i  welche  so  besohafifei)  ist,*  dass  durch 

jeden   festen   Punkt  je  -^n(f}  — 1)    Curven    gehen,    indem    auch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt -^  n  (t»  —  1)  solche   einfache   Sehnen  s  gehen,   die  ihre   Mitte 

in  ihm   haben.     Es   giebt  jedoch   auch    solche    besondere   Punkte,    durch 
welche  nur -^  *j  (w  —  1)  —  1    Curven   des    Systems    gehen,    und    zwar    sind 

diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nämlich  es  giebt: 

a)  Solche  Punkte  Jq^  für  welche  die  innere  Polare  J"-**  die  Curve  C" 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  Jq,  welche  Halbirungspunkte 
Ton  Sehnen  @  (=8)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J^  eine  Curve  vom  Grade  f»(f»  +  l)  (w  — 2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J|,  durch  welche  eine  Sehne  S^  geht,  auf  der  zwei 

Sehnen  8  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  J,  werden 

1 
wir  weiter  unten  als  vom  Grade  -j  « (n  -f- 1 )  (n  —  2)  (w  —  3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  Qi^^'^—*^  ist  somit  zusammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Punkte  Jq  und  dem  Ort  der  Punkte  J^  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Curve  vom  Grade 

-|n(n  +  l)(n--2)(n-3)  +  n(«+l)(n~2)  =  ^w(n  +  l)(n-l)(n-2). 

Jede  der  obigen  Curven  ißl"<"^*)  enthält,  wie  wir  ebenfalls  weiter 
unten  finden  werden,  -^n  («  —  1)  (n  —  2)  (w  —  3)  Punkte  /j,  welche  Doppel- 
punkte von  £)i"C«-i)  Bind. 

Jede  der  Curven  öi»<n-i)  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden  ^-n*(w— 1)* 

Punkte  gemein,  berührt  also  auch   ihre  Enveloppe  in  so  vielen  Punkten. 

Hiervon  sind  q-  **  (^  —  1)  (♦* ""  2)  (f»  —  3)    Punkte  cTj   als   Berührungspunkte 

ö 

zweifach  zählend  und  also  noch 

~««(n-l)«-^f»(f»-l)(w-2)(n-3)  =  ^n(w-l)(2n-3) 

Punkte  Jq. 

c)  Die  Asymptoten  der  Ortscurve  gehen  ferner  durch  die  Schnittpunkte 
der  Asymptoten  der  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Trans- 


*  Drehen  wir  die  Basis  C**  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  so  erhalten  wir 
eine  Curve  Cj«,  welche  mit  der  Basis  n*  Punkte  gemein  hat.  Da  die  unendlich 
fernen  Punkte  beider  Curven  zusammenfallen,  liegen  deren  im  Endlichen  ge- 
legenen gemeinsamen  Punkte  auf  einer  Curve  (n  —  l)*«»  Grades  /«— i,  der  „innern 
Polare*'  des  Pols  P  in  Bezug  auf  die  Basis. 
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versale  conjugirt  harmonisch,  wie  sich  sofort  aas  der  Steiner 'sehen  leicht 
beweisbaren  Tahgentenconstruction  der  OrtscarTe  jßi"("-^>  ergiebt.  Ist 
nun  z.  B.  die  Basis  vom  dritten  Grade,  und  sind  deren  Asymptoten  reell  und 
giebt  man  der  Transversale  nach  und  nach  alle  Richtungen ,  so  beschreiben 
die  Asymptoten  aller  Ortscurven  S  ((?i^"<"~^J)  drei  projectivische  Büschel, 
die  in  diesem  Falle  (für  die  Basis  C^)  zudem  noch  perspectivisch  sind« 
Ist  z.  B.  ABC  das  Asymptotendreieck  und  ziehen  wir  durch  C  eine  Ge- 
rade CD  parallel  der  Richtung  der  Transversale  8  und  schneidet  CJ}  die 
Gerade  AB  in  D,  und  ist  /  der  Halbirungspunkt  von  CD,  so  sind  Ay 
und  By  zwei  Asymptoten  einer  der  Ortscurven.  Der  Ort  des  Punktes  y 
ist  aber  eine  Gerade,  und  zwar  die,  welche  die  Mitten  der  Seiten  ^  C  und 
BC  des  Dreiecks  ^^C  verbindet. 

Betrachten  wir  ebenso  irgend  drei  Asymptoten  einer  Basis  C",  so  ge- 
hören zu  derselben  ebenfalls  drei  Asymptoten  der  Ortscurve  ()i  "<"-*>,  die 
sich  paarweise  in  einer  Geraden  schneiden.  Ist  also  A  der  Schnitt  zweier 
Asymptoten  ji^  und  ^g,  der  Basis,  so  ist  das  Büschel  Asymptoten  durch 
ji  für  alle  Ortscurven  iS(öi"^'*'"^^)  perspectivisch  zu  jedem  Büschel  solcher 
Asymptoten,  dessen  Mittelpunkt  auf^j  oder  ^^  gelegen  ist,  und  mit  alleo 
anderen  Büscheln  Asymptoten  ist  es  projectivisch.     Oder: 

Die  Asymptoten  der  Ortscurven  S{Q^^*^^)  bilden  Büschel, 
die  zu  einander  theils  projectivisch,  theils  perspectivisch  sind, 

und  zwar  ist  jeder  Büschel  zu -^(n  — 2)(n  — 3)  andern   projec- 
tivisch und  zu  2(n  — 2)  perspectivisch.     (585.)     , 

n.  lieber  den  Ort  der  Mitten  Q  für  Transversalen  durch  einen  Piukt  Q. 

a)  Ist  irgend  ein  Pol  P,  eine  Gerade  G  und  eine  zweite  Gerade  S  ge- 
geben, und  bestimmen  wir  auf  einem  Strahle  durch  P,  der  O  und  S  in 
g  und  h  schneidet,  einen  Punkt  h  so,  dass  g  die  Mitte  von  A&  ist,  so  ist 
der  Ort  von  Je  eine  Curve  zweiten  Grades,  f ,  die  durch  P,  den  Schnitt 
von  G  und  H^  geht,  sowie  zu  G  und  H  parallele  Asymptoten  hat. 

Die  Curve  K^  hat  nun  mit  irgend  einer  Curve  n^^  Grades  2n  Pankte 
gemein.     Daraus  schliessen  wir: 

Durch  jeden  Pol  gehen  im  Allgemeinen  je  2n  solche  Ge- 
rade, welche  mit  irgend  zwei  Geraden  G  und  H  zwei  Punkte 
g  und  h  und  mit  einer  Curve  C^  einen  solchen  Punkt  h  gemein 
haben,  dass  g  die  Mitte  von  hk  ist. 

Und: 

Verbinden  wir  irgend  einen  Punkt  h  einer  Basis  (7"  mit  einem  festen 
Pol  P  und  schneidet  Ph  irgend  eine  Gerade  G  in  einem  Punkte  g  und 
bestimmen  wir  auf  Pk  einen  solchen  Punkt  A,  dass  g  die  Mitte  von  hk 
ist,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  h  eine  Curve  2n^^^  Grades,  J7'^",   welche 
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mit    O^  deren  Punkte  auf  Gr  und  6ae>  gemein    und   den  unendlich  fernen 
Pankt  von  Q  zum  n  fachen  Punkte  hat. 

b)  Die  Ortscurve  B}^  hat  mit  der  Basis  ausser  den  hereits  genannten 
Pankten  auf  Qr  und  6ae>  noch  weitere  2n'  — 2n  =  2n(n-'l)  Punkte  ge- 
mein. Diese  ordnen  sich  jedoch  zu  n(n  — 1)  solchen  Paaren,  die  sich  auf 
je  einer  durch  P  gehenden  Oeraden  befinden ,  und  zu  jedem  solchen  Punkte- 
paar gehört  eine  Mitte  Q,  die  auf  Qr  gelegen  ist,  an.  Auf  jeder  Geraden 
et-  sind  also  auch  n(n  — 1)  Mitten  Q{~=-g)  von  einfachen  Sehnen  5,  die 
durch  einen  festen  Pol  P  gehen;  oder: 

Wird  die  Transversale  8  um  einen  Pol  P  herum  bewegt,  so 
beschreiben  ihrej^«(n  — 1)  Mitten  Q  eine  Curve  n(«  — 1)*®"* 
Grades  Ö»C»-i).    (585.) 

Durch  P  gehen  selbst  ^  (n— -1)  solche  Sehnen  5,  die  P  zur  Mitte  Q 
liaben,  oder: 

Die  Ortscurve  hat  den  Punkt  Q  zum  p-fa(n— l)fachen  Punkte. 

(585.) 

c)  Von  jedem  Pole  P^  gehen  ferner  n(w  — 1)  (n*r-«  — 1)   Tangenten 

an   die  Ortscurve.     Dies   gilt  namentlich  auch  vom  Pol  P,  dem  die  Orts- 

1 
enrve  zugehört,  selbst.     Durch  diesen  werden  aber,  da  er -ö^n(n- l)facher 

1  /l  \        1 ^ 

Pankt  der  Ortscurve  ist,  -^  n  (n  —  1)  (-„-»»(n- 1)4-1  j  =-2-»(w-l)(n*-n+2) 

absorbirt.  Jede  durch  P  gehende  Tangente  der  Basis  ist  weiter  vielfache 
Tangente  der  Ortscurve,  und  zwar  (n  — 2) fache,  in  dem  fUr  sie  (n— 2)- 
xnal   zwei  Punkte  Q  auf  ihr  sich  vereinigen. 

Zudem  ist  jede  Gerade  durch  P,  die  parallel  zu  einer  Asymptote  A^  der 
Sasis  ist,  als  durch  (n  —  1)  Doppelpunkte  auf  0«  gehend  anzusehen,  zählt 

also  -^  (n  -^  1)  (n  —  2)  fach  als  Doppeltangente.     Hat  also   die  Ortscurve 

noch  weitere  a  Doppelpunkte,  so  erhalten  wir  durch  die  Plücker 'sehen 
Gleichungen : 

2a?  +  |rti(n-.l)(in(n~l)  +  l)  +  2n(w-l)(n-2)+w(n-l)(n-2) 

=  n(n  —  l)(n*  —  n  —  1), 
a?  =  -TT  n  (n  —  1)  (w  —  2)  (n  —  3), 

oder,  wenn  wir  aus  den  vielfachen  Punkten  wieder  die  Classe  bestimmen: 

Die  Ortscurve  ist  von  der  w(n— 1)'**"  Classe  und  hat  ausser 

3 

dena  vielfachen  Punkte  P  noch  ^n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)  im  End- 
lichen gelegene  Doppelpunkte.     (585.) 
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m.  ITeber  daB  System  Cnrven  iS(§»(«-i))  für  Pole  P 

auf  einer  Oeraden. 


Das  ganze  System  von  Curven  g»(»-i)  für  Pole  P  einer  Geraden  ist 

so  beschaffen,   dass  durch  jeden  Punkt  ^  je  -s-n(w  — 1)    Curven    ^■^■-^' 

1         ^ 

gehen ,  indem  durch  jeden  Punkt  auch  '^n{n  —  \)  solche  Sehnen  $  geben, 

die  N  zur  Mitte  Q  haben. 

Bewegt  sich   weiter  ein  Punkt  P  auf  einer  Geraden  O  und  schneidet 
die  zu  P  gehörige  Curve  ^<"—^)  zwei  Gerade  JTund  L  in  den  Punkten  Jf 

und  N^  so  gehen  durch  jeden  Punkt  JWauf  Z -^11(11 —l).n(«—l)=5n*(f»-l)* 

Gerade  MN^  die  mit  L  nicht  zusammenfallen.  Für  den  Schnittpunkt  A 
von  H  und  L  als  Punkt  N  fallen  auf  die  Gerade  H  für  jede  einzelne 
Curve  0"^""^^  ^ie  durch ^^  geht,  n(n  — 1)— 1=(«*— n-1)  Gerade 3fxV, 

und  im  Ganzen  somit  -^  (n—  1)  (n*  — n  — 1)  solche  Geraden  auf  X.    Sehen 

wir    dagegen    den   Punkt   Ä   als    einen    Punkt  Jlf  an,    so    fallen    ebenso 

^(w  — 1)  (n*  — w  — 1)  Gerade   MN  auf  L.     Durch  jeden  Punkt  iV  von  I 

gehen  demnach 

Gerade  AfN,  von  denen  jedoch  ^w(«  — 1)  (n*  — n  — 1)    auf  i    selbst  w 

liegen   kommen.     Ganz  das  Gleiche  ist  der  Fall  für  einen  Punkt  anf  B. 

Der  Ort  der  Geraden  MN  ist  also  eine  Curve  der  -^w(n-l)(2n'-2n-l)*® 

Classe  mit  H  und  L  als  vielfachen  Tangenten.  Lassen  wir  nun  JET  mit  L 
zusammenfallen,  so  ändert  sich  die  Classe  des  Ortes  nicht;  die  Gerade  ^VA 
wird    zur  Tangente   an   die   Curve  Q^^^^^>   im  Punkte  N  auf  L,    Durch 

jeden  Punkt  von  N  gehen  nur  noch  -^(n  —  l)  Gerade  NM^  die  von  i  ver- 
schieden sind  und  alle  anderen  Geraden  MN  kommen  auf  L  zu  liegen, 
oder,  die  Gerade  L  ist: 

~n(fi-l)(2n2-2«-l)-^w(n-l)  =  n(w-l)(n»-«-l)fache 

Tangente  .des  Orts.  Unter  den  Curven  §"  <"-^>  für  Pole  P  einer  Geraden  G 
sind  also  namentlich  auf  «(w— 1)  («*— n  — 1)  solche,  die  irgend  eine 
Gerade  L  berühren.     Diese  setzen  sich  jedoch  zusammen  aus: 

o)  X  eigentlichen  Berührungen; 
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jS)  2»*(w  +  l)  (n  — 2)  (n  — 3)   Curven   ö»<«-^),   welche  in   L  einen 

Doppelpankt   haben,    jede   als   berührende  Curye    zweifach    zählend    (wir 
werden  die  Zahl  dieser  Doppelpunkte  weiter  unten  bestimmen);  und: 

y)  Der  Curve  ö"~^>  welche  zum  Schnittpunkt  von  ff  und  L  als  Pol  P 

gehört,  und  zwar  zählt  diese  Curve  für-j5-n(n  —  l)  (n*  —  n— 2)  berührende 

^  1 

Curven,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  derPunktPfür^w(n— l)(n*— «— 2) 

Doppelpunkte  zählend  aufzufassen  ist. 
Ans  Obigem  erhalten  wir  aber: 

a?  +  ^«(n  +  l)(«-2)(n-3)  +  -^«(«-l)(n«-n-2) 

=  n(»-l)(n«-f»-l), 

^^«^-         ^  »  =  n(f»«-3), 

oder: 

Es   giebt  je   n(n^— 3)   Pole  Q^   auf  einer  Gerade  ff,    deren 

zugehörige    Curven    £)"<"-<)   irgend    eine    Oerade  L  berühren.* 

(586.) 

IV.  lieber  den  Ort  der  Doppelsehnen  einer  Basis  C". 

a)  Ist  P  irgend  ein  Punkt  und   soll   eine  Oerade  PQ^  so  beschaffen 

sein,  dass  Q^  Mitte  von  zwei  mit  PQ^  zusammen  fallenden  Sehnen  b  ist,  so 

mu88  öo  Doppelpunkt  des  Ortes  ()n<»-i)  von  P  sein.     Der  letztere  Ort  ent- 

3 

hält  jedoch,  wie  wir  oben  (II.)  sahen, -^  n  (n  —  1)  («  — 2)  (w— 3)  solche  Doppel* 

punkte.    Durch  jeden  Pol  P  gehen  also  auch  gerade  so  viele  Doppelsehnen  8^^ 
oder  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Doppelsehnen  einer  Curve  C"  ist  eine  Curve 
von  der  Classe  |n(«-l)  («  -  2)  (n-3),  i^3f«(»-i)(«-2)(«-8).     (586.) 

Wir  sahen  femer,  dass  die  zur  Richtung  22  gehörige  Curve  pi^t^-O 
nur  ^  n  (n  —  1)  (w  —  2)  (n  —  3)  solche  Doppelpunkte  enthält**,  und  schliessen 


*  Einen  zweiten  Beweis  geben  wir  unten  in  V. 

•*  Irgend  eine  Car?e  öi"^""*'^\   welche   einer  Richtung  B,  zugehört,   habe 
2  Doppelpunkte.    Ihre  Classe  ist  gegeben  durch  den  Werth 

y  =  -  n  (n — 1)  (n* - n -  2)  -  2a?. 

Andererseits  sind  aber  nur  n(n— 1)  und  zwar  jede  n(n  — 2)fache  Tangenten 
der  Ortscarve  parallel  B,  möglich,  woraus  folgt: 

n (n  -  1)  (n  -  2)  =  -n  (n  -1)  (n«  -n  -  2)  - 2«  , 
a:«i-n(n-l)(n-2)(n-.3). 
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daraus,  dass  die  Doppelsehnen  8^  aach  nur  zu-K-n(n-'l)  (n  — 2)  (n-S) 
parallel  sind,  und  dass  also  der  Satz  giltig  ist: 

Die  Ortscurve  5^1"  («-0  «~2)  (n-8)  hat  die  Gerade  6«  zur  mehr- 
fachen und  zwar  zur  -j-w(n  — l)(n  — 2)(w  — 3) fachen  Tangente. 

b)  Bewegt  sich  eine  Transversale  S  parallel  einer  Asymptote  Ät  der 
Basis  (7",  so  zerföUt  die  zu  diesen  Transversalen  gehörige  Curve  ßi"^'"'^ 

/  l  \  ten 

in  die  Asymptote  A,  selbst  und  eine  Curve  des  (  o*  ^  (♦* ""  1)  ""  M       Grades, 

jpi(n+i)(n— 2)  (584),  in  dem  jeder  Punkt  der  Asymptote  auch  als  Mitte  einer 
Sehne  s  angesehen  werden  kann,  um  die  Anzahl  Doppelpunkte  dieser 
Curve  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Anzahl  Tangenten  derselben 
parallel  der  Asymptote  zu  suchen.  Diese  sind  aber  identisch  mit  den  Tan- 
genten der  Basis  parallel  der  Asymptote  i#«.  Die  Anzahl  dieser  ist 
(n  +  l)(w— 2)  und  jede  derselben  ist  (n  — 2) fache  Tangente  der  Orts- 
curve ipl^^+iX"— 2)^  gßj  ^Iqq  ^[q  Anzahl  der  Doppelpunkte  mit  x  be- 
zeichnet, so  haben  wir  die  Plücker'sche  Gleichung: 

(^  +  l)(^-.2)«  +  2ic=i(w  +  l)(n-2)(-i(n+l)(n-2)-l) 

a?  =  g-(^  +  l)(f*-l)(n-2)(«-4). 

Gerade  so  gross  ist  die  Zahl  der  Doppelsehnen  parallel  der  Asymp- 
tote ilf,  welche  nicht  mit  i#«  zusammen  fallen.     Wir  sahen  aber,  dass  dia 

Doppelsehnen  zu  -rr  w  (w  —  1)  («  —  2)  (n  —  3)  parallel  sind ,  es  sind  auf  der 

ö 

Asymptote  demnach 

in(w-l)(n-2)(w-3)-i(w  +  ])(n-l)(n-2)(w-4) 

Doppelsehnen  vereinigt.  ""  2  ^ 

Ist  weiter  Q^  die  Mitte  einer  der  im  Endlichen  gelegenen  Abschnitte, 
welche  durch  die  Curve  auf  der  Asymptote  bestimmt  werden,  so  ist  9i 
auch  Mitte  einer  Doppelsehne,  welche  auf  die  Asymptote  zu  liegen  kommt 

Da  es  ■5-(w  — 2)(n  — 3)  solche  Mitten  Q^  giebt,  so  gilt  folgender  Satx: 

^  1 

Die  Asymptoten  der  Basis  sind  -n-(w  — 1)  (w— 2)fache  Tan- 
genten und  zugleich  auch  (n  — 2)fache  Asymptoten  der  Orts- 
curve s;*''<«-i)C"-2)  («-»).♦ 


^  Die  in  der  Anmerkung  (S.  686)  von  Steiner  angeführte  Zahl  iBt  nicbt 
richtig ,  wie  schon  für  (n  —  4)  sich  zeigen  lässt.  Die  obige  Ortscurve  ist  hier  eine 
Carve  82^  und  deren  Tangenten  sind  zu  je  drei  parallel.  Da  nun  keine  Tangente 
des  Ortes  parallel  der  Asymptote  der  Basis  ezistirt,  die  nicht  mit  der  Asymptote 
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c)  üeber  die  Ortscurye  ist  weiter  zu  bemerken,  dass  sie  anch  die 
Doppeltangenien  der  Basis  berührt,  indem  letztere  ebenfalls  Doppelsehnen 
siod.  Liegt  femer  der  Pol  P  in  der  Basis  selbst,  so  hat  die  zn  ihm  ge- 
hörige Carre  ö»<»-^>,  die  in  zwei  Curven  £),*  und  ^^»(»-2)  zerf&llt,  anch 

^(2»+l)  (w— 2)(n  — 3)  solche  Punkte,  die  als  Mitten  von  Doppelsehnen 

angesehen  werden  müssen,  und  von  denen  ein  Endpunkt  in  P  selbst  ist. 
Die  Mitten  derselben  sind  die  nicht  in  P  und  auf  6«  fallenden  Schnitte 
Yon  öl"  nnd  ög»(»-*>  u.  s.  w. 

V.  lieber  den  Ort  der  Sehne  8^  deren  Mitte  in  einer  Geraden  Q  liegt. 

a)  Liegt  die  Mitte  einer  Sehne  8  auf  einer  Geraden  0,  so  gehen  durch 

jeden  Punkt  von  Q-  im  Allgemeinen  je    »-(m— 1)    solche    Sehnen  8^    die 

diesen  Punkt  zur  Mitte  Q  haben,   und   die  nicht  mit  G  zusammenfallen, 

während  die  Oerade  Q-  selbst  '^n(n^l)mal    zur   Sehne  8  wird.    Daraus 

köncen  wir  sofort  schliessen,  dass  der  Ort  der  Sehne  8  eine  Curve  » (n  —  1)*®' 

Classe,  5"(«— ')  mit  Q  als  -^«(w  — l)facher  Tangente  ist.    Dasselbe  folgt 

auch  aus  den  gemeinsamen  Punkten  irgend  einer  Curve  Q^i^-^)  eines  Pols  P 
mit  ff,  indem  diese  Punkte  die  n{n^\)  durch  P  gehenden  Sehnen  8 
bestimmen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  von  Q  kann  femer  als  Mitte  einer 
Sehne  8  auf  fioo  angesehen  werden,  die  zwischen  zwei  Asymptoten  der 
Basis   liegt.      Daraus    können    wir    schliessen,    dass    die   (Gerade  Q^    als 

^n(n  —  l)  fache  Tangente  des  Orts  anzusehen  ist.    In  üebereinstimmung 

damit  folgt    aus  den  gemeinsamen  Punkten    der  Curve  Q^^^^"^)  mit  G, 

dass  die  Tangenten  der  Ortscurve  ö»(«-"i)  zu  je  — -  n(n  — 1)  parallel  sind, 
oder: 

Der   Ort  der  Sehnen  8^   deren  Mitte  in  einer   Geraden   Q 
gelegen  ist,  ist  eine  Curve  der  n(«- !)*••*  Classe,  flf*'»-^)  mit  G 

und  ffap  als  ^ w(w  — l)fachen  Tangenten.    (588.) 

b)  Ausser   diesen   mehrfachen   Tangenten   besitzt  die  Ortscurve   noch 
eine  bestimmte  Anzahl  Doppeltangenten,  die   wir  weiter  unten  (VIL)  als 

gleich  —  w(n  +  l)(w  — 2)(n  — 3)  bestimmen  werden.     Daraus   finden  wir 

wieder,  dass  der  Grad  der  Ortscurve  «(n*  — 3)  ist.  Umgekehrt  können 
wir  hieraus  schliessen,  dass  das  ganze  System  Curven  Q^i^-D  {^^  poie 
einer  Geraden  H  so  beschaffen  ist,  dass  je  n(9»^  — 3)  eine  Gerade  G  be- 

znsammenfallen  würde,  so  folgt,  dass  die  Asymptoten  nothweudig  dreifache  Tan- 
genten des  Ortes  siud  und  nicht  zweifache,  und  zwar  berührt  jede  Asymptote  den 
Ort  in  einem  Punkte  im  Endlichen  und  ist  dessen  zweifache  Asymptote. 
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rühren,  nSmlich  diejenigen ,  für  welche  die  Pole  P  die  Schnitte  von  ff  mit 
dem  Ort  S«(»-i)  sind. 

c)  Ebenso  finden  wir  weiter  unten  (XIIL),  dass  der  Ort  der  Mitten  T,; 
aller  Tangenten  der  Basis,  dieselben  als  solche  Sehnen  angesehen,  in  denen 
ein  Endpunkt  allemal  der  Berührangspunkt,  der  andere  Endpunkt  abereio 
Schnitt  der  Tangente  mit  der  Basis  ist;  eine  Curve  vom  Grade  n(fft'~4) 
ist.  Diese  Cnrve  hat  mit  der  Geraden  Q  n{ifi?  —  4)  Punkte  gemein.  Jeder 
dieser  hat  aber  die  besondere  Eigenschaft,  dass  durch  ihn  zwei  auf  einander 
folgende  Sehnen  8  gedacht  werden  können,  die  sich  im  Berührungspnnbe 
der  Tangente  Tq  mit  der  Basis  schneiden,  oder:  dass  die  Ortscurve  S'^"^' 
für  jeden  solchen  Punkt  die  Basis  berührt;  also: 

Die  Ortscurve  ig«("-0  berührt  die  Basis  in  n(n*  — 4)  Punk- 
ten.   (588.) 

d)  Ebenso  werden  wir  als  Ort  der  Mitten  der  Sehnen  @,  welche  die 
Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  der  Basis  verbinden,  eine  Carre 
vom  Grade  n(n  +  l)(w— 2)  finden  (VI.).  In  diesen  Punkten  wird  die 
Gerade  Q  von  der  Ortscurve  S^i^-'^)  geschnitten.     Die  Ortscurve  berührt 

also    die  Gerade  G   in  ^'^(n  — 1)   Punkten    und    schneidet    sie  noch  ii 

f>  (n  + 1 )  («» —  2)   Punkten.     Daraus  erhalten   wir  abermals  als  Grad  dff 
Ortscurve  den  Werth 

w(w-l)  +  n(w  +  l)(«-2)  =  n(w«-3), 

also  den  gleichen  Werth  wie  oben. 

Aehnliches  gilt  von  der  Geraden  Q-q 


'00  • 


TL  ITeber  den  Ort  der  Mittön  der  Sehnen  @. 

a)  unter  Sehnen  @  versteht  Steiner  diejenigen  Transversalen  a&  =  € 
der  Basis,  deren  Endpunkte  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten 
der  Basis  sind,  um  den  Grad  des  Orts  der  Mitten  dieser  Sehnen  sa  be- 
stimmen,  können  wir  am  einfachsten  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  Orts  ausgehen.  Dieselben  sind  vollständig  bestimmt  durch  die  Tan- 
genten der  Basis  parallel  den  Asymptoten  derselben,  und  zwar  ist  jeder 
Punkt  der  Curve  auf  0«  (n  +  1)  (*»  — 2)facher  Punkt  und  die  zugehörigen 
Asymptoten  der  Ortscurve  liegen  in  der  Mitte  zwischen  der  Asymptote  und 
den  (n  +  l)(M^2)  zu  ihr  parallelen  Tangenten.  Da  die  Basis  «)  Asymp- 
toten besitzt,  so  hat  die  Ortscurve  auch  n{n  +  \){n-~2)  Punkte  mit  fir« 
gemein,  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Mitte  Q^  der  Sehne  @  ist  eine  Curve  des 
w  (n  + 1)  (n  -  2)*«»  Grades,  OS"  ^"+^^  ^'"'^'     (589.)     U.  s.  w. 

VII.  ITeberv  den  Ort  der  Mitten  der  Doppelsehnen  8^, 

a)  Die  Curve  fi^"<"~i)  ist  vom  Grade  n(w*— 3)  [VI.]  und  von  der 
9»(n— 1)*"°  Classe.     Ihre  Schnitte    mit  Q   setzen  sich  nlUnlich  zusanunen 
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ans  -^nln  —  l)  Berührungspunkten  und  ans  n(n  +  l)(^-^2)   Schnitten. 

Unter  den  Tangenten  der  Ortscurye  S"  ^"  '  ^^  sind  jedoch  auch  solche,  welche 
Doppelsehnen  und  deren  Mitten  auf  G  gelegen  sind.  Jede  dieser  Doppel- 
sehnen ist  aber  auch  Doppeltangente  der  Ortscurve.     Bezeichnen  wir  ihre 

Anzahl  mit  Xy  so  erhalten  wir,  wenn  wir   berücksichtigen,  dass  auch  ff« 

1 

^»(n  —  1) fache  Sehne  ist,  die  Plücker'sche  Gleichung: 

n(n-l)(w«-w-l)- |-(w-])(««-n-2)-2Ä  =  n(n«-3) 

oder: 

Der  Ort  der  Mitten  aller  Doppelsehnen  S^  einer  Basis  ist 

eine  Curve  ;J-n(n  +  l)  (n- 2)(n -3)*«"^  Grades,  p,^C«+i)(«-2)(«- 3). 
(587.)  * 

b)  In  Bezug  auf  die  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  mit  ff«  ist 
Folgendes  zu  beachten:  Die  Ortscurve  hat  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Basis  zu  mehrfachen,  etwa  anfachen  und  schneidet  die  Gerade  ff«  nebst 
dem  noch  in  den  Berührungspunkten  von  ff«  und  Äg|«(n-i)  («— 2)  (n-s)^ 
Um  letztere  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  irgend  vier  Asymptoten  der 
Basis  zu  wählen,  etwa  A^^  A^^  A^^  A^  und  zwei  Strahlen  Y  und  Z  so 
zn  bestimmen,  dass  z.  B. 

A^YJ^Z  und  A^YAj^Z 

zwei  harmonische  Punktreihen  auf  ff«  ergeben.  Zu  vier  Asymptoten  er- 
halten wir  auf  diese  Art  drei  Paare  Y  und  Z  und  jede  dieser  sechs  Ge- 
raden  bestimmt    auf  ff«   einen    der    obigen  Berührungspunkte.     Hieraus, 

oder  aus  dem  Umstände,  dass  die  Doppelsehnen  nur  zu  je  -^n  (w  - 1 )  (w -  2)  (n - 3) 

o 

parallel  sind,  folgern  wir,  dass  die  Ortscurve  Sf'><'>-1)  («-2)  (n-3)  ^{^  ge- 
rade ff«  in  ■j-«(«—l)(fi— 2)(n—3)Punkten berührt  undalso  dieOrtscurve 
C)ji«(»+i»  («-2)  (n-8)  auch  die  Gerade  ff«  in  diesen  ^(w-1)  (w-2)  (w-3) 
Punkten  schneidet.     Aus  ihrem  Grade  und  diesen  Punkten  folgt: 

«a?-f.-^w(n-l)(w-2)(n-3)  =  in(n  +  l)(w-2)(n-3) 

rc  =  J(n-2)(n-3). 

Letzterer  Werth  hätte  auch  daraus  abgeleitet  werden  können ,  dass  wir 
jeden  Punkt  auf  ff«  und  einer  Asymptote  der  Basis  als  Mitte  einer  Doppel- 
sehne  angesehen  hfttten,  von  der  zwei  Endpunkte  im  Unendlichen,  zwei 
aber  irgend  zwei  von  den  im  Endlichen  gelegenen  {n  —  2)  Schnitten  der 
Asymptote  mit  der  Basis  gewesen  wären.     Wir  erhalten  also: 
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Die  Asymptoten  der  Basis  sind-^- (n^2)  (n  — 3)fache  Asymp- 
toten der  Ortscurve.    (587«) 

Vm  ITeber  den  Ort  der  Sehnen,  deren  Mitten  in  der  Basis  selbit 

gelegen  sind. 

a)  Die  Ortscurve  Q"^**-^^  hat  mit  der  Basis  n*(«— 1)  Punkte  gemein. 
Dieselben  zerfallen  in 

a)  n  Punkte  auf  (?ao,  je  (n^l)fach  zählend; 

ß)  n(fi  — 1)  Punkte,  welche  Berührungspunkte  der  Tangenten  von  P 
an  die  Basis  sind,  und  in 

/)  n(n  — l)(n  — 2)  weitere  Punkte  der  Basis,  welche  Mitten  tod 
durch  P  gehenden  Sehnen  sind,  wodurch  die  Anzahl  gemeinsamer  Punkte 
beider  Curven  erschöpft  ist. 

Durch  jeden  Punkt  P  gehen  demnach  n  (n  —  1)  (n  —  2)  solche  Sehnen  S, 
deren  Mitte  Q^  in  der  Basis  sf'lbst  liegt,  oder: 

Der  Ort  der  Sehnen  Sy  deren  Mittelpunkt  Qi  in  der  Basis 
selbst     liegt,     ist     eine     Curve     der     n  (« —  1)  (» —  2)*«"'     Clssse, 

gnin^l)in^2\      (587.)      U.S.W. 

IX.  lieber  den  Ort  der  Transyersalen  S^  deren  Mitten  in  einer  Cnne 

m*^  Orades  liegen. 

a)  Die  Curve  ö"<«-i^  hat  mit  irgend  einer  Curve  in*"»  Grades  C 
noch  m.n.in  —  l)  Punkte  gemein.     Daraus  schliessen  wir: 

Der   Ort  aller   Transversalen   Sj   deren   Mitten   in  irgend 

einer  Curve  w*®"*  Grades  liegen,  ist  eine  Curve  der  iii.#»(ii— 1;**^ 

1 
Classe,  mit  (?<»  als  -^f»n».(n  — l)facher  Tangente.     (589.) 

Letzteres  folgt  aus  dem  Umstände,   dass  jeder  Punkt  auf  0«  Ton  C^ 

als  Mitte  von  -^n{n  —  l)  Sehnen  8  angesehen  werden  kann,  die  aaf  Gx 

fallen,  und  die  durch  irgend  zwei  Asymptoten  begrenzt  sind. 

b)  Von  dieser  Ortscurve  können  wir  ferner  die  Anzahl  ihrer  Doppel* 
tangenten  angeben.  Dieselbe  ist  bestimmt  durch  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  Ortscurve  ÖjJ"(«+i)  (»-2)  (n-s)^  ^Iso  gleich 

i-n.ni.(w  +  l)(n-2)(f»-3). 

Zudem  hat  sie  die  Asymptoten  der  Basis  zu  m  fachen  Tangenten, 
indem  für  jeden  Schnitt  von  C"*  mit  einer  Asymptote  eine  Sehne  S  anf  die 
Asymptote  föllt. 

c)  In  gleicher  W^ise  kann  die  Anzahl  Punkte  angegeben  werden,  in 
welchen  die  Ortscurve  die  Basis  berührt,  dieselben  sind  bestimmt  dnitb 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Ortscurve  Tq****"*^  und  der  Cnrve  C"i 
ihre  Anzahl  ist  also  gleich  nt.n.(n'— 4).     (Vergl.  XIII.) 
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rig.  1. 


d)  Aus  der  Classe  der  Ortacurve  und  der  Anzahl  ihrer  vielfachen  Tan- 
genten ergiebt  sich  noch  der  Qrad  derselben.  Ihre  gemeinschaftlichen 
Punkte  mit  der  Curye  C"  sind  theils  gewöhnliche  Schnitte  oder  aber  Be- 
rührnngspankte.  Die  ersteren  derselben  sind  zugleich  auf  der  Curve 
g"("+];  («-2)  gelegen,  wodurch  deren  Anzahl  bestimmt  ist.  Daraus  er- 
halten wir  wieder  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Berührungspunkte  der  Orts- 
curve  mit  (?"  u.  s.  w. 

X.  TTeber  den  Ort  der  Mitten  der  Sehnen  8^  die  eine  Cnrve  m^®'  ClaBse 

K^  berühren. 

Aus  der  Anzahl  der  gemeinsamen  Tangenten  der  Curven  K"^  und 
^»(n-i)  erhalten  wir  sofort: 

Der  Ort  der  Mitten  Q  aller  Sehnen  8^  welche  eine  gegebene 
Curve  unter  Classe  jBT'"  berühren,  ist  eine  Curve  w.w  («  — 1)*®^ 
Grades.    (589.)    ü.  s.  w. 

XL  TTeber  den  Ort  der  Sehnen  @. 

a)  Ist  irgend  ein  Pol  P  und  eine  Gerade  G  gegeben  (Fig.  1)  und 
ziehen  wir  durch  P  irgend  eine  Transversale,  welche  eine  Basis  0"  in 
einem  Punkte  Ä^  die  Gerade  G  in  M 
schneidet ,  legen  in  Ä  an  0"  eine  Tan- 
gente AL  und  ziehen  durch  M  die 
Gerade  MN  parallel  AL,  so  gehen 
durch  jeden  Funkt  M  auf  G  n  Gerade 
MN,  die  mit  G  nicht  zusammenfallen, 
indem  auf  jeder  Geraden  PM  auch 
n  Punkte  A  zu  liegen  kommen.  Da 
weiter  n(w  — 1)  Tangenten  der  Basis 
parallel  mit  G  sind,  so  fallen  auch 
«(n  — 1)  Gerade  MN  auf  G  selbst. 
Daraus  finden  wir: 

Der  Ort  der  Geraden  MN  ist  eine  Curve  w**®'  Classe 
Äi(,_i)  mit  G  als  n(n  — l)facher  Tangente. 

Für  einen  Strahl  Pj4  parallel  G  fallen  weiter  n  Gerade  MN  auf  G^,  oder : 

Die  Curve  IC(a-i)  hat  die  Gerade  Gao  zur  nfachen  Tangente. 

Ausser  diesen  vielfachen  Tangenten  hat  die  Ortscurve  noch  eine  gewisse 
Anzahl  Doppeltangenten,  die  wir  mit  x  bezeichnen  wollen.  Die  gemein- 
samen Punkte  der  Ortscurve  mit  G  setzen  sich  ferner  zusammen  aus  n(n— 1) 
Berührungen,  und  aus  n(f»  — 1)  Schnitten,  die  durch  die  n(n  — l)  Tan- 
genten von  P  an  die  Basis  bestimmt  sind,  oder: 

Der  Grad  der  Ortscurve  ilfn(«-i)  ist  gleich  3w(w  — 1). 

Aus  den  oben  genannten  Eigenschaften  erhalten  wir  die  Plücker*sche 
Gleichung: 
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Fig.«. 


««(n«_l)_w(«_l)(»«_«_l)_«(«_l)_2«  =  3«(«-l), 
oder:  x  =  i  n(«-l)  (2„  -  3), 

Die  OrtBCurveilf»(j,_i)be8itzt  ausserdem  noch  jyn(n-l)(2n-3) 
Doppeltangenten. 

Jeder  dieser  DoppeltaDgenten  entspricht  aber  einer  Sehne  @  doreh 
den  Pol  P,  auf  welcher  zwei  Punkte  Ä  so  gelegen  sind,  dass  die  Tan- 
genten in  diesen  Punkten  an  die  Basis  parallel  werden,  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Sehnen  @  ist  eine  Curve  der  ^-^ (♦»-!)  (2 «-3)*" 
Classe  ©i"^'— 1)(^"-3)^    (589.) 

Hiermit  haben  wir  die  Vermuthung  J.  Steiner's  als  richtig  erfanden. 

b)  Die  Ort«curve  ®l"("-i-)  (2»-')  gestattet  uns  noch  eine  andere  Ab- 
leitung. Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einem  Büschel  Gurren  ans  und 
fragen  nach  dem  Ort ,  welchen  die  Sehnen  einzelner  Curven  mit  einer  festen 

Basis  bestimmen.  Es  sei  zun&chst  eine 
Basis  0»  (Fig.  2)  und  ein  Büschel  B{0] 
durch  p^  Grundpunkte  gegeben  nnd 
ein  fester  Pol  P  beliebig  angenommei. 
Ist  nun  22  ein  Punkt  von  C7",  so  geht 
durch  denselben  eine  Curve  C^  nn^ 
die  Gerade  PB  bestimmt  jetzt  auf 
dieser  Curve  O  noch  (i?— 1)  Punkte  «, 
welche  die  übrigen  Schnittpunkte  von 
PB  mit  CP  sind.  Auf  der  Geraden  PB 
liegt  jedoch  nicht  nur  ein  Punkt  22,  sondern 
es  liegen  n  Punkte  22,  und  also  auch  n(p  — 1)  Punkte  x.  Die  durch  P 
selbst  gehende  Curve  C^  hat  mit  der  Basis  C"  weiter  np  Punkte  22^  gemein, 

und  für  jeden  solchen  Punkt  22^  Wli  ein 

Punkt  X  in  P.     Daraus  schliessen  vir: 

Der  Ort  der  Punkte  x  ist  eine 

Curve  [fi(i)-l)  +  wi)]=:f»{2|»-ir 
Grades,  x^p  ^  mit  P  als  njpfachem 
Punkte. 

Die  Curve  a^V^^^"  ^**  ^^^  ^^  ^^ 
aber  folgende  Punkte  gemein: 

a)  n  {2p  - 1)  Punkte  x^  (=  B)  [Fig.  3], 
für  welche  P22  die  zugehörige  Curve  C^  in  22  berührt  und  die  also  auf  der  Pan- 
polare P^P-^  des  Pols  Pin  Bezug  auf  die  Curven  des  Büschels  gelegen  sind*,  nnd: 


Fig.  3. 


P 


\ 


*  Ziehen  wir  an  alle  Curven  eines  Büschels  B  (O)  von  einem  Pol  P  Tan- 
genten, 80  liegen  deren  Berührungspunkte  auf  einer  Curve  (7*p— i,  die  durch  Pond 
die  Grundpunkte  des  Büschels  geht  und  die  Steiner  als  Panpolare  bezeichnet  hat 
Deren  Ableitung  ist  sowohl  auf  analytischem  wie  synthetischem  Wege  eine  einfiiche. 
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ß)  Eine  beBtimmte  Anzahl  Panktepaare  x^  und  x^^  die  auf  demselben 
Strahl  dnrch  P  gelegen  Bind  (Fig.  4).     Solcher  Paare  von  Punkten  kann 

es  nur  noch  -g-(n*(2|>  — 1)  — w(2p  — l)j  =  ^-nCw— 1)(2|>— 1)  geben. 

Durch  jeden    Pol  P  gehen   also  auch 

^  w  («  —  1 )  (2p  —  1)    Sehnen  x^  Xq  ,    welche 

zwei  Schnittpunkte  der  Basis  mit  einer  der 
Cnrven  des  Büschels  B{0')  verbinden,  oder: 

JedeCarveC^ eines  BüschelsJ?(C^) 
daroh  p*  Orundpunkte  bestimmt  auf 
einer  festen  Basis  O'np  Punkte,  deren 

-s-np(n|?  — 1)  Verbindungslinieneine 

Cnrve  der  ^  (n  -  1)  (2i)-l)»«'^  Classe 

umhüllen. 

Tritt  an  Stelle  des  Büschels  B  (Cp)  das 
Büschel  erster  Polaren  J?(0*""^)  in  Bezug 

auf  die  Basis  und  für  Pole  auf  der  Oeraden  G^«,  so  erhalten  wir  sofort 
die  Curve  @i«(«-i)  (2— sj. 


xn.  TTeber  eine  mit  der  Cnrve  ®i"C"-i)(2ii-3)  yerwaadtö  Curve. 

Durch  Projection  erhalten  wir  aus  Obigem: 

Ziehen  wir  von  jedem  Punkt  P  einer  Geraden  (?  (anstatt 
G^)  Tangenten  an  eine  Basis  C"  und  verbinden  die  Berührungs- 
punkte aller  von  einem  Punkt  ausgehenden  Tangenten  durch 
Sehnen    @,     so     ist    der  Ort    dieser    Sehnen    eine    Curve    der 

~n(n-l)(2f»-.3)»«  Classe  ©i^^—^J  ^2— ^^    (599,489-490.) 

Daraus  erhalten  wir  durch  ümkehrung: 

Ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  (^  eine  Transversale 
und  in  deren  Schnitten  mit  einer  Basis  C  Tangenten  an  letz- 
tere, so  schneiden  sich  diese  Tangenten  paarweise  in  ^n—l) 
Punkten  P,  Dreht  sich  nun  die  Transversale  um  den  Pol  P, 
80  liegen  von  allen  entstandenen  Punkten  P  je  ^n(n-l)  {2n-3) 
auf  einer  Geraden  (?,  oder  der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine 
Curve  ^n(n-l)(2»-3)*«  Grades,  ßi^C— «  (^—S),  (599,489-490.) 
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XTTT.  ITeber  den  Ort  der  Tangenten -Mitten  Tq. 

a)  Ist  j4  Berührnngspunkt  einer  Tangente  einer  Basis  C  (Fig.  5),  B  m 
Schnittpunkt  derselben  mit  C"  und  Tq  der  Halbirnngspnnkt  der  Strecke  AB, 

so  können  wir  nach  dem  Ort  der  Punkte 
^«'  ^'  Tq  fragen.    Zur  Erledigung  dieser  Frage 

dient  folgende  Betrachtung: 

Irgend  eine  Gurre  C"  nnd  eine  Ge- 
rade Q-  seien  gegeben  (Fig.  6);  in  irgend 
einem  Funkte  A  der  Curye  ziehen  wir  die 
Tangente  AB  an  dieselbe.  Schneidet  ifi 
die  Gerade  Q  m  D  nnd  ist  D  die  Mitte 
von  A  Bf  so  kOnnen  wir  zunSchst  den  Ort  des  Punktes  B  bestimmen.  Der 
letztere  hat  nämlich  mit  der  Geraden  Q  deren  Schnitte  mit  O  gemein  und 

zudem  noch  den  unendlich  fernen  Piukt 
*"*«•  ••  von  ff  zum  « (n  —  1)  fachen  Punkt,  indem 

n(n  — 1)  Asymptoten  des  Orts  panUsi 
mit  ff  werden  und  gleichweit,  aber  Mi 
entgegengesetzter  Seite  von  ff,  abstehen, 
wie  die  f>(n  — 1)  parallelen  Tangenten 
der  Basis  C*.  Der  Ort  hat  also  mit  G  im 
Ganzen  n  +  »  («  —  1)  =  n*  Punkte  B  ge- 
mein ;  ist  also  eine  Cnrve  vom  n^**^  Grade, 
^"\  Ausser  dem  schon  genannten  n(fi—l)- 
fachen  Punkte  auf  ff  hat  die  Ortscurve  mit  der  Geraden  ff«  noch  die 
n  Schnitte  derselben  mit  der  Basis  gemein ,  so  dass  also  ff  mit  ffoo  in  Be- 
zug auf  die  Ortscurve  projectivisch  die  gleichen  Eigenschaften  besitzen. 
Die  Ortscurve  schneidet  nun  die  Basis  in  ffi  Punkten.  Hiervon  fallen 
je  2n  auf  ff  und  ff«,  indem  beide  Curven  in  diesen  Punkten  sich  nicbt 
nur  schneiden,  sondern  noch  berühren,  und  es  bleiben  noch  deren  »(n'—^) 
weitere  Punkte  Bq  übrig,  für  welche  der  Punkt  D  zum  Punkte  T^  auf  ff 
wird,  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Mitten  Tq  ist  eine  Curve  w(n*  — 4)*««^  Grades, 
To"<»'-^>.    (599.) 

b)  Die  Curve  To''^-*-^>  hat  mit  der  Basis  die  unendlich  fernen  Punkte 
gemein  und  zwar  dieselben  zu  (n*~  4)  fachen  Punkten.  Die  Asymptoten 
setzen  sich  zusammen  aus  den  n  Asymptoten  der  Basis,  und  zwar  ist  jede 
(n  — 2) fache  Asymptote  des  Orts,  entsprechend  den  (n  — 2)  endlichen 
Schnitten  derselben  mit  der  Basis  und  aus  n{n  +  l){n—2)  Asymptoten, 
von  denen  wieder  je  («  +  l)(n  — 2)   parallel  mit  jeder  einzelnen  Asymp* 
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tote  der  Baeis  sind,  und  swar  liegen  dieselben  in  der  Mitte  zwischen  diesen 
und  den  zn  ihnen  parallelen  Tangenten  der  Basis.* 

XI7.  lieber  den  Ort  der  Pnnkte  T. 

a)  Schneidet  femer  eine  Tangente  der  Basis  in  Ä  die  Carve  noch  in 
zwei  Punkten  B  nnd  0  (Fig.  7),  und  ist  T  der  Halbirnngspunkt  von  J?C7, 
80   können    wir  ebenso  nach  dem 

Ort  der  Mitten  T  fragen.    Hierzn  Pis-7. 

dient  folgende  Betrachtung:  Die 
Corre  0*  hat  mit  der  Curre 
S»(»-i)  im  Allgemeinen  n*  («  —  !)• 
Taogenten  gemein,  oder  wir  können 
sagen: 

Der   Ort  der  Tangenten-Mitten   der   Basis,    dieselben  als 
Sehnen  8  angesehen,  ist  eine  Carve  f>'(n  — 1)'**°  Grades. 
Diese  Canre  zerföUt  jedoch  in: 
a)  die  n  Asymptoten  der  Basis; 
ß)  die  Basis  selbst; 
y)  den  Ort  der  Mitten  Tq,  T^"^""^),  und  zwar  zweifach  zählend, 

nnd 
S)  den  Ort  der  Mitten  T. 
Ist  letzterer  eine  Carve  jP',  so  finden  wir: 

a;  +  «  +  n  +  2w(n«-4)  =  fl«(«-l)^ 
oder:  »  =  «  («  +  l)(n-2)  (n-3), 

Der  Ort  der  Mitten  T  ist  eine  Carve  des  n(«+l)(n-2)(n-3)*«» 
Grades,  T»<"+i^t'—')^»-»>.    (590.) 

X7.  ITeber  Tangenten,  deren  Berührungspankt  eine  Mitte  Q  ist. 

a)  Durch  jeden  Punkt  gehen  n(n  — 1)  («  —  2)  solche  Sehnen  Äj,  deren 
Mitte  Q  in  der  Basis  selbst  gelegen  ist. 

b)  Ist  femer  P  ein  Grandpunkt  eines  Büschels  B(Cp)^  so  hat  die 
innere  Panpolare**,  d.  i.  die  Curve  «7^"^^,   den  Grandpunkt  des  Büschels 

*  Auch  hieraus  ergiebt  sich  der  Ort  der  Mitten  Tq,  Steiner  giebt  weiter 
an,  die  Ortecurve  berühre  die  Doppeltangenten  der  Basis  in  ihrer  Mitten.  Wir 
glauben  hinzufügen  zu  sollen,  dass  die  Ortscurve  diese  Doppeltangenten  in  ihrer 
Mitten  mit  zwei  Zweigen,  also  sich  Belbst  berührt,  und  nicht,  wie  Steiner  an- 
nahm, nur  mit  einem.  Die  weiteren  Besultate  Steiner^s  können  wir  füglich 
übergehen.  ^ 

•♦  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  g"  (n  - 1)  Sehnen   einer  Curve  O,   die  in  P 

ihre  Mitte  haben,  die  Endpunkte  aller  dieser  Sehnen  liegen  auf  einer  Curye  des 
(ti  — l)t«n  Grades,  der  inneren  Polare,  des  Pols  in  Bezug  auf  die  Curve  C*.  Bildet 
man  diese  Sehnen  in  Bezug  auf  alle  einzelnen  Curven  eines  Büschels,  so  liegen 
alle  Endpunkte  der  Sehnen,  wie  wir  bei  anderer  Gelegenheit  zeigen  werden,  auf 
einer  Curve  (2n  — 1)*^  Grades,  die  Steiner  die  „innere  Panpolare"  nennt. 

23* 


356    Jacob  Sieiner's  Sätze  über  d.  Mittend,  Abschnitte,  welche  eine Cnrve  etc. 

zum  dreifachen  Punkte,  indem  unter  den  Curven  eines  Büschels  stets  drei 
solche  sind,  die  irgend  einen  Orundpunkt  zum  Wendepunkt  haben.  Diese 
Curve  J^""^  hat  mit  irgend  einer  Geraden  durch  P  nur  noch  (2«  — 4) 
Funkte  gemein«  Es  giebt  also  namentlich  auch  (n  —  2)  solche  Cnrren  des 
Büschels,  die  auf  der  durch  P  gehenden  Geraden  zwei  solche  Punkte  be- 
stimmen, dass  P  gerade  der  Mittelpunkt  ihrer  Entfernung  ist. 

c)  Ziehen  wir  also  durch  irgend  einen  Pol  P^  in  Bezug  auf  alle  Curren 
die  möglichen  Sehnen  8^^  so  liegen  auf  jeder  dieser  Curven  fi(n  — l)(n  — 2) 
Mitten  Q| ,  die  von  den  Grundpunkten  verschieden  sind,  während  der 
Grundpunkt  P  in  Bezug  auf  die  Sehne  P^P  je  (n-*-2)mal  zur  Mitte  Q^  wird. 
In  Bezug  auf  die  durch  P^  gehende  Curve  des  Büschels  finden  wir  weiter 

noch,  dass  der  Punkt  Pq  auch  ^^(n-l-l)  (n  — 2)mal  zum  Punkte  ^i  wird. 

Hieraus  erhalten  wir  wieder: 

Liegt  die  Mitte  Q^  einer  Sehne  8^  auf  einer  Curve  C"  eines  Büschels 
B{C^)y  während  sie  durch  einen  festen  Punkt  Pq  gehen  muss,  so  liegen 
auf  irgend  einer  Curve  C^  des  Büschels 

«(»-l)(f»-2)  +  »»(n-2)=n(2n-l)(n-2) 

Punkte  Qi  und  der  Ort  des  Punktes  Q^  ist  eine  Curve  vom  6r«di 
(n  — 2)(2n— 1),   ßC«- 2)  (21.-1;^   welche  die  Grundpunkte  des  Büschek  n 

(n  — 2)  fachen  Punkten  und  P^  zum  -^(n  +  l)  (^  —  2)  fachen  Punkte  hat 

d)  Ist  wieder  ein  Curvenbüschel  und  eine  Gerade  G  gegeben,  so  folgt, 
wenn  wir  in  derselben  irgend  einen  Pol  Pq  annehmen,    dass    unter  deo 

{1  1     3 

(2«— l)(n— 2)—  ^(«+l)(f»— 2)  [=-ö(»-l)  («-2) 

solche  sind,  die  auf  G  drei  Punkte  A^  Q^^  B  derart  bestimmen,  so  ds» 
Q^  gerade  Mitte  von  AB  ist.     Durchschneidet  ferner  eine  der  Cnnren  (^ 

die  Gerade  G  in  einem  Punkte  M,  so  ist  M  Mitte  von  -^  (n  +  1)  (n  — 2) 

Sehnen  8^  dieser  Curve.  Durch  jeden  Punkt  von  Q-  gehen  al80-n^(w+l)  («-2^ 

3 

Sehnen  8^  dieser  Curven,  während  noch  ^  (n  — l)(n  — 2)  derselben  mit  C 

zusammenfallen.    Dies  giebt: 

Liegt   die   Mitte   der   Sehne  8^   einer   Curve   C"  auf  dieser 

Curve  und  einer  Geraden  G,  so  ist  der  Ort  dieser  Sehne  i^^  eine 

Curve    der    (2n  - 1)  (n  -  2)*«'^    Classe,    SfcV/"«'!?^)     mit    G   als 

3 

-^(»  — l)(n  — 2)facher  Tangente. 

e)  Wir  fanden  weiter,  dass,  wenn  wir  an  alle  Curven  des  BQscbels 
in  ihren  Schnitten  mit  G  Tangenten  ziehen,  der  Ort  dieser  Tangeoten 
eine  Curve  (2w  — 1)*«  Classe  gI^zI  mit  G  als  (2«  — 2)facher  Tangente 
ist.     Die  Curven  S|(n— 1]  (SZ2)  und  GlnZl  haben  ausser  G  noch: 
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(2fi-l)»(n-2)-3(n-l)«(n-2)  =  (»-2)(«»  +  n-2) 

Tangenten  gemein.  Hiemnter  sind  jedoch  6  (n  —  1)  Tangenten  Wq  mit  in- 
begriffen*, für  welche  die  zngebörige  Curve.  C^  in  G  einen  Wendepunkt 
besitzt,  and  die  also  Wendetangenten  einzelner  Curven  sind.     Durch  den 

unendlich  fernen  Punkt  von  G  gehen  ehenso  o"  (^""  !)(♦•""  ^  Sehnen  S^, 

die  mit  (?»  zusammenfallen,  während  die  übrigen  {n  —  2)  Sehnen  £f^  durch 
diesen  Punkt  mit  der  Asymptote  einer  Curye  C"  in  diesem  Punkte 
znsammenfallen.     Es  bleiben  also  nur  noch 

(n-2)  (n«  + w -  2)  -  6  (fi  - 1)- («- 2)  =  (w-l)(«- 3)  (n +  4) 

andere  gemeinsame  Tangenten  beider  Curven  übrig,  und  auf  jeder  Geraden  G 
liegen  demnach  auch  (n  —  1)  (n  —  3)  (n  +  4)  solche  Punkte  Q^ ,  dass  die 
Tangente  in  diesem  Punkte  an  die  durch  ihn  gehende  Curve  des  Büschels 
anf  letzterer  noch  zwei  solche  Punkte  bestimmt,  Ä  und  B^  dass  Q^  gerade 
Mitte  der  Strecke  AB  wird,  oder: 

Werden  auf  einer  Tangente  einer  Curve  eines  Büschels 
fi((^)  durch  die  Curve  ausser  dem  Berührungspunkte  Qj^  noch 
zwei  solche  Punkte  Ä  und  B  bestimmt,  die  von  Q^  gleichweit 
abstehen,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes  ißi  eine  Curve 
(w-l)(«  — 3)(n  +  4)t*'^  Grades, 

f)  Ist  vneder  P  ein  Grundpunkt  des  Büschels  ^(C")»  so  haben  von 
allen  Curven  desselben  drei  in  diesem  Punkte  einen  Wendepunkt.  Ziehen 
wir  femer  in  P  an  jede  Curve  des  Büschels  eine  Tangente,  so  hat  dieselbe 
mit  der  Curve  noch  weitere  (n  —  2)  Punkte  D  gemein.  Da  D  zudem 
dreimal  mit  P  zusammenfällt,  so  enthält  jede  durch  P  gehende  Gerade 
n-2  +  3  =  (n  +  l)  Punkte  D,  oder: 

Ziehen  wir  in  einem  der  Grundpunkte  Pdes  Büschels  B{C^) 
Tangenten  an  jede  einzelne  Curve,  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
Scbnittpnnkte  D  dieser  Tangente  und  der  zugehörigen  Curve 
O"  eine  Curve  (n+1)**»"  Grades  JDjC^+i)  mit  P  als  dreifachem 
Punkte. 

Drehen  wir  die  Curve  Dq^"+^^  um  P  um  einen  Winkel  von  180^,  so 
bat  die  gedrehte  Curve  mit  der  ursprünglichen  {n  +  iy  Punkte  gemein. 
Hiervon   fallen  (n  +  1)   auf  G»   und  zwölf  in  den  Punkt  P.     Die  übrigen 

(n*  +  «  — 12)  ordnen  sich  zu  ( "9"  +  9  "~  6)  Paaren  an,  die  auf  je   einem 

durch  P  gehenden  Strahle  liegen.     Daraus  erhalten  wir  aber: 

Die  Curve  OjC-^X« -3)  (11+4)  }^^i  ^je  Grundpunkte  des  Bü- 
schels zn  ly  +-5-  — Gjfachen  Punkten. 

*  Der  Ort  der  Wendepunkte  der  Kurven  eines  Büschels  ist  vom  Grade  6(n— 1). 
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g)  Ausser  den  Orundpankten  hat  die  Corre 

(p^(«-l)(--8)(«+4) 

mit  irgend  einer  Curve  des  Büschels  noch: 

«(„_l)(„_3)(«  +  4)-n»(|'+|— 6)=J(n-2)(»-3)(«  +  4) 

Punkte  Oq  gemein.     Dies  giebt  uns: 

Jede  Curve  hat  -^  n(n  — 2)  (n  — 3)  (n +  4)  solche  Tangenten, 

in  welchen  irgend  zwei  Schnitte  c  und  d  vom  BertthrnngB- 
punkte  (Iq(=Oq)  gleich  weit  entfernt  sind.*    (591.) 

XVL  Veber  eine  xweite  Gruppe  besonderer  Tangenten  der  Baals  C*. 

Ausser  den  bereits  früher  erwähnten  Punkten  hat  die  Ortscurre 
2'i.(n+i)(n-2)(n-8)  ^jt  ^er  Basis  noch  weitere   »(n-2)(fi-3)(n«-n-4) 

Punkte  gemein.  Dieselben  enthalten  die  obigen  Punkte  a^,  und  zwar  sind  io 
jedem  solchen  Punkte  zwei  Punkte  T  vereinigt,  die  Ortscurve  berührt  abo 
die  Basis  in  diesen  Punkten.  Ziehen  wir  diese  zweifach  zählenden  Punkte 
von  obiger  Zahl  ab,  so  bleiben  noch  deren 

n(n-2)(n-3)(»«-2n-8)«n(»-2)(n-3)(n-4)(n  +  2) 

weitere  übrig,  woraus  wir  wieder  schliessen: 

In  jeder  Basis  giebt  es  n(«  — 2)  (n— 3)  (»  — 4)  («  +  2)  solche 
Tangenten,  in  welchen  von  den  übrigen  Schnitten  ein  Schnittt 
in  der  Mitte  zwischen  zwei  Schnitten  c  und  d  liegt.^    (591.) 


*  Auf  das   gleiche  Resultat  kommt  Bisch  off  ia  Bd.  56  des  Journals  Ar 
Mathematik  auf  analytischem  Wege.     Er  stellt  dort  die  Gleichung  der  Corre 

-  (n  —  2)  (n  -  3)  (n  +  4)ten  Grades  aus,  die  durch  die  Punkte  Oe  geht    Dieselbe  ist 

in  der  von  Bischoff  gegebenen  Form: 


(^Ä-*'i]?) 


i*,i    tfit    i*„ 

«ti     «tt    «ts     =0. 

«81     iht    Un 

Das  von  Steiner  vermnthete  Resultat  war  schon  aus  dem  Grunde  fraglich, 
als  dasselbe  für  n  =  2  den  Werth  +4  giebt,  der  keinen  Sinn  hat  Dass  die 
Punkte  Oo  selbst  auf  Carven  niederen  Grades  liegen,  folgt  aus  den  gemeLuaineo 
Punkten  von  ^(»-O  (»—3)  («+4)  mit  0^,  wenn  man  die  n*  Grundpunkte  als  aof 

(M*  M  ^ 

r-  +  - —  6]mal  auf  einer  anderen  Curve  O  liegend  ansiebt     Dieses  Beispiel 

zeigt  so  recht  die  Schwierigkeit  in  der  Behandlung  der  hierher  gehörigen  FrageiL 

**  Selbstverständlich  ist  auch  das  von  Steiner  für  diesen  Fall  vermnthete 
Resultat  ein  unrichtiges. 


t«r 
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XVn.  Veber  die  Transversale  8^. 

a)  Die  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  /S^C"—^)  und  A^  (&75) 
bestehen  aus 

a)  dem  '^(n^l)'faoh  z&hlenden  Punkte  P, 

P)  aus  n(n  — 1)  Punkten  auf  6«  und 

y)  aus  7j- («—!)*  weiteren  Punkten. 

Hieraus  können  wir  jedoch  sofort  wieder  schliessen: 

Bei  einer  beliebigen  Curve  O*  ist  der  Ort  derjenigen 
Transversale  5«,    in  welcher  der  Schwerpunkt*  in  der  Kitte 

zwischen  zwei  Schnitten  a  gelegen  ist,  eine  Curve  -^n  (n-1)' 
Classe,  öal"(""-*>*-    (591.) 

b)  Ebenso  haben  die  zn  der  Geraden  G  gehörigen  S*»(»— 0  und  8^^  (578) 
im  Allgemeinen  n'(f»— 1)  Tangenten  gemein;  diese  setzen  sich  zusammen  aus: 

a)  der  Geraden  G  für  ^{n  —  1)  zählend, 

ß)  den  n Asymptoten  der  Basis,  und 

y)  -o  (**  +  !)  (^  —  2)  weiteren  Tangenten, 

woraus  wir  wieder  schliessen: 

Der    Ort    der   Schwerpunkte   0«    der   Transversale  Sa   ist 

eine  Curve  des  ^  (»  + 1)  (n  - 2)*«»  Grades  Öa;(«+i)  (»-2).    (591.) 

XVm.  Heber  die  Schnittpunkte  der  Basis  und  der  Curve  ()«;<" +^)(''~2). 

Ist  für  den  Fall  n=>5. 

a)  Ist  die  Basis  C^  gegeben,  so  wird  die  zu  ihr  gehörige  Ortscurve 
Pa;("+i)  («— 2)  2X1  einer  Curve  des  45.  Grades,  welche  mit  der  Basis 
225  Punkte  gemein  hat  Diese  225  Punkte  sind  aber  von  zweierlei  Art, 
es  können  nftmlich : 

a)  Punkte  sein,  welche  Mitten  a  von  Doppelsehnen  8^  sind,  und  zwar 

zählt  jeder  dieser  Punkte  zweifach,  und 
ß)  Punkte,  in  welchen   die  Tangente  die  Eigenschaft  hat,   dass  ihr 

Berührungspunkt  zugleich  Schwerpunkt  der  Tangente  selbst  ist. 

b)  um  die  erstere  Anzahl  zu  bestimmen,  können  wir  von  dem  Ort 
der  Mitten  der  Doppelsehnen  selbst  ausgehen.  Der  Ort  dieser  Mitte  wird 
für  die  Basis  C^  eine  Curve  Q^^^,  welche  mit  der  Basis  ebenfalls  225  Punkte 
gemein  hat.     Diese  Punkte  setzen  sich  aber  zusammen  aus: 

a)  15  Punkten  auf  G<»^  indem  auf  jeder  Asymptote  der  Basis  drei 
derselben  vereinigt  sind; 

*  Ueber  die  Bezeichnung  Schwerpaukt  einer  Geraden  vergl.  Steiner*B  ges. 
Werke  Bd.  2,  S.  674. 
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ß)  aus -p(»— '2)  (n  — 3)  (n  +  4)e=135  Pankten  o,»    in  welchen  o, 

auf  der  Tangente  der  Basis  in  a^  zwei  Punkte  h  und  e  so  bestimmt 
werden,  dass  Og  ^^®  Mitte  von  hc  ist  (XV.),  und  aus: 
y)  75  weiteren  Schnitten,   die  Mitten  von  Doppelsebnen  sind.    Dies 
giebt  uns: 

Es  giebt  in  einer  Curve  fünften  Grades  0^  im  Allgemeinen 
75  eigentliche  Doppelsehnen,  welche  ihre  Mitte  in  der  Basis 
selbst  haben.    (592.) 

c)  Um  die  Anzahl  Tangenten  zu  erhalten,  deren  Berührungspunkt 
Schwerpunkt  ist,  haben  wir  nur  in  dem  Resultat  (n  — 2)n'  für  n  den 
Werth  5  einzusetzen  und  erhalten  für  die  Anzahl  dieser  Tangenten  ebeo- 
falls  den  Werth  75. 

Hiermit  sind  in  der  That  auch  alle  225  Schnitte  beider  Curven  be- 
stimmt, und  das  in  XV.  von  uns  gegebene  Resultat  für  den  Fall  ns=5 
wenigstens  als  richtig  bestätigt  anzusehen. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Alle  obigen  Sätze  gehen  durch  Projection  in  scheinbar  allgemeinere 
über,  indem  an  die  Stelle  des  Schwerpunktes  und  der  Mitte  Q  gewisse  har- 
monische Punkte  treten.  Ausserdem  können  auch  andere  Oruppen  von 
Punkten  auf  der  Transversale  betrachtet  werden.  Hierher  gehören  namenüick 
die  Gruppen  von  vier  harmonischen  Punkten.  Da  diese  Fragen,  streng 
genommen,  nur  Folgerungen  aus  den  obigen  Sätzen  sind,  so  mögen  sie  im 
Anschluss  an  dieselben  hier  behandelt  werden. 


XIX.  TTeber  die  Geraden ,  welche  mit  der  Basis  vier  harmonisolie  Püikke 

gemein  liaben. 

a)  Es  kann  zunächst  verlangt  werden ,  dass  durch  den  Punkt  P  irgend 
eine  Transversale  so  gezogen  werde,  dass  von  den  n Schnitten  mit  der 
Basis  drei  derselben  mit  P  vier  harmonische  Punkte  bilden.  Um  diese 
Frage  zu  lösen,  können  wir  den  Punkt  P  zunächst  auf  der  (Geraden  Gx 
annehmen,  dann  heisst  die  obige  Frage:  Wie  viele  einfache  Sehnen,  deren 
Mitte  8i  auf  der  Basis  gelegen  ist,  gehen  durch  P,  sind  also  parallel. 
Aus   dem    Ort   iSj"("— 1)(»»— 2)   dieser   Sehnen    folgt  jedoch ,    dass    sie   zo 

-Q  n(»  — 1)  (n  — 2)  parallel  sind,   oder  mit  anderen  Worten:   durch  jeden 

^  1 

Punkt  auf  G»  gehen  -^  n  (n  —  1)  (n  —  2)  dieser  Sehnen.    Hieraus  erbaltes 

wir  durch  Projection  sofort: 

Soll  auf  irgend  einer  durch  P  gehenden  Geraden  S  der 
Punkt  P  mit  drei  Schnitten  der  Geraden  und  der  Ba^is  vier 
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1 

harmoniBche  Punkte  bilden,  so  giebt  e8-n-n(n  —  l)(n  — 2)  solcher 

Geraden  S. 

b)  Auf  irgend  einer  Transversale  giebt  es  ferner  noch  -^»(n— l)(n— 2) 

solcher  Punkte  N^  die  mit  irgend  drei  der  Schnitte  der  Transversale  mit 
der  Basis  vier  harmonische  Punkte  bilden.     Hieraus  folgt: 

Dreht  sich  eine  Transversale  iS^^nm  einen  Punkt  P  und 
bestimmt  man  zu  je  drei  der  Schnitte  a,  &,  c,  d...  derselben 
mit  der  Basis  die  drei  vierten  harmonischen  Punkte,  Ny  so  ist 
der   Ort    dieser   Punkte   eine    Curve    n  (n  — 1)  (n  — 2)*®^    Grades, 

-Z^ji(."li/"«":!l)  mitP  als  ^n(n-l)  (»- 2)faohem  Punkte. 

c)  Die  Ortscurve  ^7i*i^i)(^2)  geht  auch  durch  die  n(n  — 1)  Be- 
rttbrungspunkte  der  Tangente  von  P  an  die  Basis,  und  hat  diese  zudem 
zu  3  (n  —  2)  fachen  Punkten.  Die  übrigen  n  (w  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  Schnitte 
der  Ortscurve  nnd  der  Basis  liegen  zu  je  vier ,  die  eine  harmonische  Oruppe 
bilden,  auf  einer  Geraden   durch  P.     Daraus  folgt  wieder,  dass  durch  P 

-j  f»  (n  -r  1)  (n  —  2)  (»—3)  solche  Transversalen  hindurchgehen,  die  die  Eigen- 
schaft haben,   dass  auf  ihnen  vier  harmonische  Curvenpunkte  liegen,  oder: 

Der  Ort  derjenigen  Transversale  iS^,  welche  eine  gegebene 
Curve  n^^  Grades,  C^,  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet, 

ist  eine  Curve -^»(n-l)  (n-2)  (n-3)*<»  Classe  fifi.n(n-i)(fi-2)(«-3), 
(593.)  * 

d)  Schneidet  eine  Wendetangente  die  Basis  in  einem  weiteren  Punkte  g, 
so  gehört  die  Wendetangente  der  Ortscurve  fttr  diesen  Punkt  q  an  und 
überdies  ist  der  Wendepunkt  derselben  zugleich  Berührungspunkt,  und 
zwar  tritt  für  jeden  weiteren  Punkt,  der  die  Wendetangente  mit  der  Basis 
gemein  hat,  eine  solche  Berührung  ein,  oder: 

Die  obige  Ortscurve  berührt  die  Basis  in  ihren  Wende« 
punkten,  und  zwar  in  jedem  mit  (n  — 3)  Zweigen.    (593.) 

e)  8  und  8^  mOgen  irgend  zwei  solche  Transversalen  sein,  auf  denen 

vier  harmonische  Punkte  a,  &,  c,  d  und  aj,  &j,  c^,  d^  liegen.     Aus  dem 

Umstände,  dass 

aoi^  hh^j  cc^,  dd^  und  8  und  8^ 

einen  Kegelschnitt  K^  berühren,  folgt  eine  einfache  Construction  des  Be- 
rtthrungspunktes  jeder  Geraden  8  mit  der  Ortscurve,  wenn  wir  8  mit  8^ 
zusammenfallen  lassen.  Ist  insbesondere  die  Gerade  8  derart  gelegen,  dass 
sie  die  Basis  berührt,  und  deren  Berührungspunkt  mit  drei  weiteren 
Schnitten  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  berührt  auch  die  Ortscurve 
die  Basis  in  dem  Berührungspunkte  der  Geraden  8,  Da  es  für  n  ^  4  im 
Allgemeinen  stets  solche  Tangenten  giebt,  so  berührt  für  diesen  Fall  die  Orts- 
curve die  gegebene  Cnrve  noch  in  einer  bestimmten  Anzahl  von  Punkten.  (593.) 
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XX.  Veber  Transversalen,  nv eiche  mit  der  Basis  O^  vier  harmonisch« 

Punkte  gemein  haben. 

Ist  die  Basis  vom  vierteo  Grade,  so  ist  die  Ortscurve  Si« («->)(»—') (»-5) 
von  der  sechsten  Classe,  also  eine  S^^  welche  die  Basis  in  ihren  24  Wende- 
punkten berührt.  Da  weiter  die  Basis  von  der  zwölften  Classe  ißt,  so  hat 
sie  mit  der  Ortscarve  72  Taiwenten  gemein;  diese  sind  aber  die  Wende* 
Iwyintan  der  Basis,  jede  dreifach  z&hlend. 

Weiter  besitzt  die  Ortscarve  keine  Doppeltangente  and  keine  Wende- 
tangente, ist  also  vom  30.  Grade  und  hat  mit  der  Basis  ausser  deren 
24  Berührungspunkten  also  noch  72  andere  Punkte  o^  (=  a)  gemein, 
und  die  zugehörige  Gerade  schneidet  die  Basis  noch  in  drei  Punkten 
&,  c,  d,  die  mit  Oq  harmonisch  sind,  und  deren  zagehörige  Tangenten 
B,  C,  D  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Durch  die  72  Punkte  Oq  gehen 
Curven  18«  Grades.    (593.) 

Dass  sich  die  Tangenten  in  diesem  Falle  in  einem  Punkte  schneiden, 
folgt  aus  der  obigen  angedeuteten  Construction  des  Berührungspanktee. 
Die  Curve  18.  Grades  bildet  mit  der  durch  die  Wendecurve  gehenden 
Curve  sechsten  Grades,  dieselbe  doppelt  gezählt,  eine  Curve  30.  Grades  u.8.w. 

XXI.  TTeber  Transversalen,  welche  in  einer  Basis  C^  vier  lumnonisehe 

Funkte  bestimmen.  i 

I 

Ist  die  Basis  vom  fünften  Grade  ^  so  wird  sie  in  jedem  ihrer  Wende- 
punkte   von    der    Ortscarve  Si^C»— 0  (»— 2)  («— s)-.^   jnj^   2^ei   Zweigen 

berührt  Da  die  Curve  ferner  von  der  30.  Classe  ist,  so  zerfallen  ihre 
600  gemeinsamen  Tangenten  derselben  mit  der  Basis  in  die  45  je  sechsfach 
zählenden  Wendetangenten  der  Basis,  und  in  165  je  zweifach  zählende  Tan- 
genten, oder: 

Bei  der  Basis  C^  ist  die  Ortscurve  eine  ^^;  sie  bertthrtdie 
Basis  in  deren  45  Wendepunkten  mit  je  zwei  Zweigen  nnd 
ausserdem  noch  in  165  Punkten  a  einfach.    (593.) 

Daher  gilt  weiter: 

In  einer  Curve  C^  giebt  es  im  Allgemeinen  165  solche  Tan- 
genten,  bei  welchen  der  Berührungspunkt  a  mit  den  drei 
anderen  Schnitten  vier  harmonische  Punkte  bildet.  (593.)  Ü.8.W. 

XXn.  Veber  harmonische  Funkte  auf  den  Tangenten  einer  Basis  C 

In  irgend  einer  Curve  vierten  Grades  giebt  es  32  solche  Tangenten,  in 
welchen  der  Berührungspunkt  die  Mitte  zwischen  den  beiden  anderen  Schnitten 
mit  der  Basis  ist.  Bestimmen  wir  zu  den  Berührungspunkten  a  jeder  Tan- 
gente den  vierten,  zu  ihren  weiteren  Schnitten  harmonischen  Pankt,  a,  so 
dass  also  abac  vier  harmonische  Punkte  sind,   so  folgt  durch  Projeetion 
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ans  dem  Obigen  sofort,  dass  ftuf  jeder  Geraden  32  Punkte  a  gelegen  sind. 
Wir  erhalten  also*: 

Der  Ort  der  Punkte  a  ist  eine  Curye  d««  32.  Grades, 
welche  die  Basis  in  deren  Wendepunkten  dreipunktig  berftlirt,' 
und  überdies  durcb  die  56  Berührungspunkte  ihrer  Doppel- 
tangenten geht.    (541,  594.) 

In  einer  Basis  C^  giebt  es  weiter  64  solche  Tangenten,  in  denen 
irgend  einer  der  beiden  Schnitte,  etwa  5,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Be- 
rührungspunkte a  und  dem  anderen  Schnitt  c  liegt.**  Durch  Projection 
folgt  daraus: 

Bestimmt  man  auf  einer  Tangente  einer  C7^,  welche  die 
Basis  in  a  berührt  und  in  h  und  c  schneidet,  zwei  Punkte 
j3  and  y  derart,  dass  ahcß  und  achy  zwei  harmonische  Punkt- 
reihen sind,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  ß  und  y  eine  Curve  des 
64.  Grades,  welche  die  Basis  in  jedem  ihrer  Wendepunkte 
mitzwei  Zweigen  dreipunktig  und  in  jedem  ihrer  56Bertthrungs« 
pankte  der  Doppeltangenten  zweipunktig  berührt.    (594.) 

Die  24  Punkte  der  Basis,  die  Wendepunkte  sind,  liegen  auf  Curven 
sechsten  Grades,  wodurch  wieder  folgt;  dass  die  56  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  der  Basis  nothwendig  auf  Curyen  14.  Grades  gelegen 
sind,  indem  erstere  sechsfach  gezfthlt  und  letztere  zweifach  gezählt  gerade 
eine  Curye  64.  Grades  geben. 

Weiter  erhalten  wir  sofort: 

Die  Curye  C^  hat  64  solche  Tangenten,  in  welchen  ein 
Schnitt,  etwa  ft,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Berührungspunkte  a 
and  detn  anderen  Schnitte  c  gelegen  ist,  und  dass  diese  64  Tan- 
genten den  Asymptoten  der  Ortscurye  parallel  sind.    (594.) 

XXm.  Heber  harmonische  Punkte  auf  einer  Basis  C^. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  aus  XX.  und  anderem,  wenn  wir  für 
die  Curye  (?  in  jeder  Tangente  für  deren  Berührungspunkte  a  und  deren 
Schnittpunkte  h^  c,  d  die  Punkte  /3,  y,  S  so  bestimmen,  dass: 

alßc^     aeyd,     ahdd 

je  yier  harmonische  Punkte  sind,  den  Satz: 

Der  gemeinsame  Ort  der  drei  Punkte  /?,  y,  ö  ist  eine 
Onr?e  o;^®'^  Grades,  welche  die  Basis  in  ihren  45  Wendepunkten 
mit  zwei  Zweigen  dreipunktig  und  dieselbe  in  165.3  =  495  har- 

*  Der  hier  gegebene  Satz  wurde  bereits  früher  von  Hesse  im  Journal  fQr 
Mathematik  Bd.  36,  8.  161,  gegeben,  und  hat  Hesse  aus  demselben  dort  eine 
Beihe  Folgerungen  gezogen. 

^^  Diesen  Satz,  den  Steiner  S.  590  giebt,  haben*  wir  oben  als  eine  ein- 
fache Folgerung  aus  den  Hauptsätzen  übergangen. 
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monischen  Schnitten  (ft,  e,  d)  der  vorgenannten  165  harmo- 
nischen Tangenten,  sowie  in  den  240  Berührungspunkten 
ihrer  Doppeltangenten  schneidet,  und  welche  anch  die  Doppel- 
tangenten doppelt  berührt.  Jede  Tangente  der  Basis,  in 
welcher  zwei  der  drei  Schnitte  &,  o,  d  gleichweit  vom  Be- 
rührungspunkte a  abstehen,  ist  einer  Asymptote  der  Ortscnrte 
parallel.     (594.) 


XKLV,  TTeber  Transversalen ,  die  eine  Basis  in  Punkten  einer  Involution 

schneiden. 

a)  DieDoppelsehnen  einer  CnrveC"  sind  ferner  zu  je  g-n(n-l)  (n-2)  (»-3) 
parallel.    Durch  Projection  geht  dies  üb^r  in: 

Durch  jeden  Punkt  P  gehen  ■Tr-n(n  — l)(n  — 2)  (n  — 3)  solche  Trans- 

versalen  8x,  welche  vier  solche  Punkte,  a,  ft,  c,  d  mit  einer  Cur?e  (^ 
gemein  haben,  dass  diese  vier  Punkte  sich  zu  zwei  Paaren  von  Punkten, 
etwa  ahf  cd  einer  Involution,  anordnen  lassen,  die  P  zum  Doppelpunkte  hat 
Da  auch  auf  jeder  Geraden  irgend  vier  Punkte  a,  5,  c,  d  sich  aof 
dreierlei  Arten  zu  vier  einer  Involution  angehörigen  Punkten  ordnen  lassw, 
so  erhält  man  aus  diesen  vier  Punkten  sechs  Doppelpunkte  dieser  drei 
Involutionen.     Auf  jeder   Oeraden   liegen  n  Punkte  der  Basis  und  diese 

lassen  sich  zu  nr  w  (n  —  ])  (n  —  2)  (n  —  3) mal    vier    Punkten    ordnen,  und 

die  Anzahl   der  zu  diesen  Punktgruppen  gehörigen  Doppelpunkte  ist  somit 

-j  n  (n  —  1 )  (n  —  2)  (n  —  3) .     Da   durch  jeden   Punkt   der   Oeraden  noch 

1 

-^n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)  Gerade  8x  gehen,  so  folgt: 

Wird  eine  Transversale  8  um  einen  Punkt  Pherum  bewegt, 

so   beschreiben   die   zu  je   vier   auf  der  8   gelegenen  Curven- 

punkte  gehörigen  sechs  Doppelpunkte  der  Involutionen,  die 

3 
vier  Punkte  bestimmen,  eine  Curve  -g- w  (n  — 1)  (n  —  2)  (n  —3)** 

Grades  öJ„(„— i)  („— 2)(n— 3)»  welche  den  Pol  zum  ■Qn{n-l)  (n-z)  (f»-d)- 

fachen  Punkte  hat. 

3 

b)  Die  Ortscurve  hat  femer  mit  der  Basis  ^n'(n— -1)  (n  — 2)Xn-3] 

Funkte  gemein.  Ziehen  wir  jedoch  von  P  an  die  Basis  eine.  Tangente,  so 
kann  deren  Berührungspunkt  a  mit  irgend  zwei  Schnitten  h  und  e  derselben 
Auf  dreierlei  Arten   zu   einer  Involution   geordnet   werden ,   bei  welcher  a 

Doppelelement  ist.     Da  diese  Punkte  zu  ^ mal  sich  zu  Zweien 

anordnen,   ergiebt  Sich  also,  dass  die  Ortscurva  die  Basis  in  jedem  dieser 
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Pankte  mit  ö~  (^  ~  2)  (^ ~~ 3)   Zweigen  je   dreipunktig   berührt,   oder  mit 

3 

ibr  ^  (n-  2)  (n  —  3)  Pankte  gemein  hat.     Da  es  n  (n  —  1)  solche  Pankte  a 

3 

giebt,  80  haben  wir  von  den  gemeinsamen  obigen  Pankten  -^n(n-l)  (n-<2)  (n-*3) 

3 

abzuziehen  nnd  es  bleiben  noch  deren  -rrn  (n— 1)  (»  —  2)  (w  — 4)    übrig, 

die  solche  Pankte  x  der  Basis  sind,  welche  Doppelpankte  von  einer  darch 

yier  andere  Schnitte  der  Basis   mit  P,  gebildeten  Involution  sind.    Durch 

3 
P  gehen  also  q-  w  (n  —  i)  (n  '^2){n-~  3)  (n  —  4)  solche  Transversalen,  welche 

auf  der  Basis  fünf  Pankte  a,  &,  c,  d,  e  derart  bestimmen,  dass  einer  der- 
selben, etwa  a,  Doppelpunkt  der  durch  die  übrigen  gebildeten  Involution 
ist,  oder: 

Der  Ort  derjenigen  Transversale  Sxj  bei  welcher  unter 
ihren  Schnitten  mit  der  Basis  fünf  solche  sind,  dass  durch 
dieselben  eine  Involution  bestimmt  wird,  deren  eine  Doppel- 
punkt  selbst   einer   dieser    Schnitte    ist,    ist   eine   Curve    von 

der  |-n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)*«  Classe,  SfJ«(«-i)(»-2)  (n-8)(»«-4). 
(595.) 


Hiermit  haben  wir  sSmmtliche  von  J.  Steiner  in  seiner  Abhandlung: 
güeber  solche  algebraische  Curven,  welche  einen  Mittelpunkt  haben,  und 
fiber  darauf  bezügliche  Eigenschaften  algebraischer  Curven,  sowie  über 
geradlinige  Transversalen  der  letzteren^,  so  weit  sie  den  §§  26-27  angehören, 
bewiesen.  (Vergl.  Stein  er 's  ges.  Werke  Bd.  2,  S.  583—696  oder  das 
Journal  für  Mathematik  Bd.  47,  S.  7  —  108.)  Wenn  der  Altmeister 
Steiner  selbst  bemerken  zu  müssen  glaubt,  dass  vielleicht  einige  seiner 
Besultate  fehlerhaft  seien,  so  mag  es  wohl  auch  dem  Verfasser  gestattet 
sein,  bei  der  Schwierigkeit  der  Behandlung  aller  hierher  gehörigen  Fragen 
für  seine  Person  die  gleiche  Nachsicht  bei  etwaigen  Unrichtigkeiten  zu  be- 
anspruchen. Wohl  hat  er  Alles  vermieden,  was  ihm  irgendwie  fraglich 
in  der  Schlussfolgerung  erschien,  aber  bei  dem  Weg,  den  er  einschlug,  um 
womöglich  nur  durch  geometrische  Betrachtungen  auf  diese  Resultate  zu 
kommen,  mag  auch  ihm  das  eine  oder  andere  üebersehen  zu  Schulden 
gekommen  sein,  umsomehr,  als  die  hier  gegebene  Behandlung  dieser  Fragen 
auf  beinahe  vollständig  neuer  Grundlage  sich  aufbaut. 

Stuttgart,  im  Juni  1891. 


XXIII. 

lieber  die  Tripel  entsprechender  Erümmungs- Mittel- 
punkte,   welche    bei    der  ebenen  Relativ -Bewegung 

dreier  starrer  Systeme  auftreten. 

Von 
Prof.   Dr.   RODENBERG 

in  HannoTer. 


Hierzu  Taf.  IX  Fig.  1—4. 


FQr  die  üntersnchang  der  in  der  üebersohrift  gekennzeichneten  Be- 
wegung hat  sich  der  Begriff  des  Tripels ,  d.  h.  dreier  Punkte,  von  denen 
je  zwei  sich  als  Krümmungs -Mittelpunkte  der  Relativbewegung  der 
beiden  zugehörigen  Systeme  entsprechen,  als  besonders  zweckmftssig 
erwiesen.  Obschon  ich  in  meinem  „Beitrag  zur  systematischen  Behand- 
lungsweise  der  ebenen  Belativbewegung  starrer  Systeme"*,  sowie  auch 
früher  bereits  darauf  hingewiesen  habe,  dass  derartige  Tripel  stets  in 
gewisser  Anzahl  auftreten  müssen,  so  blieb  doch  die  Frage  nach  der 
Construction  und  der  genauen  Zahlenangabe  der  Tripel  unerledigt  Nur 
das  Vorhandensein  eines  stets  reellen  Tripels  auf  der  Polgeraden  der 
drei  Systeme  ist  auf  S.  241  des  B.  festgestellt  worden,  und  zwar,  was 
wesentlich  ist,  ohne  Bezugnahme  auf  ein  weiteres  Tripel. 

Auf  Grundlage  dieser  Thatsache  soll  nun  im  Folgenden  die  angegebene 
Lücke  in  der  Theorie  der  Tripel  auBgefCLllt  werden.  Die  Entwickelung 
wird  gleichzeitig  die  Mittel  zu  einer  befriedigenden  Erledigung  des  beson- 
deren Falles  der  Bewegung  dreier  Systeme  um  drei  feste  Punkte  einer 
starren  Geraden  an  die  Hand  geben,  dessen  kinematische  Behandlung  bisher 
noch  der  nöthigen  Strenge  entbehrte.  Hierbei  sei  daran  erinnert,  dass 
ein  Tripel  sich  während  der  beiden  consecutiven  Zeitelemente,  welche  ja 
bekanntlich  für  die  ganze  vorliegende  Frage  nur  in  Betracht  kommen,  wie 
ein  starres  Dreieck  verhftlt,  so  lange  seine  Punkte  nicht  in  gerader  Linie 
Hegen,  während  bei  dem  geradlinigen  Tripel  auf  der  Polgeraden  im  All- 
gemeinen  diese  Starrheit  nur  fdr  eines  jener  beiden  Zeitelemente  besteht* 

•  Siehe  diese  Zeitechr.  Jahrg.  1892  S.  219  flgg.  Diese  Arbeit  soll  in  Zukunft 
kurz  durch  „B."  bezeichnet  werden. 
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Pas  letztere  Tripel  zeigt  also  einen  ganz  besonderen  Charakter;  Sätze, 
welche  fttr  zwei  Tripel  ausserhalb  der  Polgeraden  gelten,  werden  hinfällig, 
wenn  eins  derselben  durch  das  geradlinige  Tripel  ersetzt  wird ,  sofern  nicht 
in  Folge  der  besonderen  Natur  der  Bewegung  auch  dieses  Tripel  noch 
während  des  anderen  Zeitelementes  starr  bleibt.  Zur  Erleichterung  der 
Ausdrucksweise  mag  in  Zukunft  ein  während  zweier  Zeitelemente  starr 
bleibendes  Tripel  kurz  als  „starres  Tripel''  bezeichnet  werden. 

Den  Schluss  der  Note  bildet  die  wirkliche  Durchführung  der  ab- 
geleiteten Constrnctionen  für  ein  Beispiel  der  Bewegung  mit  lauter 
reellen  Tripeln. 

Unter  Beibehaltung  der  im  B.  eingeführten  Bezeichnungen  sei  in 
Figur  1  die  Bewegung  der  Systeme  c^c^^s  ^°  kanonischer  Form  durch 
die  Pole  12,  23,  31  nebst  den  Rollcurventangenten  tut^shi  ^^^  ^^^ 
Tripel  T^T^T,  auf  der  Polgeraden  p  gegeben.  Ti23,  7,31,  7,12  sind  dann 
nach  B.,  Satz  15,  drei  Punktpaare  einer  Involution.  Ist  nun  A^A^A^  ein 
Tripel  ausserhalb  p,  so  betehen  nach  B,^  Satz  16,  die  Winkelrelationen 

Lt^^l2p  =  LA^12S^X^^, 

Z-^323p  =  Z-^g235  =  Aj8, 

U^^Slp^LA^SlS^l^,. 

Vermöge  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ist,  unter  Voraussetzung 
der  ünveränderlichkeit  der  Winkel  AijAgi  °^^^  Orösse  und  Sinn,  zwischen 
den  Punkten  8  und  A^  eine  eindeutige  quadratische  Verwandtschaft  V^  be- 
gründet. Denn,  durchläuft  der  eine  dieser  Punkte  eine  Gerade,  so  bo- 
schreiben die  nicht  durch  ihn  gehenden  Schenkel  der  starren  Winkel  zwei 
projectiYe  Büschel  und  erzeugen  somit  einen  jener  Geraden  entsprechenden 
Kegelschnitt.  Solche  Punktpaare  SA^,  welche  insbesondere  mit  T^  auf 
einer  und  derselben  Geraden  liegen ,  erfüllen  zwei  sich  in  F^  entsprechende 
Ourven  s^a^  und  ebenso  giebt  es  die  Curyenpaare  s^a^y  s^^a^  bez.  zu  T^Tj. 
Ist  nun  8  irgend  ein  Schnittpunkt  von  5|  und  Sg,  welcher  nicht  Fun- 
damentalpunkt in  einer  der  beiden  Verwandtschaften  7,  Fj,  ist,  so  geht  durch 
ihn  auch  ^3,  weil  bereits  alle  Relationen  zwischen  ilen  Winkeln  Xik  benutzt 
und  daher  auch  erfüllt  sind.  Zu  jedem  Punkte  8  gehört  aber  dann  ein 
einziges  Tripel,  dessen  Punkte  die  dem  8  auf  ^^^2^$  entsprechenden  sind 
und  daselbst  durch  die  Strahlen  ST^,  ST^,  8T^  verzeichnet  werden.  Die 
Anzahl  der  Punkte  8  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  Tripel. 

Die  Curven  SiOi  sind  sämmtlich  dritter  Ordnung.  Zur  näheren  Unter- 
suchung betrachten  wir  in  Fig.  2  das  Paar  s^üi.  Sei  M  der  Schnittpunkt 
von  ^xs^j8>  ^  ^^^^  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Polgerade.  Dann  sind  die 
Fundamentalelemente  d.  Ebene  iS:  N,  12,  13;  NW,  NW,  12713 
und  ihnen  entsprechen  bez.  in  der 

Ebene  A^i  12j3,M3,M2J    13,        12,       M. 
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Dem  Strahlenbüschel  vom  Centram  2\  der.  Ebene  S  entspricht  in  der 
Ebene  A^  ein  ihm  projectives  Eegelschnittbüschel  und  beide  erzeugen  die 
durch  die  Fundamentalpunkte  12,  13,  ilf  gehende  Curve  dritter  Ordnung  Oj. 
Da  dem  Strahle  12,  13  als  Kegelschnitt  das  Geradenpaar  12M^  13  üf  ent- 
spricht, so  sind  diese  Linien  bez.  die  Tangenten  von  a^  in  12  und  13. 
Da  ferner  dem  Strahle  2^^^  die  Gerade  12,13  nebst  einer  anderen  nicht 
durch  T|  gehenden  Geraden  als  Kegelschnitt  entspricht,  so  ist  T|^  die 
Curventangente  in  T|.  Endlich  geht  a^  noch  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte, da  jeder  derselben  sich  selbst  in  der  quadrischen  Verwandtschaft 
zugeordnet  ist,  und  diese  Eigenschaft  besitzen  natürlich  auch  alle  übrigen 
Curven  Sißi.  In  Folge  der  vollkommenen  Symmetrie,  welche  die  ganze 
Figur  in  Bezug  i^uf  die  Polgerade  zeigt,  liegt  s^  zu  a^  symmetrisch,  die 
Angabe  von  s^  konnte  somit  unterbleiben ;  doch  sei  hervorgehoben ,  dass  8^ 
von  Fl2  in  12,  von  JV13  in  13,  von  MT^  in  Tj  berührt  wird.  Unter 
Berücksichtigung  des  entsprechenden  Verhaltens  von  den  übrigen  Curven 
können  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  Betracht  kommenden  Schnittpunkte 
von  s^s^Sq  bestimmen,  wobei  es  nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung 
genügt,  irgend  welche  zwei  derselben,  etwa  ^^^j,  zu  betrachten.  Diese 
haben  ausser  den  imaginären  Kreispunkten  noch  den  Pol  12  und  in  ihm 
die  Curventangente  gemein,  schneiden  sich  also  ausserdem  noch  in 
9—2  —  2.1=5  Punkten  und  5  ist  somit  die  Zahl  der  eigentlichen  Tripel. 
Folglich: 

1.  Bewegen  sich  drei  starre  Systeme  in  einer  Ebene,  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  fünf  starre  Tripel.  Ausserdem  be- 
sitzt jeder  der  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  die 
Eigenschaft  eines  Tripels.  Da  von  jenen  fünf  eigentlichen 
Tripeln  mindestens  eins  reell  sein  mnss,  so  kann  man  bei 
allen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  zwei  consecutive 
Belativbewegungen  der  drei  Systeme  beziehen,  insbesondere 
also  die  Beschleunigungen  erster  Ordnung  betreffen,  unter 
Wahrung  der  vollen  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  sich  jene 
Systeme  um  die  Ecken  eines  reellen  starren  Dreiecks  drehen. 

Natürlich  kann  die  Tripelzahl  bei  speciellen  Bewegungen  mit  un- 
bestimmten Curven  SiOi  auch  unendlich  gross  werden.  Ein  Beispiel  für 
ein  derartiges  Verhalten  bietet  das  übergeschlossene  Parallel  -  Kurbelgetriebe. 
Sind  AiÄ^Ä^^  B^B^B^  zwei  starre  congruente  Dreiecke  mit  parallelen 
homologen  Seiten  und  denken  wir  die  dann  ebenfalls  parallelen  Geraden 
Ä^By^  A^B^y  AqBq^  welche  jene  Dreiecke  gelenkig  zu  dem  genannten  Ge- 
triebe mit  einander  verbinden,  bez.  den  Systemen  öia^a^  angehörend,  so 
sind  alle  Punkte  dieser  Systeme  Tripelpunkte.  Denn  jeder  Punkt  eines 
der  drei  Systeme  beschreibt  in  jedem  der  beiden  anderen  einen  Kreis  und 
alle  aus  den  beiden  ursprünglichen  congruenten  Dreiecken  durch  Parallel- 
verschiebung ableitbaren  Dreiecke  sind,  wie  jene,  Tripel. 
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Durch  das  Vorstehende  ist  swar  im  Prineip  die  Constructioii  der 
Tripel  erledigt,  der  wirklichen  AusfÜhrang  steht  jedoch  die  Erzeugung  der 
auftretenden  Curven  dritter  Ordnung  durch  allgemeine  Eegelschnittbttschel 
hindernd  entgegen.  Diese  lassen  sich  durch  die  zweckdienlichem  Kreis- 
bttschel  ersetzen,  da  die  imaginären  Ereispunkte  den  Gurren  angehören. 
Wir  zeigen  eine  vortheilhafte  Umformung  unter  Bezugnahme  auf  Figur  2 
für  die  Curye  aj.  M  wählen  wir  als  Centrum  des  erzeugenden  Strahlen- 
büschels,  machen  T|  und  die  Ereispunkte  zu  drei  Basispunkten  eines  ihm 
projectiven  EreisbQschels  und  bestimmen  dessen  vierten  reellen  Basispunkt  P. 
Da  M12  die  Curventangente  in  12  ist,  so  entspricht  diesem  Strahle  der 
ihn  in  12  berührende  Ereis,  und  da  das  Entsprechende  für  13  gilt,  so  ist 
P  als  -der  von  7\  verschiedene  Schnittpunkt  der  beiden  Ereise  bestimmt. 
Das  dritte  zur  Bestimmung  der  projectiven  Beziehung  nothwendige  Ele- 
mentenpaar ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  ST^  die  Curventangente 
in  T|  ist,  denn  es  ist  dem  Ereise,  welcher  dort  ebenfedls  "NTy  berührt, 
der  Strahl  UT^  zugeordnet.  Darnach  sind  die  projectiven  Gebilde  in  be- 
kannter Weise  zu  vervollständigen,  am  bequemsten  wohl,  indem  man  zu- 
nächst dem  geraden  Gebilde  13,  T|,  12  bez.  das  der  Mittelpunkte  13',  jT^  12' 
zuordnet  und  dann  zum  ersten  das  Strahlenbüschel  M  perspectivisch  legt. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zum  gegenseitigen  Verhalten  der  starren 
Tripel  und  denken  uns  in  Figur  3  deren  zwei  gegeben :  A^  A^  A^^  By  B^  By 
Die  Seiten  AtAky  BiBk  dieser  beiden  perspectivischen  Dreiecke  schneiden 
sich  im  Pole  ih.  Das  Perspectiv-Centrum  S  gewinnt  ebenfalls  die  Bedeutung 
als  Pol  45  der  beiden  starren  Dreiecke  A^Ä^A^  oder  a^  und  B^B^B^ 
oder  (^5,  aber  derart,  dass  um  ihn  zwei  consecutive  Bewegungen  möglich 
sind.  Für  diese  sind  also  A^B^^  ^3^2«  ^3^8  Normalstrahlen  und  iS12, 
£^23  9  /S31  die  den  Punktpaaren  derselben  Ziffern  zugeordneten  Collineations- 
achsen,  d,  h.  es  bestehen  die  Winkelbeziehungen 

Z.^,5^,  =  Z.13iS23 
Z-^jS^3  =  Z.21S31 
Z.^3iS^,  =  Z-32Äl2 

und  hiervon  ausgehend,  kann  man  sich  leicht  zwei  Tripel  herstellen.  Man 
kann  aber  die  Beziehung  zwischen  drei  Normalstrahlen  und  den  ihnen 
paarweise  zugeordneten  CoUineationsachsen  noch  in  einer  etwas  anderen, 
und  für  das  Spätere  wichtigen  Form  ausdrücken,  worauf  meines  Wissens 
bisher  noch  nicht  hingewiesen  worden  ist.  Sei  h  nämlich  der  Halbirungs- 
strahl   des  Winkels  A^8 12  und  schreiben  wir  die  zweite  der  letzten  drei 

Gleichungen         LA^Sh  + LhS  A^^L2l  Sh  + LhS3l, 
subtrahiren  LhSA,^L2lSh, 

so  bleibt  LA28h=^h83ly  d.  h.  h  halbirt  ebenfalls  den  LA^SSl  und 
damit  auch  LA^S2S. 

Damit  ist  aber  gesagt: 
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2.  Drei  Normalstrahlen  der  Bewegung  zweier  starrer 
Systeme  und  die  ihnen  paarweise  zugeordneten  Collineations« 
achsen  sind  sechs  Strahlen  einer  gleichseitig  hyperbolischen 
Involution,  und  zwar  sind  immer  ein  Normalstrahl  und  die 
Collineationsachse  der  beiden  übrigen  Strahle^  einander  ent- 
sprechend.'^ 

Für  die  beiden  Tripel  nimmt  dieser  Satz  die  folgende  Form  an: 

3.  Zwei  starre  Tripel  und  die  drei  Pole  der  drei  System- 
paare werden  aus  dem  Perspectivitäts-Centrum,  welches  der 
Polgeraden  als  Achse  zugehOrt,  durch  sechs  Strahlen  einer 
gleichseitig  hyperbolischen  Involution  projicirt  und  zwar  ist 
dem  Verbindungsstrahle  der  beiden  Tripelpunkte  einös  be- 
liebigen der  drei  Systeme  der  Strahl  nach  dem  Pole  der 
beiden  übrigen  Systeme  zugeordnet. 

Die  Seiten  eines  Tripeldreiecks  bilden  mit  der  Polgeraden  ein  voll- 
ständiges Vierseit,  dessen  Ecken  aus  8  durch  sechs  Strahlen  einer  gleich- 
seitig hyperbolischen  Involution  projicirt  werden  und  alle  solche  Punkte  8 
erfüllen  daher  eine  durch  jenes  Vierseit  bestimmte  Focalcurve  dritter  Ordnung. 
Dem  vorhergehenden  Satze  kann  also  auch  die  folgende  Fassung  gegeben 
werden: 

4.  Irgend  zwei  starre  Tripel  liegen  derart  perspectivisch, 
dass  das  Perspectivitäts-Centrum  ein  Schnittpunkt  derjenigen 
zwei  Focalcurven  dritter  Ordnung  ist,  welche  zwei  vollständige 
Vierseite  bestimmen,  von  denen  jedes  durch  die  Seiten  eines 
Tripeldreiecks  in  Verbindung  mit  der  Polgeraden  gebildet 
wird. 

Die  Sätze  3  und  4  behalten  unverändert  ihre  Giltigkeit,  wenn  eins 
der  Tripeldreiecke  dem  Tripel  auf  der  Polgeraden  unendlich  nahe  rückt, 


*  Bemerkenswerth,  wenn  auch  für  den  vorliegenden  Gegenstand  nicht  von 
Bedeutung,  ist  noch  die  folgende  Beziehung.  Die  BoUcurventangente  t  der  Be- 
wegung von  04  gegen  c^  ist  durch  die  Gleichangen 

L  Ä^  St  =  L  IS  SÄi  =  L  23  SÄ^ 

gegeben.  Die  Strahlen  h  und  t  sind  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden, 
sie  fallen  aber  zusammen,  wenn  jene  drei  Winkel  gleich  tS  12  sind.  Zur  Erkenut- 
niss  der  entspringenden  kinematischen  Besonderheit  bezeichne  man  At  durch  JcV^ 
kl  durch  Ä/.    Dann  heisst  das  Gleichnngssystem : 

L  12'  St  =  L  A\  S  23  =  L  Ä\  S 13'=  1 8  A's. 

Man  hat  also  genau  die  frühere  Form  von  rechts  nach  links  geschrieben. 
D.  h.:  Fällt  die  BoUcurventang^nte  mit  einem  Doppelstrahle  der  hyperbolischen 
Involution  zusammen,  so  ist  mit  der  gegebenen  Bewegung  noch  eine  andere  der- 
art yerknüpft,  dass  für  diese  die  ursprflnglichen  Normalstrahlen  und  die  ihnen 
zugeordneten  Collineationsachsen  ihre  kinematische  Bedentcmg  mit  'einander  ver- 
tauscht haben,  während  die  BoUcuryentangente  dieselbe  geblieben  ist. 
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aber  nach  wie  vor  ein  starres  bleibt.  (In  anderer  Weise  kann  es  über- 
haupt sich  der  Polgeraden  nicht  nähern,  da  dort  nur  ein  einziges  Tripel 
vorhanden  ist.)  Die  diesem  Tripel  angehörige  Focalcurve  besteht  dann 
ans  dem  Kreise,  welcher  die  Doppelpunkte  der  Involution ,  wie  sie  auf  der 
Polgeraden  durch  die  Tripelpunkte  und  Pole  gebildet  wird,  als  Endpunkte 
eines  Durchmessers  enthält,  und  der  jenen  Kreis  zur  Curve  dritter  Ordnung 
ergänzenden  Polgeraden.  Für  die  zweite  eigentliche  Focalcurve  ist  aber 
der  zu  8  conjugirte  Punkt  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  Bollcnrven- 
tangenten ,  d.  h.  diese  Geraden  besitzen  im  vorliegenden  Falle  einen  gemein- 
schaftlichen Treffpunkt.  Das  Gesagte  folgt  einfach  aus  der  Bemerkung, 
dass  zwei  beliebige  Seiten  des  vollständigen  Vierseits,  etwa  die  durch  12 
gehenden  Seiten,  Tangenten  eines  Kegelschnittes  sind,  welcher  8  und  den 
ihm  conjugirten  Punkt  zu  Brennpunkten  hat  und  der  durch  den  letzten 
Punkt  von  12  ausgehende  Strahl  mit  der  einen  Tangente  denselbeiL 
Winkel  einschliesst,  wie  der  nach  8  gehende  Strahl  mit  der  anderen.  Darin 
liegt  aber  die  Construction  von  i^^  und  nach  üebertragung  auf  t^t^^  die 
Begründung  unserer  Behauptung,  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  end- 
licher Entfernung  von  der  Polgeraden  ein  reelles  Tripel  vorhanden  ist, 
haben  wir  demnach  bewiesen: 

5.  Drehen  sich  drei  starre  Systeme  während  zweier  con- 
secutiyer  Zeitelemente  um  drei  Punkte  einer  starren  Ge- 
raden^  so  gehen  die  Bollcurventangenten  der  Belativbeweg- 
ungen  von  je  zweien  der  Systeme  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

Dass  die  aufgestellte  Beschränkung  aber  überflassig  ist,  erhellt  aus 
der  Bemerkung,  dass  dann,  und  nur  dann  eins  der  fünf  starren  Tripel 
der  Polgeraden  unendlich  nahe  rückt,  wenn  die  Bollcurventangenten  einen 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  besitzen.  Die  Strahlen  /912,  813,  823 
bilden  nämlich ,  wie  aus  Figur  1  ersichtlich,  im  vorliegenden  Falle  bez.  die 
Winkel  Ai^JtjsX^g  mit  der  Pölgeraden  und  8  ist  das  Spiegelbild  des  Schnitt- 
punktes von  ^19^]  8^)5*  Wenn  also  kein  gemeinschaftlicher  Schnittpunkt 
dieser  Geraden  vorhanden  ist,  so  giebt  es  stets  das  oben  geforderte  reelle 
Tripel  ausserhalb  der  Polgeraden  und  die  gleichzeitige  Annahme  der 
Starrheit  von  TiT^Tg  erweist  sich  als  unzulässig.  Satz  5  gilt  all- 
gemein. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  wenn  im  Laufe  der  Be- 
wegung das  Tripel  auf  der  Polgeraden  einmal  zu  einem  starren  wird,  eins 
der  fünf  immer  auftretenden  starren  Tripel  mit  jenem  zusammenrückt 
und  sich  nachher,  sobald  die  Bewegung  wieder  den  allgemeinen  Charakter 
angenommen  hat,  reell  wieder  ablöst.  Dieses  Tripel  kann  im  üeber- 
gangsfalle  in  der  That.das  alleinig  reelle  sein;  insbesondere  trifft  dies  zu, 
wenn    die  mehrfach   besagte  Involution   auf  «ier  Polgeraden   elliptisch  ist, 

24* 
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also  nicht  durch  eine  gleichseitig  hyperbolische  Strahleninyolution  projicirt 
werden  kann.* 

Ein  Zusammenrücken  von  zwei  Tripeln  ausserhalb  der  Polgeraden  geht 
in  ganz  anderer  Weise  vor  sich.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  wieder 
Figur  3 und  construiren  die  Bollcurventangenten  (L^,2 12A^=^LB^  12fi^etc.), 
Fallen  dann  in  Folge  allmählicher  Aenderung  der  Figur  unter  Festhaltung 
von  8,  ^1,,  ^28'  h\y  P^  ^^^  Punkte  ^iB^  in  D^,  ^^B,  in  Dg,  ^s^s  ^^  -^s 
zusammen,  doch  so,  dass  JD^JD^JD^  ausserhalb  der  Polgeraden  liegen,  so 
wird  Z.  ^12 12  Dl  =  Z.i>|  12  iS  etc.,  und  die  Strahlen  durch  .fi^  können  als 
Collineationsachsen  der  Tripelstrahlen  B^B^^  B^B^^  B^B^  in  Bezug  auf 
sich  selbst  bezeichnet  werden.  Daraus  entspringt  die  Vorschrift:  Zur 
Schaffung  einer  Belativbewegung  mit  Doppeltripel  ausserhalb  der  Polgeraden 
schneide  man  drei  Strahlenpaare  einer  gleichseitig  hyperbolischen  Inyolu- 
^on  mit  einer  nicht  durch  ihren  Träger  8  gehenden  Geraden,  der  späteren 
Polgeraden,  wähle  die  Schnittpunkte  mit  drei  Strahlen  als  Pole  12,  23,  31; 
nehme  femer  auf  den  ihnen  bez.  entsprechenden  Strahlen  drei  Punkte 
D3D1D2  als  Ecken  eines  Dreiecks  an,  dessen  Seiten  durch  die,  gleiche 
Ziffern  mit  ihnen  tragenden  Pole  gehen.  Macht  man  dann  endlich 
Z. /9 12 D|  =  Z.D|  12^12  etc.,  so  sind  t^<^t^^t^^  die  Bollcurventangenten  einer 
Bewegung,  welche  B^B^B^  zum  Doppeltripel  hat. 

Findet  insbesondere  die  Vereinigung  der  beiden  Tripel  der  Figur  3  auf 
der  Polgeraden  statt,  so  entsteht  eine  Unterart  der  im  Satze  5  dargelegten 
Bewegung  und  wir  erhalten  als  Ergänzung  dieses  Satzes: 

5a.  Drehen  sich  drei  starre  Systeme  während  zweier  con- 
secutiver  Zeitelemente  um  drei  Punkte  einer  starren  Geraden 
und  wird  die  durch  Drehpunkte  und  Pole  der  Belativbeweg- 
ung von  je  zweien  der  Systeme  gebildete  Involution  vom 
Schnittpunkte  der  Bollcurventangenten  durch  eine  gleich- 
seitig hyperbolische  Strahleninvolution  projicirt,  so  sind  ia 
jene  Drehpunkte  mindestens  zwei  starre  Tripel  gerückt. 


*  Satz  5  wurde  zuerst  von  Herrn  Burmester  in  seiner  Arbeit  „Ueber  die 
momentane  Bewegung  der  ebenen  Mechanismen",  Prager  technische  Blätter  1890, 
Heft  2,  ausgesprochen,  und  als  unmittelbare  Folge  von  Satz  16  des  B.  angesehen. 
Aber,  abgesehen  von  dem  fehlenden  Nachweise  des  stets  reellen  Tripels  ausser- 
halb der  Polgeraden,  wird  auch  der  von  Herrn  Burmester  zum  Beweise  des 
letzteren  Satzes  benutzte  Gleitpunkt  @  der  Polgeraden  im  kritischen  Moment  un- 
bestimmt, und  die  Giltigkeit  des  Satzes  erscheint  damit  zweifelhaft.  Der  von  mir 
ursprünglich  zur  Auffindung  von  Satz  16  benutzte  übergeschlossene  Mechanismus 
erhält  für  jenen  Specialfall  unendlich  kleine  Glieder,  so  dass  ich  wegen  der 
Uebertragung  des  allgemeinen  Resultats  Bedenken  trug.  Aber  die  Thatsache, 
dass  zwei  gänzlich  verschiedene  Methoden  hier  versagen,  macht  es  wahrscheinlich, 
dass  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  nicht  ohne  tieferes  Eingehen  auf  die  Natur 
der  Tripel  beizukommen  ist.  —  Auf  den  Zusammenhang  der  Focalcurven  mit 
diesem  Problem  hat  Herr  Burmester  a.  a.  0.  bereits  hingewiesen. 
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Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  die  Bewegungen,  bei  welchen 
eine  oder  mehrere  der  Verwandtschaften  Vi  zwischen  den  Projectiyitäts- 
centren  S  und  den  Tripelpunkten,  welche  den  Ausgangspunkt  unserer 
Untersuchung  bildeten,  involutorisch  werden.  Dann  fallen  zwei  Gurven  SiGi 
in  eine  einzige  zusammen,  deren  Punkte  sich  involutorisch  entsprechen. 
Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist,  wie  unmittelbar 
aus  Figur  1  zu  entnehmen,  dass  zwei  oder  alle  drei  Winkel  Xik  rechte  sind. 
Sei  z.  B.  Aj2  =  Aj3  =  90^  so  entsprechen  sich  8  und  ^^  involutorisch; 
beide  Punkte  sind  Endpunkte  des  durch  T^  gehenden  Durchmessers  eines 
Kreises,  welcher  einem  Büschel  mit  den  Basispunkten  12,  13  angehört 

Damit  ist  aber  ausgesprochen: 

6.  Sind  zwei  der  Winkel  Ukhii  welche  die  Bollcurven- 
tangenten  ^,jt  ^ii  mit  der  Polgeraden  einschliessen,  rechte,  so 
sind  die  Curven  Siüi  in  derjenigen  Focalcurve  dritter  Ordnung 
vereinigt,  welche  den  Tripelpunkt  Ti  auf  der  Polgeraden  zum 
Focalcentrum  und  die  Pole  iJc,  il  zu  Basispunkten  des  dem 
Strahlenbüschel  Tt  projectiven  und  mit  ihm  die  Curve  erzeu- 
genden Ereisbüschels  hat«  Die  Punkte  der  Focalcurve  ent- 
sprechen sich  als  8  und  At  involutorisch. 

Sind  insbesondere  alle  Winkel  Xik  rechte,  so  zeigen  alle  Curven  das 
in  6  angegebene  Verhalten.  Dann  schneiden  sich  die  BoUcurventangenten 
in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Normalen  zur  Polgeraden  und  das 
Tripel  T^T^T^  ist  ein  starres.  Dieser  Fall  ist  in  Figur  4  zur  Anschauung 
gebracht,  und  zwar  mit  der  weiteren  Besonderheit,  dass  T^  die  Mitte 
zwischen  12,  13  und  T^  die  Mitte  zwischen  21,  23  einnimmt,  wodurch 
Tg  zum  unendlich  fernen  Punkt  der  Polgeraden  wird.  Jede  der  beiden  zu 
Tj  2^2  gehörenden  Focalcurven  zerfällt  dann  in  die  Normale  zur  Polgeraden 
des  betreffenden  dieser  Punkte  und  in  den  um  ihn  beschriebenen,  die  zugehörigen 
Pole  enthaltenden  Kreis ,  während  die  Curve  vom  Focalcentrum  T^  aus  der  un- 
endlich fernen  Geraden  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  rellen 
Achse  12,  13  besteht.  Wie  es  sein  muss,  schneiden  sich  alle  drei 
Ourven,  als  8^8^8^  aufgefasst,  in  denselben  fünf  Punkten  SaS^ScS^St^x, 
ausserhalb  der  Polgeraden,  und  diesen  Punkten  sind  bez.  die  Tripel 
^, ^ji^g,  BiB^B^.,.TiT2T^  zugeordnet.  Die  Punkte  eines  beliebigen 
Tripels,  etwa/^i^j^s»  sind  dritte  Schnittpunkte  der  Strahlen  8aTij  8aT^i  8aT^ 
mit  den,  jetzt  als  a^a^a^  aufzufassenden  Curven.  Nur  für  das  starre 
Tripel,  welches  T^T^Tq  unendlich  nahe  liegt,  tritt  bei  der  vorliegenden 
speciellen  Annahme  diese  Thatsache  nicht  klar  zu  Tage,  weil  die  Strahlen 
8t»Ti,  StoiTg^  Sig^T^  selbst  Theile  der  Curven  sind,  während  im  All- 
gemeinen bei  einem  vorhandenen  Treffpunkte  der  drei  BoUcurventangenten 
die  Curven  a^a^a^  nur  in  T^T^T^  bez.  von  jenen  Strahlen  berührt  werden. 

Hannover,  den  21.  April  1892. 
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ZVm.  Verktbrzte  Becarsionsformeln  für  die  BernouUrsolien  Zahlen. 

Den  von  Seidel*  und  in  grösserer  Allgemeinheit  von  Stern**  auf- 
gestellten Beeursionsformeln  für  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen,  vermitielst 
derer  zur  Berechnung  von  B^  nur  die  vorangehenden  ßm—u  ^m— 2  bis 
^m+i  bez.  Bm,  gebraucht  werden,  sind,  soweit  mir  bekannt,   bisher  keine 

anderen  ähnlichen  Charakters  zugesellt  worden.  Dies  möge  nun  im  Folgenden, 
und  zwar  unter  Anwendung  eines  anderen  als  des  bisher  verwandten 
Princips  der  Dififerenzreihen ,  geschehen. 

Die  Mac-Lanrin'sche  Summenformel  lautet: 

r  h 

h{f(a)  +  f(a  +  h)+..-  +  f{a  +  kh)\=Jf{x)dx  +  ^[f(b)  +  f(a)] 


1) 


a 

»ffft 


+  J5,  ^,  [f(P)  -  na)]  -  B,  ^^  r'(6)  -  n«)] 


worin 
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ist,  und  das  Bestglied  nicht  hinzugefügt  zu  werden  braucht,  da  wir  für 
f{x)  eine  ganze  rationale  Function  nehmen  wollen,  so  dass  die  rechte  Seite 
von  1)  von  selbst  abbricht.  Indem  wir  unter  p  und  ^(>/')  positive  ganze 
Zahlen  verstehen,  nehmen  wir  an: 

2)  /'(a?)=i»P  (!-«)« 

3)  a  =  0,    6=1,    Ä=l,    ÄJ  =  1. 

Dann  ist  f^**^x  für  mindestens  einen  der  beiden  Werthe  a;e=0  und 
x^=^\  nur  in  den  Fällen  von  Null  verschieden,  'wenn  n  zwischen  p  und 
p  +  q  einschliesslich  der  Grenzen  liegt,  und  zwar  ist,  mit  Fortlassung 
der  sowohl  für  a;s=0,  wie  für  a;s=l  verschwindenden  Glieder: 

und  daher  nach  leichter  Umformung: 

•  Sitzungsberichte  d.  Akad,  d.Wissensch.  zu  München  Bd.  VII  (1877),  S.  167. 
**  Abhandlungen  d.  Gesellsch.  d.  WiBsensch.  zu  Göttingen  Bd.  XXI}I  (1878). 
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4^  I    f^'^  (1)  =  (-  D'  «1  {P)n-,  =  (-1)»  «l  (1»),+,-«, 

I  /W  (0)  =  (- 1)«-'  » 1  (g)»_p  =  (- 1)—'  » I  (q)p+,-  n . 
und  folglich,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist: 
5)     /(-)  (1)  -  fW  (0)  =  «!  [(-  !).•  («),+,_„  +  (- 1)»  (p)p+,-„J . 

Die  linke   Seite  der  Gleichung  1),  sowie  das   dem  Integral  folgende 
Glied  auf  der  rechten  Seite,  verschwinden,  und  das  Integral  hat  den  Werth: 


1 


6)        /'^(i-,),dx  =  C(Hil)£(i, 


+i)_  1 


Nunmehr  müssen  wir  die  vier  Fälle  unterscheiden:  V)  p  ungerade, 
q  gerade;  2)  p  ungerade,  q  ungerade;  3)  p  gerade,  q  ungerade;  4)p  gerade, 
q  gerade. 

Ad  1.    n  erhalt  die  Werthe: 

w  =  p,    P  +  2,     p  +  4,     ...,    p  +  g  — 2; 

dann  ist,  wenn  wir  es  mit  dem  Zeichen  so  einrichten,  dass  die  Bernoulli- 
sehe  Zahl  mit  dem  kleinsten  Index  positiv  erscheint: 

£+1  5p+i      Bp^z 


7) 


^^  (P  +  (?)p(i^  +  g  +  l)  +mT-m^K«^'-^-(p^'-^1 


B 


3 


+  ^l(«)5-^-(i')^-^]+-+(-l) 


worin  ^  ^      statt  -^^^f — -^  geschrieben  ist 
2  g+p-1 

Ad  2.     n  erhält  die  Werthe: 

w  =  p,    P  +  2,    p  +  4,     ...,    p  +  g-1, 

und  es  entsteht  die  Gleichung: 


9-2 

-■^P  +  7-1 
8 

Ö'  >JP, 

8) 


Ad  3.     n  erhält  die  Werthe: 

♦»  =  P  +  1,     P  +  3»    •••,    JJ  +  ä'-S 
und  es  ist: 


8 

35P. 
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9) 


0 


(-1)' 


Ä 


p+» 


B 


? 


(;,  +  ,)^(p  +  ,+l)+^+2K^)^-^-(^)^-^]-^+4K^)^-^^)^l 


Ä 


f  +  6 


+^^[(^)»-fi-ö>)5"-^]  +•••+(- 1) 


7  +  t 


2     ^«±|=L, 


Ad  4).    n  erhält  die  Werthe: 

»*  =  p  +  l,    P  +  3,    p+5,    ....     p  +  g-1, 
und  die  Gleichung  wird: 


g>p. 


10) 


(-1)^ 


5 


P  +  2 


^ 


P+4 


^=  (P  +  g)p  (P  +  g  +1)  +^+2  [(g^^''+»)^-^J "H-"4  [(g)^+»)^-»J 

ff>P. 

um  nun  eine  Gleichung   zu  erhalten,   welche  möglichst  wenige  Ber- 
nonlli'sche  Zahlen   enthält,   ist   in  8)  und  10)  gs=p  oder,    was  bis  auf 

den  Factor -p-  zu  demselben  Resultate  führt,  in  7)   und  9)  g  =  p  +  l  ^ 

setzen.    Das  giebt: 


11). 


p— 1    2 
(— 1)   «    — pj  Äp+i_ . . .  p  nnger. 


1 


(2pV(2p  +  l) 


Wir  machen  nun  noch  eine  zweite  Annahme: 
12)         /■(»)  =  «P  (2 -a;)«,    a  =  0,    6  =  2,    A  =  l,    Ä  =  2; 
dann  ist  die  linke  Seite  von  1): 

A0)+Al)  +  A2)=l, 


das  Integral: 

2 


yLp(2-a;)Pdaj-2''^^"*"'y|p(l-^)M5  = 

0  0 


2P+9+i 


(P+«)p(P+g+l)' 
ferner  ist,  mit  Benutzung  der  Ausdrücke  4): 
/(-)(aj)  =  (-.l)"-PnI((z)p+^-„(2-a;)^  +  P-«+...+(-l)^«!(p)p+,-.af+^-' 

und  daher:  /"(")  {Z>)  =  (-l)vnl  (p)p4.,-.n.2i»+9-» 

/(»)(«)  =  (-l)»-PnI(g)p+,^„.2P+9-» 
und  für  ungerades  n: 


13) 
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/•(-) (6)  ^ /^-)  ^a)  =  nl  [(-ly  (g)p +,_„  +  (-!)«  (p)p+,_„].2P+»-», 

80  dasB   sich  diese  Differenz  von  5)   nur  durch  den  Factor  2>'+9— »  unter- 
scheidet. 

Daher  nimmt  in  dem  ersten  der  obigen  vier  FSlle  (p  ungerade, 
q  gerade  und  n  successive  gleich  p,  P  +  2f*P  +  ^^2)  die  der  7)  ent- 
sprechende Qleichung  folgende  Form  an: 

^      '  iP  +  q)p{P+g  +  i)^      P  +  1^  p  +  3^^^^»-*     ^^^«-'J 

-j-     5 — ?  g>p 

ähnliche   Formen   erhalten   die   Oleichungen    in   den  anderen   drei   FftUen. 
Multipliciren  wir  nun  7)  mit  2f'+9+i  und  ziehen  13)  davon  ab,  so  erhalten  wir: 


14)- 


P-i 


^p+i  ^p  +  s 


(-1)   ^   -2M2P+t-l)~^-2^-M2P+«-l)-^[(g),-2-(p),-2] 


g-2 


+  ...+  (-1)2    2'(2i'  +  ?-i-l)^^/?p+^,;         ff>p, 


2 

ebenso  in  den  anderen  Fftllen: 

p-l  ^P+1  ^P+s 

(-1)    '   =2^(2P+*-l)--^[l+(p),]-2^-n2P+^-l)-^[(ff^^ 
15)  '^ 

±.-.+(-l)S^2(2P+5-l)^p4^^  (Z>p. 

2      5 


16) 


p~2  ^P±?  ^P±i 

(-.1)  2  =2^-i(2P+2-l)^[(g),.i--(p),.0-2^-«(2P+*-l)^[(g),.s-(p^^^^ 

+  ...+  («1)2    2«(2P+5-i-l)^^/?p4.,.i;  (Z>P. 

^  ""2 

p-2  ^P±2  ^P+* 


(-1)  »  =2*-'(2P+«-l)^[(2)^,+(p)^,]-2'-»(2'+*-l)^[(3V8+(p),-s] 


+  ...+  (_!)  2    2(2P+«-l)i?p+,  g>p. 

2 

Setzen  wir  nun  wiederum  in  15)  und  17)  p  =  ^,  oder  in  14)  und  16) 
$  =  p  +  l,  so  erhalten  wir: 
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2  (2»^- 1)  i?p  -  ^2»  (2«p-»_l)Z?,_,  +^2»  (2«P-*-l)  2?,_, 

Erl   1 
(-1)  '  — 477  anSP+i-l)  ffjH-J.- -Pwger. 

=1. 


18)   +...+ 


(_,j%*{£)^2P-t(2P+»-l)ß,j^...p  ger. 


Es  mOge  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dieser  Gleichung  sSmmüiche 
Glieder  auf  der  linken  Seite  ausser  dem  ersten,   welches  eine  ungerade 

ganze  Zahl  ist,  ganze  gerade  Zahlen  sind.     Aus   den  bekannten  That- 

22*— 1  (22*— 1)  ßf^ 
Sachen  nämlich ,  dass r eine  ganze,  und  2  (2**  —  1)  ^jk  eine 

2(2**  —  !)^* 
ganze  ungerade  Zahl  ist,  folgt  leicht,  dass  auch  — ^ =  g   eine 

ganze  ungerade  Zahl  ist,  falls  A;  =  2'r  (r  eine  ungerade  Zahl)  gesetzt  wird.* 
Sodann  ist  in  dem  Producte  q\  höchstens  die  q-~\^  Potenz  von  2  ent- 
halten, wenn  q  eine  gerade,  und  höchstens  die  g  — 2^  Potenz,  wenn  q 
eine  ungerade  Zahl  (^1)  ist.    Das  allgemeine  Glied  Qk  von  18}  ist  nun: 

Ist  nun: 

p(p— 1)...(2ä;  — p)  =  2^iP  (5  eine  ungerade  Zahl), 

{2p-2Ä;  +  l)I  =  2y(7(a     „  ,  ,   ), 

80  ist  (für  A;<  p):  y^2p^2k—u  ^^^^  dft  ^  ein  Factor  des  Productes 
p  (p  —  1) . . . (2ä  —  p)  ist:  /3  >  a,  endlich  auch  B  :  C  eine  ganze  ungerade 
Zahl  (da  (p)?^-. 21^4.1  eine  ganze  Zahl  i8t)  =  i>,  und  daher: 

e4  =  22i'-2*-«+/»-y.D.^  =  2<^.i>^, 

worin  d^l,  und  nur  für  A;  =  p:d  =  0  ist,  womit  die  obige  Behauptung 
erwiesen  worden.  Andere  Substitutionen  für  f{x)  scheinen  immer  zu  weniger 
einfachen  Gleichungen  zu  führen. 

Königsberg,  Januar  1892.  Louis  SAALSCfHÜrz. 


XIX.  Zur  Theorie  des  Oauss'schen  Krümmungsmaasses. 

Es  giebt  in  der  Gaus  s*8chen  Flächentheorie  zwei  Grössen,  welche  wegen  ihrer 
ünyeränderlichkeit  bei  der  Biegung  einer  Fläche  von  grösster  Wichtigkeit  sind. 

Die  erste,  die  tangentielle  oder  geodätische  Krümmung,  verdanken 
wirMinding**;dieandere,da8Gaus8*8cheKrümmungsmaas8,Gau88*^ 


*  Vergl.  die  Abhandlung  von  Worpitzky.im  Jonm.  f.  Mathem.  Bd.  94  8. 203. 
••  Crelle,  Bd.  6. 
***  Disquis.  gener.  Act.  XII. 
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selbst.  In  neuerer  Zeit  hat  man  auf  verschiedene  Weise  diese  Inyarianten  dar- 
zastellen  gesucht;  besonders  bemerkenswerth  ist  die  Darstellung  von  Bei- 
trami*  durch  Differentialparameter.  Bei  der  Aufstellung  solch*  wichtiger 
Grössen  mag  es  von  Werth  sein ,  dieselben  in  einfacherer  Weise  aufzustellen, 
als  dies  von  Gauss  geschehen  ist.  Gauss  beweist  die  ün Veränderlichkeit 
des  Erümmungsmaasses ,  indem  er  nachweist,  dass  der  Zähler  des  Ausdrucks 
für  das  Krümmungsmaass  nur  von  den  Coefficienten  des  Linienelements  und 
deren  Differentialquotienten  abhängt  Faje**  hat,  wenigstens  für  convexe 
(positiv  gekrümmte)  Flächen ;  der  Pariser  Academie  einen  genetischen  ele- 
mentaren Beweis  vorgelegt,  dessen  Gang  der  folgende  ist:  Denkt  man  sich 
in  einem  Punkt  einer  Fläche  und  in  dem  einer  andern  in  gleichem  Abstand 
von  der  Tangentenebene  je  einen  parallelen  Schnitt  gelegt ,  so  entstehen  zwei 
Ellipsen  als  Indicatricen;  legt  man  an  dieselben  die  Tangentenkegel,  so  sind  die 
Flächenstücke  um  die  Punkte  aufeinander  abwickelbar,  wenn  diese  Tangen- 
tialkegel  gleiche  Abwicklungswinkel  haben.  Da  nun  diese  Abwicklungswinkel, 
wie  sich  herausstellt,  proportional  den  Flächeninhalten  der  Ellipsen,  und  diese 
wieder  proportional  dem  Gauss 'sehen  Krümmungsmaass  sind,  so  erfordert  die 
Möglichkeit  der  Abwicklung  der  Flächen  gleiches  Krümmungsmaass.  Dieser  Be- 
weis» der  natürlich  nur  für  positiv  gekrümmte  Flächen  gilt,  scheint  mir  nicht 
einwandsfrei  zu  sein ;  denn  ein  Flächentheil  einer  Fläche  mit  endlicher  Krüm- 
mung kann,  wenn  er  auch  unendlich  klein  genommen  wird,  nicht  auf  einen 
Kegel  y  der  ja  die  Krümmung  0  besitzt ,  abgewickelt  werden.  Selbst  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  die  Kegel  gleiche  Abwicklungswinkel  besitzen;  so  würden 
sich  doch  die  Ellipsen  beim  Aufeinanderlegen  der  Abwicklungen  nicht  decken^ 
da  nur  ihre  Inhalte,  nicht  ihre  ümfönge  und  auch  nicht  die  Mantellinien  gleich 
sind.  Im  Folgenden  geben  wir  einen  Beweis,  welcher  für  negativ  und  positiv 
gekrümmte  Flächen  gilt,  und  der  schliesslich  auf  einen  durch  Gauss  aufge- 
stellten Ausdruck  für  das  Krümmungsmaass  zurückführt.  Nimmt  man  einen 
beliebigen  Flächenpunkt  0  zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
sjstems,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form  bringen: 

zs=tla?  +  fiy^  +  höhere  Glieder  in  »,  y,  j?; 

die  4r -Achse  ist  alsdann  Flächennormale;  die  x-  und  jf -Achsen  bestimmen  die 
Fortschrittsrichtungen  der  Krümmungslinien  durch  den  Ursprung.     Die  zwei 

Hanptkrümmungsradien  des  Ursprungs  sind  o  ^i  n  f'  ^^^  gehören  den  Haupt- 
schnitten y  =  0  und  o?  =  0  an.  Zieht  man  vor  der  Deformation  der  Fläche  von 
0  aus  geodätische  Linien  und  um  0  einen  geodätischen  Kreis  mit  Badius  5,  so 
werden  nach  der  Deformation  die  ersteren  Linien,  als  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten ,  wieder  geodätische  Linien  der  deformirten  Fläche  sein ,  und  der  geo> 
dätische  Kreis  demnach  wieder  geodätischer  Kreis  der  deformirten  Fläche. 


*  Mathem.  Annalen,  Bd.  I. 

^  Comptes  BenduB  XCII,  1019-21. 
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Entwickelt  man  nun  vor  der  Deformation  den  umfang  des  Kreises  nacb 
Potenzen  von  $  und  ebenso  nacb  der  Deformation,  so  müssen,  da  weder  um- 
fang nöcb  Badius  ibre  Grösse  geändert  baben,  beide  Beiben  identiscb  sein* 

Ist  nun  die  deformirte  FlScbe  auf  die  Form 

0  =  k'x^  +  (ly*  +.. . 
gebracht,  so  werden  die  Coefficienten  der  ersten  Beibe  von  A,  ii\  die  der  letzten 
von  X\  fi  abbängen ;  durcb  Coefßcientenvergleiobnng  erbftlt  man  dann  die  ge- 
sacbte  Function.  Die  Beibenentwicklungen  werden  nacb  steigenden  Potenzen 
von  8  vorgenommen.  Eine  durcb  0  gebende  geodStiscbe  Linie  der  FlSche  ist 
eindeutig  bestimmt  durcb  den  Winkel  9,  welcben  das  Anfangselement  derselben 
mit  der  a;-Acbse  macbi    Ist  also 

y==B^  +  B,8  +  B^8^  +  B^8'+... 

£f  =  Cq  +  C^s  +  C^8^  +C^^  +  ... 
diese  geodätiscbe  Linie,  so  müssen  sieb  die  CoefBcienten  eindeutig  bestinunen 
lassen.    Die  Oleiobungen  hierfür  erhält  man  aus  den  Bedingungen : 

1.  Für  a5  =  «  =  j?  =  0  muss  5  =  0,    -r-  =  C05©,    -^ff=8inw.     ^-=0 

ds  ds  ds 

sein,  also  Aq=s  Bq^Cq^Ci  =  0 


1) 


{Ai  =  cos(p 
B^  =  8inq> 


2.  Für  jedes  beliebige  8  müssen  die  Differentialgleichungen: 


rf*£r 


--Ä    crw-i)] 


erfüllt  sein.  ''^ 

3.  Für  jedes  beliebige  s  muss  die  Fläcbengleicbung: 

erfüllt  sein. 

(jpg 
Die  Bedingung  2)  giebt,  wenn  für  X;  —  -7-^  gesetzt  wird, 


2A^  +  6A^8  +  ...=  2k{A^s  +  ...).{2C+ßC^8  +  ...y, 


woraus: 


2) 


^,  =  0 


3) 


3Aq  =  —  2XC2Ai  und  analog: 

3^8  =  - 2^0,5, . 

Die  Bedingung  3)  giebt  endlich: 

Cg  =  1  cos^ip  +  fi sin^tp^  somit 

2 
-^3  =  —  ö  A  costp  (X  cos^g>  +  II  sin^tp) 

2 
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Die  geodfttisobe  Linie  ist  daher: 

2 

x  =  C08(p.8  —  ^kc(}8q>  (law*9  +  f*«n*g))  «*+... 

2 

>  jEr=  (X  €0$*g>  +  n  sin^qi)  5*  +.• . 

liSsst  man  g>  yon  öqf  wachsen,  8  aber  unveränderlich,  so  kommt  man 
zu  einem  benachbarten  Punkt  des  mit  8  beschriebenen  geodätischen  Kreises. 

I>ie  Projectionen  des  Bogenelements  8  a  dieses  geodätischen  Kreises  sind  daher : 

[2 
—  8in(p.8  +  ^8inq>{3k*C08^g>^2kfiC08^q>  +  Xfi8in^q>)8^  +  ..^ 

[2 
«w  V  «  —  ^  cos  9?  (3^*«n*qo  —  2  A  ^  stn*tp  +  Af*  cos*  y)  s*+ .. . 

i0  =s  8q>  [  — 2s»n9C0S9(A  — f*)  s*+... 

also  / j j 

da=:>f^  tx^+dy^+8ß^=^88q>yi+^klis^+... 

I>ie  Wurzel  nach  Potenzen  yon  8  entwickelt: 


.=.,„..1...+... 


also: 


n*     2    .  /•*« 

a  =  s/      8(p  +  i:klA8^  I       ö<p+... 

4 
=  2ws  + 5^X^*5*«+... 

Für  die  deformirte  Fläche  /s=A'a?'*  +  ^'y'*  +  ...  wird  analog: 

d  s=  2  jis  +  5  A' ^V» +•. . , 

und  da  beide  Beihen  für  jedes  beliebige  8  übereinstimmen  müssen,  so  muss: 

sein,  d.  h.  das  Krümmungsmaass  bleibt  bei  der  Deformation  ungeändert 

Der  obige  Ausdruck  für  da  gestattet  eine  Darstellung  des  allgemeinen 
Liinienelements  d8  in  geodätischen  Coordinaten  s  und  q>]  da  nämlich 

rf5"=(is*  +  do«  ist,  so  ist  (JS«=tls«+ [s* +  |;^s»+ ...  1  d<p^, 

2 

Setzt  man  nun  g  =  8^  +  ^kii8^  +  ,,.,  so  wird  die  Krümmung 


AI         1     ^'^ 


g    ds^ 

was  mit  deoi  Gauss'schen  Ausdruck  Disquis.  general.Act.XIX  übereinstimmt. 
Cannstatt,  Februar  1892.  Dr.  Buoss. 
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XX.  lieber  einen  stereometrisclien  Sats  yon  Schlömiloh. 

(27.  Jahrg.,  8.  880.) 

Eine  Erweiterang  des  a.  a.  0.  mitgetheilten  Satzes  von  der  vierseitigen 
Pyramide  dürfte  folgendes  Theorem  sein: 

Liegen  2n  Punkte 

1,^2,  3...n,  (n  +  1),  (n  +  2)...2n 

auf  einem  Kegelschnitte,  und  sind  die- 
selben aof  diesem  so  gmppirt,  dass 
immer  je  zwei: 

1  u.  (n  +  1),  2u.  (n  +  2)  ...  n  u.  2n 

mit  einem  beliebig  angenonunenen 
festen  Ponkte  P  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  und  constrairt  man  nnn  die 
Verbindungslinie  p  aller  desjenigen 
Punkte,  welche  in  Gemeinschafb  mit  P 
bezw.  die  Punktpaare  1  und  (n-|-l) 

2  und  (n  +  2)  etc.  harmonisch  trennen, 
d.  h.  die  Polare  p  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt, 
so  kann  man  yon  einem  Punkte  8  im 
Baume  die  2n  Punkte  durch  Strahlen 
projiciren;  legt  man  jetzt  durch  p 
eine  beliebige  Ebene,  welche  die  ent- 
standene Pyramide  in  einem  Polygon 
mit  den  Ecken 

r,  2\  3'...n',  (n  +  l/..,(2n)' 

schneidet,  und  wählt  die  Bezeichnung 
derselben  so,  dass  jedes  Punk^iaar 

1  u.  1',  2 u.  2*,  3  u. 3'..,  2n u.  (2n)' 

mit  8  auf  einem  Projectionsstrahle  liegt,  so  treffen  sich  die  Verbindungs- 
linien 

l(n  +  l)',    2(n  +  2)'...n(2n)' 

(n  +  l)r,    (n  +  2)2'...(2n)n 


in  einem  Punkte  des  Strahles  8P, 
Eisenach. 


Dr.  Carl  Hossfbld. 
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XXL  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Das  in  Heft  2,  Seite  128  dieses  Jahrganges  nnter  diesem  Titel  an- 
gegebene Verfahren  kann  auch  so  geändert  werden,  dass  man  über  (unter) 
die  gegebene  eine  grössere  durch  n  theilbare  Zahl  setzt  Man  wird  dann 
die  mittleren  Stellen  mit  Nullen  ausfüllen.  Zweckmässig  wendet  man  beide 
Arten  vermischt  an. 


Beispiel: 


Z«41  335882;  n=7. 
4200  0042 

66416 
63  75  6 


2  66 

Femer  sei  bemerkt,  dass  das  Weglassen  der  Nullen  am  Ende  nur 
gestattet  ist,  wenn  n  weder  2  noch  5  als  Factoren  enthält.  Wäre  beim 
dritten  Beispiel,  8.  128  unter  48,  statt  28  die  Zahl  98  gesetzt  worden,  so 
hätte  man  aus 

Z=57 87  02348;  n  =  14 
56  84  85498 

1021685 

gefunden,  dass  14  nicht  in  Z  enthalten  wäre. 

Ebenso  ist  in  folgenden  Beispielen  das  Weglassen  der  Null  nicht  zu- 
lässig. 

Z=68  74  70;  f»=i35;   Z=63  20  96;  n  =  32. 
7000  70  64  00  96 

12600  8000 

14000 


1400 

Da  aber  in  diesen  Fällen  die  so  rasch  zum  Ziele  führende  Verkürzung 
der  Stellenzahl  wegfiele,  entfernt  man  aus  n  die  Factoren  2  und  5,  deren 
Vorhandensein  in  Z  einfach  nachweisbar  ist  (2  und  5  müssen  in  der  letzten, 
4  unil  25  in  den  zwei  letzten,  8  und  125  in  den  drei  letzten  Zififem  ent- 
halten sein  etc.),  und  wendet  dann  für  n^,  das  keine  2  und  5  mehr  ent- 
hält, die  Begel  mit  Fortlassung  der  Nullen  an: 

Z=  16 56 09 76 250;  n=  175  =  5^7 

50  :  25  =  2,  also  n,  =  7. 
14  98  79  85  25 


1  57  29  91 
14917  91 

8  12 
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Z  =  51  441780;  «  =  260  =  4.5.13 

520007  8        80:20  =  4,  also  «,=  13 

559 

^=893576976;  «  =  92  =  4.23  76:4  =  19,  also  »,  =  23. 

920000046 


2642307 
2  53  02  07 

1121 
1150 

29 

92  ist  nicht  in  Z  enthalten. 

Karlsruhe  i.  B.  J.  Döbb,  cand.  math. 
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\ 


Vorw'ort. 

In  den  Jahren  1871  iind  1872  erschien  zu  Leipzig  in  2  Bänden  (der 
2.  Band  enthält  Anmerkungen  und  Register)  das  bio-  und  bibliographische 
Handbuch  des  Abtl'l-FaradschMuhammed  ben  Ishäk,  bekannt  unter  dem 
Namen  Ibn  Abi  Ja'küb  an-Nadlm  (seine  Lebenszeit  ist  nicht  sicher  anzu- 
geben, er  schrieb  den  Haupttheil  seines  Buches  im  Jahre  d.  H.  377  (987 
p.  Ch.)),  betitelt:  Kitäb  al-Fihrist  (Buch  des  Verzeichnisses),  herausgegeben 
von  Gustav  Flügel:  nach  dessen  Tode  besorgt  von  Job.  Bödiger  und 
August  Müller.  Dieses  Buch  enthält  biographische  (diese  meistens  sehr  kurz) 
und  bibliographische  Notizen  über  eine  grosse  Zahl  von  Autoren  der  ver- 
schiedensten Wissensgebiete  und  Nationalitäten  (Inder,  Babylonier,  Perser, 
Griechen,  Araber  etc.)  und  ist  in  10  Hauptabtheilungen,  jede  mit  mehreren 
(2 — 8)  ünterabtheilungen,  nach  den  verschiedenen  Wissenszweigen  geordnet, 
getheilt.  Was  den  Inhalt  der  einzelnen  Abtheilungen  anbetrifffc,  so  muss 
ich  den  Leser  auf  Flügels  Besprechung  des  Fihrist  in  der 'Zeitschrift  der 
deutschen  morgenländischen  Gesellschaft  (Bd.  13  p.  559 — 650)  verweisen;  yC 
für  uns  kommt  hier  nur  die  7.  Haiiptabtheilung  mit  drei  Unterabtheilungen  ^ 
in  Betracht,  von   denen  die  erste  die  Logiker  und  Naturphilosophen,   die  ' 

r 

zweite  die  Mathematiker,  Astronomen,  Mechaniker  etc.,  und  die  dritte  die  i 
Aerzte  .behandelt.  —  Dieses  Werk  ist  desshalb  von  so  grosser  Wichtigkeit 
für   die    Literatur-   und  Culturgeschichte   der  Araber,   weil   es  die   älteste 
Quelle    dieser   Art    ist    (Ibn   Kutaibas  Handbuch  der  Geschichte  ist  circa  ' 
100  Jahre   älter,   enthält  aber  nur  wenige  literarische  Angaben)   und  alle 
späteren  Literarhistoriker  der  Araber,  wie  Ihn  al-Kuftl,  Ibn  Challikän,  Na-  V 
wawl,  Ibn  Abi  'ü^aibia,  Hädschl   Chalfa  und  Andere  mehr  oder  weniger  y 
aus  ihm  geschöpft  haben.     Neben  Flügel   haben  bis  auf  diese  Zeit  schon 
eine  Beihe  von  Gelehrten  diese  wichtige  Quelle  vor  und  nach  ihrer  Druck- 
legung zu  historischen  Studien  benutzt,  so  de  Sacj,  Quatremdre,  Beinaud, 
Woepke,  Hammer-Purgstall,  Chwolsohn,  Steinschneider  etc.    Andere  wieder, 
wie  Hankel,  bedauerten,  dasselbe  wegen  Unkenntniss  der  arabischen  Sprache 
nicht  benutzt  haben   zn   können,    und   Letzterer  drückt   den  Wunsch   aus, 

1* 
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seine  Darstellong  möchte  eine  vollständige  üebersetznng  der  betreffenden 
Theile  desselben  veranlassen.*) 

Dem  Verfasser  dieser  Abhandlung  war  es  erst  seit  seinem  Aufenthalte 
in  Zürich  (seit  1886)  vergönnt,  sich  dem  Studium  des  Arabischen  ein- 
gehender zu  widmen,  und  derselbe  fühlte  sich  nun  in  der  Eenntniss  der 
Sprache  soweit  erstarkt,  dass  er  mit  der  üebersetzung  der  auf  die  mathe- 
matischen Wissenschaften  sich  beziehenden  Partien  des  Werkes  nicht  mehr 
länger  zurückhalten  zu  müssen  glaubte. 

GemSHs  den  drei  ünterabtheilungen  des  7.  Buches  des  Fihrist  zerfWt 
)    meine  üebersetzung  ebenfalls  in  drei   Theile;   da  aber  sowohl  unter  den 
(    Logikern  und  Naturphilosophen  der  ersten,  wie  auch  unter  den  Aei%ten 
der  dritten  ünterabth eilung  sich  nur  wenige  Autoren  befinden,  von  denen 
mathematische   (im   weiteren  Sinne  des  Wortes)  Werke  angeführt  werden, 
so  sind  diese  beiden  Theile  nicht  vollständig  übersetzt,   sondern  jeweilen 
nur  diejenigen  Stellen  wiedergegeben  worden,  die  für  unsem  Zweck  von 
V  Interesse    sind.**)     Dagegen   ist   die    zweite    Unterabtheilung    vollständig 
und  soweit  es,  ohne  der  Sprache  allzuviel  Zwang  anzuthun,  angieng,  wört- 
lich übersetzt.     Das  Wort  ujLx/  „Buch",  das  im  Texte  vor  jedem  aufge- 
führten Werke    eines  Autors  steht,    habe  ich  der  Kürze  halber  meistens 
weggelassen.     Sachliche,  auf  die  Autoren  und  ihre  Werke  bezügliche  Zu- 
sätze, Berichtigungen  etc.  habe  ich  in  einem  Schlusstheil,  „Anmerkungen" 
betitelt,  zusammengestellt. 

Was  die  Transscription  der  Eigennamen  anbetrifft,  so  habe  ich  im 
Allgemeinen  diejenige  Flügels  in  der  citierten  Abhandlung  über  den  Fihrist 
adoptiert,  nur  schreibe  ich,  wie  es  gebräuchlich  ist:  Muhammed  statt  Mu- 
hammad, 'Omar  statt  'ümar,  Ahmed  statt  Ahmad,  Bekr  statt  Bakr,  ben 
statt  bin.  Femer  gebe  ich,  um  die  vielen  unterscheidenden,  für  den  Drucker 
und  Leser  unangenehmen  Zeichen  zu   reducieren,  ^  durch  seh,  _  durch 

dsch,  ^  durch  ch  wieder,  was  auch  der  gewöhnlichen  Aussprache  entspricht 

Üeber  die  anderen  Consonanten  merke  man  sich:  ^  ss  h  ist  ein  scharfes  h; 

Z        ' 

o  =>  d  das  weiche  englische  th;  v^  =»  t  das  harte  englische  th;  j  »=  z  ein 
weiches  s;  ^  =  s  ein  scharfes  s;  ^  =  s  noch  schärferes  ^emphatisches  s; 


*)  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter.    Leipsdg 
1874.     p.  223  u.  224. 

**)  Was  in  diesen  beiden  Abschnitten  nicht  wörtliche  üebersetzung  ist,  son- 
dern von  mir  hinzugefügt,  oder  im  Auszug  wiedergegeben  wurde,  ist  in  eckige 
Klammem  geschlossen.  In  allen  drei  Abschnitten  sind  von  mir  hinzugefügte 
Wörter,  die  einen  Begriff  näher  bezeichnen  oder  erklären  sollen,  in  runde  Klammern 
eingeschlossen. 
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Jq  sss  7.    ein    französisches    z    des   oberen   Gaumens  mit  Nachdruck  auszu- 
sprechen;   c  =  '    ist  ein  Guttural,  der  für  uns  im  Anfang  und  am  Ende 

eines  Wortes  ohne  Bedeutung  ist,  zwischen  zwei  Silben  aber  anzeigt,  dass 
dieselben  scharf  getrennt  ausgesprochen  werden. 

Der  französische  Circumflex  (^)  über  einem  Yocal  deutet  seine  Länge 
an.  Was  die  Betonung  anbetrifft,  so  merke  man  sich,  dass,  wenn  ein  Wort 
eine  Silbe  mit  langem  Yocal  oder  eine  durch  Position  lange  Silbe  hat,  der 
Ton  auf  dieser  ruht,  doch  hat  der  lange  Yocal  im  Auslaut  nie  den  Ton; 
also  liegt  der  Accent  in  Chaslb  auf  dem  i,  in  ^üt&rid  auf  dem  a,  in  Mu- 
hammed  auf  dem  a;  dagegen  in  Abu,  'All,  Jahj&  etc.  auf  der  ersten  Silbe.*) 
Hat  ein  Wort  mehrere  lange  Yocale,  oder  solche  und  Positionslängen,  so 
liegt  der  Ton  auf  der  letzten  Länge,  so  in  Chowärezml  auf  dem  e,  in 
Nübacht  auf  dem  a,  in  Manstü:  auf  dem  u,  in  Nasränl  auf  dem  ä.  Hat 
das  Wort  gar  keine  lange  Silbe,  so  rückt  der  Ton  im  Allgemeinen  so  weit 
nach  vom  als  möglich,  also  bei  dreisilbigen  auf  die  erste  Silbe. 

Was  die  Anmerkungen  anbetrifft,  so  hielt  ich  es  für  zweckmässig, 
von  der  Einweisung  auf  die  vorhandenen  lateinischen  üebersetzungen  ara- 
bischer Werke  Umgang  zu  nehmen  (mit  wenigen  Ausnahmen),  denn  das 
Material  für  die  Anmerkungen  wäre  dadurch  zu  einem  schwer  zu  bewäl- 
tigenden angewachsen;  ich  verweise  den  Leser  hiefür  auf  die  Schriften 
Wenrichs,  Wüstenfelds  und  Steinschneiders. 

Zum  Schlüsse  will  ich  nicht  unterlassen.  Hm.  Dr.  phil.  Hausbeer  in 
Zürich  meinen  besten  Dank  auszusprechen  für  die  Hülfe,  die  er  mir  bei 
der  Erklärung  einiger  sprachlich  schwieriger  Stellen  entgegengebracht  hat. 
Trotz  sorgfältiger  Arbeit  aber  war  es  nicht  zu  vermeiden,  dass  der  Leser 
hie  und  da  noch  auf  ein  Fragezeichen  stossen,  oder  in  den  Anmerkungen 
unsichere  Conjecturen  treffen  wird;  es  bezieht  sich  dies  einerseits  auf 
Namen  von  Autoren,  deren  richtige  Transscription  nicht  festzustellen  ist, 
und  andrerseits  auf  Büchertitel,  aus  denen  kein  Schluss  auf  den  Lihalt  zu 
ziehen  ist,  oder  die  keinen  verständlichen  Sinn  ergeben;  doch  darf  ich  hin- 
zufügen, dass  ich,  was  das  erstere  anbetrifft,  die  Fragezeichen  des  Heraus- 
gebers um  keine  neuen  vermehrt  habe,  dass  ich  aber  in  Bezug  auf  das 
letztere  vielleicht  da  und  dort  einiges  Licht  in  unklare  Stellen  hinein- 
gebracht habe,  die  Denjenigen  Yerlegenheiten  bereiten  mussten,  die  mit 
dem  wissenschaftlichen  Stoff,  um  den  es  sich  handelt,  nicht  genügend  ver- 
traut waren. 


*)  Eine  scheiDbare  Ausnahme  von  dieser  Regel  machen  Waffi  und  'A1&,  die 
den  Accent  auf  der  Schlusssilbe  haben,  weil  sie  im  Arabischen  mit  dem  Conso- 
nanten  (Spirifcus  lenis)  Hamza  schliessen,  der  in  der  Transscription  weggelassen  wird. 


VeneichniBs  der  gebranchten  Abkürsimgen. 

Abnlphar.  =  Abnlpharajü  Historia  djnasüanun,  edid.  arab.  et  lat.  vert. 

Ed.  Pocockins.     Oxon.  1672. 
Casiri  «=  Bibliotheca  arabico-hispana  escnrial.    £did.  Casiri,  Matriti 

1760—1770. 
Dom  «»  Drei  in  der  k.  Bibl.  zu  St.  Petersburg  befindliche  astro- 
nomische   Instrumente    mit    arabischen    Inschriften    von 
B.  Dom.    (M^m.  de  l'acad.  imper.  de  St.  Petersb.  Tome  IX 
No.  1.) 

Fltlgel,  A.  od.  1 ( Zweiter  Band  von  Flügels  Ausgabe  des  Pihrist,  welcher 

Fihrist,  A.     )       Idie  Anmerkungen  und  Begister  enthält. 

H.  Ch.  ^  Lezicon    biblipgr.    et    encyclop.    a   Haji   Khalfa    (Hädschi 
Chalfa)  compositum.   Edid.  et  lat.  yert.  G.  Flügel.   Leipzig 
1835—58. 
Ibn  al-K.  =  Tärlch  al-Hukamä  (Chronik  der  Gelehrten)  von  Ihn  al- 

Kuftl  (noch  nicht  herausgegeben,  ich  eitlere  nach  Flügel 
die  Wiener  Handschrift  No.  1161). 
Rfinaud  »=  Memoire  g^ograph.  histor.  et  scientifique   sur  linde,  par 

M.  Reinaud.     Paris  1849. 
Wenrich  =  Wenrich,  de  auctorum  graecor.  versionibus  et  commentar. 
syr.  arab.  etc.  conunentatio.     Lips.  1842. 
Wtistenfeld  =  Geschichte  der  arabischen  Aerzte  und  Naturforscher,  von 

Ferd.  Wüstenfeld.     Göttg.  1840. 
Z.  D.  M.  G.  =  Zeitschrift  der  deutschen  morgenländischen  Gesellschaft. 
Z.  f.  M.  Ph.  =  Zeitschrift  für  Mathematik   und  Physik,   von  Schlömilch, 

Kahl  und  Cantor;  hist.-literar.  Abtheilung. 


Das  siebente  Buch  des  Fihrist. 

Es  enthält  die  Geschichten  der  Philosophen  und  der  alten  Wissen- 
schaften*), und  die  Schriften,  die  auf  diesen  Gehieten  yerfasst  worden  sind, 
und  zerfällt  in  drei  Unterabtheilungen. 

L  Unterabtheilnng.  ^ 

Ueber  die  Naturphilosophen  und  Logiker,  die  Titel  ihrer  Schriften, 
deren  üebersetzungen  und  Conunentare,  über  das  was  noch  yon  ihnen  vor- 
handen ist,  was  von  ihnen  erwähnt  wird,  aber  nicht  mehr  vorhanden  ist, 
und  was  einmal  vorhanden  war,  daim  aber  verloren  gegangen  ist. 

[Nach  einigen  einleitenden  Capiteln  über  die  Verschiedenartigkeit  der 
Wissenschaften,  woher  dieselben  zuerst  gekommen  seien,  wie  sie  sich  ver- 
breitet haben,  durch  wen  sie  im  Islam  hauptsächlich  Eingang  fanden,  über 
die  üebersetzer  aus  verschiedenen  Sprachen  ins  Arabische  etc.,  kommt  er 
zum  eigentlichen  Gegenstand  mit  dem  Capitel]: 

Der  Erste,  welcher  sich  mit  Philosophie  beschäftigt  hat 

[Dieser  war  hach  den  Einen  Thaies,  nach  den  Andern  Pythagoras, 
der  Verfasser  der  goldenen  Sprüche,  so  genannt,  weil  Galenos  aus  Hoch- 
schätzung für  sie  dieselben  mit  Gold  niedergeschrieben  habe.  —  Dann 
kommt  eine  grössere  Abhandlung  über]: 

Piaton. 

[Am  Schlüsse  derselben  wird  von  ihm  angeführt]:  Das  Buch  über 
die  Elemente  der  Geometrie,  übersetzt  von  Kustä.**) 


*)  Darunter  sind  diejenigen  verstanden,  mit  denen  sich  schon  die  alten 
Völker,  insbesondere  die  Griechen,  beschäftigt  haben,  nämlich  Mathematik,  Astro- 
nomie (Astrologie  und  Alchemie)  und  Medicin. 

**)  Hier  liegt  wohl  eine  Verwechslung  des  Verfassers  des  Fihrist  vor:  Kustä 
hat,  wie  in  der  UI.  ünterabtheilnng  (Aerzte)  zu  lesen  ist^  eine  eigene  Abhandlung 
unter  diesem  Titel  geschrieben.  ^ 
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Aristoteles. 


[Nachdem  sein  Leben  und  die  logischen  Schriften  behandelt  sind,  geht 
der  Verfasser  zu  Folgenden  über]:  Die  Physik  (auscultationes  physicae), 
mit  dem  Commentar  Alexanders  (von  Aphrodisias) ,  enthält  acht  Bücher. 
Muhammed  ben  Ishäk  sagt:  Von  dem  Commentar  Alexanders  zum  ersten 
Buch  des  Aristoteles  seien  zwei  Bücher  vorhanden,  das  zweite  jedoch  nur 
zum  Theil,  diese  wurden  übersetzt  von  Abu  Rauh,  dem  Sabier,  welche 
Uebersetzung  verbessert  wurde  von  Jahj&  ben  'Adl;  vom  Commentar  zum 
zweiten  Buche  existiert  ein  Buch,  welches  von  Hunain  aus  dem  Oriechischen 
ins  Syrische  übersetzt  worden  ist,  und  aus  dem  Syrischen  ins  Arabische 
von  Jahj&  ben  'Adl;  zum  dritten  Buche  findet  sich  kein  Commentar  vor, 
dagegen  drei  Bücher  des  Commentars  zum  vierten  Buche,  jedoch  das  dritte 
nur  unvollständig  bis  zu  den  Worten  „über  die  Zeit";  diese,  wurden  über- 
setzt von  Eustä,  die  bekanntere  existierende  Uebersetzung  aber  ist  diejenige 
von  ad-Dimischkl;  zum  fünften  Buche  der  Physik  schrieb  Alexander  einen 
Commentar  in  einem  Buche,  übersetzt  von  Eustä  ben  Lükä;  zum  sechsten 
Buche  schrieb  er  einen  Commentar  in  einem  Buche,  der  etwas  mehr  als 
zur  Hälfte  vorhanden  ist;  ebenso  existiert  ein  Commentar  zum  siebenten 
Buche  in  einem  Buche,  übersetzt  von  Eustä;  von  einem  solchen  zum  achten 
Buche  sind  nur  wenige  Blätter  vorhanden. 

Die  Physik  wurde  auch  conmientiert  von  Johannes  dem  Grammatiker 
(Philoponos)  aus  Alexandria.  Muhammed  ben  Ishäk  sagt:  Was  von  diesem 
Werke  Eustä  übersetzt  hat,  ist  in  unterrichtender  (belehrender)  Fonn%  und 
was  'Abdalmasih  ben  Nä'ima  übersetzt  hat,  ist  nicht  in  dieser  Form;  Eustä 
übersetzte  die  vier  ersten  Bücher,  und  Ihn  Nä'ima  die  vier  letzten. 

Die  Physik  wurde  noch  von  verschiedenen  anderen  Philosophen  com- 
mentiert.  Es  existiert  ein  Commentar  des  Porphyrios  zu  den  vier  ersten 
Büchern,  übersetzt  von  Basilios  (?).  Einen  Commentar  des  Themistios  über- 
setzte Abu  Bischr  Mattä  ins  Syrische,  ein  Theil  des  ersten  Buches  der 
Uebersetzung  ist  noch  vorhanden.  Abu  Ahmed  ben  Eamlb  commentierte 
einen  Theil  des  ersten  Buches  und  einen  Theil  des  vierten  bis  zu  den 
Worten  „über  die  Zeit".  Ebenso  commentierte  Täbit  ben  Eurra  einen 
Theil  des  ersten  Buches  und  Ibrählm  ben  a^-Salt  übersetzte  das  erste  Buch: 
ich  habe  eine  Abschrift  dieser  Uebersetzung  von  Jahjä  ben  'Adl  gesehen. 
Auch   Abü'l-Faradsch  Eadäma    ben  Dschafar  ben  Eadäma   commentierte 

■ 

einen  Theil  des  ersten  Buches  der  Physik. 

Die  Schrift  über  den  Himmel  und  die  Welt.  Sie  enthält  vier  Bücher 
und  wurde  übersetzt  von  Ihn  al-Batrlk,  welche  Uebersetzung  dann  ver- 
bessert  wurde   von  Hunain.     Ebenso  übersetzte  Abu  Bischr  Mattä  einen 
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Theil  des  ersten  Baches.  Alexander  von  Aphrodisias  commentierte  von 
diesem  Werke  einen  Theil  des  ersten  Baches  and  Themistios  das  ganze 
Werk;  diesen  Commentar  übersetzte  oder  verbesserte  Jahjä  ben  'Adl  im 
Verein  mit  Hanain  —  von  diesem  sind  die  16  Fragen  (Qaaestiones)  — . 
Es  existiert  aach  ein  Commentar  von  Abu  Zaid  al-Balchl  zom  Anfang  dieses 
Werkes,  verfasst  fftr  (d.  h.  im  Auftrag  von  . .  .,  aach  gewidmet  dem  . . .) 
Abu  Dscha'far  al-Ch&zin.  n 

üeber  die  himmlischen  Erscheinungen  (Meteorologie).-^  Hievon  ist 
ein  grosser  Commentar  vorhanden  von  Makidoros*),  welcher  übersetzt  worden 
ist  von  Abu  Bischr  Mattä,  aas  diesem  hat  at-Tabarl  einen  Auszag  gemacht. 
Alexander  von  Aphrodisias  schrieb  ebenfalls  einen  Commentar,  der  zuerst 
direct  ins  Arabische  übersetzt,  und  erst  später  durch  Jahjä  ben  'Adi  aus 
dem  Syrischen  ins  Arabische  übertragen  worden  ist. 

Das  Buch  über  den  Spiegel**),  übersetzt  von  al-Hidschädsch  ben 

Matar.^ 

Theophrastos. 

Er  war  einer  der  Schüler  des  Aristoteles  und  ein  Sohn  seiner  Schwester, 
und  einer  von  denen,  welchen  Aristoteles  sein  Erbe  (geistiges)  anvertraute, 
er  folgte  auch  diesem  nach  dessen  Tode  auf  dem  Lehrstuhl.  Er  schrieb 
[unter  Anderem]:  Ein  Buch  über  die  Meteore. 

Proklos  Diadochos, 

der  Platoniker.  Er  schrieb  [unter  Anderem]:  üeber  die  Definitionen  der 
Elemente  der  Physik.*  üeber  den  Theil,  welcher  nicht  getheilt  werden 
kann.'     Das  Buch  der  kleineren  Elemente.* 

Alexander  von  Aphrodisias. 

Er  schrieb  [unter  Anderem]:  Widerlegung  derjenigen,  welche  be- 
haupten, dass  Nichts  aus  Nichts  entstehen  könne  (wörtlich:  dass  Nichts 
entstehe  ausser  aus  Etwas),  üeber  die  Gesichtswahmehmungen,  dass  diese 
nämlich  nicht  stattfinden  können  ohne  Strahlen,  die  vom  Auge  ausgesandt 
(zerstreut)  werden,  und  Widerlegung  derjenigen,  welche  die  Aussendung 
der  Strahlen  behaupten.^ 

Porphyrios. 

Er  lebte  nach  Alexander  (v.  Aphrod.)  und  Galenos  und  vor  Ammonios, 
war  aus  Tyrus  gebürtig;  er  conunentierte  die  Schriften  des  Aristoteles  und 

*)  Ist  eine  oft  genannte,  doch  nicht  sicher  zu  stellende  Persönlichkeit,  und 
heisst  auch  bisweilen  Amkidoros. 

**)  Wahrscheinlich   eine  Yerwechslung  mit  der  Eukleidischen  Optik  oder 
Eatopirik  (de  speculis). 
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schrieb  überdies  [anter  Anderem]:  Ein  Buch  über  die  Elemente,  üeber 
die  Geschichten  der  Philosophen;  ich  sah  von  diesem  Werk  das  vierte 
Buch  in  syrischer  Sprache. 

Theophroditos?^ 

Was  von  seinen  Schrifben  vorhanden  ist,  habe  ich  gelesen  in  einer 
Abschrift  des  Jahjä  ben  'Adl,  nämlich  den  Commentar  zu  der  Abhandlung 
des  Aristoteles  über  die  Höfe  und  Regenbogen  (ein  Theil  der  Meteorologie), 
übersetzt  von  Täbit  ben  Kurra. 

Jahjä,  der  Grammatiker  (Johannes  Philoponos). 

Er  schrieb  [unter  Anderem]:  Das  Buch,  welches  darüber  handelt,  dass 
jeder  Körper  begrenzt  (endlich)  sei,  und  dass  also  auch  seine  Kraft 
(Wirkung)  eine  begrenzte  sei. 

[Der  Verfasser  erwähnt  nun  eine  weitere  Reihe  von  Naturphilosophen, 
theilweise  die  blossen  Namen,  unter  diesen  befindet  sich  unter  Andern]: 

Theon, 

der  Platoniker.  Er  schrieb  ein  Buch  über  die  Anordnung  des  Lesens  der 
Platonischen  Schriften  und  die  Namen  (Titel)  dessen,  was  er  verfasst  hat.' 

Al-Kindl.» 

Abu  Jüsuf  Ja^küb  ben  Ishäk  ben  as-Sabbäh  ben  'Imrän  ben  Ismäb'il 
ben  Muhammed  ben  al-Asch'at  ben  Kais  al-Kindi  ben  Ma'dl  Karib  ben 
Mu'awwija  ben  Dschabala  ben  'Adl  ben  Rabf  a  ben  Mu^awwija  ben  al-H&rit 
ben  Mu'awwija  ben  Kinda  ben  Taur  ben  Muratti'  ben  'Adl  ben  al-Härit 
ben  Murra  ben  üdad  ben  Zaid  ben  al-Hamaisa'  ben  Zaid  ben  Kahl&n  ben 
Sabft  ben  Jaschdschub  ben  Ja'rub.*)  —  Er  war  der  Vortrefilichste  seiner 
Zeit  und  einzig  dastehend  in  der  Kenntniss  der  alten  Wissenschaften  ins- 
gesammt;  er  wurde  der  Philosoph  der  Araber  genannt;  seine  Schriften 
handeln  über  die  verschiedensten  Wissenszweige,  wie  die  Logik,  die  Philo- 
Sophie,  die  Geometrie,  das  Rechnen,  die  Arithmetik,  die  Musik,  die  Astro- 
nomie und  Anderes.  Er  war  geizig.  Wir  haben  ihn  imter  die  Natur- 
Philosophen  eingereiht,  weil  wir  ihn  wegen  seiner  bevorzugten  Stellung  in 
der  Wissenschaft  so  früh  als  möglich  erwähnen  wollten,  wir  werden  aber 
auch  seine  sämmtlicheti  Schriften  in  den  übrigen  Disciplinen  anführen. 

*)  Ich  habe  mich  in  dieser  Genealogie  genau  an  den  von  Flügel  veröffent- 
lichten Text  des  Fibriet  gehalten,  in  der  Abhandlung  Flügels  über  Al-Kindi  (Ab- 
händig,  f.  d.  Kunde  des  Morgenlandes»  Bd.  1,  Heft  2)  kommen  einige  Abwei- 
changen  vor. 


-    11   — 

[Unter  den  zuerst  angefahrten  philosophischen  Schriften  befindet  sich]: 
Die  Abhandlung  darüber,  dass  die  Eenntniss  der  Philosophie  nur  durch 
die  mathematischen  Wissenschaften  erreicht  werden  kann. 

Die  arithmetischen  Schriften.*) 

Fünf  Bücher  Einleitung  in  die  Arithmetik.  Vier  Bücher  über  den 
Gebrauch  der  indischen  Bechnungsweise.  Üeber  die  Erklärung  der  Zahlen, 
die  Piaton  in  seinem  Buch  vom  Staate  erwähnt,  üeber  die  Zusammen- 
setzung der  Zahlen,  üeber  die  Einheit  mit  Bücksicht  auf  die  Zahl,  üeber 
die  Auffindung  des  Verborgenen  und  Geheimen,  üeber  die  Weissagung 
aus  dem  Vogelflug  und  das  Fälstechen^  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl,  üeber 
die  Linien  und  das  Multiplicieren  mit  der  Zahl  der  Gerstenkörner  (?).  üeber 
die  hinzugefügte  (in  Verbindung  gebrachte)  ^^  Quantität,  üeber  die  zeit- 
lichen Verhältnisse  (Proportionen).^^  Üeber  die  Zahlenkunststücke  und  die 
Kunst,  sie  zu  ersinnen  (zu  ergründen).  ^^ 

Schriften  über  die  Kugel. 

Abhandlung  darüber,  dass  die  Welt  und  Alles  was  darin  ist  (d.  h.  die 
Himmelskörper)  Kugelgestalt  hat.  üeber  die  Erklärung  (Erläuterung)  des 
Satzes,  dass  alle  primitiven  Substanzen  (Elemente,  Atome)  und  die  letzten 
Körper  (d.  h.  die  zusammengesetzten,  grossen  Weltkörper)  nur  kugelförmig 
sind.  Abhandlung  darüber,  dass  die  Kugel  die  grösste  der  körperlichen, 
der  Kreis  die  grösste  der  ebenen  Figaren  sei.  Abhandlung  darüber,  dass 
die  Oberfläche  des  Meeres  sphärisch  sei.  üeber  die  ebene  Darstellung  der 
Kugel  (Planisphaerium).  üeber  die  sphärischen  Figuren,  üeber  die  Con- 
struction  des  Zenithes  (Poles)  auf  einer  Kugel.  Üeber  die  Construction 
und  den  Gebrauch  der  Armillarsphäre  mit  sechs  Ringen. 

Schriften  über  die  Musik. 

Eine  grössere  Abhandlung  über  die  Composition.  üeber  das  System 
der  Töne,  welche  die  natürlichen  Eigenschaften  der  höheren  Individuen 
darthun  und  die  üebereinstimmung  (Harmonie)  der  Composition.  üeber 
den  Rhythmus.  Einleitung  in  die  musikalische  Kunst,  üeber  die  Ge- 
schichte der  Kunst  der  Composition.  üeber  die  Kunst  der  Poesie,  üeber 
die  Geschichte  der  Kunst  der  Musik. 

Astronomische  Schriften. 

Abhandlung  darüber,  dass  die  Erscheinungen  des  Mondes  nicht  genau, 
sondern    nur    angenähert  festgesetzt  werden  können.''     Abhandlung  über 


*)  Hier  macht  der  Verfasser  keinen  Unterschied  mehr  zwischen  Rechnen  und 
Arithmetik  wie  oben. 
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die  Fragen,  welche  an  ihn  (Al-Kindl)  gerichtet  wurden  üb^r  den  Zustand 
der  Sterne.  Abhandlung  über  die  Beantwortung  physikalischer  (natur- 
philosophischer) Fragen  über  die  Eigenschaften  der  Gestirne,  üeber  die 
Projection  der  Strahlen.  ^^  Ueber  die  beiden  Jahreszeiten.  Abhandlung 
darüber,  welche  Sternbilder  (des  Thierkreises)  und  welche  Sterne  (Planeten) 
jeder  einzelnen  Gegend  zukommen.  Abhandlung  über  die  Fragen,  die  an 
ihn  gestellt  wurden  über  die  Verschiedenheit,  die  sich  in  den  Gestaltungen 
der  Horoskope  zeigt.  Abhandlung  über  das,  was  von  den  Lebensaltem  der 
Menschen  in  den  früheren  Zeiten  erzählt  wird,  und  ihre  Verschiedenheit  in 
der  Gegenwart.  Ueber  die  Verbesserung  der  Construction  der  Horoskope, 
und  die  Auffindung  des  Regenten  der  Geburtsstunde  und  des  Regenten  der 
ganzen  Lebensdauer.^^  üeber  die  Verdeutlichung  der  Ursache  der  rück- 
läufigen Bewegung  der  Planeten.  Ueber  die  Strahlen.^^  üeber  die  grössere 
Schnelligkeit  der  Bewegung,  wie  sie  an  den  Gestirnen  wahrgenommen  wird, 
wenn  sie  am  Horizonte  sind,  und  die  Verlangsamung  derselben,  wenn  sie 
in  die  Höhe  steigen,  üeber  die  Erklärung  der  Verschiedenheit,  welche 
sich  an  den  Himmelskörpern  zeigt,  üeber  den  Unterschied  zwischen  dem 
Laufe  und  der  Wirkung  der  Strahlen,  üeber  die  Ursachen  der  Stel- 
lungen der  Gestirne  (Aspecton?).  Abhandlung  über  das,  was  in  Abhängig- 
keit steht  von  den  beiden  Himmelskörpern,  genannt  „Glück  und  Unglück^' 
(Saturn  und  Mars),  üeber  die  Ursachen  der  Kräfte,  die  den  Regen  an- 
zeigenden Hinuuelskörpem  zukommen.  Ueber  die  Ursachen  der  Erschei- 
nungen der  Atmosphäre.  Ueber  die  Ursache,  warum  es  an  einigen  Orten 
fast  nie  regnet.*) 

Geometrische  Schriften. 

Ueber  die  Zwecke  des  Eukleidischen  Buches.  Ueber  die  Verbesserung 
des  Eukleidischen  Werkes.  Ueber  die  Verschiedenheit  der  Bilder  (Optik). 
Abhandlung  darüber,  wie  die  Alten  jeden  einzelnen  der  fünf  (regelmässigen) 
Körper  auf  die  Elemente  bezogen  haben  (auf  je  ein  bestimmtes  Element). 
Ueber  die  nähere  Prüfung  der  Angaben  des  Archimedes  über  das  Mass 
des  Durchmessers  des  Kreises  aus  seinem  Umfange.  ^^  üeber  die  Construc- 
tion der  Figur  der  beiden  mittleren  Proportionalen.^®  Ueber  die  ange- 
näherte Bestimmung  ^^  der  Sehne  (sollte  wohl  „Sehnen^'  heissen)  des  Kreises, 
üeber  die  angenäherte  Bestinunung  der  Sehne  (Seite)  des  Neunecks.  Ueber 
die  Ausmessung  eines  Saales  (Säulenhalle),  üeber  die  Theilung^  der  Drei- 
und  Vierecke  und  Constructionen  hiezu.  üeber  die  Art  und  Weise  der 
Construction  eines  Kreises,  der  gleich  ist  der  Oberfläche  eines  gegebenen 


*)  Flügel  (al-Eind!,  p.  24)  führt  aus  andern  Manuscripten  noch  fflnf  weitere 
Abhandlungen  an. 
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Cylinders.  üeber  die  geometrische  Darstellung  des  Auf-  und  Untergangs 
der  Gestirne.  Ueber  die  Theilung  des  Kreises:  drei  Abschnitte  (Capitel).^^ 
üeber  die  Verbesserung  des  14.  und  15.  Buches  des  Eukleides.  Ueber 
die  geometrischen  Beweise  zu  den  astronomischen  Berechnungen.  Ueber 
die  Verbesserung  der  Arbeit  des  Hypsikles  über  die  Aufg&nge  der  Gestirne. 
Ueber  die  Verschiedenheit  der  Spiegelbilder.*)**  Ueber  die  geometrische 
Construction  des  Astrolabiums.  Ueber  die  geometrische  Construction  der 
Mittagslinie  und  der  Gebetsrichtung  (n.  Mekka).  Ueber  die  geometrische 
Construction  der  Sonnenuhren.  Ueber  die  geometrische  Auffindung  (Con- 
struction) der  ßtunden  auf  einer  Halbkugel.  Ueber  die  Anzeichen  aus  dem 
Vogelfluge.  Ueber  die  Constmction  von  Sonnenuhren,  die  auf  Platten  er- 
richtet sind,  die  auf  einer  zum  Horizont  parallelen  Ebene  senkrecht  stehen, 
und  die  besser  sind  als  die  andern.**) 

Schriften  über  die  Himmelssphären. 

Ueber  die  Unmöglichkeit  der  Messung  (Berechnung)  der  äussersten 
Sphäre,  welche  die  übrigen  in  Bewegung  setzt  (oder  regiert).  Ueber  die 
Erscheinungen  an  der  Himmelssphäre.  Abhandlung  darüber,  dass  die  Natur 
der  Himmelssphäre  von  derjenigen  der  vier  Elemente  verschieden  sei,  und 
dass  sie  ein  fünftes  Element  sei.^^  Ueber  die  äusserste  Welt  (Sphäre). 
Ueber  die  Anbetung  des  Schöpfers  durch  den  entferntesten  Körper.  Ueber 
die  Widerlegung  der  Manichäer  in  Betreff  der  zehn  Sätze  über  die  Grund- 
lagen der  Himmelssphäre.  Ueber  die  Sternbilder.*^  Abhandlung  darüber, 
dass  es  unmöglich  sei,  dass  der  Weltkörper  (wohl  das  Weltall  gemeint) 
unendlich  sei.  Ueber  die  verschiedenen  Anblicke  des  Himmels.  Ueber  die 
Unmöglichkeit,  dass  der  entfernteste  Körper  gekrümmt  8ei(?)*^  Ueber  des 
Ptolemaios  künstliche  Darstellung  von  Sphären.**  Ueber  die  Endlichkeit 
des  Weltkörpers.  Ueber  die  gegebenen  Grössen.  Ueber  das  Wesen  der 
Himmelssphäre  und  der  ihr  eigenen  blauen  Farbe,  welche  wahrgenommen 
wird  an  der  Oberfläche  des  Himmels.  Ueber  das  Wesen  des  Körpers 
(Weltkörpers?),  dem  die  Farben  (oder  Formen)  der  vier  Elemente  eigen 
sind.  Ueber  den  Beweis  der  Bewegung  des  Körpers  (wohl  Weltkörpers, 
Himmelsgewölbes)  und  das  Wesen  des  Lichtes  und  der  Finsterniss.***) 

[Auf  die  medicinischen  folgen  neun  rein  astrologische  Schriften,  die 
ich  weglasse.] 


*)  Ist  wohl  eine  irrthümliche  Wiederholung  des  im  Anfang  genannten  Werkes. 
**)  Auch  hier  föhrt  Flügel  (al-Kindi  p.  26—27)  noch  vier  weitere  Abhand- 
lungen aus  andern  Manuscripten  au. 

**♦)  Flügel  (al-Eindiy  p.  27—28)  gibt  noch  fünf  weitere  Schriften  aus  andern 
Manuscripten  an. 
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Meteorologische  Schriften. 

Ueber  die  Erklärung  der  Ursache,  die  unmittelbar  das  Werden  und 
Vergehen  in  den  vergänglichen  Wesen  bewirkt.  Ueber  die  Ursache,  wess- 
halb  man  sagt,  dass  das  Feuer,  die  Luft,  das  Wasser,  die  Erde  die  Ele- 
mente aller  vergänglichen  Wesen  seien,  und  dass  sie  und  andere  von  einem 
Zustand  in  den  andern  übergehen  können.  Ueber  die  Verschiedenheit  der 
Zeitperioden,  in  denen  sich  die  Kräfte  der  vier  ersten  Qualitäten  (der  vier 
Elemente?)  zeigen  (zur  Geltung  kommen).  Ueber  die  zeitlichen  Verhält- 
nisse.^^ Ueber  die  Ursache  der  Verschiedenheit  der  Eigenthümlichkeiten 
des  Jahres.  Ueber  das  Wesen  der  Zeit,  der  Epochen  und  der  Ewigkeit 
(ewiger  Kreislauf  der  Zeiten,  unendliche  Zeit).  Ueber  die  Ursache,  wess- 
halb  die  obere  Luftschicht  kalt,  die  näher  an  der  Erde  befindliche  warm 
ist.  Ueber  die  Lufterscheinungen.  Ueber  die  glänzende  Erscheinung,  welche 
sich  in  der  Luft  zeigt  und  Stern  (bedeutet  hier  wohl  Sternschnuppe  oder 
Meteor)  genannt  wird.  Ueber  den  Kometen.*®  Ueber  den  Stern,  welcher 
für  einige  Tage  erschien  und  beobachtet  wurde  bis  er  verschwand.  Ueber 
die  Ursache  der  Kälte,  die  man  Alt -Weiberkälte  nennt.*®  Ueber  die  Ur- 
sache des  Entstehens  des  Nebels  und  der  von  ihm  während  seiner  Dauer 
hervorgebrachten  Erscheinungen.  Ueber  die  Beobachtung  des  im  Jahre 
222  d.  H.  erfolgten  grossen  Phänomens  (vielleicht  Komet  oder  Meteor). 

Schriften  über  die  Entfernungen. 

Ueber  die  Ausdehnung  der  einzelnen  Klimata.  Ueber  die  bewohnten 
Gegenden  (Orte).  Die  grosse  Abhandlung  über  das  bewohnte  Viertel  der 
Erde.  Ueber  das  was  berichtet  wird  von  den  Entfernungen  der  Körper 
(Himmelskörper?).  Ueber  die  Auffindung  der  Entfernung  des  Mondcentrums 
von  der  Erde.  Ueber  die  Erfindung  und  Construction  eines  Listrumentes, 
mit  dessen  Hülfe  die  Entfernungen  der  Körper  gefunden  werden.  Ueber 
die  Construction  eines  Instrumentes,  mit  welchem  die  Entfernungen  der  für 
uns  sichtbaren  Körper  bestimmt  werden.  Ueber  die  Bestimmung  der  Ent- 
fernungen (Höhen?)  der  Berggipfel.^ 

[Li  der  Abtheilung,  welche  die  Schriften  enthält,  die  sich  mit  den 
Arten  der  Dinge  beschäftigen,  befinden  sich  noch  folgende  Erwähnenswerthe] : 
Die  grosse  Abhandlung  über  die  Körper,  die  im  Wasser  tauchen.  Ueber 
die  beiden  im  (am)  Wasser  wahrzunehmenden  Phänomene  (Ebbe  und  Fluth?). 
Ueber  Fluth  und  Ebbe.*^  Ueber  die  fallenden  Körper.**  Ueber  die  Con- 
struction der  Brennspiegel.  Ueber  die  Gluth  (vielleicht  Brennpunkt?)  des 
Spiegels.  Ueber  die  Entstehung  der  Dünste  im  Innern  der  Erde,  welche 
viele  Erdbeben  und  Einstürze**  erzeugen.  Beantwortung  von  14  physika- 
lischen Fragen,  die  einer  seiner  Freunde  (Genossen)  an  ihn  gestellt  hatte. 
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lieber  die  Ursache  des  DonnerS;  des  Blitzes,  des  Schnees^  des  Hagels,  der 
Donnerschläge  und  des  Regens,  üeber  die  Nichtigkeit  der  Behanptongen 
derjenigen,  die  sich  anmassen,  die  Kunst  des  Oold-  und  Silbermachens  zu 
verstehen  und  über  ihre  Betrügereien. 

Ahmed  ben  at-Tajjib.** 

Sein  voller  Name  ist  Abü'l- Abbäs  Ahmed  ben  Mohammed  ben  Merwän 

as-Sarachsl;  er  war  ein  Schüler  von  Al-Eindl  und  Lehrer  und  Vertrauter 

des  Chalifen  al-Mutadid.     Er  schrieb   [unter  Anderem]:   Das  grosse  Buch 

der   Nester   und   der   Bechenkunst.'^     Das    kleine   Buch    des    Nestes    der 

Künste  ^^   und   des  Rechnens.     Einleitung  in  die  Astrologie.     Das   grosse 

Buch  über  die  Musik,  in  zwei  Theilen;   es  gibt  keines,  das  ihm  an  Vor- 

trefflichkeit  gleichkonmit.     Das  kleine  Buch  über  Musik.     Das  Buch  der 

Arithmetik,  über  die  Zahlen  und  über  die  Algebra.'^     Einleitung  in  die 

Musik. 

Ihn  Karnlb.^ 

Abu  Ahmed  al-Husain  ben  Abf  l-Husain  Ish&k  ben  Ibr&hlm  ben  Jazld, 
der  Schreiber,    bekannt   unter   dem  Namen  Ihn    Kamlb,    ein    bedeutender 

■ 

Naturphilosoph  —  sein  Bruder  Abü'l- Alä  war  Geometer  —  er  schrieb: 
Widerlegung  des  Abül-Hasan  T&bit  ben  Kurra,  betreffend  seine  Negation 
der  Nothwendigkeit  der  Existenz  von  Buhepunkten  zwischen  je  zwei  ent- 
gegengesetzten Bewegungen.^^ 

Abu  Jahjä   al-Merwazi^® 

war  ein  in  Oeometrie  bewanderter  Arzt.  [£s  werden  keine  Schriften  von 
ihm  angeführt] 

Mattft  ben  Jünus.^^ 

Abu  Bischr  Matt&  ben  Jünus,  ein  Grieche,  Uebersetzer  aus  dem  Syrischen 
ins  Arabische  und  erster  Logiker  seiner  Zeit.  Er  übersetzte  [unter  Anderem] 
auch  den  Commentar  des  Alexander  (von  Aphrodisias)  zum  Buche  des 
Aristoteles  „über  den  Himmer',  verbessert  von  Abu  Zakarijjft  Jahjft  ben  'Adl. 

Ihn  Zur'a. 

Abu  'All  'tsft  ben  Ish&k  ben  Zur'a  ben  Markus  ben  Zur^a  ben  Jü- 
hannA,  war  jakobitischer  Christ  und  berühmter  Logiker,  Philosoph  und 
Uebersetzer;  er  wurde  geboren  zu  Bagdad  im  Jahre  331  (943)^^  und 
schrieb  [unter  Anderem]:  Einen  Auszug  aus  dem  Buche  des  Aristoteles 
über  die  bewohnte  Erde,  üeber  die  Bedeutung  (oder  über  die  Ideen) 
eines  Theils  des  dritten  Buches  der  Schrift  des  Aristoteles  „über  den 
Himmel'. 


-  .  16    — 

Ibn   al-Chammär. 

AbH'l-Chair  al-Hasan  ben  Saww^  ben  Bftb&  ben  Bihräm,  Logiker, 
geboren  im  Jahre  331  (943),*'  schrieb  [unter  Anderem]:  Ein  Buch  über 
die  Erscheinungen  der  Atmosphäre,  die  ans  dem  Wasserdampf  entstehen 
und  welche  sind:  die  Höfe,  der  Regenbogen  und  der  Nebel.  Aus  dem 
Syrischen  ins  Arabische  übersetzte  er  das  Buch  über  die  Meteorologie  (wahr- 
scheinlich des  Aristoteles). 

IL  Unterabtheilting. 

Sie  enthält  die  Geschichten  der  Oeometer,  der  Arithmetiker,  der 
Musiker,  der  Bechner,  der  Astronomen,  der  Yerfertiger  von  Instrumenten 
und  der  Mechaniker. 

Eukleides. 

Ein  Oeometer;  er  war  der  Sohn  des  Naukrates,  des  Sohnes  des  Bere- 
neikes(?);  er  lehrte  die  Geometrie  und  trat  auf  diesem  Gebiete  als  Autor 
auf  früher  als  Archimedes  und  Andere,  er  gehörte  zu  den  exacten  Philosophen. 

Ueber  sein  Buch  „Von  den  Elementen  der  Geometrie'^  Sein  Titel 
ist  ctoixsttt^^  und  dies  bedeutet:  Elemente  der  Geometrie.  Es  wurde  über- 
setzt von  al-Hidschadsch  ben  Jüsuf  ben  Matar  zwei  Mal:  die  eine  Ueber- 
Setzung  ist  bekannt  unter  dem  Namen  der  Hftrünischen  und  diese  ist  die 
erste,  die  andere  trägt  den  Namen  der  M&münischen,  diese  ist  die  zuver- 
lässigere (wörtlich:  man  vertraut,  man  verlässt  sich  auf  sie).  Femer  über- 
setzte Ishäk  ben  Hunain  das  Werk,  verbessert  wurde  diese  üebersetzung 
von  Täbit  ben  Kurra  al-Harrftnl;  auch  übersetzte  Abu  ^ütm&n  ad- 
Dimischkl  einige  Bücher  desselben  —  ich  sah  das  zehnte  in  Mossul,  in  der 
Bibliothek  des  'AU  ben  Ahmed  al-'Imrftnl,  einer  seiner  Diener  war  Abü's- 
Sakr  al-Kablsl,  und  dieser  las  ihm  den  Almagest*)  vor  zu  unserer  Zeit. 
—  Dieses  Buch  (die  Elemente  nämlich)  conunentierte  dann,  indem  er  seine 
Schwierigkeiten  zu  lösen  suchte,  Heron.  Ferner  commentierte  es  an-Naiilzl^ 
ebenso  al-Earäblsi,  dessen  später  noch  Erwähnung  gethan  wird.  Einen 
Commentar  zum  ganzen  Buche  von  Anfang  bis  zu  Ende  schrieb  femer 
al-Dschauharl  —  er  wird  noch  erwähnt  werden.  —  Ein  weiterer  Com- 
mentar zum  fünften  Buche  existiert  von  al-Mähänl;**)  es  berichtete  mir 
femer  Nazlf  der  Arzt,  dass  er  das  zehnte  Bach  des  Eukleides  griechisch 
gesehen  habe,  dasselbe  hatte  40  Sätze  mehr  als  das,  welches  in  den  Händen 


*)  Wird  aoch  allgemein  für  Astronomie  gebraucht. 

**)  Das  Ms.  952.  2  (Soppl.  arabe)  in  Paris  enthält  einen  Commentar  dieses 
Autors  zum  10.  Buche;  vergl.  Woepke,  Essai  d^ttne  restitution,  etc.  in  M^m.  präs. 
par  div.  Sav.  ä  Facad.   Tom.  XIV.    Paris,  1856.   p.  669. 
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der  Leute  war  und  dieses  hatte  109  Sätze,  und  dass  er  sich  entschlossen 
habe,  dasselbe  ins  Arabische  zu  übertragen.  Es  erzählt  auch  Johannes  al- 
Eass  (d.  h.  der  Priester),  dass  er  den  Satz,  welchen  Täbit  im  ersten  Buche 
ftlr  sich  in  Anspruch  nahm,  in  dem  ihm  gehörenden  griechischen  Exemplar 
gesehen  habe;  es  bestätigte  auch  Nazlf,  dass  er  (Joh.  al-Eass)  es  ihm  ge- 
zeigt habe.  Auch  AbtL  Dscha^far  al-Chäzin  al-Choräsftni  —  er  wird  später 
noch  erwähnt  werden  —  yerfasste  einen  Commentar  zu  dem  Buche  des 
Eukleides,  ebenso  AbtL'1-Wafä,  aber  er  vollendete  ihn  nicht;  dann  com- 
mentierte  das  zehnte  Buch  ein  Mann,  Namens  Ihn  Bahiwaih  al-Ardschänl, 
femer  das  ganze  Werk  Abü'l-E&sim  al-Ant&kl,*)  nachdem  es  übersetzt 
worden  war;**^  auch  war  es  commentiert  worden  von  Sind  ben  'All  —  es  sah 
Abu  'All  neun  Bücher  desselben  und  einen  Theil  des  zehnten  —  das  zehnte 
commentierte  auch  Abu  Jüsuf  ar-B&zl,  und  zwar  vortrefflich  im  Auftrage 
von  Ihn  al- Amid.  Al-Eindl  in  seiner  Abhandlung  „über  die  Zwecke  des 
Enkleidischen  Buches"  erwähnt,  dass  dieses  Buch  von  einem  Manne  Namens 
Apollonios(?),^^  dem  Zimmermann,  verfasst  worden  sei,  und  dass  er  es  in 
15  Abschnitten  entwarf;  zu  der  Zeit  nun,  da  das  Buch  schon  veraltet  und 
verbesserungsbedürftig  geworden  war,  entschloss  sich  einer  der  Könige  von 
Alexandria  zum  Studium  der  Geometrie;  nun  lebte  zu  seiner  Zeit  Eukleides 
und  diesen  beauftragte  er  mit  der  Umarbeitung  des  Buches  und  seiner 
Commentienmg;  dies  that  er  und  so  wird  es  auf  ihn  (als  Verfasser)  zu- 
rückgeführt. Später  fand  Hypsikles,  ein  Schüler  des  Eukleides,  noch  zwei 
Bücher,  das  vierzehnte  und  fünfzehnte,  und  brachte  sie  dem  König  und 
dieselben  wurden  dem  Buche  noch  hinzagefQgt  —  und  dies  geschah  alles 
in  Alexandria.  —  Zu  den  Schriften  des  Eukleides  gehören  femer:  Das  Buch 
der  (himmlischen)  Erscheinungen.^^  Das  Buch  von  der  Verschiedenheit 
der  Bilder  (Optik).  Das  Buch  der  gegebenen  Grössen  (Data).  Das  Buch 
der  Töne,  bekannt  unter  dem  Namen  der  Musik:  unächt.  Das  Buch  der 
Theilung,*®  verbessert  von  T&bit.  Das  Buch  der  Nutzanwendungen  (Po^ 
rismen):^^  unächt  Das  Buch  des  Kanon.^^  Das  Buch  vom  Schweren  und 
Leichten.^^  Das  Buch  der  Zusammensetzung  (Sjnthesis):  unächt.  Das 
Buch  der  Auflösung  (Analjsis):  unächt.^^ 

Archimedes.      -—^  '  2  /h^^^^*  ^*: 

Es  erzählte  mir  der  (ein)  Vertrauenswürdige,  dass  die  Griechen  von        ^    ^^  .* 
Büchern  des  Archimedes  15  Lasten  verbrannt  hätten;  die  ausführliche  Dar-     S^  ^  "^  ^ 
legung  dieser  Geschichte   würde  zu  lange    dauern,    wir   geben  daher  nur 
seine  noch  vorhandenen  Schriften  an:   Zwei  Bücher  über  die  Kugel  und 

*)  d.  h.  von  Antiochia. 

Abh.  zur  Gesch.  der  Mathem.  VI.  2 


') 
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den  Cylinder.  Ein  Buch  über  die  Quadratur  des  Kreises.^  Ein  Buch 
über  die  Siebentheilung  des  Ereises.^^  Ein  Buch  über  die  sich  berührenden 
Kreise.  Ein  Buch  über  die  Dreiecke.*^  Ueber  die  parallelen  Linien.^* 
Das  Buch  der  angenommenen  Grössen  (Assumptorum)  für  die  Elemente 
der  Geometrie.*'  Ein  Buch  über  das  Vorausgesetzte  (Gegebene,  Bestimmte).^ 
Ein  Buch  über  die  Eigenschaften  der  rechtwinkligen  Dreiecke.'^^  Ein  Buch 
über  die  Wasseruhren,  welche  Schleudersteine  werfen.  (?)^^ 

Hypsikles. 

Ein  Buch  über  die  Körper  (Hinmielskörper?)  und  die  Entfernungen.^^ 
Ein  Buch  über  die  Aufgänge,  d.  h.  über  den  Auf-  und  Untergang  (der 
Gestirne).  Er  verbesserte  (oder  stellte  wieder  her)  das  14.  und  15.  Buch 
der  Elemente  des  Eukleides.^^ 

ApoUonios. 
Er  ist  der  Verfasser  des  Buches  der  Kegelschnitte.  Es  erwähnen  die 
Söhne  Müsfts  im  Anfang  (Einleitung)  des  Buches  der  Kegelschnitte  (wahr- 
scheinlich Uebersetzung  und  Commentar  des  Apollonischen  Werkes),  dass 
ApoUonios  aus  Alexandria  (gebürtig)  war,  und  dass  sein  Bucli  über  die 
Kegelschnitte  verdorben  war,  erstens,  weil  das  Manuscript  schwierig^  war, 
daher  auch  seine  Commentierung  yemachlässigt  wurde,  und  zweitens,  weil 
die  Erinnerung  an  das  Buch  verwischt  und  verschwunden  war;  so  kam  es, 
dass  ganz  verschieden  lautende  Exemplare  sich  in  den  Händen  der  Leute 
befanden,  bis  ein  Mann  aus  Askalon  mit  Namen  Eutokios  auftrat,  der  sehr 
bewandert  war  in  der  Geometrie  —  die  Söhne  Müsäs  behaupten,  dass 
dieser  Mann  vortreffliche  Bücher  über  Geometrie  verfasst  habe,  dass  aber 
gar  nichts  von  denselben  bis  auf  uns  gekommen  sei  — ;  nachdem  dieser 
von  dem  Buche  gesammelt  hatte,  was  er  im  Stande  war,  brachte  er  wieder 
vier  Bücher  in  Ordnung  —  die  Söhne  Müsfts  sagen,  das  Werk  habe  acht 
Bücher  gehabt  und  es  seien  von  ihm  noch  sieben  und  ein  Theil  des  achten 
vorhanden,  die  vier  ersten  Bücher  seien  unter  der  Leitung  Ahjned  ben 
Müsfts  übersetzt  worden  von  Hilftl  ben  Abi  Hilftl  al  Himsl  (aus  Emesa), 
und  die  drei  letzten  von  Tftbit  ben  Kurra  al-  Harrftnl,  und  was  vom  achten 
Buche  noch  gefunden  wurde,  seien  vier  Sätze  — .  Also  ist  von  ApoUonios 
vorhanden  das  Buch  der  Kegelschnitte  in  sieben  Büchern  und  einem  Theil 
des  achten.  Er  verfasste  femer:  Zwei  Bücher  über  den  Schnitt  der  Linien 
nach  (gegebenem)  Verhältniss.^  Zwei  Bücher  über  das  bestimmte  Ver- 
hältniss:^^  das  erste  Bucli  verbesserte  Tftbit,  und  das  zweite,  obgleicli  ins 
Arabische  übersetzt,  ist  nicht  zu  verstehen.  Ein  Buch  über  den  Schnitt 
der  Flächen  nach  (gegebenem)  Verhältniss.^^     üeber  die   sich  berührenden 
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Ereise.^^  Noch  wird  von  Täbit  ben  Kurra  erwähnt,  dass  yon  ApoUonios 
eine  Abhandlung  herrühre  über  den  Satz,  dass  zwei  Linien  (Gerade),  die 
von  einer  dritten  unter  weniger  >aJs  zwei  rechten  Winkeln  ausgehen,  sich 
schneiden.^ 

Hermes.*^ 

Wir  haben  ihn  schon  früher  erwähnt.  Von  astrologischen  Schriften 
yerfasste  er:  üeber  die  Breite,  erster  Schlüssel  der  Gestirne.  Ueber  die 
Länge,  zweiter  Schlüssel  der  Gestirne.  Ueber  den  Umlauf  der  Gestirne 
(Planeten?).  Ueber  die  Gradeintheilung  des  Umlaufes  (Umwälzung,  Um- 
drehung)^^ der  Jahre  der  Geburten.  Das  Buch  über  das  Verborgene,  d.  h. 
über  die  Geheimnisse  der  Gestirne,  auch  genannt  „die  goldene  Buthe^S 

Eutokios. 

Er  yerfasste:  Einen  Commentar  zum  ersten  Buche  des  Archimedes 
über  die  Kugel  und  den  Cjlinder.  Das  Buch  über  die  zwei  Linien;  er 
bewies  dies  Alles  (d.  h.  den  ganzen  Lihalt  des  Buches)  mit  Aussprüchen 
(Sätzen)  der  mathematischen  Philosophen;^^  es  wurde  ins  Arabische  über- 
setzt yon  Täbit  und  man  fand  es  yortrefflich.  Einen  Commentar  zum  ersten 
Buch  des  Ptolemaios  über  das  Urtheil  aus  den  Gestirnen  (de  judiciis 
astrorum).^* 

Menelaos. 

Er  lebte  yor  Ptolemaios,  denn  dieser  erwähnt  ihn  im  Almagest.  Er 
yerfasste:  Das  Buch  über  die  sphärischen  Sätze  (Sphaerik).  Ueber  die 
Kenntniss  der  Grösse  und  Eintheilung  (Unterscheidung)  der  yerschiedenen  ^'^ 
Körper  (Himmelskörper?),  yerfasst  im  Auftrag  des  Kaisers  Domitianus.^^ 
Drei  Bücher  über  die  Elemente  der  Geometrie,  (neu-)  bearbeitet  yon 
Tftbit  ben  Kurra.  Das  Buch  über  die  Dreiecke:  einiges  Wenige  dayon 
wurde  ins  Arabische  übersetzt. 

Ptolemaios. 

Er  ist  der  Verfasser  des  Almagestes  und  lebte  zur  Zeit  yon  Hadrian 
imd  Antonin;  zu  dieser  Zeit  beobachtete  er  die  Gestirne  und  für  den 
einen  derselben  schrieb  er  den  Almagest.  Er  war  auch  der  erste,  welcher 
ein  sphärisches  Astrolabium  und  (andere)  astronomische  Instrumente  yer- 
fertigte,  und  Messungen  und  Beobachtungen  machte.  Es  wird  aber  auch 
gesagt,  dass  schon  yor  ihm  yiele  Andere  die  Sterne  beobachtet  hätten,  zu 
denen  auch  Hipparchos  gehörte,  und  dass  dieser  sein  Lehrer  war,  yon  dem 
er  (die  Beobachtung)  lernte;  aber  die  Beobachtung  ist  nicht  yoUkommen 
ohne  das  Listrument,  imd  der  Anfänger  im  Beobachten  wird  ein  Künstler 
mit  Hülfe  des  Listrumentes. 
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Üeber  den  Almagest:  Dieses  Werk  hat  13  Bücher;  der  erste,  der  um 
seine  Conunentierong  und  Uebersetznng  ins  Arabische  besorgt  war,  war 
Jahjä  ben  Ch&lid  ben  Barmak;  an  dieser  Conunentienuig  nun  arbeiteten 
für  ihn  eine  Menge  von  Leuten,  die  es  aber  nicht  geschickt  ansfUirten, 
80  dass  er  damit  nicht  zufrieden  war  und  zu  einer  andern  Commentienmg 
den  Abu  Hussftn*)  und  den  Salm  (oder  Salam),  den  Verfasser  des  Bait 
al-Hikma,**)  aufforderte,  welche  es  geschickt  in  Ordnung  brachten  und 
Anstrengungen  zu  seiner  Verbesserung  machten,  indem  sie  gute  Uebersetzer 
kommen  liessen;  als  sie  deren  üebersetzung  geprüft  hatten,  waren  sie  er- 
staunt^ über  ihre  Klarheit  und  Vollkommenheit  (Bichtigkeit). 

Es  wurde  schon  gesagt,***)  dass  auch  al-Hidsch&dsch  ben  Matar  dieses 
Werk  übersetzt  hat,  welche  Üebersetzung  von  an-Nairlzl  umgearbeitet 
(commentiert)  wurde.  Auch  T&bit  verbesserte  das  ganze  Werk  nach  der 
ftltem  üebersetzung;  femer  übersetzte  es  Ishäk  (ben  Hunain),  und  Tftbit 
verbesserte  auch  diese  üebersetzung,  welche  aber  nicht  beMedrigend  war, 
also  ist  seine  erste  Verbesserung  ausgezeichneter.  —  Ausser  diesem  schrieb 
er  noch:  Das  Quadripartitum,  (gerichtet)  an  Sjros,  seinen  Schüler;  es  über- 
setzte dieses  Buch  Ibrahim  ben  as-Salt  und  verbesserte  es  Hunain  ben 
Ish&k;  Eutokios  conmientierte  das  erste  Buch,  ebenso  das  ganze  erste  Buch 
Tftbit  und  erklärte  seinen  Sinn;  ebenso  wurde  es  conunentiert  von  ^Omar 
ben  al-Farruchän,  Ibr&hlm  ben  as-Salt,  an-Nairlzl  und  al-Batt&nL  Das 
Buch  der  Geburten.^^  Das  Buch  vom  Krieg  und  Kampf,  üeber  die  Auf- 
findung der  Loose.^^  üeber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt,  üeber  den 
Umlauf  der  Oeburtsjahre.  üeber  die  Krankheiten  und  die  heilenden  Oe- 
tränke,  üeber  den  Lauf  der  sieben  (Planeten?).^^  üeber  die  Grefangenen 
und  Eingekerkerten,  üeber  das  Ansichziehen  imd  Dienstbarmachen  des 
Glückes  (der  Glücksteme).  üeber  die  beiden  Prozessgegner,  welcher  von 
ihnen  Erfolg  habe,  üeber  die  Personen  des  Adels  (der  Würde).  Das 
Buch  bekannt  unter  dem  Namen  des  „Siebenten^' (?).^^  Das  Buch  über  das 
Loos,  in  Tafeln  geordnet.  Das  Buch  über  die  Beschreibung  der  Stellungen 
der  Gestirne  (Planeten).  Das  Buch,  betitelt  die  Frucht ,^^  commentiert 
von  Ahmed  ben  Jüsuf  al-Misrl,  dem  Geometer.  Die  Geographie:  über  das 
bewohnte  Land,  eine  Beschreibung  der  Erde;  dieses  Buch  enthält  acht  Ab- 
schnitte, für  (oder  von?)  al-Kindl  wurde  davon  eine  schlechte  üebersetzung 
gemacht,  nachher  übersetzte  es  auch  Täbit  und  zwar  vortrefflich;  es  existiert 
auch  in  syrischer  Sprache.^ 

*)  CaBiri  (I.  p.  860)  hat  Abu  Hijän. 

**)  HauB  der  WeiBheit  (WissenBchaft) :   grosBes,  wisBenschafklicheB   Sammel- 
werk. 

***)  p.  244  des  FihriBt,  wo  von  den  Uebersetzern  gesprochen  wird. 
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Autolykos. 

Er  schrieb :  lieber  die  sich  bewegende  Sphäre,  verbessert  von  al-Kindl.®^ 
Drei  Bücher  über  den  Auf-  und  Untergang  (der  Gestirne). 

Simplikios,  der   Grieche.** 

Er  verfasste :  Einen  Commentar  zum  Anfang  des  Buches  des  Eukleides, 
welcher  eine  Einleitung  in  die  Geometrie  bildet.®  Einen  Conunentar  zum 
vierten  Buch  der  Kategorien  des  Aristoteles.^ 

Dorotheos.^ 

Er  schrieb:  Ein  grosses  Buch,  welches  eine  Anzahl  von  Abhandlungen 
enthält  und  das  Buch  der  Eünfe  (mvxccteuxog)  genaimt  wird;  es  wurde 
aber  noch  mehr  hinzugeftlgt,  wie  ich  sogleich  erwähnen  werde.  Die  erste 
Abhandlung  handelt  über  die  Geburten,  die  zweite  über  die  Yerheirathung 
(Paarung)  und  über  die  Nachkommen,*^  die  dritte  über  den  Regenten  der 
Geburtsstunde  und  denjenigen  der  Lebenszeit,  die  vierte  über  den  Umlauf 
der  Geburtsjahre,  die  fünfte  über  den  Beginn  der  Handlungen,  die  sechste 

(Lücke),  die   siebente  über  die  Fragen  und  die  Geburten;   von  ihm 

ist  auch  die   16.  Abhandlung  über  den  Umlauf  der  Geburtsjahre;*)  diese 
Abhandlungen  wurden  von 'Omar  ben  al-Farruch&n  at-Tabarl  commentiert.*^ 

Tbeon  von  Alexandria. 

Er  schrieb:  Ueber  den  Gebrauch  der  Armillarsphären.  Das  Buch 
über  die  astronomischen  Tafeln  des  Ptolemaios,  bekannt  unter  dem  Namen 
Känön  al-Maslr.**  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Einleitung  in 
den  Almagest,  ist  in  einer  altem  Uebersetzung  vorhanden.*^ 

Valens,  der  Grieche.^ 

Er  verfasste:  Einleitung,  in  die  Kunst  der  Astrologie.  Ueber  die  Ge- 
burten. Das  Buch  der  Fragen.  Das  Buch  az-Zabradsch  (?)**),  commentiert 
von  Buzurdschmihr.^  Das  grosse  Buch  der  Fragen  jeder  Art.  Das  Buch 
der  unumschränkten  Herrschaft  (oder  des  Kaisers).  Ueber  den  Regen. 
Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.     Das  Buch  der  Könige. 

Theodosios.^^ 

Er  schrieb:  Drei  Bücher  über  die.  Kugeln  (Sphärik).  Ein  Buch  über 
die  Wohnungen  (bewohnte  Orte  der  Erde).  Zwei  Bücher  über  Tag 
und  Nacht 


*)  Scheint  eine  Wiederholong  der  vierten  zn  sein. 
**)  Yergl.  Abu  Ma*  schar,  Anmerkung  188. 
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Pappos,  der  Grieche.** 

Seine  Schriften  sind:  Ein  Commentar  zum  Bnche  des  Ptolemaios  über 

die   ebene  Darstellung  der  Engel    (Planisphaerinm) ,    übersetzt    von  T&bit 

ins  Arabische.     Ein  Commentar  zum  zehnten  Buche  des  EuUeides,  in  zwei 

Theüen.*« 

Heron. 

Er  schrieb:  Das  Buch  der  Erklärung  (Auflösung)  der  Undentlichkeiten 
bei  Eukleides.*^  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Vom  AuMehen 
der  Lasten  (Gewichte).*^  Ueber  die  durch  Luft  bewegten  Maschinen  (wört- 
lich: über  die  Luftkräfte).** 

Hipparchos  . . .  .,  (Lücke)  az-Zafanl?*' 
Er  verfasste:  Das  Buch  über  die  Kunst  der  Algebra,  bekannt  unter 
dem  Namen:  Die  Regeln  (Definitionen).  Es  wurde  ins  Arabische  übersetzt, 
dann  verbessert  von  Abü'l-Wafft  Muhammed  ben  Muhanmied  al-Hftsib  (d.  h. 
dem  Rechner),  dieser  commentierte  es  auch  und  versah  es  mit  geome- 
trischen Beweisen.     Das  Buch  über  die  Theilung  der  Zahlen. 

Diophantos. 
War  ein  Grieche   aus  Alexandria;   er  schrieb:   Ueber  die  Kunst  der 

Algebra. 

Thadinos?*« 

Er  schrieb:  Ueber  die  Sündfluthen  (allgemeines  Sterben).     Ueber  die 

Kometen. 

Nikomachos   von   Gerasa. 

Er  verfasste:  Zwei  Bücher  über  Arithmetik.  Das  grosse  Buch  über 
die  Musik,  von  diesem  existieren  Auszüge  (Compendien). 

Badrogogia?^^ 
Er  verfasste:  Das  Buch  über  die  Herau:&iehung(?)  des  Wassers  (wört- 
lich der  Wasser),*)  in  drei  Abschnitten:  der  erste  enthält  39,  der  zweite  36 
imd  der  dritte  30  Capitel. 

Tinkalos   (oder  Tinklos)?  der  Babylonier.^®^ 
Dieser  war  einer  der  sieben  Gelehrten,  auf  welche  ad-Dih&k  die  sieben 
Häuser  zurückführt,  die  nach  den  Namen  der  sieben  Planeten   (benannt) 
erbaut  worden    sind.     Er   schrieb:    Ueber    die  Dekane    und    die  Planeten- 
bezirke. ^^^ 

Tinkaros  (oder  Tinkros)?  der  Babylonier.**^ 

Dieser  gehörte  (auch)  zu  den  sieben  Aufsehern  beim  Tempeldienst 
der  Häuser,   und  ich  halte  ihn  für  den  Vorsteher  des  Hauses  des  Mars, 

*)  Könnte  auch  heiseen:  Über  das  Auffinden  von  Wasser. 
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als   welcher  er  mir  auch  in    einigen  Schriften    begegnet  ist.     Er  schrieb: 
Das  Buch  der  Geburten  nach  den  Dekanen  und  Planetenbezirken. 

Muritos  (auch  Muristos)?^*^* 

Er  yerfasste:  Das  Buch  über  die  tönenden  Instrumente,  genannt  die 
Trompete  und  die  Flöte  (Pfeife).  Ueber  das  tönende  Instrument,  welches 
auf  60  Meilen  weit  gehört  wird. 

Sa'ätos?^^^ 
Er  schrieb:  Ueber  das  schreiende  (?)  Olöckchen. 

Herkai   (Herakles?)  der  Zimmermann.^^ 
Er  schrieb:  Ueber  die  Kreise  und  die  Wasserräder. ^*^^ 

Kitwar?   der  Babylonier.*^ 

Er  gehörte  zu  den  sieben  Tempelwftchtem  und  schrieb:  Ein  Buch  über 

die  Astrologie. 

Aristoxenos.^^' 

Er  gehörte  zu  den  Musikern  und  schrieb:  Ein  Buch  über  den  Rhythmus. 
Ein  Buch  über  die  Harmonie. 

Mazäbä. 

Ich  habe  in  einer  Schrift  von  Abu  Ma' schar  gelesen,  dass  dieser  der 
Astrolog  Nebukadnezars  war;  er  yerfasste  nach  den  Angaben  Abu  Ma^schars 
—  gesehen  habe  ich  es  nicht  —  das  Buch  der  Könige,  der  Dynastien 
(Schicksalswechsel),  der  Conjunctionen  und  des  Umlaufes  (der  Jahre). 

Arißtarchos. 

War  ein  Grieche  aus  Alexandria;  er  yerfasste  das  Buch  über  die  Sonne 
und  den  Mond.'^« 

Apion?   der  Patriarch.^^^ 

Ich  setze  ihn  um  weniges  yor  Beginn  des  Islams,  oder  um  ganz  wenig 
nach  demselben.     Er  schrieb:  Ueber  den  Gebrauch  des  Planisphaeriums. 

Kankah  (auch  Katkah)  der  Indier.^^^ 

Er  schrieb:  Das  Buch  „an-Nimüdftr'^  über  die  Lebenszeiten.^*^  Ueber 
die  Geheimnisse  der  Geburten.  Das  grosse  Buch  über  die  Conjunctionen. 
Das  kleine  Buch  über  die  Conjunctionen. 

Dschüdar,  der  Indier. 
Er  schrieb:  Das  Buch  der  Geburten,  es  wurde  ins  Arabische  übersetzt. 
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Sandschabl   (oder  Sandschahal)  der   Indier. 
Er  echrieb:  üeber  die  Geheimnisse  der  Fragen. 

Nabak,   der  Indier. 

Er  schrieb:  Das  grosse  Buch  der  Geburten. ^*^ 

Zu  den  indischen  Gelehrten,  von  denen  Schriften  über  Astrologie  und 
Medicin  (kann  auch  heissen  Magie)  auf  uns  gekommen  sind,  gehören  noch: 
B&khur,  Bfthah  (auch  Bädschab),  Sukab  (auch  Sufah),  D&hir,  Änkü  (auch 
Ankar),  Zankal,  Arlkal,  Dschabhar,  Andl,  Dschabärl  (auch  Dsch&ri  oder 
Dschftdl)."» 

Es  folgt  eine  Beihe  von  neueren  Geometem,  Mechanikern,  Arith- 
metikem  und  Anderen. 

Die   Söhne   Müsäs. 

Muhammed,  Ahmed  und  Hasan  waren  die  Söhne  Müsä  ben  Schäkirs 
und  es  ist  die  Abstammung  Mü8&  ben  Schäkirs  ....  (Lücke)  . . .  Diese 
Leute  gehörten  zu  denjenigen,  welche  es  im  Erforschen  der  Wissenschaften 
der  Alten  zu  einem'  hohen  Ziele  brachten,  sie  opferten  ihren  Beichthum 
und  ihr  ganzes  Sein  diesem  Zwecke;  sie  sandten  diejenigen,  die  ftlr  sie 
die  Herbeischaffung  jener  Werke  besorgen  mussten,  nach  den  griechischen 
Lftndem  und  Hessen  aus  den  verschiedensten  Gegenden  Uebersetzer  um 
schweres  Geld  herkommen;  so  wurden  sie  als  Wunder  der  Gelehrsamkeit 
angesehen.  Sie  verlegten  sich  hauptsächlich  auf  Geometrie,  Mechanik  und 
Musik,  weniger  auf  Astrologie.^^^  Muhammed  ben  Müsä  starb  im  ersten 
Bebf  des  Jahres  259  d.  H.  (873).  Ahmed  hatte  einen  Sohn,  Namens 
Mutahhar,^^^  von  geringer  Bildung,  er  (wahrscheinlich  Ahmed)  gehörte  zu 
den  Genossen  al-Mu*tadids.  Die  Schriften  der  Söhne  Müsäs  sind:  Das 
Buch  über  die  Waage.^^^  Die  Mechanik  (eigentlich  die  Kraft)  von  Ahmed 
ben  Müsä.  üeber  die  länglich-runde  Figur  von  Hasan  ben  Müsä.^^^  Ein 
Buch  über  die  Bewegung  der  ersten  Sphäre  von  Muhammed.  Das  Buch 
der  Kegelschnitte.^^®  Das  Buch  (der)  Drei  (?)  von  Muhammed."'  Von 
der  geometrischen  Figur,  deren  Eigenschaften  Galenos  erklärt  hat,  von 
Muhammed.^'^  üeber  den  Theil,  von  Muhammed.^^^  Das  Buch,  in  welchem 
auf  erklärendem  ^^^  (auch  belehrend,  oder  auch  zeichnend)  und  geometrischem 
Wege  dargethan  wird,  dass  ausserhalb  der  Fixstemsphäre  keine  neunte 
Sphäre  existiert,  von  Ahmed  ben  Müsä.  üeber  die  Priorität  der  Welt 
(vielleicht  auch  „Anfang"),  von  Muhammed.  üeber  die  Frage,  welche  Ahmed 
ben  Müsä  dem  Sind  ben  ^AIl  vorlegte.  Ein  Buch  über  das  Wesen  der 
Bede  (Rhetorik,   Metaphysik), ^^^  von  Muhammed.     üeber  die  Fragen,  um 
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welche  es  sich  ehenfblls  zwischen  Sind  und  Ahmed  handelte.  Das  Buch 
über  die  Ansmessnng  der  Kngel,  die  Dreitheilnng  des  Winkels  und  die 
Auffindung  einer  Grösse  (sollte  heissen  „zweier  Grössen'^)  zwischen  zwei 
(gegebenen)  Grössen,  so  dass  sie  stetig  aufeinanderfolgen  nach  einem  und 
demselben  Verhältniss.*** 

Al-Mähänl.i** 

Abu  'Abdallah  Muhammed  ben  'tsä  gehörte  zu  den  in  Arithmetik  imd 
Geometrie  Gelehrten  und  verfasste:  Eine  Abhandlung  über  die  Throne  (?) 
der  Gestirne.  ^^^  üeber  das  Yerhältniss.  lieber  26  Sätze  des  ersten  Buches 
des  Eukleides,  welche  keinen  Widerspruch  herausfordern  (d.  L  Axiome 
und  Definitionen?)."^ 

Al-'Abbäs,"8 

Ihn  Sa'ld  al-Dschauharl  gehörte  zu  den  (astronomischen)  Beobachtern, 
doch  widmete  er  sich  hauptsächlich  der  Geometrie.  Er  schrieb:  Einen 
Commentar  zu  dem  Buche  des  Eukleides.  Das  Buch  der  Sätze,  die  er  zum 
ersten  Buche  des  Eukleides  hinzugefügt  hat. 

Täbit  ben  Kurra  und  seine  Nachkommen. 

Abül-Hasan  Täbit  ben  Kurra  ben  Merw&n  ben  Täbit  ben  Karäjä  ben 
Ibrählm  ben  Karäjä  ben  Marlnos  ben  Salamujos  (?)  wurde  geboren  im 
Jahre  211  und  starb  im  Jahre  288  d.  H.  und  wurde  also  77  Sonnenjahre 
alt.^^^  Er  war  Wechsler  in  Harän,  dann  nahm  ihn  Muhammed  ben  Müsä, 
als  er  aus  den  griechischen  Ländern  zurückgekehrt  war,  zum  Genossen 
(Mitarbeiter  und  Freund)  an,  weil  er  ihn  als  sprachgewandt  erkannt  hatte; 
und  es  wird  erzählt,  dass  er  im  Hause  Muhammed  ben  Müs&s  von  diesem 
in  den  Wissenschaften  unterrichtet  wurde,  und  dass  dieser,  da  er  ihn  hie- 
für würdig  erfunden  hatte,  ihn  in  Freundschaft  mit  (dem  Ghalifen)  al- 
Mu'tadid  verband  und  in  den  Ereis  der  Astronomen  einfährte.  T&bit  be- 
gründete  die  Herrschaft  der  Sabier  in  diesen  Gegenden  und  in  der  Resi- 
denz der  Chalifen,  ihre  Macht  befestigte  sich  immer  mehr,  ihr  Ansehen 
hob  sich  und  sie  ragten  (an  Tugend  und  Wissen)-  hervor.  —  T&bit  schrieb: 
Ueber  die  (Zeit-)  Rechnung  nach  den  Neumonden,  üeber  das  Sonnen- 
jahr, üeber  die  Auflösung  der  geometrischen  Aufgaben  (Fragen),  üeber 
die  Zahlen.*)  üeber  die  Figur  (Satz)  al-EattSf  (d.  h.  die  Schneidende, 
Sekante).  ^^  üeber  den  dem  Sokrates  zugeschriebenen  Beweis,  üeber  die 
Aufhebung  der  Bewegung  im  Thierkreis.^  üeber  die  in  der  Blase  ent- 
stehenden Steine,  üeber  Gelenkschmerz  (Gicht)  und  Podagra,  üeber  die 
Ursache,  welche  das  Salzigsein  des  Meerwassers  bewirkt     üeber  den  Aus- 


*)  Vergl.  Cantor,  Vorlesungen  I.  p.  631. 


". 
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Satz,  welcher  am  Leibe  sich  zeigt.  Eine  Abhandlang  an  Dftnik  (auch  Z&nik). 
Ein  Auszog  ans  dem  Buche  des  Galenos  ,,ttber  die  einfachen  Heilmittel.^ 
üeber  die  Blattern  und  Masern  (?)^^^     Zu  seinen  Schülern  gehört: 

Isft. 

Ibn  üsajjid  an-Nasränl,  wurde  von  Täbit  hochgestellt  und  gelobt.  Er 
machte  üebersetzungen  aus  dem  Syrischen  ins  Arabische  unter  Leitung 
von  Tftbit  und  schrieb  (ausserdem):  Die  Antworten  Täbits  auf  die  Fragen 
4sft  ben  Usajjids.*) 

Sin&n  ben  T&bit. 

Er  starb  als  Muslim  (Gläubiger:  hier  im  Gegensatz  zu  Sabier).  Man 
wird  seiner  Erwähnung  unter  den  Medicinem  wiederbegegnen;  ^'^  ebenso 
wird  dort  erwähnt  werden  sein  Sohn  Abü'l-Hasan.^'^ 

Abü'l-Hasan   al-Harränl.. 
Man  findet  ihn  ebenfalls  unter  den  Medicinem  erwähnt^^ 

Ibr&hlm  ben  Sin&n  ben  T&bit. 

Sein  Beiname  war  Abu  Ishäk;  er  starb  schon  früh  und  war  ein  vor- 
trefflicher,  herrorragender  Geometer,  so  dass  zu  seiner  Zeit  Keiner  gefanden 
wurde ,  der  ihn  an  Scharfsinn  übertroffen  hätte ;  er  starb  im  Jahre  .... 
(Lücke). ^^  Er  schrieb:  Einen  Commentar  zum  ersten  Buche  der  Kegel- 
schnitte, der  aber  nicht  vollständig  ist.     Ueber  die  Zwecke  des  Almagestes.*^ 

Abü'l-Husain  ben  Karnlb  und  Abü'l-'Alft,   sein  Sohn.*" 

Beide  wurden  schon  unter  den  Naturphilosophen  erwähnt  im  Artikel 
über  Abu  Ahmed  ben  Abfl-Husain.  Abü'l-Husain  und  Abü'l- A1&  gehörten 
zu  den  Mathematikern  (Zeichnern?)  und  Geometem,  der  erstere  verfasste 
die  Schrift:  Wie  erkennt  man,  wie  viel  Stunden  des  Tages  vorüber  sind 
mit  Hülfe  der  bestimmten  Höhe  (der  Sonne). 

Abu  Muhammed   al-Hasan.*^® 

Ibn  'Ubaidalläh  ben  Sulaimän  ben  Wahb.  Er  schrieb:  Einen  Com- 
mentar in  einem  Buche  zu  den  schwierigen  Partien  des  Eukleidischen 
Buches  über  das  Verhältniss.*^^ 


*)  Sollte  wohl  anter  den  Personen  eine  Umstellung  stattfinden 
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Eine  andere  Klasse  nnd  zwar  die  Neueren.*) 

Al-Fazärl."<* 

Abu  Isb&k  Ibr&hlm  ben  Hablb  al-Fazärl  gehörte  zu  den  Nachkommen 
Samara  ben  Dschindabs;  er  war  der  erste  Maslim,  welcher  ein  Astro- 
labium verfertigte,  ebenso  construierte  er  ein  Mubattah^^^  und  ein  Plani- 
sphaerium.  Er  schrieb:  Ein  Oedicht  über  die  Astronomie,  üeber  das 
Messinstniment  für  den  wahren  Mittag.  Astronomische  Tabellen  nach  den 
Jahren  der  Araber,  üeber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums  und  zwar  des- 
jenigen mit  Bingen  (ArmiUarsph&re).  üeber  den  Gebrauch  des  Plani- 
sphaeriums. 

'Omar  ben   al-Farruch&n.**)^** 

Abu  Haf?  'Omar  ben  Haf?  ist  der  Commentator  des  Quadripartitum 
des  Ptolemaios,  es  übersetzte  es  für  ihn  der  Patriarch  Abu  Jahj&  ben  al- 
Batnk.  Er  yerfasste  femer:  Das  Buch  der  Vortheile  (Vorzüge)."^  üeber 
die  üeberainstimmung  und  die  Uneinigkeit  der  Philosophen  in  Bezug  auf 
die  Bahnen  der  Planeten.*** 

Sein   Sohn  Abu  Bekr. 

Muhammed  ben  'Omar  ben  Haf?  ben  al-Farruch&n  at-Tabarl  war  ein 
vortrefflicher  Astronom.  Er  schrieb:  Üeber  den  Gnomon  (Zeiger  der  Sonnen- 
uhr).*** üeber  die  Geburten,  üeber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Das 
Bach  der  Fragen  (astrolog.).  Das  Buch  der  Einleitung  (in?)**^  üeber 
die  Tagewählerei.**^  Das  kleine  Bach  der  Fragen,  üeber  den  Umlauf 
der  Geburtsjahre,  üeber  die  directiones.**®  üeber  die  Neigungen  (?)  *** 
Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.  Das  Buch  der  directiones  bei 
den  Geburten. 

Mä-schä-alläh.***)**<^ 

Ihn  Atari.  Sein  eigentlicher  Name  ist  Mlschdr,  welches  ,,er  wird 
sich  vermehren"  bedeutet.***  Er  war  ein  Jude  und  lebte  zur  Zeit  al- 
Man^tlrs  bis  auf  die  Tage  al-M&müns.  Er  war  unübertroffen  zu  seiner 
Zeit  in  der  Astrologie  und  schrieb:  Das  grosse  Buch  über  die  Geburten, 
es  enthalt  14  Abschnitte.  Das  Buch  der  21  (Abschnitte?)  über  die 
Coigunctionen,    die    Secten    und  Religionen.  ^^^     üeber   die  Projection    der 


*)  d.  b.  die  muslimitischen  Mathematiker;  die  vorangehenden  (von  den  Söhnen 
Müsäs  an)  waren  Ungläubige  (Sabier,  Christen  etc.). 

*^)  Nach  Flügel  (Z.  D.  M.  G.    18.  Bd.   p.  680);   Gasiri  nnd  Andere  schreiben 
Ferchftn. 

***)  d.  h.  „Was  Gott  will" 
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Strahlen.  Das  Buch  der  Bedeutungen  (significationes  in  der  Astrologie 
des  Mittelalters).  Ueber  die  Zusammensetzung  der  Astrolabien  und  den 
Gebrauch  derselben,  üeber  die  Armillarsph&ren.  üeber  Bogen  und  Winde, 
üeber  die  beiden  Loose  (das  günstige  und  ungünstige).  Das  Buch,  bekannt 
unter  dem  Namen  „das  siebenundzwanzigste^^:  der  erste  Abschnitt  handelt 
über  den  Beginn,  der  Handlungen,  der  zweite  über  die  Zurückweisung  (Zer- 
störung) der  Ordnung  (?),  ***  der  dritte  über  die  Fragen,  der  vierte  über 
die  Zeugnisse  der  Oestime,  der  fünfte  über  die  Ereignisse  (Erscheinungen)/^ 
der  sechste  über  die  Bahnen  von  Sonne  und  Mond  und  das,  was  sie  be- 
weisen (was  sich  dabei  zeigt),  üeber  die  Buchstaben. ^^^  üeber  die  Herr- 
schaft (Herrscher,  Sultan),  üeber  die  Reisen.'^  üeber  die  Preise,  üeber 
die  Geburten,  üeber  den  Umlauf  der  Geburtsjahre,  üeber  das  Schicksal 
und  den  Glauben.  Üeber  das  ürtheilen  nach  den  Gonjnnctionen  und  Oppo- 
sitionen, üeber  die  Kranken,  üeber  die  Sternbilder  und  das  ürtheilen 
nach  ihnen. 

Abu  Sahl  al-Padl  ben  Nübacht.^" 

War  seiner  Abstanunung  nach  ein  Perser;  ich  habe  die  Genealogie 
der  Familie  Nübacht  in  dem  Abschnitt  über  die  Theologen  (Metaphjsiker) 
schon  erwfthnt  und  gründlich  durchgeführt.  Er  war  (angestellt)  in  der 
Chalifenbibliothek  unter  Hftrün  ar-Baschld  und  übersetzte  für  diesen  Werke 
aus  dem  Persischen  ins  Arabische;  er  vertraute  in  seiner  Wissenschaft  auf 
die  Bücher  der  Perser.  Er  schrieb:  Das  Buch  an-Nahmat^n:*)  über  die 
Geburten,  üeber  da^  astrologische  Weissagen.^^^  Das  Buch  der  Geburten: 
einzig  in  seiner  Art  (oder  auch  „selten"),  üeber  den  Umlauf  der  Geburts- 
jahre. Das  Buch  der  Einleitung  (in?),  üeber  die  Yergleichung  und  die 
Allegorie  (?).^^^  Das  Buch  der  Citate  aus  den  Sentenzen  der  Astrologen 
über  die  Prophezeiungen,  Fragen,  Geburten  und  Anderes.^^ 

Sahl  ben  Bischr.*** 

Abu  'Otm£in  Sahl  ben  Bischr  ben  H&nl,  wurde  als  Jude  Häj&  genannt; 

er  diente  zuerst  dem  T&hir  ben  al-Husain  al-A^war,  hierauf  dem  al-Hasan 

•  .  '  • 

ben  Sahl;  er  war  ein  scharfsinnigßr  und  vortrefflicher  Mann  und  schrieb: 
Die  Schlüssel  der  ürtheile,  oder  das  kleine  Fragenbuch,  üeber  die  beiden 
Loose.  Das  grosse  Buch  der  Geburten,  üeber  den  Umlauf  der  Jahre  der 
Welt.  Das  kleine  Buch  der  Einleitung.  Das  grosse  Buch  der  Einleitung. 
Das  Buch  der  Astronomie  und  des  Rechnens,  üeber  den  Umlauf  der  Ge- 
burtsjahre. Das  kleine  Buch  der  Geburten.  Das  grosse  Fragenbuch,  üeber 
die  Tagewählerei.     üeber  die  Jahreszeiten  (auch  Zeitperioden),     üeber  den 


*)  Sollte  wohl  beisBen:  an-Nimüdftr.    Vergl.  Anmerkung  111  zu  Eankah. 
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Schlüssel.*^  Ueber  Begen  und  Winde.  Ueber  die  Bedeutungen.  Ueber 
den  Begenten  der  Geburtsstunde  und  denjenigen  der  Lebenszeit.  Ueber 
die  Erwägungen  (oder  das  Belative?)***  Ueber  die  Verfinsterungen.  Das 
Buch  der  Synthesis.  Er  verfasste  auch  ein  grosses  Buch,  welches  13  Ab- 
schnitte enthält  und  das  Wesentliche  aus  seinen  Schriften  in  sich  vereinigt, 
er  nannte  es  „das  zehnte"  ;^^  er  verfasste  es  in  Choräsän  und  es  wurde 
mir  gesagt,  dass  die  Bumäer  es  sehr  schätzen.  Er  schrieb  auch  ein  Buch 
über  Algebra,  welches  sie  ebenfalls  loben. 

Al-Chuwärazml   (oder   Chowärezml). 

Muhammed  ben  Müsä,  gebürtig  aus  Chow&rezm,  arbeitete  auf  der 
Chalifenbibliothek  unter  M&mün  und  gehörte  zu  den  Astronomen.^®^  Vor 
und  nach  der  Zeit,  wo  Beobachtungen  gemacht  wurden,  pflegten  die  Leute 
sich  zu  verlassen  auf  seine  zwei  Tafeln,  die  unter  dem  Namen  Sind-Hind 
bekannt  sind.  Er  verfasste:  Das  Buch  der  astronomischen  Tafeln,  in  zwei 
Ausgaben:  die  erste  und  die  zweite.  Ueber  die  Sonnenuhr.  Ueber  den 
Gebrauch  des  Astrolabiums.  Ueber  die  Construction  des  Astrolabiums.  Das 
Buch  der  Zeitrechnung  (auch  Chronik).**® 

Sind  ben  'All,  der  Jude. 

Sein  Beiname  war  Abü^t'T^JJ^^  9  ^^  ^^  zuerst  Jude  und  ging  dann 
unter  Mämün  zum  Islam  über  und  wurde  unter  seine  Astronomen  aufge- 
nommen; er  ist  derjenige,  welcher  den  Tempel  (Observatorium)  baute,  der 
hinter  dem  Thor  asch-Schamäsijja  in  der  Residenz  Bagdad  steht;  er  arbeitete 
mit  den  astronomischen  Beobachtern,  ja  war  sogar  ihr  Vorstand.  Er  schrieb: 
Ueber  die  Apotomeen  und  die  Medialen.**^  Ueber  die  Schneidenden  (Se- 
kanten?), in  zwei  Ausgaben.*®^  Ueber  die  indische  Bechnungsweise.  Ueber 
die  Vermehrung  und  die  Verminderung.     Das  Buch  der  Algebra.*®^ 

Jahjä   ben   Abi   Man^ür.*^® 

Es  warde  seiner  schon  eingehend  an  einer  andern  Stelle  Erwähnung 
gethan;  er  war  einer  der  Beobachter  unter  Mämün  und  starb  im  Lande 
der  Bumäer.  Er  schrieb:  Das  Buch  der  erprobten  Tafeln,  in  zwei  Aus- 
gaben, eine  erste  und  eine  zweite.  Ueber  die  Bestimmung  der  Höhe  des 
Sechstels  einer  Stunde  für  die  Breite  von  Bagdad.  Ein  Buch,  welches 
seine  Beobachtungen   enthält  und  Abhandlungen  über  eine  Menge   anderer 

Beobachtungen. 

Habasch  ben 'Abdallah. 

• 

Al-Merwazl,  der  Rechner,  war  ebenfalls  einer  der  Beobachter  und 
wurde  über  100  Jahre  alt.  Er  schrieb:  Das  Buch  der  damascenischen 
Tafeln.     Das  Buch  der  mämünischen  Tafeln.^^'     Ueber  die  Entfernungen 
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und  die  Körper  (Himmelskörper?),  lieber  die  Construction  des  Asiarola- 
biums.  üeber  die  Somienuhren  und  die  Gnomone.  üeber  die  drei  sich 
berührenden  Kreise  und  die  Art  nnd  Weise  der  Yerbindiingen  (unter  sich), 
lieber  die  Construction  der  horizontalen,  senkrechten,  geneigten  imd 
schiefen  (?)  Flächen.^^* 

Ibn  Habasch."» 

Abu  Dscha'far  ben  Ahmed  ben  'Abdallah  ben  Habasch  verfasste  ein 
Buch  über  das  Planisphaerium .*) 

Al-Abahh. 

AI-Hasan  ben  Ibr&him  lebte  unter  al-M&mün  und  schrieb:  lieber  die 
Tagewfthlerei,  für  al-Mämün.     lieber  den  Begen.     üeber  die  Geburten. 

Die  Erzählung  des  Ibn   al-Muktafl."* 

Er  sagt:  Ich  habe  in  einem  Buche  von  Ibn  al-Dschahm  folgendes  ge- 
lesen: Sind  ben  'All  hatte  ein  Buch  „Einleitung"  geschrieben  und  schenkte 
es  dem  Abu  Ma' schar,  da  schrieb  sich  dieser  das  Buch  selbst  zu;  nun  hat 
aber  Abu  Ma  schar  die  Astronomie  erst  im  vorgerückten  Alter  studiert  und 
sein  Verstand  reichte  nicht  aus  für  die  Abfassung  dieses  Buches,  ebenso 
wenig  wie  für  die  neun  Abhandlungen  über  die  Geburten  und  das  Buch 
über  die  Conjunctionen,  welches  an  Ibn-al-Bftzjar  gerichtet  ist,  alle  diese 
sind  von  Sind  ben  'All  yerfasst. 

AI-Hasan  ben   Sahl  ben  Nübachi"'^ 
Er  schrieb:  üeber  den  heiischen  Untergang  der  Mondstationen.*^ 

Ibn-al-Bäzjär."^ 

Muhanuned  ben  'Abdallah  ben  'Omar  ben  al-Bäzjär,  ein  Schüler  von 
Habasch  ben  'Abdallah  und  ein  vorzüglicher  Astronom,  schrieb:  üeber  die 
Atmosphäre,  in  19  Theilen  (nach  anderen  Codices  auch  nur  sieben).  Das 
Buch  der  astronomischen  Tafeln,  üeber  die  Conjunctionen  und  den  Um- 
lauf der  Jahre  der  Welt,  üeber  die  Geburten  und  den  Umlauf  der  Ge- 
burtsjahre. 

Churzftd  ben  D&rschad."^ 

Der  Bechner,  ein  Diener  des  Juden  Sahl  ben  Bischr,  schrieb:  Üeber 
die  Geburten,     üeber  die  Tagewählerei. 


*)  Befindet  sich  im  Mb.  962.  2  (Sappl.  arabe)  Paris;  vergl.  Woepkei  Essai 
d'one  restitution  etc.  in  M^m.  pr^s.  par  div.  Sav.  ä  Tacad.  Tom.  XIV. 
1866.  p.  668. 
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Die  Söhne   a^-Sabb&hs.^^^ 

Muhammed,  Ibrählm  und  al-Hasan,  alle  drei  waren  scharfsinnige  Astro- 
nomen, besonders  auf  dem  Gebiete  der  beobachtenden  Astronomie  und  Astro- 
logie bewandert.  Sie  schrieben:  Das  Buch  der  Beweise  zu  den  Operationen 
mit  dem  Astrolabium,  es  wurde  verfasst  von  Muhammed,  dieser  vollendete  es 
aber  nicht,  sondern  Ibrl^hlm.  üeber  das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Mit- 
tags mittelst  einer  einzigen  geometrischen  Messung,  von  Muhammed  begonnen 
und  von  al-Hasan  beendigt.     Die  Abhandlung  Muhammeds  über  die  Construc- 

tion  der  Sonnenuhren. 

Al-Hasan  ben  al-Cha^lb.*^^ 

Er  war  sehr  geschickt  in  der  Kunst  der  Astrologie  und  schrieb:  Das 
Buch,  betitelt  al-Eärimihtar,^^^  es  enthält  vier  Abschnitte,  nämlich:  Ein- 
leitung in  die  Astrologie,  über  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt,  über  die 
Geburten,  über  den  Umlauf  der  Geburtsjahre. 

Al-Chajjät. 
Abu  'Ali  Jahjä  ben  Gälib,  er  wird  auch  genannt  Ism&'Ü  ben  Mu- 
hammed, war  ein  Schüler  von  Mä-sch&-alläh  und  ein  vorzüglicher  Astronom, 
er  schrieb:  Das  Buch  der  Einleitung.  Ueber  die  Fragen.  Ueber  die  Be- 
deutungen. Ueber  die  Geschicke  (oder  die  Dynastien).  Ueber  die  Geburten. 
Ueber  den  Umlauf  der  Geburtsjahre.  Das  Buch  des  Zerstreuten  (oder  der 
Blumenlese  ?),^®^  welches  er  für  Jahjä  ben  Chälid  verfasste.  Das  Buch  der 
goldenen  Buthe.  Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.  Das  Buch  von 
den  Anekdoten  (treffende,  oder  auch  vieldeutige  Antworten:  vielleicht  ist 
letztere  Bedeutung  die  passendste). 

'Omar  ben   Muhammed    al-Marwarüdl.^* 

Er  gehörte  zu  den  Beobachtern  und  war  ein  vortrefflicher  Gelehrter. 
Er  schrieb:  Ueber  die  Gleichung  der  Planeten.     Ueber  die  Construction  des 

Planisphaeriums. 

Al-Hasan  ben  as-Sabbäh.*®* 
.  ▼   .  . 

Er  gehörte  zu  den  Astronomen,  beschäftigte  »ich  aber  auch  mit  Geo- 
metrie und  schrieb:  Das  Buch  der  Lehrsätze  (Figuren)  und  der  Aus- 
messungen.    Ueber  die  Kugel.     Ueber  den   Gebrauch  der  Armillarsphäre. 

Abu  Ma'schar.*»* 

Abu  Ma' schar  Dscha^far  ben  Muhammed  al-Balchl,  gehörte  anfönglich 
zu  den  Historikern  und  wohnte  im  westlichen  Theil  (von  Bagdad),  beim 
Thore  Choräsän.  Er  hasste  den  al-Eindl  und  stachelte  das  Volk  gegen 
ihn  auf  und  schmähte  ihn  wegen  seiner  Philosophie;  da  schickte  al-Eindl 
heimlich  solche  Leute  hinter  ihn,  welche  ihm  das  Studium  der  Arithmetik 
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und  Geometrie  angenehm  zu  machen  wnseten,  und  in  Folge  dessen  wandte 
er  sich  diesen  Gebieten  zu,  beendete  aber  die  Studien  hierin  nicht,  sondern 
ging  zur  Astrologie  über.  Jetzt  beim  Einblick  in  diese  Wissenschaft  hörten 
die  Bosheiten  gegen  al-Kindl  auf,  denn  er  gehörte  nun  zu  derselben  Ge- 
lehrtenklasse. Es  wird  erzählt,  dass  er  mit  dem  Studium  der  Astronomie 
erst  nach  seinem  47.  Lebensjahre  begonnen  habe;  er  war  von  scharfer, 
treffender  ürtheilskraft.  Einst  liess  ihn  al-Musta^in  peitschen,  weil  er  in 
einer  Prophezeiung  das  Richtige  getroffen  hatte,  da  sprach  er:  ich  habe 
die  Wahrheit  gesagt  und  bin  doch  gestraft  worden.  Abtl  Ma  schar  starb, 
als  er  schon  über  100  Jahre  alt  war,  in  Wäsit,  am  Mittwoch,  zwei  Nächte 
vor  Schluss  des  Ramadan,  im  Jahre  272  d.  H.  (886).  Er  schrieb:  Das 
grosse  Buch  der  Einleitung:  acht  Abschnitte.  Das  kleine  Buch  der  Ein- 
leitung. Das  Buch  der  Tafeln  al-Hazär&t  mit  über  60  Capiteln.^®*  Das 
grosse  Buch  der  Geburten,  unvollendet,  aus  welchem  vielfach  Auszüge  ge- 
macht wurden.  Ueber  die  äussere  Erscheinung  der  Himmelssphäre  und  die 
Verschiedenheit  ihres  Aufganges:  fünf  Abschnitte.  Ueber  den  Begenten 
der  Lebenszeit.  Ueber  den  Begenten  der  Geburtsstunde.  Ueber  die  Con- 
junctionen,  an  Ihn  al-Bäzjär  gerichtet.  Das  Buch  über  den  Umlauf  der 
Jahre  der  Welt,  betitelt  „die  treffenden  Antworten".^®^  Ueber  die  Tage- 
wählerei  nach  den  Mondstationen.  Das  Buch  der  Tausende:  acht  Ab- 
schnitte. ^^^  Das  grosse  Buch  der  Temperamente:  fünf  Theile,  nach  der 
Eintheilung  von  Abu  Ma^ schar.  Ueber  die  beiden  Loose,  die  Lebenszeiten 
der  Könige  und  die  Regierungen  (Dynastien).  Das  Buch  Zälrdschät,^^  und 
Über  die  Grenzen  und  die  Horizontalkreise. ^*^^  Ueber  die  Conjunction  der 
beiden  Unglückssteme  (Saturn  und  Mars)  im  Hause  des  Krebses.  Ueber 
die  Sternbilder  und  das  Weissagen  nach  ihnen.  Ueber  die  Sternbilder  und 
die  Grade  ^^^  und  das  Weissagen  nach  ihnen.  Ueber  den  Umlauf  der  Ge- 
burtsjahre: acht  Abschnitte.  Das  Buch  über  die  Temperamente,  das  selten 
(kostbar)  war,  später  aber  häufiger  vorkam  (gefunden  wurde)  (?).  Ueber  die 
heiischen  Untergänge  der  Mondstationen.  Eine  Sammlung  von  Fragen. 
Ueber  die  Sicherheit  (Wahrheit)  des  astrologischen  Wissens.  Ein  Buch, 
dessen  Zusanunenstellung  er  begann,  aber  nicht  vollendete,  er  wollte  ihm 
den  Namen  geben  „das  Vollständige  oder  die  Fragen".  Das  Buch  der 
Sammlung,  in  welchem  er  die  Aussprüche  der  Menschen  über  die  Geburten 
zusammenstellte.  Das  Buch  der  Elemente,  welches  Abü'l- Anbas  für  sich 
in  Anspruch  nahm.  Ueber  die  Auslegung  der  Ti^ume  aus  den  Gestirnen. 
Ueber  die  Urtheile  nach  den  Regenten  der  Geburtsstunde.  Das  kleine 
Buch  der  Geburten:  2  Theile  mit  13  Abschnitten.  Tafeln  der  Conjunc* 
tionen  und  der  Abweichungen  (?).^^^  Ueber  die  Jahreszeiten.  Ueber  die 
Jahreszeiten,   nach  den    12  Zeichen    des    Thierkreises.     Ueber   die    Loose, 
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and  zwar  über  die  Loose  der  Lebensmittel,  der  Kleider,  des  Riechbaren 
(der  duftenden  Dinge),  der  Wohlfeilheit  und  der  Theuerung  und  des  Weis- 
sagens nach  ihnen,  üeber  Begen  und  Winde  und  die  Veränderungen 
der  Atmosphäre.  Ueber  die  Natur  der  Länder  und  die  Entstehung  der 
Winde.  Ueber  die  Schiefe  (Neigung)  (?)  *^*  im  Umlauf  der  Geburtsjahre. 
Abu  Ma' schar  pflegte  (in  wissenschaftlichen  Dingen)  der  Autorität  der 
Barmakiden  'Abdallah  ben  Jahjä  und  Muhammed  ben  al-Dschahm  zu  folgen, 
und  doch  übertraf  er  sie  im  Wissen. 

'Abdallah  ben  Masrür  an-Na§ränl  (d.  h.  der  Christ).*^* 

War  der  Diener  von  Abu  Ma' schar  und  schrieb:  Ueber  die  Projection 
der  Strahlen.  Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt  und  das  Weissagen 
nach  diesem.     Ueber  den  Umlauf  der  Geburtsjahre. 

'Utärid  ben  Muhammed. ^^ 

Der  Rechner  und  Astronom,  war  ein  vortrefflicher  und  gelehrter  Mann 
und  schrieb:  Ueber  die  indische  Wahrsagekunst  (aus  Kameelmembranen) 
und  ihre  Erklärung.  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Ueber  den 
Gebrauch  der  Armillarsphäre.  Ueber  die  Zusammensetzung  der  himmlischen 
Sphären.     Ueber  die  Brennspiegel. 

Ja'küb  ben  Tärik.^»«^ 

•  ■  • 

Er  gehörte  zu  den  ausgezeichneten  Astronomen  und  schrieb:  Ueber 
die  Theilung  des  Sinus. '^^  Ueber  das,  was  sich  vom  halben  Tagebogen 
in  die  Höhe  erhebt.  Das  Buch  der  Tafeln,  dem  Sind-Hind  entnommen, 
von  Grad  zu  Grad,  in  zwei  Theilen:  der  erste  fllr  die  Sphärik,  der  zweite 
für  die  Wissenschaft  der  Zeitperioden  (Chronologie?)^^' 

Abü'l-'Anbas.*^» 

As-Saimarl,  wurde  schon  früher  als  eifriger  Astrolog  erwähnt,  er 
schrieb:  Ueber  die  Geburten.     Einleitxmg  in  die  Astrologie. 

Ihn  Slmawaih.^^^ 

Ein  Jude,  sein  Name  war Er  schrieb:  Einleitung  in  die  Astro- 
logie.    Ueber  den  Begen. 

'AU  ben  Däüd.*)*^<> 

Er  war  ein  vortrefflicher  Mann  und  hervorragender  Astrolog  und  schrieb: 
Ueber  den  Begen. 


*)  Auch  Däwud  b»  David. 

Abb.  srar  Gescb.  der  Matbem.  VI.  3 
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Ibn  al-A'rftbl. 

Abül-Hasan  'Ah  ben  al-Aräb!  aus  Eüfa  war  ebenfalls  ein  trefflicher 

Mann  und  hervorragend   in  seiner  Kunst  (Astrologie),  und  bekannt  unter 

dem  Namen  asch-Schaibänl,   weil  er  zu  den  Nachkommen  (zum  Stamme) 

Schaibftns    gehörte.     Er    schrieb:    Das   Buch    der  Fragen    und    der  Tage- 

wahlerei. 

Hftrit ,  der  Astrolog.*®^ 

War  eng  befreundet  mit  al-Hasan  ben  Sahl  und  ein  vorzüglicher  Ge- 
lehrter,  den   auch  Abu  Ma' schar  als  Autoiität  anführt.     Er  schrieb:   Das 

Buch  der  Tafeln. 

Al-Misslsl,*) 

Abül-Hasan  'All  ben  al-Misslsl  schrieb:  Ueber  die  Conjunctionen. 

Ihn  Abi  Kurra.*^* 

• 

Sein  Beiname  war  Abu  'All,  er  war  der  Astrolog  von  al-'Alawl,  (des 
Fürsten)  von  Basrä,  er  schrieb:  Ueber  die  Ursache  der  Verfinsterung  von 
Sonne  und  Mond,  für  al-Muwaffak  verfasst. 

Ibn  Sam'än. 

Muhammed  ben  'Abdallah,  Diener  des  Abu  Ma' schar,  schrieb:  Einlei- 
tung in  die  Astrologie. 

Al-Farg&nl.*^' 

Muhammed  ben  Eatlr,  war  ein  vorzüglicher  Mann  und  hervorragender 
Astronom,  er  verfasste:  Das  Buch  der  Elemente*^,  Auszug  aus  dem  Al- 
magest.     Ueber  die  Oonstruction  der  Sonnenuhren.*^^ 

Ibn  Abi  R&fi'. 

Sein  Beiname  war  Abül-Hasan,  ein  vorzüglicher  Gelehrter,  er  schrieb: 
Ueber  die  Verschiedenheit  des  Aufgangs  (der  Gestirne). 

Sein  Sohn  Abu  Muhammed. 

'Abdallah  ben  Abfl-Hasan  ben  Abi  B&fi',  verfasste:  Eine  Abhandlung 
über  die  Geometrie. 

Ibn  Abi  'Abb&d  (oder  'Ubbftd).*^^^ 

Muhammed  ben  'Isä,  mit  dem  Beinamen  Abül-Hasan,  nur  unter  diesem 
Namen  bekannt,  er  schrieb:  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums  mit  den 
zwei  Ringen*^'  und  anderer. 


*)  Sollte  nach  dem  folgenden  vollen  Namen  wohl  Ibn  al-Miselsi  heissen,  oder 
dann  ist  das  folgende  ben  überflüssig.    Flfigel  macht  hiezu  keine  Bemerkung. 
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An-Nairlzl.2<>8 

Abül-'Abb&s  al-Fadl  ben  H&tim  an-Nairizl,  geborte  zu  denen,   auf 

deren  Autorität  man   sieb  gerne  bezog  in  der  Astronomie,  namentlich  in 

der  beobachtenden.     Er  schrieb:  Das  grosse  Buch  der  Tafeln.     Das  kleine 

Buch  der  Tafeln,    üeber  die  Gebetsriohtung  (nach  Mekka).*)    Einen  Com- 

mentar  zum  Quadripartitum  des  Ptolemaios.^^^    üeber  die  atmosphärischen 

Erscheinungen,  für  al-Mu  tadid  yerfasst.     Das  Buch  der  Beweise  und  der 

Herstellung  von  Instrumenten,  mit  welchen  entfernte  Gegenstände  deutlich 

gemacht  werden. 

Al-BattÄnl."'^ 

Abu  ^Abdallah  Muhammed  ben  Dsch(ibir  ben  Sinän  ar-Bakkl,  stammte 
aus  Harrän  und  war  (ursprünglich)  Sabier.  Der  Anfang  seiner  astrono- 
mischen Beobachtungen  fiel  nach  Dscha  far  ben  al-Muktafl,  der  ihn  hierüber 
selbst  befragt  hatte,  ins  Jahr  264  und  sie  dauerten  bis  zum  Jahre  306. 
Er  gab  in  seinen  Tafeln  die  Oerter  der  Fixsterne  für  das  Jahr  299  an. 
Er  kam  mit  den  Söhnen  az-Zajjäts  aus  Rakka  nach  Bagdad  wegen  der 
Unterdrückungen,  die  ihnen  dort  zu  Theil  wurden,  und  starb  auf  der  Bück- 
kehr auf  der  Feste  al-Dschass  im  Jahre  317.     Er  schrieb:   Das  Buch  der 

■  • 

Tafeln,    in   zwei  Ausgaben,    die   zweite  ist  ausgezeichneter  als   die  erste. 

Ueber  die  Kenntniss   der  Aufgänge  der  Häuser  nach  den  vier  Quadranten 

des  Thierkreises,  auch  bekannt  als  seine  Abhandlung  über  die  Verificierung 

der  Wirkungen  der  Conjunctionen,  die   er  für  Abü'l- Hasan  ben  al-Farät 

verfasste.*^^ 

Ihn  Amädschür.*** 

Abü'l-Käsim  ^Abdallah  ben  Amädschür  war  ein  Nachkomme  der  Pha- 
raonen  und  ein  vorzüglicher  Gelehrter.  Er  schrieb:  Das  Buch  des  Fragens?*^* 
Das  Buch  der  Tafeln,  bekannt  unter  dem  Namen  „die  Reinen^'  (Besten, 
Fehlerfreien).  Das  Buch,  genannt  der  Beiseproviant.  Das  Buch  der  Tafeln, 
bekannt  unter  dem  Namen  „die  Gegürteten''.  Das  Buch  der  Tafeln,  ge- 
nanct  „die  Wundervollen".  Das  Buch  der  Tafeln  des  Sind-Hind.  Das 
Buch  der  Tafeln  der  Zeitläufe.  (?)  "* 

Sein  Sohn  Abü'l-Hasan  'AU  ben  Abl'l-Käsim"^ 
schrieb (Lücke). 

Al-Harünl  (auch  al-Harawl).^^^ 

Jüsuf  ben schrieb:   Ueber  astrologische  Betrügerei  (Heuchelei), 

in    circa  300  Blättern.*" 


^)  Befindet  sich  in  dem  Ms.  952.  2.  (Snppl.  arabe)  in  Paris,  vergl.  Woepke, 
Sssai  d^une  restitution,  etc.  in  M^m.  pr^s.  ä  Tacad.  par  div.  Sav.  Tom  XIV. 
Paris,  1866.  p.  666. 

3* 
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Abu  Zakarijjä. 

Dschannün  (auch  Dschanüb)  ben  'Amr  ben  Jübannä.  ben  as-Salt  schrieb: 
Das  Buch  des  Beweises  der  Richtigkeit  (Sicherheit)  der  Sterne  (Astrologie) 
nnd  der  mit  Hülfe  derselben  gemachten  Prophezeiungen. 

As-Saidanänl. 

•  m 

^Abdallah  ben  al- Hasan,  der  Bechner  und  Astronom,  schrieb:  Einen 
Commentar  zur  Algebra  des  Muhammed  ben  Müsä  al-Chowärezml.*'^  Einen 
Commentar  zu  seinem  Buche  über  die  Vermehrung  und  die  Verminderung.  *'* 
üeber  die  verschiedenen  Arten  des  Multiplicierens  und  Dividierens. 

Ad-Dand&nl  (And.  Ar-Randftnl). 

^Abdall&h  ben  'All  an  Nasränt,  mit  dem  Beinamen  Abu  'All,  schrieb: 
Das  Buch  der  Stemdeutungskunst,  dasselbe  war  schon  alt,  als  ich  es  sah. 

Eine  andere  Classe  von  neueren  Astronomen  nnd  Geometem,  deren 

Wohnorte  (Heünatli)  unbekannt  sind. 

Al-Adaml.«^» 
Abu  'All  al-Husain  ben  Muhammed  schrieb:   üeber  al-Haräf&t^^*'  und 

•  ■  - 

die  Fäden  (am  Astrolabium)?^*^  und  die  Verfertigung  der  Uhren. 

Al-Hajjänl  (And.  al-Dschanftbl,  oder  al-Hanäl). 

Sein  Beiname    war  Abül-Fadl,    und   sein  Name er  schrieb: 

Das  Buch  der  geometrischen  Tafeln. 

Ibn  B&gftn  (And.  Ihn  N&gär). 

Al-'Abb&s  ben  B&gän  ben  ar-Babl',  mit  dem  Beinamen  Abtl  Babl', 
war  Astronom  und  schrieb:  Das  Buch  der  Eintheilung  der  bewohnten 
Gegenden  der  Erde  und  der  äussern  Erscheinung  (Form)  der  Welt. 

Ibn  N&dschija  (And.  Nähija  und  Nädschlm).*** 

Muhanuned  ben ,  der  Schreiber,  verfasste   ein  Buch  über  die 

Feldmessung. 

Abu  'Abdallah. 

Muhammed  ben  al-Hasan  ben  Achi  Hischäm  asch-Schatawl;  er  schrieb: 
lieber  die  Construction  der  geneigten  Sonnenuhr.  Ueber  die  Constructioii 
der  trommelf^rmigen  Sonnenuhr  ^^,  über  die  Verfertigung  von  Schleuder* 
maschinen^*  und  über  die  Bestimmung  der  Höhen  und  der  Azimuthe. 
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Die  neueren  Beclmer  nnd  Arithmetiker.  ^^^ 

^Abdalhamld. 

■ 

Abü'l-Fadl  'Abdalhamld  ben  Wäsi'  ben  Turk  al-Chuttall  (auch  Dscha- 
ball),  der  Rechner,  —  als  sein  Beiname  wird  auch  Abu  Muhammed  ge- 
nannt —  schrieb:  Das  Ganze  der  Bechenkunst  in  sechs  Büchern.  Das 
Buch  über  den  Geschäftsverkehr  (polit.  Arithmetik).**® 

Abu  Barza. 

Al-Fadl  ben  Muhammed  ben  'Abdalhamld  ben  Turk  ben  Wftsi'*^'  al-Chut- 

tall,   schrieb:    Das  Buch  über  den  Geschäftsverkehr.     Das  Buch  über  die 

Feldmessung. 

Abu  Kämil.*»«  •    ' 

Abu  Kämil  Schudschdk  ben  Aslam  ben  Muhammed  ben  Schudschä', 
der  Rechner,  aus  Aegypten,  war  ein  trefflicher  und  gelehrter  Arithmetiker 
und  schrieb:  Das  Buch  des  Glückes.®  Das  Buch  des  Schlüssels  des  Glückes.® 
Das  Buch  über  die  Algebra.**®  Das  Buch  des  Ausgepressten  (vielleicht 
Auszug?).  Das  Buch  der  Vorbedeutungen  (aus  dem  Vogelflug).  Ueber  die 
Vermehrung  und  die  Verminderung.  Das  Buch  der  beiden  Fehler.  *^®  Das 
Buch  der  Feldmessung  und  der  Geometrie.    Das  Buch  des  Genügenden.*®^ 

Sinan  ben  al-Fath.^»» 

■ 

Er  war  aus  Harrän  gebürtig,  ein  hervorragender  Rechner  und  Arith- 
metiker,  und  schrieb:  Das  Buch  at-Taht,  in  der  (über  die)  indischen  Rech- 
nnngsweise.***  Ueber  die  Vermehrung  und  die  Verminderung.  Einen  Com- 
znentar  zum  Buche  „über  die  Vermehrung  und  die  Verminderung"  (wahrscheinl. 
eines  andern  Autors).  Ueber  die  Erbtheilungen.  Ueber  die  Eubenrechnung 
(Kubikwurzelausziehung?).*'*  Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Chowärezml. 

Abu  Jüsuf  al-Mi??!?!.*^ 

Ja'küb  ben  Muhammed,  der  Rechner,  schrieb:  Eine  Algebra.  Ueber 
die  Erbtheilungen.  Ueber  die  Verdoppelungen  der  Häuser  (Felder)  des 
Schachspiels.  Das  Universalbuch.  Ueber  das  Verhältniss  der  Jahre.  Das 
allxunfassende  Buch.  Das  Buch  der  beiden  Fehler.  Ueber  die  Testaments- 
rechnung.*®* 

Ar-Rftzl.*" 

Ja'küb  ben  Muhammed,  mit  dem  Beinamen  Abu.  Jüsuf,  schrieb:  Das 
Buch  über  das  gesammte  Rechnen.  Das  Buch  at-Taht.  Ueber  die  Rech- 
nung  mit  den  beiden  Fehlem.  Das  Buch  der  dreissig  seltenen  (ungewöhn- 
lichen, fremdartigen)  Fragen  (Probleme). 
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Muhammed.*** 
Ibn  Jafajä  ben  Aktam,  der  Bichter,  schrieb:    üeber  Zahlenprobleme. 

Al-Karftbl8l.*«^ 

Ahmed  ben  ^Omar  gehörte  zn  den  vorzüglichsten  Geometem  und 
Arithmetiken!  and  schrieb:  Einen  Conomentar  zum  Eokleides.  Ueber  die 
Testamentsrechnung,  üeber  die  Erbtheilungen.  Ueber  das  Planisphaerium.^^^ 
Das  Buch  des  Indischen  (Rechnens?). 

Ahmed  ben  Muhammed. 

Der  Rechner  —  über  seine  Lebensverhältnisse  ist  nichts  weiteres  be- 
kannt —  schrieb:  Das  Buch  an  Muhammed  ben  Müsft  über  das  Erreichen 
(Vortheil?).**^  Eine  Einleitung  in  die  Astrologie.  Ueber  die  Vermehrung 
und  die  Verminderung. 

Al-Makkl. 

Dscha^far  ben  ^All  ben  Muhammed  al-Makkl,   der  Geometer,   schrieb: 

Das  Buch  über  die  Geometrie.     Abhandlung  über  den  Kubus  (die  Kubik- 

zahl).«*« 

Al-l9tachrl.«*^ 

Der  Rechner,  sein  Name schrieb:  Das  Buch  über  das  gesammte 

Rechnen.     Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Abu  Kftmil. 

Ein  Mann,  bekannt  unter  dem  Namen  Muhammed  ben  Lurra  (And. 
Ludda)  der  Reebner,  aus  I^fahän  (Ispahan)  schrieb:  Ein  Buch  über  das 
gesammte  Rechnen. 

Die  neueren  Geometer,  Aritlunetiker  und  Astronomen,  deren  Lebens- 
oder Sterbezeit  nicht  weit  entfernt  ist  (d.  h.  von  derjenigen  des 
Verfassers  des  Fihrist,  also  kurz  die  Zeitgenossen). 

Jühann&  al-Kass. 

•  • 

Jühannd.  ben  Jüsuf  ben  al-H&rit  ben  al-Batrlk  al-Kass  (d.  h.  der  Priester) 
gehörte  zu  denen,  welche  Vorlesungen  hielten  über  die  Elemente  des  Eu- 
kleides  und  andere  geometrische  Bücher;  er  machte  auch  Uebersetzungen 
aus    dem   Griechischen  und  war  ein  vorzüglicher  Gelehrter,    er  starb   im 

Jahr*** er  schrieb:  Einen  Auszug  aus  (in)  zwei  Tafeln  für  Geometrie. 

Eine  Abhandlung  über  den  Beweis,  dass,  wenn  eine  gerade  Linie  zwei 
andere  in  einer  Ebene  gelegene  Gerade  schneidet,  die  beiden  innem  Winkel, 
welche  auf  der  einen  Seite  liegen,  weniger  als  zwei  Rechte  sind. 


Ibn  Rauh,  der  Sabier. 

ml  • 
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Abu.  Dscha^far  al-Chftzin  (d.h.  der  Schatzmeister  oder  Bibliothekar).**^ 

Sein  Name Er  schrieb:  Ueber  die  Scheiben  (des  Astrolabiums).**^ 

üeber  die  Zahlenprobleme. 

'All  ben  Ahmed  al-*Imrftnl.**® 

• 

War  aus  Mo^ul  gebürtig  und  ein  vorzüglicher  Büchersammler,  es 
kamen  zu  ihm  Leute  aus  den  entferntesten  Gegenden,  um  seine  Vorlesungen 
zu  hören,  er  starb  im  Jahre  344  (955).  Er  yerfasste  einen  Commentar 
zur  Algebra  des  Abu.  E&mil.**^ 

Abü'l-Wafft. 

Muhammed  ben  Muhammed  ben  Jahjä  ben  Ism&'ll  ben  al-'Abb&s, 
wurde  geboren  zu  Büzdsch&n  im  Gebiete  von  Nis&bür  im  Jahre  328  (940), 
Mittwochs  am  Neumond  des  Monats  Bamad&n  (10.  Juni).  Er  erhielt  Unter- 
richt Ton  seinem  Oheim  (yäterl.  Seits)  Abu  'Amr  al-Mugftzili  und  seinem 
Oheim  (mütterl.  Seits)  Abu  'Abdall&h  Muhammed  ben  'Ambasa  —  Abu 
'Amr  selbst  studierte  die  Geometrie  unter  Abu  Jalg&  al-Mäwardl*)  und 
Abüa-'Alft  ben  Kamlb.*^  —  Abü'l-Wafft  wanderte  im  Jahre  348  (959) 
nach  'Irftk  aus.  Er  schrieb:  Das  Buch  über  das,  was  die  Geschäftsleute 
und  die  Schreiber  (Secretäre)  von  der  Rechenkunst  gebrauchen;  es  enthält 
sieben  Abschnitte,  jeder  mit  sieben  Capiteln:  Der  erste  Abschnitt  handelt 
über  das  Yerhältniss,  der  zweite  über  Multiplication  und  Division,  der  dritte 
über  die  Operationen  des  Messens  (der  Flächen-  und  Eörperberechnung), 
der  vierte  über  die  Steuerverhältnisse,  der  fünfte  über  die  Theilungsge- 
schäfte,  der  sechste  über  die  Wechselgeschäfte,  der  siebente  über  den  Ge- 
schäftsverkehr der  Eaufleute.^^^  Einen  Commentar  zui*  Algebra  des  Oho- 
wärezml.  Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Diophantos.  Einen  Commentar 
zur  Algebra  des  Hipparchos.^^^  Ein  Buch  Einleitung  in  die  Arithmetik. 
Das  Buch  über  das  was  gelernt  werden  muss  vor  (dem  Studium  des  Buches) 
der  Arithmetik.  Das  Buch  der  Beweise  zu  den  Sätzen,  welche  Diophantos 
in  seinem  Buche  aufstellt  (eig.  gebraucht),  und  zu  dem,  was  er  (Abül- 
Wafä)  in  seinem  Commentar  aufstellt.  Eine  Abhandlung  über  die  Auf- 
findung der  Seite  des  Würfels,  des  Quadrates  des  Qua^ürates^^^  und  dessen 
was  aus  beiden  zusammengesetzt  ist.  Ein  Buch  über  die  Kenntniss  des 
Kreises  aus  der  Sphäre. ^^  Das  vollständige  (umfassende)  Buch,  es  ent- 
hält drei  Abschnitte:  der  erste  handelt  über  die  Dinge,  die  gelernt  werden 
müssen  vor  der  Bewegung  der  Himmelskörper  (Gestirne);  der  zweite  über 
die  Bewegung  der  Himmelskörper;  der   dritte   über  das   was  sich  bei  der 


*)  Sollte  vielleicht  heissen  Abu  Jahjä.  al-Merwazi  s.  p.  15. 
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Bewegung  der  Himmelskörper  zeigt  (ereignet,  daraus  resultiert).  Das  Buch 
der  genauen  (klaren,  zweifellosen)  Tafeln,  in  drei  Abschnitten:  der  erste 
handelt  über  die  Dinge,  die  gelernt  werden  müssen  vor  der  Bewegung  der 
Himmelskörper;  der  zweite  über  die  Bewegung  der  Himmelskörper;  der 
dritte  über  das  was  sich  bei  der  Bewegung  der  Himmelskörper  zeigt.  *^* 
—  Sein  Oheim  Abu  Said  schrieb  ein  aus  ungefähr  600  Blättern  bestehendes 
Buch  über  das  Eindringen  in  die  Wissenschaften  (Erkenntnisse)  für  Schüler. 

AI-Kühl.»^« 

Abu  Sahl  Widschan  ben  Rustam  (oder  Eustum)  aus  Eüh,  d.  h.  den 
Bergen  von  Tabarist&n  gebürtig,  schrieb:  Das  Buch  über  die  Mittelpunkte 
der  Kugeln  ^^^,  das  er  aber  nicht  Tollendete.  Das  Buch  der  Elemente,  nach 
demjenigen  des  Eukleides,  und  den  aus  ihm  gemachten  AuszUgen.^^^  Zwei 
Bücher  über  den  vollkommenen  Zii'kel.*^^  Zwei  Bücher  über  die  Con- 
struction  (Kunst)  des  Astrolabiums  mit  Beweisen,  üeber  die  Auffindung 
der  Punkte  auf  den  Linien.  (?)*^*^  Das  Buch  an  die  Logiker  über  die  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Bewegungen:  zurYertheidigung  Täbit  ben  Kurras.'^^ 
üeber  die  Mittelpunkte  der  Ejreise  auf  den  Linien  (gegebenen?)  nach  der 
Methode  der  Analysis  ohne  Synthesis.  ^^^  Das  Buch  der  Zusätze  zum  zweiten 
Buche  des  Archimedes  (über  die  Kugel  und  den  Cylinder?).*®^  Abhandlang 
über  die  Auffindung  der  Siebeneckseite  im  Kreise.*^ 

Gulftm  Zuhal.««^ 

Abü'l-Käsim  'Abdallah  ben   al- Hasan,   aus Er  schrieb:   Ein 

Buch  über  die  Profectiones  oder  Directiones.*^^  Ein  Buch  über  die  Strahlen.**'' 
üeber  die  Wahrsagung  aus  den  Gestirnen.  Ein  grosses  Buch  über  die 
Directiones  und  die  Strahlen.  Das  Buch  der  grossen  Zusammenstellung 
(oder  das  grosse,  allumfassende  Buch).  Das  Buch  der  erprobten  ^^^  Elemente, 
üeber  die  Tagewählerei.    üeber  die  Trennungen  (Zertheilungen).(?) 

A9-Süfl. 

Abü'l-Husain  'Abdarrahmän  ben  'Omar,  gehörte  zu  den  vortrefflichsten 
Astronomen;  er  war  Diener  des  'Adudaddaula*®^  und  lebte  in  Schä^iküh  (?), 

sein  Geburtsort  war er  starb  im  Jahr*''^ Er  schrieb:    üeber 

die  Gestirne,  mit  Figuren. 

Al-Antäkl 

mit  dem  Ehrennamen  al-Mudschtabä  (der  Auserwählte).  Sein  Name  war^'^  — 
Er  starb  kurz  vor  Beginn  des  Jahres  376  (986—87).*'*  Er  schrieb:  Das  grosse 
Buch  at-Taht  über  die  indische  Eechnungsweise.*'^  üeber  das  Bechnen  nach 
(der  Methode)  at-Taht  ohne  Ausstreichen  (der  Ziffern).    Einen  Commentar  zu 


/ 
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der  Arithmetik  (wessen?).*^*     Ueber  die  Auffindung  der  Uebersetzer.(?)*^^ 
Einen  Commentar  zum  Eukleides.     üeber  die  Kuben. '^^ 

Al-Kalwad&nl."' 

Abu  Na^r  Muhammed  ben  ^Abdallah  al-Ealwadänl  gehört  zu  den  vor- 
trefflichsten  Rechnern  und  lebt  zu  unserer  Zeit  (d.  h.  gegenwärtig  noch).^^^ 
Er  schrieb:  Das  Buch  at-Taht  über  die  indische  Bechnungsweise. 

Al-Ka^ränl, 
sein  Name  war *'^ 

Abhandlung  nber  die  Instnunente  (astronomische)  nnd  ihre  Yerfertiger. 

Es  waren  die  Astrolabien  in  der  frühem  Zeit  eben  (Flanisphärien) 
xmd  der  Erste,  der  solche  verfertigte,  war  Ptolemaios;  es  wird  aber  auch 
gesagt,  dass  vor  ihm  schon  solche  gemacht  worden  seien,  aber  dies  lässt 
sich  nicht  mit  Sicherheit  behaupten;  als  der  erste  Verfertiger  ebener  Astro- 
labien (in  neuerer  Zeit)  wird  genannt  Apion(?)  der  Patriarch.  Diese  In- 
strumente wurden  (zuerst  nur)  in  der  Stadt  Harrän  gemacht,  später  wurden 
sie  (d.  h.  ihre  Yerfertigang)  weiter  verbreitet  und  mehr  bekannt;  jedoch 
vermehrten  sie  sich  und  erweiterte  sich  für  die  Künstler  die  Arbeit  (erst 
recht)  unter  der  Herrschaft  der  Abbasiden  von  den  Tagen  al-M&mClns  an 
bis  auf  unsere  Zeit;  denn  als  al-Mämün  die  Beobachtung  zu  unterstützen 
sich  vornahm,  wandte  er  sich  an  Ihn  Chalaf  al-Marwarüdl  und  dieser  ver- 
fertigte für  ihn  die  Armillarsphäre,  und  solche  befinden  sich  nun  im  Be- 
sitze von  einigen  Gelehrten  unseres  Landes;  auch  hatte  Marwarüdl  früher 
schon  Astrolabien  construiert. 

Die  Namen  der  Künstler. 

Ihn  Chalaf  al-Marwarüdl;  al-Fazärl,  dessen  schon  Erwähnung 
gethan  wurde;*®®  'All  ben  'Isä,  Schüler*)  von  al-Marwarüdl;*®^  Chaflf, 
Schüler  von  ^All  ben  'tsä,  ein  geschickter  und  vortrefflicher  Mann;  Ahmed 
ben  Chalaf,  Schüler  von  'All  ben  'Isä;  Muhammed  ben  Chalaf,  eben- 
falls Schüler  von  'All:  Ahmed  ben  Ishäk  al-Harr&nl;  ar-Babl'  ben 
Parräs  al-Harränl;  Katastülus  (?)*®*,  Schüler  von  Chafif;  'All  ben 
Ahmed,  der  Geometer,  Schüler  von  ChaM;  Muhammed  ben  Schaddftd 
al-Baladl;  'All  ben  Surad  al-Harr&nl;  Schudschä'  ben  ....  war 
mit  Saif  ad-Daula  Schüler  von  Batülus  (?);*®^  Ihn  Saläm,  Schüler  von 
Batülus;     al-'Adschlä,    der    Astrolabien  -  Verfertiger ,    Schüler    von    Ba- 


*)  Eigentlich  Diener,  hier  wohl  Xiehiqange,  ich  gebe  es  überall  durch  „Schüler" 
wieder. 
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tülos;    al-^Adschlajja,  seine  Tochter,  mit  Saif  ad-Daula  Schülerin  yon 
Batülos. 

Zu  den  Schillern  Ahmeds  und  Muhammeds,  den  Söhnen 

Chalafs  gehörten: 

Dschäbir  ben  Sinän  al-Harr&nl;'^  Dschftbir  ben  Enrra  al- 
Harrftnl;*®^  Sinftn  ben  Dschftbir  al-Harränl;*®^  Farräs  ben  al-Hasan 
al-Harrftnl;  Abü'r-Rabl'  Hftmid  ben  *All,  Schüler  von  'All  ben 
Ahmed,  dem  Geometer. 

Zu  den  Schülern  H&mid  ben  'Alls  gehörten: 

Ihn  Nadschijja,  sein  Name  war ;  al-Bükl,  sein  Name  war  al- 

Husain,  statt  seiner  wird  auch  'Abda^^amad  genannt. 

Zu    den    (unmittelbar)   Torangehenden*)    Instrumentenkünstlern 

gehören: 

'All  ben  Ja'küb  ar-Ba^^ä?;  'AU  ben  Sa'ld,  der  Eukleidier;  Ahmed 
ben  'All  ben'isä,  aus  der  jüngsten  Zeit. 

Kurra  ben  Kaml^ft  al-Harrftnl.*®^ 

Dieser  verfertigte  einen  Globus  (wörtlich  eine  Darstellung  der  Welt), 
welchen  Tftbit  ben  Kurra  für  sich  in  Anspruch  nahm;  ich  habe  diesen 
Globus  gesehen,  aus  rohem  (ungebleichtem)  Stoff  aus  Dabik  verfertigt,  mit 
Farben  (bemalt),  doch  waren  dieselben  schon  verwischt. 

Die  Titel  der  Bücher,  die  über  die  Mechanik  (eig.  Bewegimgen) 

geschrieben  worden  sind. 

üeber  die  Einrichtung  des  Instrumentes  von  Archimedes,  mit  welchem 
die  Schleudersteine  geworfen  wurden.*®^  üeber  die  Kreise  (runde  Scheiben?) 
und  die  Wasserräder  von  Herkai,  dem  Zimmermann.  ^^^  üeber  die  Dinge, 
die  sich  von  selbst  bewegen,  von  Heron.*®^  üeber  die  trompetenartige 
Pfeife,  üeber  die  blähende  (?)  Pfeife,  üeber  die  Wasserräder,  von  Müritos.*^ 
üeber  die  Orgel.  Das  Buch  der  Mechanik  von  den  Söhnen  Müsäs,  den 
Astronomen  (wörtlich  des  Astronomen),  es  enthält  eine  grosse  Zahl  von 
mechanischen  Kräften  (wörtlich  Bewegungen).  ^^^ 

[Der  am  Ende  dieses  Abschnittes  stehende  Abu  Ja'küb  Ishäk  gehört 
zu  den  Aerzten  und  sollte  also  in  der  folgenden  dritten  ünterabtheilung 
stehen,  wohin  ihn  auch  einige  Codices  gesetzt  haben.] 


*)  Kann  auch  heissen  ,,hervorragenden**. 
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m.  Unterabtheiinng. 

Sie  enthält  die  Geschichten  der  älteren  und  neaeren  Aerzte  und  die 
Titel  der  Bücher,  die  sie  yerfasst  haben. 

GalenoB. 

Er  schrieb  [unter  Anderem:  es  werden  Ton  ihm  72  roedicinische 
Schriften  angeführt]:  Das  Buch  darüber,  dass  das  erste  Bewegende  (primns 
motor)  selbst  unbeweglich  sei^^^,  übersetzt  von  Hunain,  'Isä  ben  Jahjä  und 
Ishäk  (ben  Hunain). 

Hunain.**' 

Hunain  ben  Ishäk  al-^Ibftdl,  mit  dem  Beinamen  Abu  Zaid,  war  ein 
vortrefflicher  Arzt,  bewandert  in  der  griechischen,  arabischen  und  syrischen 
Sprache,  und  belesen  in  den  Schriften  der  Alten.  Er  schrieb  [unter 
Anderem]:  lieber  Fluth  xmd  Ebbe.  Ueber  die  Ursachen,  warum  das  Meer- 
wasser salzig  wird.  Ueber  die  Entstehung  des  Feuers  zwischen  (mit  Hülfe 
von)  zwei  Steinen.*^ 

Kustft.**^ 

Kustä  ben  Lükä  aus  Ba'albek,  hat  eine  grosse  Zahl  alter  Werke  ins 
Arabische  übersetzt,  und  war  sehr  bewandert  in  vielen  Wissenschaften,  so 
in  der  Medicin,  Philosophie,  Geometrie,  Arithmetik  und  Musik,  gewandt  in 
der  griechischen  Sprache  und  zeichnete  sich  durch  vortrefflichen  arabischen 
Styl  aus;  er  starb  am  Hofe  eines  armenischen  Königs. ^^  Er  schrieb  [unter 
Anderem]:  Ueber  die  Brennspiegel.  Ueber  die  Gewichte  und  Masse.  Ueber 
den  Wind  und  seine  Ursachen.  Ueber  die  Waage.  Ueber  den  Gebrauch 
des  Himmelsglobus.*^'  Einleitung  in  die  Geometrie.  Ueber  die  schwierigen 
Stellen  des  Eukleidischen  Buches.  Einleitung  in  die  Astrologie.  Abhand- 
lung über  die  Auflösung  von  Zahlenaufgaben  aus  dem  dritten  Buche  des 
Eukleides.  Einen  Commentar  zu  dreieinhalb  Büchern  des  Diophantischen 
Werkes  über  arithmetische  Aufgaben. 

Ar-Rftzl.*»« 

Abu  Bekr  Muhammed  ben  Zakarijjä  ar-Bäzl,  aus  Baj  in  Chorasan 
gebürtig,  einzig  dastehend  zu  seiner  Zeit  als  Kenner  der  Wissenschaften 
der  Alten  und  besonders  als  Mediciner;  er  war  sehr  hochherzig  und  wohl- 
thätig  gegen  die  Armen,  so  dass  er  ihnen  neben  der  Verpflegung  noch 
Geld  zu  überreichen  pflegte.  Er  wurde  gegen  das  Ende  seines  Lebens 
blind  ;*^^  er  war  ein  Schüler  Balchls  in  der  Philosophie.  Nach  seinem 
eigenen  Bücherverzeichniss  schrieb  er  [unter  Anderem]:  Zwei  Bücher  Be- 
weise, das  erste  17,  das  zweite  12  Capitel  enthaltend.    Das  Buch  von  der 
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äussern  Erscheinung  der  Welt.  Das  Buch  der  Widerlegung  Derjenigen, 
welche  die  Bücher  der  Geometrie  geringschätzen,  üeber  das  Leere  und 
das  Volle,  oder  über  Zeit  und  Baum  (Ort).  Ueber  die  Ursache,  wesshalb 
die  Erde  in  der  Mitte  des  Weltalls  iu  Buhe  ist.  Ueber  die  Ursache  der 
Botationsbewegung  der  Himmelssphäre.  .  Das  Buch  darüber,  dass  die  Be- 
wegung nicht  zweifelhaft,  sondern  gewiss  ist.  Das  Buch  darüber,  dass  der 
Körper  (die  Masse?)  sich  von  selbst  bewege,  oder  dass  die  Bewegung  ur- 
sprünglich in  seiner  Natur  begründet  sei.  Ueber  die  Diagonale  des  Qua- 
drates. Ueber  die  Ursache  der  Anziehung  des  Magnetsteins.  Ueber  die 
Abkühlung  des  Wassers  durch  Schnee.  Abhandlung  über  den  Untergang 
der  Sonne  und  der  Sterne,  und  dass  dieser  nicht  eine  Folge  der  Bewegung 
der  Erde,  sondern  derjenigen  des  Himmels  sei.  Abhandlung  darüber,  dass 
Deijenige,  welcher  nicht  im  Beweisen  (logischen  Schliessen)  gewandt  ist, 
sich  nicht  Torstellen  kann,  dass  die  Erde  kugelförmig  sei  und  rings  herum 
auf  derselben  sich  Menschen  befinden.  Ueber  die  Widerlegung  der  Mei- 
nung Derjenigen,  welche  glauben,  dass  die  Sterne  nicht  an  der  äassersten 
Grenze  der  rotierenden  Sphäre  (der  Rotationsbewegung)  seien. '^  Abhand- 
lung über  die  Streitfrage  über  die  natürliche  Beschafifenheit  der  Erde,  ob 
diese  nämlich  aus  Lehm  oder  Stein  bestehe.  Abhandlung  über  das  Mass 
dessen,  was  durch  die  Weissagung  aus  den  Sternen  zu  erkennen  möglich 
ist,  nach  der  Ansicht  der  Naturphilosophen  und  nach  der  Ansicht  Derjenigen, 
welche  verneinen,  dass  die  Gestirne  lebende  Wesen  seien. 


Amnerkungen. 

Aristoteles. 

1)  Andere  mathematiscli-physikalisclie  Schriften,  wie  die  mechanischen 
Probleme  und  über  die  untheilbaren  Linien,  die  bei  Ibn  al-E.  und  H.  Ch.  an- 
geführt sind,  fehlen  im  Fihrist  H.  Ch.  führt  überdies  noch  an:  üeber  die 
Geheimnisse  der  Gestirne  V.  40,  über  die  Zahlen  V.  46,  über  die  fallenden 
Sterne  (Meteore,  Sternschnuppen)  V.  166,  1000  Worte  (Sätze,  Aphorismen) 
über  die  Astrologie  I.  407. 

Proklos  Diadochos. 

2)  Eines  von  den  beiden  Werken  ist  wahrscheinlich  der  Commentar 
zum  ersten  Buche  der  Elemente  des  Eukleides.  Flügel,  A.,  p.  116  h&lt 
das  Letztere  für  die  <sroixel(o<Si>g  _  (pvoinri^  als  die  kleinere  im  Gegensatz  zur 
öxoixBCmci^g  ^BoXoym^  als  der  grösseren;  was  ist  dann  aber  das  erste  Werk? 
—  3)  Also  über  die  Atome?  Wahrscheinlich  steht  dieser  Titel  in  Verbin- 
dung mit  einem  Abschnitte  aus  irgend  einem  seiner  philosophischen  Werke; 
oder  ist  es  etwa  jene  Definition  des  Punktes,  mit  der  nach  dem  Prolog 
der  Commentar  zum  ersten  Buch  der  Elemente  des  Eukleides  beginnt? 

Alexander  von  Aphrodisias. 

4)  H.  Ch.  III.  619  schreibt  ihm  auch  eine  physica  auscultatio  zu,  meint 
aber  damit  wahrscheinlich  einen  Commentar  zum  gleichnamigen  Werke  des 
Aristoteles. 

Porphyrios. 

5)  Was  dies  für  Elemente  sind,  ist  unsicher.  Nach  Proklos'  Com- 
mentar zu  I.  Eukl.  scheint  es  allerdings  wahrscheinlich,  dass  Porph.  ent- 
weder Elemente  der  Geometrie  verfasst,  oder  ebenfalls  einen  Commentar 
zu  Eukl.  geschrieben  hat.  Wenrich  p.  281  hält  sie  für  die  von  Suidas 
xind  Proklos  (Theolog.  Piaton.)  erwähnte  Schrift  des  Porphyrios  ns^l  iLqx&v 
Ubri  IL 

Theophroditos. 

6)  In  den  arabischen  Codices  sind  die  Namen  der  Autoren,  besonders 
der  alten,  oft  so  entstellt,  dass  die  richtige  Schreibweise  nur  schwer,  oft 
gar  nicht  festzustellen  ist;  zu  dieser  Gattung  gehört  auch  dieser  Name, 
-wir  werden  später  noch  andern  solchen  begegnen. 
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Theon  (v.  Smyrna). 

7)  Da  auch  die  Titel  der  Werke  oft  entstellt  sind,  so  könnte  dies 
vieUeicht  die  theilweise  noch  vorhandene  Schrift  Theons  sein:  Ueher  das 
Mathematische,  was  zum  Lesen  der  platonischen  Schriften  nützlich  ist. 

Al-Kindl. 

8)  Von  den  Schriften  dieses  berühmten  Mannes,  des  „Philosophen  der 
Araber",  habe  ich  nur  die  auf  die  mathematischen  Wissenschaften  sich  be- 
ziehenden angeführt,  für  das  Uebrige  verweise  ich  auf  Flügels  Abhandlang: 
Al-Kindl,  genannt  der  Philosoph  der  Araber  etc.  Abhandlgn.  f.  d.  Kunde 
des  Morgenlandes.  Bd.  1.  Heft  2.  54  S.  Ich  hätte  al-Kindl  in  Rücksicht 
auf  diese  umfassende  Arbeit  ganz  auslassen  können,  allein  ich  wollte  ein 
womöglich  voUständiges  Mathematikerverzeichniss  aus  dem  Fihrist  hier 
wiedergeben.  Die  Lebenszeit  al-Kindls  fällt  ungefähr  in  die  Jahre  184 — 257 
d.  H.  (800—870  p.  Gh.).  —  9)  So  übersetzt  Flügel  in  der  eben  citierten 

Abhandlung  p.  22  JUJI;    es  ist  dies  eine  besondere  Art  des  Weissagens, 

H.  Ch.  sagt  IV.  346:  Haec  est  ea  doctrina,  qua  eventum  aliquod  faturum 
interposito  orationis  ex  alio  auditae  genere  aut  Corano  aut  libris  Sheikhorum 
aperiendis,  cuiusmodi  sunt  H&fitzi  Diwan,  Carmen  Methnewi  et  alia,  cogno- 
scitur.  Vergl.  auch  Anmerkg.  158.  —  10)  Flügel  (ibid.  p.  22)  übersetzt 
„relative".  —  11)  Flügel  (ibid.  p.  23)  übersetzt  nach  einer  andern  Lesart: 
„Ueber  die  äussern  Erscheinungen  der  Proportionen  und  Zeiten"  und  yer- 
muthet  (wohl  nicht  unbegründet),  es  sollte  statt  v.,Ali>.  (äussere  Erschei- 
nungen, eig.  Eigenschaften)  v,.iJlS-  (Verschiedenheiten)  stehen.  —  12)  Flügel 
(ibid.)  übersetzt  l^Ji^]  JL  mit:  „Anweisung  Andern  das  Geheime  dieser 

Kunststücke  nicht  sichtbar  werden  zu  lassen".  —  13)  Flügel  (ibid.  p.  24) 
übersetzt  &j  t «  durch  „Wandlungen",  und  denkt  wohl  damit  an  die  Phasen, 

es  könnten  damit  aber  auch  die  Erscheinungen  der  verschiedenen  Anoma- 
lien der  Mondbewegung  gemeint  sein.  —  14)  cU^I  ^J^  ist  ein  astro- 
logischer Kunstausdruck,  wörtlich:  Ort  der  Strahlen  werfung  (lat.  projectio 
radiorum);  es  sind  dies  nach  Woepke  (über  ein  in  der  k.  Bibliothek  zu 
Berlin  befindl.  arab.  Astrolab.  in  Abhandig.  der  k.  Akad.  d.  Wiss.  z.  Berlin, 
Jahrg.  1858,  math.  Theil  p.  1  —  31)  die  Projectionen  der  sog.  Positionskreise 
auf  dem  Astrolabium,  d.  h.  derjenigen  grössten  Kreise  der  Sphäre,  die  durch 
den  Nord-  und  Südpunkt  des  Horizontes  geben  und  deren  Pole  auf  dem 
ersten  Vertikal  liegen;  sie  dienen  zur  Bestimmung  der  sog.  Radiationen, 
d.  h.  derjenigen  Punkte  des  Himmels,  welche  zu  einem  gegebenen  Punkte 
(besonders  dem  Ascendens,  d.  h.  dem  aufgehenden  Punkt  der  Ekliptik)  im 
Gedritt-,  Geviert-  oder  Gesechstschein  stehen.  —  15)  Flügel  (p.  24)  über- 
setzt   »xJlj-JI  oL|jj-4J    mit    „Modelle    der    Horoskope",    Dom    (p.    97) 

oLto^^t  einfach  mit  „Horoskope";  es  ist  dies  das  persische  Wort  für 

diesen  astrologischen  Begrüff  (vergl.  Vullers,  Lexicon  pers.-latin.).  Wir 
geben,  Flügel  folgend,  ^^X^  durch  ,^Begenten  der  Geburtsstande"  v\\X^s\f 

(auch  }i\K^jJs\jif)  durch  „Regenten  der  ganzen  Lebensdauer"  wieder.    Diese 

Ausdrücke  kommen  in  den  ins  Lateinische  übersetzten  astrologischen  Werken 
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meistens  unübersetzt  vor,  z.  B.  Alchabitius,  astronomiae  iudic.  principia» 
Lugduni  s.  a.  fol.  55  steht:  De  significatione  vitae.  Hylech:  id  est  locus 
yitae-  in  nativitatibus.  fol.  56:  hylech,  id  est  significator  vitae  in  nativi- 
tatibus.  foL  57:  alcochoden,  qui  est  significator  vitae,  id  est  dominus  an- 
norum  vel  dans  annos  ....  ibid.  alcochoden,  qui  est  dator  annorum  vitae. 
—  16)  viyLcLjuÄ  kann  nicht  wohl  „Sti-ahlenbrechungen"  heissen,  vne  es  Flügel 

übersetzt,  sondern  einfach  „Strahlen".  —  17)  Flügel  p.  26  übersetzt 
l(^hAV\^  Q^  ?jj|sXl!  jlaS   »v>i  ^  ^J*,\Xt>^^  Jji  vS^  ^    mit:    über    das 

nähere  Verständniss  des  Ausspruchs  des  Archimedes  über  die  Bestimmung 
der  den  Kreis  in  zwei  gleiche  Hälften  theilenden  geraden  Linie  (Diameter) 
von  seiner  Peripherie  aus?!  -r-  18)  Flügel  (ibid.)  übersetzt:  lieber  die  Be- 
schreibung  der  Figur  der  Mediallinien   (^^~JaJX,y4^\   JXä).    —   19)  Flügel 

(ibid.)   gibt  \^JXS  hier  und  bei  der  folgenden  Abhandlung  durch  „näheres 

Verständniss"'  wieder?  —  20)  Flügel  (ibid.)  schreibt  „Eintheilung".  — 
21)  Flügel  (ibid.)  übersetzt  ^Lm3|  JUlä  g^SloJI  JU-wg3  ^  mit:  Theilung  des 

Kreises  in  drei  Theile.  Darüber  hat  wohl  al-Kindl  keine  Abhandlung  ge- 
schrieben, ich  bin  daher  der  Ansicht,  dass  meine  Uebersetzung  zutreffender 
sei,    zumal   ^«.^^  pl.  ^Lm3|  für  Theile  eines  Buches  (statt  »JlSU  oder  v^L) 

im  Fihrist  wiederholt  vorkommt,  so  in  der  dritten  ünterabtheilung  (Aerzte), 
im  Artikel  über  Galenos  (Fihrist  p.  289.  Z.  3  v.  u.)  und  im  Artikel  über 
ar-Räzl  (ibid.  p.  300.  Z.  5  y.  o.).  Eine  andere  Möglichkeit  wäre  auch  die, 
dass  es  statt  ?^tJ  =^  Kreis  heissen  sollte  9^.1:  =  Winkel,  dann  wäre  die 

Flügersche  Uebersetzung  „in  drei  Theile"  wohl  richtig.  —  22)  Flügel  (ibid.) 
übersetzt:  üeber  die  Parallaxen  des  Spiegels.  —  23)  Dieses  fünfte  Element 
wurde  dann  durch  das  Dodekaeder  repräsentiert,  während  die  vier  andern, 
Erde,  Wasser,  Feußr,  Luft,  durch  Hexaeder,  Ikosaeder,  Tetraeder  und  Ok- 
taeder  versinnlicht  wurden.    —    24)  Flügel  (p.  27)  übersetzt  jj*a  durch 

„Gestalten  (der  Himmel)";  es  bedeutet  aber  nichts  anderes  als  „Sternbilder", 
vergl.  Dom,  p.  144.  —  25)  So  übersetzt  Flügel;  ich  würde  aber  statt 
„gekrümmt  sei"  vorziehen  zu  übersetzen  „einer  Veränderung  unterworfen 
sei"   (sJL^/U^wij,  und  unter  dem  entferntesten  Körper  die  äusserste  Sphäre 

verstehen.  —  26)  Flügel  (ibid.)  hat:  Ueber  des  Ptolemaios  künstliche 
Construction  des  Himmels  (d.  h.  über  seinen  Almagest);  ich  bin  der  An- 
sicht, dass  es  sich  hier  um  die  Armillar-  und  Flanisphärien  handelt.  — 
27)  Flügel  (p.  32)  übersetzt  (was  man  aus  dem  Texte  nicht  herauslesen 
kann):  Ueber  die  (nach  den  verschiedenen  Jahreszeiten  verschiedenen)  Pro- 
portionen der  Zeit.  —  28)  So  übersetzt  Flügel  (ibid.)  SifjvXJI  y^yf^  sonst 

heisst  der  Komet  ^«X«  ^^y^  (geschwänzter  Stern).  —  29)  So  übersetzt 

Pltigel  (ibid.),  weil  j  v?^  =  altes  Weib.    Wahrmund  (arab.  Wörterb.)  hat: 

j^jjs^jjf  ^Ul  =  5  Tage  des  Wintersolstitiums.  —  30)  Flügel  (p.  33)  schreibt 

in  Klammem  „Höhenmessung";  oLk^I  heisst  aber  eben  nur  „Entfernungen" 

und  vTÜrde  besser  für  die  gegenseitige  Entfernung  der  Berggipfel  als  für 
ihre  Höhe  passen.  —  31)  Dies  ist  vielleicht  nur  eine  durch  Abschreiber 
hineingekommene  Wiederholung  der  vorhergehenden  Abhandlung,  zu  welcher 
ursprünglich  als  nähere  Bezeichnung  die  beiden  Worte  „Ebbe  und  Fluth" 
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hinzngefügt  waren,  die  später  irrthümlich  als  eigene  Abhandlung  hingestellt 
wurden.  —  32)  Flügel  übersetzt  SlL^L^  mit  „untersinkend",   es  heisst  aber 

ganz  allgemein  „herabfallend".  —  33)  Flügel  hat  (p.  34)  nach  einer  andern 
Lesart   „Furcht"    (^^^)    statt   „Einstürze"    (U>^>^A.).    —    Noch    andere 

Schriften  al-Kindis  siehe  bei  H.  Ch.  I.  389,  U.  296,  III.  372,  V.  152 
und  274. 

Ahmed  ben  at-Tajjib. 

34)  Starb  nach  Casiri  (I.  407)  im  Jahre  286  (899).  —  35)  Was 
(jÄlÄt^l  =  die  Nester  bedeutet,    habe  ich  nicht  feststellen  können;    die 

beiden  Bücher  sind  bei  H.  Ch.  getrennt  aufgeführt,  das  erstere  V.  46,  das 
letztere  III.  66.  —  36)  Casiri  (I.  407)  hat:  RtLuaJf  yÄjL  statt  vi^LcLaoII  ^ä^ 

und  übersetzt:  Commentarius  in  artem  sophisticam?  —  37)  Das  Wort 
„Algebra"  fehlt  bei  H.  Ch.  V.  38,  die  Algebra  dieses  Autors  findet  sich 
dann  aber  V.  67.  —  H.  Ch.  führt  noch  andere  Schriften  von  Ahmed  ben 
at-Tajjib  an,  die  ich  nicht  alle  citieren  kann,  ich  verweise  auf  die  Stellen: 
III.  385,  V.  33,  58,  104,  128. 

Ibn  Earnlb. 

38)  lieber  dessen  Lebenszeit  habe  ich  keine  directen  Angaben  ge- 
funden, doch  berichtet  Casiri  (I.  433)  nach  der  Bibl.  philos.  arab.,  dass  sein 
Bruder  Abü'l- Alft  ums  Jahr  348  (959)  der  Lehrer  Abü'l-WafAs  in  'Ir&k 
war.  —  39)  Andere  Codices  haben  „gleichen"  statt  „entgegengesetzten". 
Wüstenfeld  (p.  38)  hat  nach  Casiri  (I.  387):  De  quiete  inter  utrumque 
arteriae  motum.  Ibn  al-E.  führt  von  ihm  noch  an:  Wie  man  mittelst  der 
Höhe  erkennen  kann,  wie  viel  Stunden  des  Tages  verflossen  sind  (Fihrist. 
A.  263.  3). 

Abu  Jahjä  al-Merwazl. 

40)  Lebte  nach  Ibn  al-E.  und  Ibn  Abi  ü^aibi'a  in  Bagdad  (Fihrisi 
A.  263.  6);  die  Lebenszeit  ist  unbestimmt,  wahrscheinlich  Ende  des  9.  and 
An&ng  des  10.  Jahrhunderts. 

Mattä  ben  Jünus. 

41)  War  ein  berühmter  Arzt  und  Philosoph  zu  Bagdad  zwischen  320 
und  330  (932—942)  (Abulph.  304).  Nach  Wüstenfeld  (p.  53)  starb  er 
im  Jahre  329  (941). 

Ibn  Zur  a. 

42)  Er  starb  nach  Abulph.  (p.  338)  im  Jahre  398  (1008)  in  Bagdad. 

Ibn  al-Chammär. 

43)  Er  starb  nach  Wüstenfeld  (p.  58)  im  Jahre  381  (991). 

Eukleides. 

44)  Flügels  Ausgabe   des  Fihrist  hat  LyM/.^Luwwt  (Istrüschijä.) ,  andere 


Autoren  haben  besser  U^jJauMt  (Istüchijä)  oder  v^LmJiLumI  (Istukisät)  für 
6xoi%sta,   —   45)   Die   Worte  «fj^  J^j  sind  unklar,  vielleicht  ist  darunter 
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verstanden,  „welcher  (der  Gommentar)  soeben  yeröffentlicht  worden  ist'S 
Steinschneider  (Eukl.  bei  d.  Arab.  Z.  f.  M.  Ph.  31.  Jahrg.  p.  90)  hat  nur: 
„der    veröffentlicht    worden    ist";    ich     glaube     aber,    J<3  habe  hier  die 

Bedeutung  von  „soeben,  vor  Kurzem";  in  der  That  starb  al-An^ftkl,  der 
spater  (p.  40)  als  selbststftndiger  Autor  genannt  wird,  im  Jahre  376, 
also  kurz  vor  der  Abfassung  des  Fihrist.  —  46)  Der  arabische  Name  ist 
kaum  anders  zu  lesen,  wird  aber  wohl  anfänglich  anders  gelautet  haben, 
wenigstens  wird  im  Artikel  über  ApoUonios  seiner  Abfassung  der  Elemente 
nicht  Erwähnung  gethan.  Wir  führen  hier  schon  anticipierend  an,  dass 
verschiedene  Autoren,  wie  H.  Ch.  (V.  148),  Ihn  al-K.  und  nach  ihm  Casiri 
(I.  384),  Abulph.  (p.  64)  den  ApoUonios,  den  Verfasser  der  Kegelschnitte, 
der  Zeit  nach  vor  Eukleides  setzen;  die  älteste  Quelle,  der  Fihrist,  thut 
dies  nicht,  sagt,  wie  schon  erwähnt,  unter  „ApoUonios"  nichts  von  Eukleides 
und  seinen  Elementen  und  bringt  die  drei  grossen  Mathematiker  Eukleides, 
Archimedes,  ApoUonios  in  richtiger  chronologischer  Beihenfolge.  Femer 
ist  die  Schreibweise,  worauf  wir  freilich  kein  zu  grosses  Gewicht  legen 
wollen,  nicht  ganz  dieselbe:  ApoUonios  der  Zimmermann,  im  Artikel  „Eu- 
kleides"  ist   geschrieben  ^j^juL!,   und  der  Verfasser  der  Kegelschnitte  im 

Artikel  „ApoUonios"  ^j^jjo^l;  der  erstere  hat  den  Zunamen  «L:^uJI  =^  der 

Zimmermann,  der  zweite  nicht  —  aUes  dies  rechtfertigt  doch  wohl  die 
Vermuthung,  der  Verfasser  des  Fihrist  habe  die  Beiden,  wenn  ihm  auch, 
was  gar  nicht  sicher  ist,  derselbe  Name  vorgelegen  haben  sollte,  nicht  für 
eine  xmd  dieselbe  Persönlichkeit  gehalten.  Vergl.  hierüber  auch  Wenrich 
(p.  198)  und  Qartz  (de  interpretibus  et  explan.  EucUd.  arab.  Halae  1823, 
p.  7).  Dass  übrigens  schon  al-Kindl  durch  Stellen  des  Proklo3  und  die 
bekannte  Vorrede  des  Hjpsikles  zum  14.  Buche  in  seinem  Bericht  über  die 
Elemente  irregeleitet  worden  sein  mag,  wollen  wir  nicht  bestreiten.  —  47)  Im 
Fihrist  und  bei  Casiri  (I.  340)  fehlt  i^JUJI,  das  bei  anderen  Autoren  sich 

vorfindet,  nach  oL^Lt;   doch   ist  hier  kein  anderes  Werk  als  die  q)c(iv6- 

fieva  gemeint,  und  nicht  wohl  zu  begreifen,  wie  Casiri  übersetzen  konnte: 
Loca  ad  superficiem.  —  48)  Sehr  wahrscheinUch  das  in  griechischer  Sprache 
verloren  gegangene  Werk  Euklids  de  divisionibus  superficierum,  das 
arabisch  als  Bruchstück  von  Woepke  aufgefunden  und  übersetzt  worden  ist 
(Journal  asiat.  1851),  und  von  dem  eine  Bearbeitung  durch  einen  gewissen 
Muhammed  Bagdadinus  von  John  Dee  schon  1570  in  lateinischer  .Ueber- 
setzung  herausgegeben  und  später  verschiedenen  Euklidausgaben  beigefügt 
worden  ist.  Vergl.  Cantor,  Vorlesg.  I.  p.  247.  —  49)  Casiri  (I.  430)  und 
Wenrich  (p.  184)   übersetzen   JulyLlf  mit  utiUtas  (Wenrich  fügt  unter  d. 

Addenda  und  Corrig.  hinzu:  lege  „utilia"),  und  in  der  That  ist  die  nächste 
Bedeutung  von   srOsili  pl.  «AjI^,    wie    diejenige    von  n6Qi0(ia  »»  Nutzen, 

Gewinn;  eine  weitere  Bedeutung  beider  Wörter,  des  arabischen  wie  des 
griechischen,  ist  auch  Erklärung,  Anmerkung,  Zusatz  (ein  Gewinn,  eine 
Nutzanwendung   aus    etwas  Vorhergegangenem).     Dass    also  unzweifelhaft  / 

mit  diesem  Buche  die  Porismen  Eukl.  gemeint  sind,  hätten  wohl  schon 
Casiri  und  Wenrich,  noch  eher  Gartz  (der  im  oben  citierten  Werke  p.  5 
übersetzt:  de  reditibus),   gewiss  aber  Heiberg  herausfinden  sollen,   welch' 

Ahh.  snr  Gesch.  der  Mathem.    VI.  4 
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letzterer  (Literargesch.  Stud.  über  Eukl.  p.  T'-S),  nachdem  er  aus  dem 
Casirischen  Verzeiclmiss  der  Enkl.  Schriften  angeführt  hat:  über  de  utili- 
tate,  weiter  unten  fort^Üirt:  „Es  fehlen  hier  folgende,  uns  aus  griechischen 
Quellen  bekannte  Werke:  noqCCficna  etc/^  Was  soll  man  aber  gar  von 
Steinschneider  denken,  der  in  seiner  Abhandlung  ,,Euklid  bei  den  Arabem^^ 
(Z.  f.  M.  Ph.  31.  Jahrg.  p.  81  —  110.)  dieses  Werk  des  Eukl.  gar  nicht  be- 
rücksichtigt, obgleich  es  in  dem  wesentlich  von  ihm  benutzten  Fihrist 
deutlich  steht?!  Wir  wollen  annehmen,  dasselbe  sei  von  Herrn  Stein- 
schneider übersehen  worden.  —  50)  Jedenfalls  das  musikalische  Werk 
%axaTOfiii  xavovogj  vne  auch  Casiri  und  Wenrich  (1.  c.)   richtig  vermuthen. 

—  51)  Ein  Fragment  dieser  Schrift  ist  bekanntlich  yerschiedenen  Euklid- 
ausgaben beigefügt,  so  denen  Ton  1537  und  1546  (Basel)  und  1703 
(^Oxford).  —  52)  Diese  beiden  Schriften  über  die  Synthesis  und  Analysis 
sind  vielleicht  Theile  der  Data  oder  Porismen  oder  weitere  Ausführungen 
derselben  (vergl.  Heiberg,  literar.  Stud.  p.  39),  oder  beziehen  sich  auf  die 
wenigen  Sätze  des  13.  Buches  der  Elemente,  deren  Beweise  in  eine  Ana- 
Ijsis  und  eine  Synthesis  zerfallen,  die  man  dem  Eudoxos  zuschreibt,  und 
die  nach  Elamroth  (Ueber  den  arab.  Euclid,  Z.  D.  M.  G.  Bd.  35.  p.  314 
u.  326)  ziemlich  späte  EinSchiebungen  sein  sollen,  da  sie  in  den  ältesten 
arabischen  Euklidübersetzungen  nicht  vorkommen. 

Archimedes. 

53)  Damit  ist  wohl  das  Buch  „de  dimensione  circuli^^  gemeint,  welches 
aber  arabisch  eher  heissen  sollte:  ^{jJt  SLs^Lmm«;   und  in  der  That  führt 

Casiri  (I.  384)  ein  solches  an,  daneben  aber  auch  noch  eine  „Quadratur 
(Mji)    des    Kreises."     Auch  H.  Ch.  nennt   zwei   Werke:    V.  60    de   qna- 

dratura  circuli  und  V.  150  de  dimensione  circuli  ejusque  computatione 
(Ldj^y-Jb^).      Vergl.    Wenrich   p.    191.    —    54)  Casiri  (1.  c.)  und  H.  Ch. 

(V.  löl)  haben:   de  septangulo    ( «Lw^w«)    in   circulo.    —    55)  Casiri  (1.  c.) 

übersetzt  \::;LAJlMJt  mit:  de  figuris  conoidibus,  was  eine  unglaubliche  Freiheit 

der  Uebersetzung  verräth  (dieses  Werk  fehlt  nämlich  bei  allen  arabischen 
Autoren  und  sollte  nach  Casiris  Meinung  doch  da  sein!).  —  56)  Casiri 
übersetzt  wieder  sehr  kühn:  S^jlyuJt  JojioLSs^i  mit  „de   lineis   spiralibus'^; 

vielleicht  ist  dieses  Werk  gemeint,  dann  ist  aber  ursprünglich  statt 
SjjlyuJI  ein   anderes  Wort  dagestanden:    spiralig,    schraubenförmig   heisst 

im  Arabischen  ^aJ^;  Casiri  selbst  führt  (I.  382)  ein  Werk  eines  gewissen 

Simmeadis  (er  fügt  hinzu:  id  est  Samii)  an,  betitelt  SuJ^I  JoySoLse^Ji  ^  =^ 

de  lineis  spiralibus.  Es  ist  dies  wahrscheinlich  das  Archimedische  Werk, 
als  dessen  Verfasser  die  Araber  Konon,  den  Samier,  gehalten  haben  mögen. 

—  57)  H.  Ch.  sagt  V.  351:  sunt  (assumpta  sive  lemmata)  quindecim 
figurae  et  recentiores  hoc  opus  numero  librorum  intermediorum  adjecerunt, 
qui  inter  Euclidem  et  Almagestum  legendi  essent.  —  58)  Dieses  Werk 
wird  von  H.  Ch.  (V.  154)  und  Casiri  (1.  c.)  auch  angeführt  und  sein  Titel 
ist  der  Bedeutung  nach  Ton  dem  des  vorigen  nicht  wesentlich  verschieden. 

—  59)  Casiri  (1.  c.)    übersetzt   falsch:    de   anguli   rectiUnei   trisectione    et 
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proprietatibus.  —  60)  Dies  ist  die  wörtliche  üebersetzung  von  viyLtLM  JÜ! 

>J>oUaJL   ^Ji    ^\  pUJI;   Casiri    (1.  c.)    übersetzt    falsch    und    Wenrich 

(p.  194j,  welcher  einfach  sagt  „de  clepsydris",  unvollständig,  indem  er  den 
Nachsatz  weglässt;  Flügel  übersetzt  im  H.  Ch.  (V.  93j  den  ganz  gleichen 
Text,  wie  er  im  Fihrist  steht,  mit:  de  clepsydris,  ubi  aqua  per  canales  toUitur? 

Hypsikles. 

61)  Casiri  (I.  346)  übersetzt  oL^^^lj  |*|jp^^i  ^  niit:  de  corporum  coe- 

lestium  magnitudine  et  ^distantia;  es  heisst  aber  wörtlich  nichts  anderes 
als  „über  die  Körper  und  die  Entfernungen."  —  62)  Es  heisst  im  Text 
das  vierte  und  fünfte  Buch;  ySi>^  =  zehn  ist  durch  die  Abschreiber  weg- 
gelassen worden:  Flügel  vergisst,  dies  zu  erwähnen. 

Apollonios. 

63)  Es  ist,  wohl  gemeint  „schwierig  zu  verstehen."  —  64)  Es  sind  dies 
die  zwei  Bücher  über  den  Verhältnissschnitt  (de  sectione  rationis),  von 
Bernard  und  Halley  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  übertragen  1706. 

—  65)  H.  Ch.  (V.  164)  hat  an  Stelle  von:  de  ratione  determinata,  de  ra- 
tione    radicum     arithmeticarum     (..Jl^I  SU.mJ   statt  gj^Jc^uil  SLiiMwJÜt). 

Die  Lesart  des  Fihrist  deutet  auf  die  verloren  gegangene  Schrift  „de  sec- 
tione determinata"  hin,  nur  heisst  es  eben  ratio  (SU^mJ)  statt  Sectio  (lüad), 

was  aber,  nach  dem  Inhalt  der  na^h  Pappos'  Angaben  wiederhergestellten 
Schrift  zu  urtheilen,  ganz  wohl  gestattet  und  ebenso  bezeichnend  ist;  die 
Lesart  des  H.  Ch.  aber  könnte  die  ebenfalls  nicht  mehr  vorhandene  Arbeit 
des  Apollonios  über  die  Lrationalgrössen  bedeuten.  Vergl.  Cantor,  Vor- 
lesungen I.  p.  299  u.  f.  und  Woepke,  Essai  d'une  restitution  de  travaux 
perdus  d' Apoll.  TMöm.  präsent,  par  div.  Sav.  a  TAcad.  des  Sc.  Tome  XIV. 
Paris  1856.)  —  66)  ^jio^  kann  allgemein  „Fläche",  speciell  aber  „ebene 

Fläche",  auch  „Oberfläche"  bedeuten;  Wenrich  (p.  203)  vermuthet  hierin 
das  Buch  „de  locis  planis",  wir  glauben  eher,  es  sei  damit  „de  sectione 
spatii"  gemeint.  Casiri  (I.  385)  übersetzt:  de  locis  planis  eorumque  sec- 
tionibns  similibus,  was  freilich  die  Stelle  im  Fihrist  niemals  heissen  kann. 

—  67)  Ist  wohl  identisch  mit  „de  tactionibus".  —  68)  Casiri  (I.  385)  hat 
diese  Schrift  auch,  sonst  findet  sie  sich  nirgends  erwähnt. 

Hermes. 

69)  War  nach  der  Tradition  der  Araber  der  Hüter  des  dem  Merkur 
geweihten  Tempels  zu  Babylon;  er  ist  wahrscheinlich  identisch  mit  der 
ägyptisch-griechischen  mythischen  Persönlichkeit  des  Hermes  Trismegistos, 
dem  angeblichen  Erfinder  der  Alchymie  und  Magie,  dem  (besonders  von 
den  Neuplatonikem)  eine  Reihe  alchymistischer  und  astrologischer  Schriften 
zugeschrieben  werden,  und  der  von  Jenen  als  ein  ägyptischer  König  oder 
Weiser  gehalten  oder  ausgegeben  wurde.  Vergl.  Über  ihn  auch  Abulph. 
p.  9  u.  10,  H.  Ch.  L  62.,  Casiri  1.  374—376,  und  Fihrist.  A,  p.  186  u.  f. 

—  70)  JsJj^^,  <l*s  in  der  Folge  sehr  oft  wiederkehrt,  ist  in  den  mittel- 
alterlichen lateinischen  Büchern  über  Astrologie  durch  revolutio  (revolutio 
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annorom  nativitatnm,  revolutio  annorum  mundi)  wiedergegeben,  ich  über- 
setze es  mit  „Umlauf";  man  könnte  wohl  auch  mit  Flügel  (al-Kindl, 
Abhandlungen  fftr  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Bd.  1.  p.  29)  sagen: 
„Wechsel  der  Jahre"  (d.  i.  der  Stufenjahre  des  Menschenalters),  oder  viel- 
leicht noch  besser  „Verlauf  der  Jahre".  Statt  „Gradeintheilung  des  Umlaufes 
der  Jahre"  wäre  vielleicht  richtiger:  Stufen-  oder  Staffeljahre  (anni  climac- 
terici):  in  der  Astrologie  je  das  siebente  oder  neunte  Jahr  von  der  Geburt  an. 

Eutokios. 

71)  Dieses  Buch  über  „die  zwei  Linien"  ist  nichts  anderes  als  der 
Commentar  zum  zweiten  Buche  des  Archimedes  über  die  Kugel  und  den 
Cylinder,  was  weder  Casiri  noch  Wenrich,  jedenfalls  aus  Unkenntniss  des 
Inhaltes  dieses  Commentars,  bemerkt  haben.  Unter  den  „zwei  Linien"  sind 
die  zwei  mittleren  Proportionalen  zu  zwei  gegebenen  Geraden  verstanden, 
über  deren  Construction  jener  Conunentar  zum  grossen  Theile  handelt  und 
mit  den  „Aussprüchen  der  mathematischen  Philosophen"  sind  die  verschie- 
denen von  Eutokios  angeführten  Auflösungen  griechischer  Mathematiker 
gemeint  —  72)  H.  Gh.  (V.  386)  hat  statt  dieses  Commentars  einen  solchen 
zum  1.  Buche  des  Almagestes. 

Menelaos. 
73)  Casiri  (L  345)  übersetzt  »LJbcÄ«  durch  „mixtorum",  was  aller- 
dings die  nächste  Bedeutung  ist,  aber  keinen  Sinn  gibt,  es  kann  wohl 
auch  „verschieden"  heissen;  Wenrich  (p.  211)  hat:  de  cognitione  quanti- 
tatis  discretae  corporum  permixtorum?  —  74)  H.  Ch.  (III.  471)  hat:  Ob- 
servationes  astronomicae  a  Menelao  Eomae  anno  octingentesimo  quinqua- 
gesimo  quarto,  quingentos  quindecim  annos  ante  aeram  islamicam  factae. 
Das  würde  mit  der  Zeit  Trajans,  nicht  Domitians  stimmen,  doch  könnte 
wohl  Menelaos  auch  schon  einige  Jahre  vorher  in  Born  gewesen  sein. 

Ptolemaios. 
75)  OoJI^  übersetze  ich  in  der  Folge  immer  wörtlich  mit  „Ge- 
burten", es  ist  natürlich  darunter  der  astrologische  Begriff  „Nativitftten'^ 
oder  „Horoskope"  verstanden.  —  76)  Ueber  den  astrologischen  Begriff 
„Loose"  vergl.  Flügel,  die  Loosbücher  der  Muhammedaner,  1860.  — 
77)  Wenrich  (p.  233)  hält  diese  Schrift  für  das  Buch  „de  hjpothesibus 
planetarum."  —  78)  Es  ist  wahrscheinlich  ebenfalls  eine  astrologische 
Schrift;  denn  in  dieser  Kunst  spielte  die  „sieben"  eine  grosse  Rolle;  vergl. 
Flügel,  Loosbücher,  p.  41,  42  u.  49.  —  79)  Es  ist  diese  Schrift  das  soge- 
nannte Centiloquium,  griechisch  wxQTtog  =  frnctus  (librorum  suorum), 
welche  gewöhnlich  dem  Ptolemaios  zugeschrieben  wird,  was,  wie  man  aus 
diesem  Artikel  ersieht,  von  den  Arabern  in  Bezug  auf  verschiedene  astro- 
logische Schriften  gethan  wurde.  —  80)  Die  Schrift  „de  planisphaerio" 
ist  also  im  Fihrist  nicht  erwähnt,  dagegen  bei  H.  Ch.  V.  61. 

Autolykos. 

81)  H.  Ch.  (V.  140)  fügt  zu  dem  Buche  de  sphaera  quae  movetur 
hinzu:  quem  Thabit  recognovit  et  Nassir  Eddin  correxit;  während  er  I.  389 
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sagt:  librum  tempore  Ehalifae  Mamun  arabice  yerterunt,  illumque  postea 
Yacub  ben  Is'hac  Eindi  recognovit  et  emendavit. 

Simplikios. 

82)  Mit  ^c^jjJI  =  der  Bumäer,  Grieche,  bezeichnet  der  Araber  den  Ost- 
römer,  Byzantiner,  im  Gegensatz  zum  Westeuropäer,  den  er  ^^yiJI  — - 

den  Franken  nennt.  —  83)  Ist  vielleicht  in  dieser  Schrift  eine  Beziehung 
zu  der  in  des  Simplikios  Commentar  zur  Physik  des  Aristoteles  aufge- 
nommenen Stelle  aus  der  Geschichte  der  Geometrie  des  Eudemos  zu  yer- 
muthen?  —  84)  Wenrich  (p.  209)  erwähnt  irrthümlich  diese  beiden  Schriften 
des  Simplikios  unter  Autolykos  und  unter  Simplikios  (p.  297)  bloss  den 
Commentar  zu  „de  anima^^  des  Aristoteles. 

Dorotheos. 

86)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  stimmen  Wenrich  (p.  292)  und  Flügel, 
A.  123  darin  überein^  dass  hier  kein  anderer  als  Borotheos  von  Sidon  (Sido- 
nius)  gemeint  sei,  welcher  Apotelesmata  in  Versen  geschrieben  hat.  Vergl. 
Fabricius,  Bibl.  gr.  Lib.  111.  p.  511  u.  f.  und  Zedier,  Gelehrten! exicon.  — 
86)  Andere,  z.  B.  Ihn  al-K.  und'  nach  ihm  Wenrich  (1.  c.)  haben:  Ueber 
die  Epochen  und  Perioden.  —  87)  H.  Ch.  (I.  198)  erwähnt,  Dorotheos 
habe  auch  über  electiones  <»  Tage  wählerei  geschrieben. 

Theon   von  Alexandria. 

88)  Maslr  (j-»-«-^*)  heisst  wörtlich  „Gang",  „Fahrt",  „Lauf",  also  wahr- 
scheinlich: Kanon  des  Laufes  der  Gestirne.  H.  Ch.  (III.  470)  sagt:  Obser- 
vationes  astronomicae  Theonis  Alexandr.  nongentos  viginti  unum  (!)  annos 
ante  aeram  islam.  factae.  In  tabulis  astron.  ex  illis  observationibus  enatis 
et  Canun  nominatis  aera  usus  est  Philippi  Rumaei  El-Benna,  qui  Alexandri 
M.  frater  (?)  fuit.  —  89)  Es  ist  dies  jedenfalls  sein  Commentar  zum  Abnagest. 

Valens. 

90)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  wird  höchst  wahrscheinlich  der  Astro- 
loge Yettius  Valens  v.  Antiochia  gemeint  sein,  dessen  Lebenszeit  abweichend 
angegeben  witd:  Cantor  (Vorlesg.  I.  p.  300)  setzt  ihn  ins  11.  Jahrh.  n.  Chr.; 
Zedier  (Gelehrtenlex.)  hält  ihn  für  denjenigen  Valens,  welchen  Constantin 
d.  G.  über  das  zukünftige  Schicksal  Konstantinopels  befragt  haben  soll; 
Pauly  (Realencyclop.  VI.  b.  p.  2532)  kennt  nur  einen  Vettius  Valens  aus 
Ariminum,  der  von  Plinius  in  der  Reihe  der  berühmten  Aerzte  genannt 
wird  und  nach  demselben  zur  Zeit  des  Kaisers  Claudius  gelebt  hat.  Vergl. 
die  Anmerkung  zu  Pappos. 

Theodosios. 

91)  Der  arabische  Name  {j^j%^j^,  ^^  ©'  im  Fihrist  steht,  aber  in 
den  verschiedenen  von  Flügel  benutzten  Codices  ganz  verschieden  ge- 
schrieben ist,  ist  allerdings  eher  Theodoros  zu  lesen,  aber  die  citierten 
Werke  lassen  keinen  Zweifel  übrig,  dass  hier  Theodosios  gemeint  ist. 
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Pappos. 

92)  Flügel,  A.  p.  124  gibt    die    Schreibarten    der    einzelnen    Codices: 
drei  haben   ^j^  =:-  balos,    einer   ^m^^j    (ohne  diakrit.  Punkte);  Ihn  al-R. 

hat  p.  114  ^jmJL^  =  banos  (die  Araber  haben  kein  P);  da  n  und  b  sich 
im  Arabischen  nur  durch  die  Stellung  des  diakritischen  Punktes  (oben  oder 
unten)  unterscheiden,  so  können  sie  durch  die  Abschreiber  leicht  ver- 
wechselt worden  sein,  auch  das  1  kann  aus  einem  ursprünglichen  b  ent- 
standen sein  und  so  hat  Flügel  wohl  Recht,  wenn  er  behauptet,  es  könne 
hier  nur  Pappos  gemeint  sein.  Woepkes  Ansicht  (vergl.  die  oben  oitierte 
Abhandlung  in  den  M6m.  pres.  par  div.  Sav.  &  Tacad.  Tome  XIV.  p.  674), 
dass  der  Verfasser  des  Commentars  zum  10.  Buche  des  Eukleides  nicht 
Pappos,  sondern  Valens  sei,  ist  kaum  haltbar;  sein  Hauptbeweis,  dass 
nämlich  in  einem  MS.  (952.2  Suppl.  arabe)  Pappos  durch  ^j^^^U  wieder- 
gegeben sei,  ist  nicht  durchschlagend,  ich  erinnere  nur  daran,  auf  wie  viele 
Arten  der  Name  Apollonios  in  den  arabischen  MS.  geschrieben  vnrd.  Und 
schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Fihrist  bestimmt  zwischen 
diesen  beiden  Persönlicbkeiten  unterscheidet  und  sie  in  getrennten  Artikeln 
behandelt  und  dem  Valens  nur  astrologische  Werke  zuweist,  wie  er  in  der 
That  auch  nur  als  Astrologe  bekannt  ist.  —  93)  Die  CoUectiones  math. 
des  Pappos  scheinen  also  dem  Verfasser  des  Fihrist  nicht  bekannt  ge- 
wesen zu  sein. 

Heron. 

94)  Soll  nach  Th.  H.  Martin  in  einer  Handschrift  der  Lejdener  Bibl. 
existieren;  Wenrich  (p.  213—214)  gibt  an  im  Codex  1061  (399,  l),  aber 
unter  dem  Titel:  Heronis  Scholia  in  elem.  Eucl.  problemata  quaedam.  Es 
wäre  an  der  Zeit,  dass  diese  Frage,  ob  Heron  einen  Commentar  zu  den 
Elementen  geschrieben  habe,  einmal  endgültig  erledigt  würde.  —  95)  Wen- 
rich (p.  213)  bemerkt  hierzu:  E  Graeco  in  arab.  sermonem  a  Kosta  ben 
Luca  conyersus.  Exemplum  huius  yersionis  habetur  in  bibl.  Lugdun.  cod. 
1091  (51).  —  96)  Es  sind  dies  natürlich  die  Pneumatica  Herons.  —  H.  Ch. 
V.  48  erwähnt  auch  seinen  liber  de  machinis  bellicis  (ßskoTtoÜTid). 

Hipparchos. 

97)  Flügel,  A.  124  sagt:  „ —  Es  herrscht  hier  überhaupt  eine  arge 
Verwirrung,  unstreitig  ist  nach  gMJ>-^l  (Hipparchos)  der  ganze  ihn  be- 
sprechende Artikel  ausgefallen  und  von  dem  folgenden  das  den  Anfang 
eines  neuen  Artikels  bildende  Stichwort  ^^^^yutauM«!  (Aristippos),  woran  sich 

^AijJt  (az-Zafanl)  anschliesst".     Ihn  al-K.  hat  nämlich  einen  Artikel  über 

Aristippos  von  Kjrene,  dem  er  unerklärlicherweise  den  Beinamen  al-Zafani 
(nach  einem  Ort  in  Syrien,  in  der  Nähe  von  Emesa)  gibt  und  dem  er  die 
hier  im  Fihrist  dem  Hipparchos  zugetheilten  Bücher  zuweist.  Nun  tritt 
aber  die  Schwierigkeit  hinzu,  auf  die  auch  Flügel  hinweist,  dass  Aristippos 
jedenfalls  keine  mathematischen  Bücher  verfasst  hat  und  dass  in  dem  spä- 
teren Artikel  des  Fihrist  über  Abü'l-Wafä  dieser  als  der  Commentator  der 
Algebra  des  Hipparchos  genannt  vmd,  wie  es  hier  geschieht.     (Dies  könnte 
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freilich  auch  in  den  Artikel  über  Abü'l-Waf&  durch  spatere  Abschreiber 
hineingefagt  worden  sein,  die  sich  der  Stelle  in  dem  schon  verdorbenen 
Artikel  über  Hipparchos  erinnerten.)  Wir  wollen  übrigens  nicht  unter- 
lassen zu  bemerken,  dass  Cantor  (Vorlesg.  I.  313)  es  nicht  für  unmöglich 
hält,  dass  Hipparch  über  quadratische  Gleichungen  geschrieben  habe.  Ich 
für  meinen  Theil  halte  es  für  das  Wahrscheinlichste,  dass  hier  durch  Ab- 
schreiber arge  Verwechslungen,  Auslassungen  und  Entstellungen  stattge- 
funden haben  und  dass  die  dem  Hipparch  oder  dem  az-Zafanl  zugeschrie- 
benen Bücher  ursprünglich  unter  dem  unmittelbar  folgenden  Diophantos 
gestanden  haben;  dann  ist  vielleicht  auch  das  Buch  „über  die  Theilung 
der  Zahlen^'  identisch  mit  dem  Diophantischen  Buch  „üeber  die  Polygonal- 
zahlen". Dass  hier  das  „Versehen  mit  geometrischen  Beweisen"  durch 
Abü'1-Wafä  vom  Commentar  des  Hipparchschen  Buches  und  im  Artikel 
über  Abü'1-Wafä  vom  Commentar  des  Diophantischen  Buches  gesagt  ist, 
dürfte  auch  für  meine  Ansicht  sprechen.  Steinschneider  (Die  mittl.  Bücher 
der  Araber  in  Z.  f.  M.  Ph.  10.  476—78),  der  die  Stelle  in  Ibn  al-K.  nicht 
kennt,  ist  mit  Casiri  für  Aristarch  und  macht  aus  az-Zafanl  „der  Samier". 
Diese  Ansicht  ist  jedenfalls  nicht  mehr  haltbar,  um  so  weniger,  als  der 
Fihrist  weiter  unten  den  Aristarch  mit  seinem  bekannten  Buche  über 
Sonne  und  Mond  anführt. 

Thadinos? 

98)  Flügel,  A.  125  bemerkt,  dass  sich  keine  geeignete  Transscription 
für  irgend  einen  bestimmten  griechischen  Namen  biete. 

Badrogogia? 

99)  Ein  arg  verstünunelter  Name,  woraus  sich  bis  jetzt  nichts 
machen  Hess. 

Tinkalos  (oder  Tinklos)? 

100)  Dieser  Name,  sowie  der  folgende,  Tinkros,  treten  bisweilen  in 
astrologischen  Schriften  auf;  es  sind,  wie  der  oben  genannte  Hermes,  myth.- 
babylonische  Persönlichkeiten,  die  von  den  Arabern  als  die  Vorsteher  der 
den  sieben  Planeten  geweihten  Tempel  zu  Babylon  gehalten  wurden.  Vergl. 
auch  Salmasius,  de  annis  climact.  Praef.  et  p.  561  u.  f.,  der  an  ersterer 
Stelle  beide  für  die  nämliche  Persönlichkeit  hält  und  mit  dem  in  grie- 
chischen Schriften  genannten  Teukros  identificiert.  —  101)  Beides  sind  spe- 
cifisch  astrologische  Begriffe:  v^jJI  sind  die  facies  oder  decani,   d.  h.  die 

Drittel  jedes  Thierkreiszeichens  (also  je  zehn  Grade),  oder  eigentlich  ihre 
Regenten;   J^Js^üt   sind  die  termini,    gr.  Sqcu^   d.  h.  die   Planetenbezirke 

oder  auch  Zeichenbezirke,  indem  die  30  Grade  jedes  Zeichens  auf  die  fünf 
Planeten  (Sonne  und  Mond  participieren  nicht)  in  bestimmter  Weise  (nicht 
gleichmässig)  vertheilt  werden.  Vergl.  Salmasius,  de  annis  clink  Praef.  etc. 
und  Ptolemaei  lib.  quadripart.  tract.  I.  cap.  XXL 

Muritos  (oder  Muristos)? 

102)  Ein  nicht  festzustellender  Name:  Ibn  al-E.  (p.  371)  nennt  ihn 
nach  Flügel,  A.  125  einen   griechischen  Gelehrten;   ebenso  Abulfeda  (Eist. 


' 
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anteislam.  p.  157):  Mjrtos  yel  Myristos,  Doctor  graecus,  matheseos  peritns 
et  inyentionis  plurimae  etc. 

Sä'&tos? 

103)  Flügel,  A.  125  schreibt:  Ohne  allen  Nachweis. 

Herkal? 

104)  Ihn  al-K.  (p.  464)  nennt  ihn  nach  Flügel,  A.  125  einen  baby- 
lonischen Gelehrten  und  einen  der  sieben  Tempelwächter;  in  der  Ausgabe 
V.  H.  Ch.  (V.  171)  übersetzt  Flügel  das  arabische  Wort  mit  „Heraclius", 
und  daselbst  ist  ihm  ein  anderes  Buch,  nämlich  de  alchymia,  zugeschrieben. 
—  105)  Mit  jJLo  „Kreise*'  ist  hier  höchst  wahrscheinlich  ein  den  Wasser- 
rädern verwandtes  rundes,  oder  sich  drehendes  Instrument  gemeint,  oder 
sollte  es  heissen  „Ueber  die  Umdrehung  der  Wasserräder^'? 

Kitwar? 

106)  In  andern  Codices  liest  man  auch  Kitwan.  Casiri  (I.  418)  über- 
setzt: Canthon,  ein  bedeutender  babylonischer  Musiker,  schrieb  unter  Anderem 
de  tonorum  casu. 

Aristozenos. 

107)  So  vermuthet  Flügel,  A.  125,  dass  yj.K^u-  j  zu  übersetzen  sei, 
dieser  Grieche  schrieb  bekanntlich  über  Musik. 

Aristarchos. 

108)  Nach  Wenrich  (p.  209)  ist  bei  Ihn  al-K.  noch  hinzugefügt: 
U^^Jy^^  „und  ihrer  Entfernungen'^     £benso  bei  Casiri  (I.  346);  dieser  fügt 

noch  bei:  liber  de  arithmetica  (im  arabischen  Text  steht  Algebra)  und  liber 
de  numerorum  divisione.  Bekanntlich  stehen  diese  beiden  Bücher  im  Fih- 
rist  unter  Hipparch  oder  az-Zafanl,  und  wir  kommen  hier  wieder  auf  die 
in  Anmerkg.  97  behandelte  Verwechslung  der  Autoren.  H.  Ch.  Y.  70  hat 
unmittelbar  nach  einander  dasselbe  Buch  „über  Sonne  und  Mond  und  ihre 
Entfernungen"  das  eine  Mal  dem  Aristoteles,  das  andere  Mal  dem  Ari- 
starchos zugeschrieben.  Es  ist  jedenfalls  eine  durch  Abschreiber  hervor- 
gebrachte Wiederholung  desselben  Werkes. 

Apion? 

109)  Flügel,  A.  274  Index  11,  gibt  diese  unsichere  Transscription  von 
^^ftjb^i,  das  ebenfalls  verstümmelt  sein  kann,  wenigstens  kennt  man  keinen 

Patriarchen  dieses  Namens,  und  Apion  der  Grammatiker  aus  Aegypten,  der 
zur  Zeit  des  Tiberius  lebte,  kann  gewiss  nicht  damit  gemeint  sein.  S.  284 
wird  er  im  Fihrist  nochmals  genannt  als  erster  Yerfertiger  von  Plani- 
sphärien. 

^  Kankah. 

HO)  Wüstenfeld  (p.  3  u.  4)  hat  Katkah,  was  auch  Flügel,  A.  125  ftLr 
das   richtigere   hält.     Wüstenfeld  bemerkt  dann  im  weitern:  „Die  Araber 
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haben  fast  überall  Eankah  geschrieben;  sie  haben  den  Namen  des  Buches 
Euttaka  "=»  Algebra  für  den  Namen  des  Verfassers  gehalten,  welcher  Arja- 
bhatta  heisst".  Vergl.  v.  Bohlen,  das  alte  Indien,  IL  p.  281  und  Cantor 
Vorlesg.  I.  p.  533  u.  ff.  Vergl.  auch  Reinaud,  Memoire  sur  Tlnde  p.  815, 
nach  welchem  Alblrünl  erzählt,  dass  Eankah  in  die  Dienste  Härün  ar-Ra- 
schlds  als  Astronom  getreten  sei;  es  ist  dies  wahrscheinlich  eine  Verwechs- 
lung mit  dem  indischen  Arzt  Mankah.  Vergl.  ebenfalls  Reinaud  (1.  c).  — 
111)  Das  Wort  „Nimüd&r"  übersetzen  Wüstenfeld  (1.  c.)  und  Flügel  in  H. 
Ch.  (V.  165)  mit  „specimen";  es  ist  aber  das  persische  Wort  für  „Horo- 
skop" (vergl.  Vullers,  Lexicon  persico-latinum  und  Anmerkg.  15). 

Nahak. 

112)  Dieses  Werk  schreibt  Wüstenfeld  (1.  c.)  dem  Sandschahl  zu  und 
erwähnt  Nahak  gar  nicht,  ebenso  H.  Ch.  VI.  242. 

113)  Vergl.  über  die  Namen  dieser  indischen  Gelehrten  auch  Wüsten- 
feld  (1.  c.)  und  Flügel,  A.  126. 

Die   Sohne  Müsäs. 

114)  Die  Stelle  .  .  v^ÜÜi  imL^«  ist  schwer  zu  übersetzen,   ich  konnte 

keine  andere  Version  als  die  gegebene  herausfinden,  die  einen  Sinn  gehabt 
hätte,  und  doch  halte  ich  sie  nicht  für  die  richtige,  ich  bin  der  Meinung, 
dass  hier  eine  corrupte  Stelle  vorliege.  —  116)  Casiri  (I.  418)  schreibt 
diesen  Sohn  dem  Muhammed  zu.  —  116)  üeber  den  Streit  zwischen  Flügel 
und  Steinschneider,  ob  Farastün  oder  Earasfün  die  richtige  Lesart  sei,  lasse 
ich  mich  hier  nicht  weiter  aus,  man  vergl.  Flügel,  A.  127  und  des  Letzteren 
Brief  an  den  Fürsten  Boncompagni  in  den  Annali  di  matem.  da  Tortolini 
Tom.  V.  1862.    —    117)  Casiri  (L  418)  tibersetzt  J^JaX-^M^Jt  ^  jOuJI  JjCäwJI 

mit  de  cylindro,  und  auch  L.  Nix  (Das  fünfte  Buch  der  Conica  des  Apoll, 
in  der  arab.  üebers.  des  Thabit  ben  Eorrah,  Leipzig  1889),  sowie  Stein- 
schneider (Bibl.  math.  v.  Eneström,  1887,  p.  71)  glauben,  es  könnte  diese 
Bedeutung  haben,  obwobl  der  Letztere  ganz  richtig  bemerkt,  dass  „Cylinder*^ 
durch  die  Araber  mit  äiijIiM^i  wiedergegeben  wird.     Die  Bedeutung  „Cy 

linder'^  ist  auch  deshalb  noch  zu  bezweifeln,  weil  ein  Eörper  kaum  jemals 
durch   yjiü   wiedergegeben  wird,   dies   bedeutet  stets  „Figur"  oder  besser 

„Lehrsatz"  (weil  zu  einem  Lehrsatz  gewöhnlich  eine  Figur  gehört).  — 
118)  Wahrscheinlich  ein  Commentar,  oder  eine  Umarbeitung  der  Apollo- 
nischen Eegelschnitte.  —  119)  Es  ist  unklar,  was  unter  diesem  Buche  ver- 
standen ist,  vielleicht  ein  Commentar  zu  den  drei  letzten  Büchern  (V — VII) 
des  ApoUonios,  oder  eine  Einleitung  hierzu,  die  über  gewisse  Dreiecks- 
eigenschaften  handelt.  Vergl.  Steinschneider  (Bibl.  math.  1887  p.  72  u.  73). 
—  120)  „Galenos"  hat  es  jedenfalls  ursprünglich  nicht  geheissen,  wahr- 
scheinlich ist  die  Vermuthung  Steinschneiders  (1.  c),  dass  Menelaos  zu  lesen 
und  die  Figur  „Sektor  oder  Sekante^,  al-Eattä',  gemeint  seL  Vergl.  die 
Anmerkung  zu  Täbit.  —  121)  Die  Lesarten  für  „Theil"  variieren  sehr  bei 
den  verschiedenen  Autoren,  Steinschneider  (1.  c.  74)  schlägt  als  „freie 
Emendation  Djlzu,  den  gewöhnlichen  Ausdrack  für  radix"  vor:  sollte  doch 
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wohl  heissen  djidr?   Casiri  (I.  418)  hat  ^^  «=  Zug,  Anziehung,  statt 

und  übersetzt:  de  virtute  attrahendi     Vergl.  Art.  Proklos  und  Anmerkg.  3. 

—    122)    Steinschneider   hat   statt    „erklärendem^*    ^»mathematischem*^    f&r 

-4-J*3,  —  123)  Steinschneider  (I.e.)  liest  statt  8USU (Wesen) SLSU  (hundert) 

und  Übersetzt  demgemäss  „über  das  Centiloquium".  Nun  ist  zu  beachten, 
dass  diese  Schrift  des  Ptolemaios  arab.  allgemein  heisst  ir-«jüt  =  Mcgnog^ 

(vergl.  den  Artikel  „Ptolemaios"  und  Anmerkung  79)  und  dass  Ihn  al-E. 
nach  Flügel,  A.  127  berichtet,  dass  Muhammed  auch  in  der  Logik  sehr 
bewandert  war;  warum  kann  er  nicht  Schriften  aus  diesem  Gebiet  verfasst 
haben?  Ich  halte  vor  der  Hand  meine  Uebersetzung  aufrecht.  —  124)  Es 
ist  dies  der  von  M.  Curtze  (Halle  1885)  herausgegeb.  Liber  trium  fratrum 
de  geometria,  der  sich  hauptsächlich  mit  diesen  drei  Problemen  beschäftigt. 
Am  Schlüsse  ist  jedenfalls  zu  lesen  SLcmiU  (Verhältniss)  statt  SUi«w3  (Thei- 

lung).  H.  Ch.  (n.  213)  hat  unter  den  „mittleren  Büchern"  diese  Schrift 
unter  dem  Titel:  Liber  cognitionis  dimensionis  figurarum,  aber  ohne  Ver- 
fasser, die  Flügel  in  Klammem  hinzufügt  (auctoribus  filiis  Musae).  Vergl. 
f.  weiteres  Steinschneider  (1.  c.  p.  44 — 48). 

Al-M&hänl.* 

125)  Lebte  nach  Delambre  (Hist.  de  Tastron.  du  mojen  äge,  p.  79) 
um  die  Mitte  des  9.  Jahrhunderts.  Er  yerfasste  nach  dem  Fihrist  (s.  Art. 
Eukleides)  einen  Commentar  zum  5.  Buche  des  Eukl.  Ist  dies  vielleicht 
identisch  mit  seiner  Abhandlung  über  das  Verhältniss?  —  126)  Casiri 
(I.  431)  hat  [j^%jL>  statt  {J*%y^  ^i^d  übersetzt:  de  latitudinibus  siderum; 
allerdings  ist  auch  {ß%f^  =  Throne  ein  astronom.  Begriff  (vergl.  Södillot, 

M^m.  sur  les  instr.  astron.  des  Arabes  in  M6m.  pr6s.  par  div.  Sav.  ä  FAcad. 
des  inscript.  Tom.  L  1844.  p.  221).  —  127)  So  übersetzt  Flügel,  A.  128, 
während  Woepke  wahrscheinlich  mit  mehr  Becht  liest:  dans  la  dömonstra- 
tion  desquelles  on  n'a  pas  besoin  de  la  supposition  du  contraire.  Er  fUhrt 
dann  auch  diese  26  Sätze  des  ersten  Buches  an  (Vergl.  L'Algebre  d'Omar 
Alkhayy&ml,  p.  2).  —  Woepke  gibt  auch  aus  dem  MS.  952.  2  (Suppl. 
arabe)  einen  Commentar  al-Mähänls  zum  10.  Buche  Eukl.  an  (M6m.  pr6s. 
par  div.  Sav.  a  TAcad.  des  Sciences,  Tom.  XIV.  p.  663). 

Al-'Abbfts. 

128)  War  nach  Casiri  (I.  431)  ein  Zeitgenosse  al-Mämüns.  —  H.  Gh. 
(III.  466)  schreibt  ihm  noch  astron.  Tafeln  zu. 

Täbit  ben  Kurra. 

129)  Diese  Altersangabe  verstehe  ich  nicht;  211  und  288  sind  doch 
Jahre  d.  Hidschra  und  dies  sind  Mondjahre,  also  wurde  Täbit  77  Mond- 
jahre ==  74,6  Sonnenjahre  alt;  ich  vermisse  hierüber  jede  Anmerkung.  — 
130)  Es  ist  dies  der  im  Anfang  des  dritten  Buches  der  Sphaerik  -des  Me- 
nelaos  stehende  Satz  über  die  sechs  Abschnitte,  die  auf  den  Seiten  eines 
sphärischen  Dreieckes  durch  einen  sie  schneidenden  grössten  Kreisbogen 
entstehen  (entsprechend  dem  Transversalensatz  des  Menelaos  für  das  ebene 
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Dreieck),  and  der  mit  dem  Namen  der  Regula  sex  qnantitatum,  oder  Re- 
gula   intersectionis,    oder   der    arabischen    Ueberseizung    entsprechend    mit 

Pigura  sector  oder  Figura  secantis  (clLäJI  JXä)  bezeichnet  wird.     Vergl. 

Anmerkung  120  und  Cantor  (Vorlesg.  I.  350  u.  356)  und  Steinschneider 
(Die  mittleren  Bücher  der  Araber.  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  10  p.  494—496). 
— -  Casiri  (I.  399)  führt  den  Codex  967  des  Escurial  an,  welcher  enthält: 
Thabeti  opusculum  de  sectionibus  conicis,  ubi  de  figura  cui  nomen  secans. 
Auch  der  Pariser  Codex  952.  2.  (Suppl.  arabe)  enthält  ein  MS.  dieser 
Schrift.  —  131)  Es  wird  von  verschiedenen  Autoren  (u.  A.  v.  H.  Ch.  V.  154) 
dem  Täbit  auch  ein  Liber  datorum  (sive  definitorum.  H.  Ch.)  zugeschrieben; 
der  Fihrist  kennt  kein  solches  unter  Täbit,  auch  erwähnt  er  unter  Eu- 
kleides  den  T&bit  nicht  als  Commentator  seiner  Data,  was  H.  Ch.  (1.  c.) 
thut;  es  ist  noch  nicht  entschieden,  in  welcher  Beziehung  diese  Data  des 
Täbit  zu  denen  des  Eukleides  stehen.  Wie  wir  unter  Archimedes  gesehen 
haben,  wird  auch  diesem  vom  Verf.  des  Fihrist  (ebenso  v.  H.  Ch.  1.  c.) 
ein  Buch  des  Bestimmten  (Gegebenen,  Vorausgesetzten)  zugeschrieben.  — 
Casiri  (I.  386  u.  f.)  führt  noch  eine  grosse  Zahl  medicin.,  math.  und  astron. 
Werke  des  Täbit  an,  die  ich  hier  nicht  alle  anführen  kann. 

Sinän  ben   Täbit. 

132)  Daselbst  (Fihrist  p.  302)  sind  aber  keine  math.  Werke  von  ihm 
erwähnt,  der  betreffende  Artikel  zeigt  überhaupt  eine  Lücke  nach  den 
Worten:  „An  Büchern  verfasste  er". .  —  Casiri  (L  438)  führt  von  ihm 
eine  Reihe  von  Werken  an,  von  denen  ich  hier  nur  folgende  erwähne: 
Commentarius  in  librum  „Acatonis"  (Steinschneider,  Eukl.  bei  d.  Arab., 
Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  31.  p.  96  vermuthet  „Euklid^^)  de  elementis  Geometriae, 
cui  non  pauca  de  suo  adjecit.  Liber  de  figuris  rectilineis  in  circulo. 
Commentarius  in  librum  Archimedis  de  figuris  triangularibus ,  conoidibus 
etc.  (von  conoid.  steht  nichts  im  arab.  Text),  quem  Josephus  Sacerdos  ex 
Sjriaco  Sermone  in  Arabicam  transtulit:  quam  veraionem  Senanus  etiam 
castigavit.  —  Er  starb  nach  Casiri  (I.  437)  i.  J.  331  (943).  —  133)  Vergl. 
Wüstenfeld  p.  37.  No.  84. 

Abü'l-Hasan  al-Harränl. 

134)  Auch  von  diesem  sind  daselbst  (Fihrist  p.  303)  keine  mathem. 
Schriften  angeführt 

Ibrahim  ben-  Sinän  ben   Täbit. 

135)  üeber  sein  Todesjahr  habe  ich  keine  Angaben  anderswo  gefunden. 
—  136)  Flügel,  A.  128  u.  f.  hat  über  diesen  Autor  eine  ziemlich  umfang- 
reiche Stelle  aus  Ibn-al-K.  (p.  67)  abgedruckt,  die  ich  hier  in  ihren  wesent- 
lichen Punkten  wiedergebe;  nachdem  Ibn  al-K.  die  auch  von  H.  Ch.  (V. 
48,  87  u.  113)  angeführten  Werke  Ibrahims:  „Ueber  die  Schatteninstru- 
mente (Sonnenuhren)",  „über  die  Erklärung  der  Construction  und  Anwen- 
dung der  Sonnenuhren^^  und  „über  den  Schatten"  kurz  besprochen  hat, 
fährt  er  fort:  „Dann  verfasste  er  auch  ein  Buch  über  das,  was  Ptolemaios 


—    60    — 

nach  der  Methode  der  ebenen  (geometrischen?)  Darstellung'  fCLr  die  Auf- 
findung (Erklärung)  der  Ungleichheiten  des  Saturns,  Mars'  und  Jupiters 
angewandt  hatte;  er  behandelte  dies  in  einer  einzelnen  Schrift,  die  er  im 
24.  Lebensjahre  vollendete  und  in  der  er  zeigte,  dass,  wenn  er  (Ptolemaios) 
von  dieser  Methode  abgewichen  und  zu  einer  andern  übergegangen  wäre, 
er  die  ebene  (geometr.?)  Darstellung  hätte  entbehren  können,  welche  er 
angewandt  hatte;  er  (Ibrahim)  schlug  aber  einen  andern  Weg  als  den  der 
Messung  (Vergleichung',  Analogie?)  ein.*)  Ueber  die  Geometrie  verfasste 
er  13  Abhandlungen,  11  derselben  handeln  über  die  sich  berührenden 
Kreise,  er  zeigte  darin  alle  möglichen  Arten  der  Berührung  von  Kreisen 
und  von  Linien,  die  durch  (gegebene)  Punkte  gehen  und  And.  Dann  ver- 
fasste er  noch  eine  andere  Schrift   (hier  folgt  eine  verdorbene  Stelle  2lm^ 

«j-Äx.  v*Jli'  (?)),  in  welcher  er  41  schwierige  geometrische  Probleme  be- 
handelte über  Kreise  und  Gerade,  über  Dreiecke  und  sich  berührende  Kreise 
tmd  And.  mehr.  Er  wandte  darin  die  Methode  der  Analysis  an,  ohne  sich 
der  Sjnthesis  zu  bedienen,  ausser  bei  drei  Aufgaben,  welche  der  Sjnthesis 
bedürfen.  Ebenso  schrieb  er  eine  Abhandlung,  in  welcher  er  die  Art  und 
Weise  der  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  vermittelst  der  Analysis  und 
Sjnthesis  tmd  anderer  Ausfdhrungsarten,  die  bei  geometrischen  Aufgaben 
auftreten,  beschreibt  und  über  die  Irrthümer  handelt,  die  den  Geometem 
bei  der  Anwendung  der  Methode  der  Analysis  begegnen  können,  wenn  sie 
dieselbe  gemäss  ihrer  Gewohnheit  abkürzen  wollen.**)  Er  verfasste  auch 
eine  schöne  (subtile)  Abhandlung  Über  die  Construction  der  drei  Kegel- 
schnitte, in  welcher  er  zeigt,  wie  auf  (von)  jedem  der  drei  Kegelschnitte 
eine  beliebige  Anzahl  Punkte  gefunden  werden  können".  —  Diese  letztere 
Abhandlung  wird  wohl  identisch  sein  mit  dem  im  Fihrist  genannten  Com- 
mentar  zum  ersten  Buche  der  Kegelschnitte. 

Abü'l-Husain  ben   Karnlb  und  Abü'l-'Alä,   sein   Sohn. 

137)  Bezüglich  ihrer  Lebenszeit  ist  mir  nur  aus  Casiri  (L  433)  be- 
kannt, dass  Abü'l-'Ald.  bald  nach  dem  Jahre  348  (959)  der  Lehrer  Abü'l- 
Waffts  in  'Irak  war. 

Abu  Muhammed  al-Hasan. 

138)  Ueber  seine  Lebenszeit  habe  ich  keine  Angaben  gefunden.  — 
139)  Hiermit  ist  wahrscheinlich  das  fünfte  Buch  der  Elemente  gemeint 
Hammer  (Lit.  Gesch.  d.  Araber  V.  308)  macht  aus  dieser  Abhandlung  zwei: 
„Erklärung  dessen,  was  schwierig  ist  in  dem  Buche  Euklids^^  und  „über 
die  Proportionen,  in  einem  Tractat".  Es  wäre  auch  möglich,  dass  statt 
SU-M^i  zu  lesen  wäre  SLi.w%    dann    wäre    es    das    Buch   der    Theilung    (der 

Figuren). 


*)  Diese  Arbeit  Über  Ptolemaios  ist  wohl  das  im  Fihrist  genannte  Buch  über 
die  Zwecke  des  Almagestes. 

**)  Diese   Abhandlang   befindet  sich  in  dem  MS.  952.  2   (Suppl.   arabe)   fol. 
1—18.    8.  Woepke,  M^m.  pr^s.  k  Tacad.  des  sc.  Tom.  XIV.    Paris  1866.   p.  668. 
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Al-Fazftrl. 

140)  üeber  seine  Lebenszeit  finde  ich  keine  Angaben,  oder  sollte  ei 
etwa,  wie  Flügel,  A.  129  zu  yermntben  scheint,  identisch  sein  mit  dem 
von  Ja'kübl  im'  Kitftb  al-Bnldän  (p.  13)  erwähnten  Astronomen  und  Bau- 
meister al-Mansürs  Ibr&hlm  ben  Muhammed  al-Fazärl?  —  141)  Ist  eine 
Art  von  Astrolabien,  deren  von  den  Arabern  viele  unterschieden  wurden. 
Vergl.  H.  CL  L  397  und  Dom,  p.  83  —  87. 

'Omar  ben  al-Farruchftn.  • 

142)  Lebte  nach  Casiri  (L  362)  und  Ibn  al-K.  (p.  279)  zur  Zeit  al- 
Mftmüns.  —  143)   Casiri  (L  362)  übersetzt  ^^w^mLs^^^I  mit  „de    viris   bene 

meritiB"(?)  —  144)  Casiri  (1.  c.)  lässt  vj^^tyül  weg  und  übersetzt  LjJai^^ 

mit  „cum  notis  interlinearibus".  Der  Codex  Escurial.  917  enthält  von 
ihm:  Elementa  astrologica  (Casiri  1.  c).     Vergl.  auch  den  Art.  „Dorotheos^^ 

Abu   Bekr. 

145)  ^Ufi^  kann  nach  Dom  (p.  88)  auch  die  Sonnenuhr  selbst  be- 
deuten. Casiri  (I.  431)  übersetzt:  de  instrumento  mensorio  (seu  de  nilo- 
metro).  —  146)  Casiri  (1.  c.)  schreibt:  ad  astronomiam,  was  nicht  im  ara- 
bischen Text  steht.  —  147)  viyLLxi^l  =  electiones  =  Tagewfthlerei  (Flügel), 

in  der  Astrologie  die  Auswahl  der  nach  den  Constellationen  günstigen  Zeit 
(Tage,  Stunden)  zur  Vornahme  irgend  einer  Handlung  (vergl.  H.  Ch.  I.  198); 
der  heute  noch  gebräuchliche  Ausdruck  „Loostage"  wäre  wohl  hier  der  be- 
zeichnendste. —  148)  ui^l^juuM^'i  '=  profectiones  oder  directiones.     Es  ist  dies 

ein  astrologischer  Begriff,  für  den  ich  kein  passendes  deutsches  Wort  ge- 
funden habe.  Derselbe  befindet  sich  u.  A.  in  den  Prolegom.  des  Ibn 
Chaldün  (üebers.  v.  de  Slane  in  den  Notices  et  extr.  des  Ms.  de  la  bibl. 
imp^r.  Tom.  XX.  1866,  p.  219),  wo  vom  üebersetzer  in  einer  Note  eine 
Stelle  aus  der  Astrolog.  gallica  v.  Morin  angeführt  wird,  worin  es  heisst: 
Directio  nihil  aliud  est  quam  movere  sphaeram,  donec  locus  secundus,  hoc 
est  promissor,  traducatur  ad  situm  primi,  sive  significatoris  (d.  i.  des  Re- 
genten). Vergl.  auch  Delambre,  Hist.  de  Tastron.  du  mojen  äge,  p.  489, 
und  S6dillot,  Prolegom.  aux  tables  d'Oloug  Beg.  p.  211.  Ich  glaube  da- 
her, dass  Flügel  im  H.  Ch.  11.  296  dieses  Wort  unrichtig  durch  „cursus  et 
motus^^  wiedergibt.   —    149)  Die  Codices  haben  statt   v^^Ly«   verschiedene 

andere  Lesarten,  so  Casiri  nach  Ibn  al-K.   c:;^|ju  und  übersetzt  (I.  431) 

de   parabolis(?);  vielleicht  könnte  es  aus  einem  Pural  von  Jk^  verdorben 

sein.  Die  arabische  Astronomie  unterschied  nämlich  verschiedene  Nei- 
gungen (Schiefen),  so  die  erste,  zweite,  grösste  und  totale  (vergl.  Dom, 
p.  112  u.  149  und  S6dillot,  M6m.  pr6s.  ä  Tacad.  des  inscript.  Tom.  I.  p.  227); 
oder  es  könnte  auch  ein  astrolog.  Begriff  sein;  vergl.  die  letzte  Schrift  im 
Art.  Abu  Ma^  schar. 

Mä-schä-alläh. 

150)  In  den  mittelalt.-lat.  Schriften  über  Astrologie  wird  er  gewöhn- 
lich Messalah   oder  Messahalach    genannt;    vergl.  Casiri  I.  435,  Abulphar. 
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p.  248  (üebers.  161).  —  151)  Vergl.  Fihrist,  A.  129.  —  152)  Casiri  (1.  c.) 
macht  aus  diesem  Werke  zwei:  de  planetarum  conjunctionibus,  et  de  gentium 
sectis,  was  vielleicht  das  richtige  sein  wird.  —  153)  Casiri  (1.  c.)  übersetzt: 
de  expellendo  reipublicae  regimine.  —  154)  Casiri  (1.  c.)  hat  statt  v^y^o^^. 

(Ereignisse)  o^A^-  und  übersetzt:  de  rerum  definitionibus  (was  er  an  an- 
dern Orten  mit  „Horoskope"  übersetzt).  —  155)  d.  h.  über  die  magischen 
Eigenschaften   der  Buchstaben    Oj^^l  ^joj^Äc-,  dies  war  ebenfalls    ein 

wesentliches  Capitel  der  Astrologie  und  Magie  (vergl.  Flügel,  Loosbücher 
d.  Muh.).  —  156)  Wahrscheinlich  astrologisch:  über  die  Auswahl  der 
Reisetage. 

Abu   Sahl  al-Fadl  ben   Nübacht. 

157)  Vergl.  Casiri  (I.  421)  und  Abulphar.  p.  224  (üebers.  145).  — 
158)  Eigentlich  das  Buch  des  astrologischen  oder  mit  Hülfe  der  Gestirne 
gewonnenen  Fuls  (s.  Flügel,  Loosbücher,  p.  15 — 16  und  Anmerkung  9). 
Flügel  in  H.  Ch.  (VI.  6)  tibersetzt:  claves  decreti  divini.  —  159)  Könnte 
auch  heissen:  über  die  Aehnlichkeit  und  die  Abbildung;  es  ist  aber  sehr 
wahrscheinlich  keine  geometrische,  sondern  eine  astrologische  Schrift.  — 
160)  Hier  übersetzt  Casiri  (1.  c.)   sehr  einfach:  Excerpta  varia  astrologica. 

Sahl  ben  Bischr. 

161)  Ueber  Lebenszeit  und  Wohnsitz  habe  ich  keine  weiteren  Angaben 
gefunden  als  diejenigen  Casiris  (l.  439),  die  er  seiner  üebersetzung  des 
arabischen  Textes  in  Klammern  beifügt:  Hispanus  tertio  Egirae  seculo  jam 
ineunte  nobilis,  was  ziemlich  unwahrscheinlich  ist.  Vergl.  auch  die  Be- 
merkung zum  zweitletzten  Werke  Sahl  ben  Bischrs,  dass  er  es  in  Chorasan 
verfasst  habe.  —  162)  Hier  fehlt  wahrscheinlich  eine  nähere  Bestimmung. 
—  163)  v^yLLjÄt^J  =  die  Erwägungen;  ^  .LäcI  =  relativ,  im  Gegen- 
satz zu  vjUlao  =  absolut;  sollte  es  vielleicht  heissen  c:;U.UÄ:>-t  '^=  Con- 
junctionen  (des  Mondes)?  —  164)  Vergl.  Fihrist,  A.  130  (274.  ö). 

Al-Chowärezml. 

165)  Genaueres  über  seine  Lebenszeit  findet  man  nirgends.  —  166)  Leider 
ist  dieser  Artikel  über  einen  der  bedeutendsten  arabischen  Mathematiker 
unzweifelhaft  verdorben,  denn  seine  beiden  bis  auf  unsere  Zeit  erhaltenen 
Hauptwerke,  die  Algebra  und  die  indische  Bechnungsweise  (der  sog.  Algo- 
rithmus) fehlen.  Casiri  hat  keinen  eigenen  Artikel  über  Muhammed  ben 
Müsä,  sondern  nur  zerstreute  Stellen  (so  I.  371,  wo  er  ihn  nach  Cardanus 
als  den  „algebrae  instaurator^'  bezeichnet),  H.  Ch.  erwähnt  (V.  67)  seine 
Algebra  unter  anderen  Werken  gleichen  Lihaltes  und  fügt  hinzu:  Hie  est 
primus,  qui  de  Algebra  scripsit,  und  Ibn  al-K.  (p.  326)  schreibt  nach 
Flügel,  A.  130  einfach  den  Fihrist  ab.  Es  ist  also  möglich,  dass  diese 
Stelle  des  Fihrist  schon  vor  Ibn  al-K.  verdorben  gewesen  ist.  Wahr- 
scheinlich liegt  nun  hier  eine  Verschiebung  vor;  man  beachte  nämlich,  dass 
diese  beiden  Schriften  nebst  derjenigen  „über  die  Vermehrung  und  die  Ver- 
minderung^^ dem  folgenden  Autor,  dem  Sind  ben  ^All,  am  Schlüsse  des 
Artikels  zugeschrieben  sind;  es  ist  nun  möglich^  dass  dieselben  urspünglich 
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unter  al-Chow&rezml  gestanden  und  durch  Abschreiber  an  den  Schluss  des 
n&chsten  Artikels  über  Sind  ben  'All  verschoben  worden  sind;  umgekehrt 
könnten  auch  die  letzten  Schriften  Sind  ben  'Alls  dem  Chowftrezmier  zu- 
geschoben worden  sein,  so  dass  also  eine  Vertauschung  der  drei  letzten 
Schriften  unter  diesen  beiden  stattgefunden  hätte.  Diese  Verwechslungen 
waren  um  so  eher  möglich,  als  hier  vier  Mathematiker  aufeinander  folgen, 
die  alle  am  Hofe  al-Mämüns  zu  gleicher  Zeit  als  astronomische  Beobachter 
lebten;  man  beachte  noch,  dass  allen  vieren,  ausser  Sind  ben  'AU,  astro- 
nomische Tafeln  zugeschrieben  sind  und  zwar  bei  zweien  „in  zwei  Aus- 
gaben^\  und  dass  bei  Sind  ben  'All  eine  Abhandlung  „über  die  Schnei- 
denden'*, „in  zwei  Ausgaben'^  vorkommt  —  vielleicht  sollte  es  hier  statt 
„über  die  Schneidenden'^  heisseu  „astronomische  Tafeln'',  oder  dieses  ist 
nach  „Schneidenden"  ausgefallen?  —  Dass  der  Verfasser  des  Fihrist  die 
oben  genannten  Werke  ursprünglich  dem  al-Chowärezml  beigelegt  hat,  wird 
auch  noch  sehr  wahrscheinlich  dadurch,  dass  in  der  Folge  Commentatoren 
der  Algebra  (Abü'1-Wafä)  und  der  „Vermehrung  und  Verminderung"  ('Ab- 
dallah ben  al-Hasan)  des  Chowärezmiers  genannt  werden.  Ich  muss  hier 
noch  bemerken,  dass  es  mir  aufgefallen  ist,  dass  Woepke,  wo  er  über  das 
Buch  „de  Taugmentation  et  de  la  diminution"  spricht  (Journ.  asiat.  6.  S^rie, 
Tom.  I.  1863),  die  Lücke  im  Artikel  des  Fibrist  über  al-Chow&rezml  nicht 
erwähnt. 

Sind  ben  'AU. 

167)  So  ist  wohl  ^"'l^vj-i^f,  \::)2Laij^\  zu  übersetzen,   obwohl  statt 

des  zweiten  Wortes  eher  yizfÜaJlZy^Si  stehen  sollte;   es  wird  dies  also    eine 

Abhandlung  über  das  10.  Buch  Eukl.  sein  (vergl.  Art.  Eukleides),  oder 
wenigstens  über  die  Irrationalitäten.  —  168)  Casiri  (I.  440)  erwähnt,  dass 
Sind  auch  astronomische  Tafeln  verfasst  habe  und  so  ist  wohl  die  oben 
(Anmerkg.  166)  ausgesprochene  Vermuthung  berechtigt,  dass  die  Worte  „in 
zwei  Ausgaben"  nicht  zu  „Schneidenden",  sondern  zu  ausgefallenen  „astro- 
nomischen Tafeln''  gehören.  —  169)  In  Bezug  auf  die-  drei  letzten  Werke 
siehe  Anmerkg.  166;  über  das  zweite  vergl.  noch  Cantor,  Vorlesg.  I.  627  u.  f. 

Jahjft  ben  Abi  Man^ür. 

170)  Vergl.  Casiri  I.  425  und  Abulphar.  p.  248  (üebers.  161). 

»  Habasch  ben  'Abdallah. 

171)  Ihn  al-K.  (p.  199)  und  Abulphar.  (p.  247.  üebers.  161)  zählen 
drei  Arten  von  Tafeln  auf:  die  Sindhindischen,  die  erprobten  (d.  h.  durch 
eigene  Beobachtung)  und  die  kleinereu,  betitelt  al-Schäh  (des  Königs); 
Beinaud  (M^m.  sur  Finde,  p.  319)  nennt  die  letzteren  die  persischen. 
Eigenthümlicherweise  zählt  Ihn  al-K.,  nachdem  er  von  diesen  drei  Tafeln 
gesprochen  hat,  unter  den  nach  dem  Fihrist  angeführten  Schriften  al-Mer- 
Tvazls  nur  zwei  Tafeln  (die  damascenischen  und  die  mämüuischen)  auf.  — 
172)  Obgleich  im  Text     jWv^M  =  Fläche,  ebene  Fläche  steht,  so  bin  ich 

doch  der  Ansicht,  dass  es  sich  hier  um  Astrolabien,  oder  vielleicht  noch 
besser  um  Sonnenuhren  und  Astrolabien  handelt;  die  ersten  drei  Adjective, 
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,,horizontal^\  „senkrecht^',  nS^^^^g^*'\  entsprechen  in  ihrer  arabischen  Form 
genau  den  drei  Arten  von  Sonnenuhren,  welche  die  Araber  unterschieden 
(vergL  Dom,  p.  86),  und  das  letzte  Adjectiy  „schief'    (Hi^^^u^)    bezeichnet 

eine  besondere  Art  von  Astrolabium,  das  den  Namen  nach  der  eigenthüm- 
lieh  geformten  Alhidade  (j^S^jcvjuJI  9oLh*Jt)  erhalten  hat  (yergl.  Woepke, 

über  ein  in  d.  kgl.  Bibl.  zu  Berlin  befindl.  arab.  Astrolab.  Abhdlg.  der  k. 
Acad.  zu  Berlin,  Jahrg.  1858,  math.  Tbl.  p.  3). 

Ihn  Habasch. 

173)  Er  ist  der  Sohn  des  vorigen,  der  bei  Ihn  al-K.  auch  Ahmed  ben 
'Abdall&h  heisst.     Näheres  über  sein  Leben  habe  ich  nicht  gefunden. 

Die  Erzählung  des  Ihn  al-Muktafl. 

174)  Dieser  starb  nach  Abulphar.  (p.  329.  üebers.  216)  im  Jahre  377 
(987).  Wie  aber  seine  Erzählung  an  diese  Stelle  konunt,  ist  nur  wieder 
durch  Verschiebungen  der  Abschreiber  zu  erklären,  sie  stand  jedenfalls  ur- 
sprtLnglich  nach  dem  Art.  über  Abu  Ma  schar,  oder  demjenigen  über  Sind 
ben  'All. 

AI-Hasan   ben   Sahl   ben   Nübacht. 

175)  Er  lebte  nach  Abulphar.  (p.  258.  üebers.  168)  unter  den  Cha- 
lifen  al-Wätik  und  al-Mutawakkil  (842—861). 

Ihn   al-Bäzjär. 

176)  Lebte  nach  Casiri  (L  432)  als  Astrologe  unter  al-Mämün. 

Churzäd  ben  Därschäd. 

177)  Ihn  Challik&n  (No.  849)  schreibt  nach  Flügel,  A.  131  Chur- 
razäd.     Ich  habe  keine  weiteren  Ajigaben  über  ihn  gefunden. 

Die   Söhne   as-Sabbfths. 

•       •  • 

178)  üeber  ihre  Lebenszeit  habe  ich  keine  Angaben  gefunden.  VergL 
Ibn  al-K.  p.  69. 

AI-Hasan  ben   al-Cha^lb. 

179)  Casiri  (L  413 — 14)  nennt  ihn  einen  Perser  und  sagt,  er  habe 
sein  Buch,  Florilegium  betitelt,  dem  Jahjft  ben  Chälid,  der  zur  Zeit  Härün 
ar-Baschlds  lebte,  gewidmet;  der  Fihrist  aber  schreibt  dieses  Buch  dem 
folgenden  Autor  al-Chajjät;  mit  derselben  Bemerkung  zu;  es  scheinen  hier 
wieder  Verwechslungen  oder  Verschiebungen  stattgefunden  zu  haben.  — 
180)  Kärimihtar  ist  persisch  und  bedeutet  „das  grössere  Werk". 

Al-Chajjät. 

181)  Vergl.  Anmerkg.  179;  ich  halte  Casiris  Uebersetzung  „Florilegium" 
für  die  treffendste.  Vergl.  auch  Steinschneider,  die  mittleren  Bücher  der 
Araber  (Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  10.  p.  463). 
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'Omar  ben  Mnhammed  al'Marwarüdl. 

182)  Andere  Codices  haben  al-Merwazl,  Casiri  (I.  436)  al-Merw  al- 
Buzi  (in  nrbe  Merw  in  Persia  natus);  nach  ihm  war  er  der  Enkel  Chftlid 
ben  ^Abdolmaliks,  and  gab  nach  dessen  und  Sind  ben  'Alls  und  Anderer 
System  und  Berechntmg  yerfertigie  astronomische  Tafeln  heraus. 

AI-Hasan   ben  as-Sabbäh. 

183)  Ist  wahrscheinlich  identisch  mit  dem  dritten  der  oben  genannten 
Söhne  a^-Sabbähs. 

Aha   Ma'schar. 

184)  Ist  der  im  Mittelalter  unter  dem  Namen  Albumasar  bertlhmte 
Astrolog.  —  185)  Casiri  (I.  351)  übersetzt:  Tabulae  de  annonae  iüopia 
et  fraudibus?  Es  ist  aber  hazärät  ein  persisches  Wort,  welches  „Tausende^^ 
bezeichnet  und  von  Abu  Ma' schar  in  der  Bedeutung  von  „Perioden  von 
1000   Jahren"    gebraucht    wurde.     (Vergl.    auch   Beinaud,    p.    329.)    — 

186)  caXjJI  bezeichnet:   Anecdoten,   witzige,   treffende    Reden,    vieldeutige 

Antworten;   Casiri  (1.  c.)  übersetzt:    de    astrorum  signis   et  vestigiis?!    — 

187)  d.  h.  der  Jahrtausende  /hier  braucht  Abu  Ma' schar  nicht  den  pers. 
Ausdruck  hazärät  für  „Tausende",   sondern  den  arab.  O^t;;  diese  Schrift 

handelt  von  den  Tempeln  und  andern  monumentalen  (iebäuden,  die  in 
jedem  Jahrtausend  auf  der  Erde  errichtet  worden  sind.  Yergl.  Flügel,  A. 
131  und  H.  Ch.  V.  50.  —  188)  In  den  Prolegom.  des  Ibn  Chaldün  (Trad. 
par  De  Slane,  Notices  et  extraits  des  MS.  de  la  bibl.  imp6r.  Tom.  XIX. 
Paris,  1862  p.  245)  liest  man:  al-zalrdja,  une  figure,  sur  la  quelle  ils  (les 
astrologues)  op^rent,  eile  a  la  forme  d'un  grand  cercle,  qui  renferme  d'autres 
cercles  concentriques,  dont  les  uns  se  rapportent  aux  sphdres  Celestes,  et 
les  autres  aux  el^ments,  aux  choses  sublunaires,  etc.  —  On  j  remarque 
aussi  des  chiffres  appartenant  au  caractere  nommä  ghobar.  —  In  denselben 
Prolegom.  III.  Theil  (Notices  et  extraits,  Tom.  XXI.  p.  199  u.  ff.)  liest  man: 
nous  indiquerons  ensuite  le  caractere  de  cette  Operation  (avec  la  za!£rdja),  la 
quelle  n'a  aucun  rapport  reel  avec  le  monde  invisible  et  consiste  tmique- 
ment  a  trouver  une  r^ponse  qui  soit  d'accord  avec  une  question,  et  qui, 
ötant  pronoucöe,  offire  un  sens  raisonnable.  —  H.  Ch.  (III.  530)  sagt: 
%£>'ß\jH  =  ars  ex  literis  continua  mixtione  extractis  verba  eliciendi,  qui- 

bus  quae  in  futurum  nobis  vel  accident  vel  non  accident,  significantur.  — 
Ich  vermuthe,  dass  das  unter  Valens  angeführte  Buch  az-Zabradsch  heissen 
sollte  az-Zälrdscha.  —  189)  al-intihä'&t  und  al-mamarr&t  sind  zwei  astro- 
logische KuDstausdrücke:  der  erstere  bedeutet  nach  S^dillot  (Prolegom.  aux 
tables  d'Oloug-Beg,  p.  215—218)  les  termes  (Grenzen?)  und  ist  verwandt 
mit  demjenigen  der  profectiones;  derselbe  ist  aber  mit  wenigen  Worten 
schwer  klar  zu  legen,  ich  muss  daher  den  Leser  auf  das  genannte  Werk 
Sedillots  verweisen;  der  letztere  (nach  Dorn,  p.  78)  ist  identisch  mit  dawät 
al-af&k,  tmd  dies  sind  die  Kreise  (der  ^trolab.),  auf  denen  die  Himmels- 
gegenden verzeichnet  sind:  die  Horizontkreise.  —  190)  -  .J  bedeutet  wohl 

hier  nicht  „Grade"  im  Sinne  der  Geometrie  oder  Astronomie,  sondern  viel- 
mehr die  Stufenjahre  des  Lebens,  die   anni  climacterici  (vergl.  Salmasius, 

Abh.  Kur  Ge^ch.  der  Mathem.    VI.  5 
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de  aimjs  climact.).  —  191)  oliLx^t  gibt  keinen  Sinn,  es  sollte  vielleicht 
heissen  «silil^^vi!   d.   b.    die    Abweichungen,    nämlich    der   Oebetsrichtimg 

(Eibla)  vom  Meridian  eines  Ortes  (yergl.  Dom  p.  33,  und  Södillot,  Me- 
moire p.  101).  Oder  hängt  es  etwa  mit  den  magischen  Eigenschafben  der 
Buchstaben  {^j^  pl.  ^%j^)  zusammen?  Ich  finde  freilich  diese  Form  in 
Flügels  „Loosbücher  der  Muhammed/'  nicht.     Gasiri  (1.  c.)  hat  oUijÄ>>( 

und  übersetzt:  rerum  evitandarum.  —  192)  Vergl.  Anmerkg.  149  (Abu 
Bekr). 

'Abdallah  ben  Masrür  an-Na^r&nl. 

193)  Yergl.  Gasiri  I.  403.     Näheres  über  sein  Leben  fand  ich  nicht. 

'ütärid  ben  Muhammed. 

194)  Ich  habe  über  seine  Lebenszeit  keine  Angaben  gefanden.  H.  Gh. 
(IV.  113)  hat  von  ihm:  constellationes  astromm  und  fügt  hinzu:  minime 
tamen  veritati  et  rectae  rationi  respondei 

Ja'küb  ben  Tärik. 

195)  Gasiri  (I.  425)  macht  ihn  zum  Spanier,  aber  fügt  nichts  Weiteres 
über  sein  Leben  hinzu.  —  Reinaud  (M6m.  sur  Finde,  p.  313  —  14)  bemerkt, 
Alblrünl  berichte,  Ja'küb  ben  Täirik  habe  seinen  Trait^  de  la  Sphäre  im 
Jahre  161  (777)  verfasst,  und  fügt  hinzu:  II  paralt  avoir  6crit  dans  Bagdad 
mßme,  et  sous  la  m^me  Inspiration  que  Muhammed  al-Fazary.  —  196)  Ear- 
dadschät  al-Dschaib.  Dschaib  ist  bekanntlich  das  arabische  Wort  für  Sinus,  und 
Kardadschät  soll  nach  Reinaud  (1.  c.)  corrumpiert  sein  aus  dem  indischen  „cra- 
madjja",  welches  sinus  rectus  bedeutet  (d.  L  der  Sinus  von  225',  der  von  den 
Indiem  nicht  mehr  vom  Bogen  unterschieden  werden  konnte;  vergl.  Gantor, 
Vorlesg.  I.  p.  560).  Nach  dem  Titel  dieser  Schrift  scheint  nun  Ja'küb  diesen 
Sinus  rectus  noch  weiter  getheilt,  d.  h.  die  Sinus  der  Winkel  unter  225'  be- 
rechnet zu  haben,  wie  er  auch  die  Tafeln  „Sindhind*'  vervollkommnet  (d.  h. 
von  Grad  zu  Grad  berechnet)  hat.  —  197)  j.o  kann  auch  heissen  Geschicke, 

Schicksalswechsel,  und  dann  würde  JjjJt  JL.  die  Astrologie,  oder  ein  be- 
stimmtes Gebiet  derselben  bedeuten. 


Abü'l- Anbas. 

198)  Gasiri  (I.  409)  sagt  von  ihm:  Traditur  gloria  stimulis  exagitatus 
aliorum  scripta  sibi  arrogasse,  sonst  nichts  über  sein  Leben.  Flügel,  A.  64 
sagt,  a^-Saimarl  sei  der  im  Jahre  243  (857)  gestorbene  Tischgenosse  des 
Ghalifen  Mutawakkil  gewesen. 

Ihn  Slmawaih. 

199)  Gasiri  (I.  416)  hat  über  ihn  nicht  mehr  als  was  im  Fihrist  steht. 

'Air ben  D&üd. 

200)  Gasiri  (L  408)  erwähnt  einen  Abu  Däüd,  genere  Judaeus,  Ira- 
censis,  Bagdadi  floruit  ante  seculum  Egirae  tertium,  professione  astrologns. 
Vielleicht  sind  diese  Beiden  identisch. 
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Hftrit,  der  Astrolog. 

201)  Lebte  also,  da  er  mit  al- Hasan  ben  Sahl  befreundet  war,  zur 
Zeit  der  Chalifen  al-Wätik  und  al-Mutawakkil;  vergl.  Anmerkg.  175. 

Ibn  Abi  Kurra. 

202)  Lebte  nach  Casiri  (I.  409)  ums  Jahr  267  (880),  denn  er  fügt 
zu  Muwaffak  hinzu:  Is  anno  Egirae  267  Caliphatum  usurpavit. 

Al-Fargftnl. 

203)  Seine  Blüthezeit  fällt  in  die  Regierung  al-Mämtlns  (813- 833  \ 
doch  habe  ich  keine  genaueren  Notizen  über  seine  Lebenszeit  gefunden.  — 
204)  Es  sind  dies  seine  Elemente  der  Astronomie,  1590  von  Jakob  Christ- 
mann, Frankfurt,  und  1669  von  Golius,  Amsterdam,  arabisch  und  lateinisch 
herausgegeben.  Casiri  (I.  432)  macht  aus  dem  Zusatz  „Auszug  aus  dem 
Almagest'^  ein  eigenes  Werk:  de  Almagesfci  electionibus.  H.  Ch.  (IV.  438— 39) 
hat:  Liber  triginta  sectionum  statt  über  elementorum;  allerdings  haben  die 
Codices  JyaAi]  statt  Jy^^l,  wie  es  eigentlich  heissen  sollte,  und  wie  auch 

der   innere  Titel  der  Goliusausgabe  wirklich  lautet:   |*jjfuJf  JL.  Jj^l^; 

die  Schreibweise  der  Codices  kommt  von  den  30  Abschnitten  (J«j^j   her, 

in  welche  das  Buch  getheilt  ist.  —  205)  H.  Ch.  (II.  288)  erwähnt  von 
ihm  noch  ein  Planisphaerium,  und  V.  419:  explanator  perfectus  de  doctrina 
sphaeram  in  planitiem.redigendi,  auctore  el-Fergani. 

Ibn  Abi  'Abbäd. 

206)  Ueber  seine  Lebenszeit  fand  ich  keine  Angaben.  —  207)  So  über- 
setzt Dom  p.  85,   die  nächste  Bedeutung  von  SLuUw  ist  Zweig,  Ast,  dann 

auch  Rinne,  Rinnsal. 

An-Nairlzl. 

208)  In  verschiedenen  Codices  und  auch  bei  H.  Ch.  (Y.  386)  steht 
Tebrlzlv  statt  Nairlzl,  letzteres  ist  aber  nach  Flügel  u.  And.  das  richtige 
(Nairlz  oppidum  Persiae,  quod  simile  est  Tabrizo:  Wenrich  p.  186  nach 
Ibn  al-K).  Weitere  Angaben  über  sein  Leben  habe  ich  nicht  gefunden, 
da  er  aber  für  al-Mu  tadid  ein  Werk  verfasst  hat,  so  muss  er  ums  Jahr  900 
zur  Zeit  Täbits  gelebt  haben.  —  209)  Casiri  (I.  348)  und  H.  Ch.  (V.  386) 
haben  einen  Commentar  zum  Almagest  (nicht  Quadripartitum).  Im  Text 
des  Fihrist  soll  im  Titel  dieses  Werkes  jedenfalls  der  Strich  über  dem 
zweiten  vUX  weggelassen  werden. 

Al-Batt&nl. 

210)  Der  im  Mittelalter  unter  dem  Namen  Albategnius  bekannte,  be- 
rühmte Astronom.  Vergl.  über  sein  Leben  und  seine  Schriften  auch  Casiri 
I.  343 — 344,  Abulphar.  (p.  291,  Uebers.  191),  Vite  di  matematici  arabi  di 
Hemard.  Baldi,  con  note  di  Steinschneider,  Roma  1873,  p.  21 — 32.  — 
211)  Steinschneider  (1.  c.)  ist  der  Ansicht,  dass  ein  in  verschiedenen  Aus- 
gaben vorkommender  lateinischer  Tractat,  betitelt:  de  ortu  triplicitatum, 
der   gewöhnlich  im  Verein  mit  andern  Schriften  Bethens,  d.  i.  Albattänls, 

6* 
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gedrackt  Yorkommt,  mit  dieser  Abhandlung  über  den  Aufgang  der  H&user  etc. 
identisch  sei;  in  der  That  heissen  in  der  Astrologie  je  drei  Zeichen  des 
Thierkreises,  also  ein  Viertel  desselben,  eine  Triplicitas.  Allein  dieser 
Tractat  ist  so  unbedeutend  (gewöhnlich  erscheint  er  nur  als  Anhängsel  zu 
den  ebenfalls  sehr  geringftLgigen  „horae  planetarum^^)  und  sein  Inhalt  hat 
so  wenig  mit  Conjunctionen  zu  thun,  dass  wir  der  Ansicht  sind,  der  Schluss- 
satz „auch  bekannt  als  seine  Abhandlung  über^'  etc.  müsse  ursprünglich 
anders  gelautet  haben,  d.  h.  mit  andern  Worten,  es  solle  damit  ein  selbst- 
ständiges Werk  gemeint  sein. 

Ihn  Amftdschür. 

212)  Casiri  (I.  403)  nennt  ihn  einen  Perser,  aus  Herat  gebürtig,  ex 
regia  Pharaonum  stirpe.     Lebenszeit  unbestimmt.   —   213)  _fij|  kann  ich 

hier  nicht  anders  als  durch  „Frage"  übersetzen.  —  214)  Es  ist  kaum  anzu- 
nehmen, dass  hier  olj!«^  die  Horizontkreise  bedeute.    Vergl.  Anmerkg.  189. 

Casiri  (1.  c.)  hat  statt  diesem  ^jA  (Mars)  und  übersetzt:  Liber  tabularum 

martis  secundum  Persarum  computum  conditarum. 

Sein  Sohn  Abü'l-Hasan  'All. 

215)  H.  Ch.  ei-wahnt  an  mehrem  Stellen  (IV.  141.  VI.  243.  436)  einen 
Abü^l-Hasan  'All  ben  Abl'l-Käsim  el-Heihaki,  yulgo  Funduk  dictus,  der  aber 
kein  Mathematiker  war. 

Al-Hartnl. 

216)  Nach  Casiri  (I.  426)  ist  Harawl,  d.  h.  aus  Herat,  das  richtige. 
—  H.  Ch.  (II.  121)  nennt  einen  Yusuf  ben  Gorion  Israili  al-Harünl,  der 
aber  Historiker  war  und  eine  Geschichte  der  Israeliten  geschrieben  hat.  — 
217)  Casiri  (1.  c.)  übersetzt  ^*y^\  ^jß^  ™^*  Caerulea  Sidera,  de  futu- 
rorum  praedictionibus  (?). 

A^-Saidanänt 

218)  Siehe  Anmerkung  166. 

Al-Adaml. 

219)  Casiri  (I.  430)  und  Reinaud  (M6m.  sur  Tlnde,  320)  berichten 
nach  Ihn  al-E.  von  seinem  Sohne  Muhammed  ben  al-Husain  (vielleicht  liegt 
eine  Umstellung  der  Namen  vor,  so  dass  beide  identisch  wären),  er  habe 
astronomische  Tafeln  nach  dem  Sindhind  verfasst,  die  eine  grosse  Berühmt- 
heit  erlangt  hätten;  er  habe  sie  aber  nicht  vollenden  können,  sie  seien 
dann  nach  seinem  Tode  im  Jahre  308  (920)  von  seinem  Schüler  al>E&sim 
ben  Muhammed  herausgegeben  worden.  Hieraus  würde  sich  eine  obere 
Grenze  für  die  Lebenszeit  al-Adamls  ergeben.  —  220)  al*harä£Bkt  gibt  keinen 
Sinn,  wahrscheinlich  soll  es  heissen  al-inhiräf&t  «=  die  Abweichungen  (Azi- 
muthe  d.  Kibla).  —  221)  Vergl.  Dom  p.  77. 

Ihn  Nädschija. 
222)  Casiri  (I.  433)  nennt  ihn  einen  Spanier. 


-     69     - 

Aha  'Abdallfth. 

223)  Flügel  sagt  im  Fihrist,  A,  132   zu  sJUkJf  SUIä-^I:   Unstreitig 

eine  Sonnenuhr,  die  die  Mittagsstunde  durch  Beckenschall  andeutete.  Vergl. 
dagegen  Dom,  p.  87.    SuU:^^  =  Marmorplatte,  bedeutet  übrigens  nicht  bloss 

Sonnenuhr,  sondern  nach  Tschaghminj  (vergl.  Dom,  p.  86)  ein  Instrument 
von  Stein,  Messing  oder  Anderem,  für  eine  bestimmte  Breite,  länglich  oder 
rund;  mit  Linien  versehen,  z.  B.  der  Linie  der  Neige  und  der  Gleiche, 
durch  welches  man  viele  Operationen  ausführen  könne,  z.  B.  die  Bestim- 
mung der  Höhen,  der  Zeiten,  der  Schatten  u.  s.  w.  —  Die  Bedeutung 
„trommelförmig'^  würde  dann  allerdings  eher  die  Form  SuJUt?  oder  vielleicht 

auch  SUJULm  voraussetzen,  aus  welch'  letzterer  leicht  diejenige  des  Fihrist 

entstehen  konnte.  —  224)  Es  sollte  im  Texte  wohl  heissen  v^oU^,  denn 

OFoU^  bedeutet  „Schleudersteine^^ 

Die  neueren  Rechner  und  Arithmetiker. 

225)  Damit  meint  jedenfalls  der  Verfasser  des  Fihrist,  aus  den  Werken 
der  aufgeführten  Autoren  zu  schliessen,  diejenigen  Mathematiker,  die  sich 
hauptsächlich  mit  praktischer  Mathematik,  d.  h.  mit  der  indischen  Bech- 
nungsweise,  der  sog.  bürgerlichen  Arithmetik,  und  der  praktischen  Geometrie 
(Flächen-  und  Eörperberechnung)  beschäftigt  haben. 

^Abdalhamld. 

226)  Casiri  (L  405)  hat  an  Stelle  des  letzteren  Werkes  zwei:  De  in- 
geniosis  arithmeticis  inventis  und  de  numerorum  proprietatibus. 

Abu  Barza. 

227)  Er  ist  der  Enkel  des  vorigen  und  deshalb  sollte  es  hier  wohl 
heissen:  ben  Wäsf  ben  Turk.  Casiri  (L  408)  berichtet  von  ihm,  dass  er 
in  Bagdad  lebte,  sich  in  der  Wissenschaft  der  Zahlen  ausgezeichnet  habe 
und  daselbst  im  Jahre  298  (911)  gestorben  sei.  I.  421  nennt  er  ihn 
„Persa". 

Abu  Eämil. 

228)  üeber  seine  Lebenszeit  habe  ich  keine  Angaben  gefunden.  — 
229)   Die  Algebra  wird  von  H.  Ch.  mehrmals  erwähnt,  so  II.  586:  \^\xf 

Jn^UmJ(  =  das  Umfassende,  quod  in  optimis  huius  generis  (er  spricht  näm- 
lich hier  von  Büchern  über  Algebra)  operibus  numeratur,  et  optimus  eius 
commentarius  Coreshi  (?)   auctorem  habet;    IV.  10,   wo   er  zu  dem  y^Lz 

noch  sJLLsJlj  ;A:^t  ^  =  „über  die  Algebra"  hinzufügt;  V.  27,  wo  er  Jw^LT 

statt  Jw«Ld  hat,  was  aber  dasselbe  bedeutet  —  H.  Ch.  (Y.  68)  heisst  es 

bei  Besprechung  der  Algebra  des  Muhammed  ben  Müsä:  Abu  E&mil  etc. 
in  libro  el-wa^äjft  bi'1-jebr  we'l-mocabelet:  Composui,  inquit,  librum  titulo 
Kemäl  el-jebr  notum,  qui  perfectam  Algebrae  doctrinam  et  additamenta  ad 
eius  principia  continet;  et  argumentis  in  libro  meo  secundo  confirmavi, 
libro  Mohammedis  ben  Musa  de  reductione  per  aequationem  primas  partes 
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et  palmam  dandas  esse  etc.  Nach  H.  Ch.  hat  also  Abu  Kftmil  auch  ein  Buch 
betitelt:  el-wa^jft  bi'1-jebr  we'1-mocabelet,  d.  h.  über  die  Erbtheilnngen 
(Testamente)  mit  Hülfe  der  Algebra  (berechnet,  gelöst),  verfasst,  über  welches 
Gebiet  bekanntlich  auch  Muhammed  ben  Mtlsä  in  seiner  Algebra  handelt. 
H.  Ch.  führt  y.  168  noch  ein  Buch  von  Abu  Eftmil  an,  betitelt:  Buch 
der  Testamente  mit  Hülfe  der  Wurzeln  (Wurzelrechnnng)  gelöst;  es  ist 
dies  aber  mit  dem  eben  genannten  identisch,  denn  hier  wird  aus  demselben 
wieder  dieselbe  Stelle  über  Muhammed  ben  Müsfts  Algebra  angeführt  wie 
V.  68;  wahrscheinlich  sollte  statt  jO^  =  Wurzel,  ja^  s»  Algebra  stehen; 

Flügel  übersetzt  übrigens:  Über  institutionum  radicum  arithmeticarum.  — 
230)  Es  ist  dies  die  sog.  Regula  al-chatain  (eig.  chatä'ain)  d.  h.  der  beiden 
FeUer,  die  heutige  regula  falsi ;  nach  dem  von  Libri  (bist,  des  scienc  math. 
Bd.  L  304 — 368)  veröffentlichten  Liber  augmenti  et  diminutionis  und  den 
Bemerkungen  von  Woepke  über  diesen  Gegenstand  (vergl.  Joum.  asiat. 
6.  S6rie,  Tom  I.  p.  513 — 514)  w&re  also  der  Inhalt  dieses  Buches  iden- 
tisch mit  dem  des  vorhergehenden  „Ueber  die  Vermehrung  und  die  Ver- 
minderung^^ —  vielleicht  ist  ursprünglich  im  Texte  zwischen  beiden  «J  JLs^j 

(es  wird  auch  genannt)  oder  etwas  ähnliches  gestanden.  —  231)  Man  vergl. 
damit  den  Titel  des  Werkes  von  al-Earchl:  Eftfl  fl'l-his&b  ^^  Genügendes 
über  das  Rechnen. 

Sinän  ben  al-Fath. 

232)  Ueber  seine  Lebenszeit  habe  ich  nichts  gefanden.  —  233)  o<^:^\ÄJt 

(at-taht)  bedeutet  „der  untere  Theil'^,  „was  unten  ist**;  dies  gibt  keinen 
Sinn;  Woepke  (Journal  asiat.  6.  S^rie,  Tom.  I.  p.  490  u.  493)  liest  s;;^^iB\Äl( 

(at- facht)  und  übersetzt:  Trait6  de  la  table  relatif  au  calcul  indien,  oder 
Le  trait^  du  calcul  effectu6  sur  la  table.  Diese  üebersetzung  wäre  wohl 
annehmbar,  besonders  wenn  man  damit  den  Titel  eines  Werkes  von  al- 
Ant&kl  vergleicht,  das  Ibn  al-K.,  nicht  aber  der  Fihrist  anführt:  Das 
Buch  über  die  Rechnungs weise  mit  der  Hand  (den  Fingern)  ohne  Tafel. 
Aber  nun  kommt  hinzu,  das^s  H.  Ch.  III.  61  über  „Hm  his4b  el-taht  we 
el-meil*^  3=  die  Kunst  (Wissenschaft)  des  Rechnens  el-taht  und  el-meil 
(Neigung,  Schiefe)  folgendes  sagt:  quae  ea  ars  est,  qua  ratio  cognoscitur, 
operationes  arithmeticas  signis  tractandi,  quae  numeros  ab  uno  usque  ad 
decem  exprimunt  et  omnes  alios,   qui  hos  excedunt,  ope  ordinum  quo  po- 

nuntur  ezcludunt.     Haec  signa  ab  Indis  originem  duxisse  dicuntur. 

Eadem  doctrina  nobis  el-taht  we  el-tar&b  (Erde,  Staub  «s  gob&r)  dieitur. 
Hiemach  wäre  hisftb  at-taht  nichts  anderes  als  das  Rechnen  mit  den  in- 
dischen  Ziffern  mit  Stellenwerth,  die  Bedeutung  von  taht  und  von  meil 
(oder  mail)  ist  aber  damit  noch  keineswegs  festgestellt.  Ich  wage  nun 
die  Vermuthung  auszusprechen,  das  Wort  „taht^^  bedeute  das  indische 
„tatstha",  welches  die  sog.  symmetrische  oder  kreuzweise  Multiplications- 
methode  bezeichnet,  und  das  Wort  „mail^^  bedeute  die  schiefe  oder  Dia- 
gonalmethode (vergl.  Cantor,  Vorlesg.  I.  p.  519  u.  520).  Ich  will  aber 
nicht  unterlassen,  noch  durch  eine  andere  Conjectur  auch  der  Woepkeschen 
Lesart  zu  ihrem  Rechte  zu  verhelfen:  Liest  man  mit  Woepke  „tacht^^  und 
übersetzt  „Tafel^',   so  wäre  dann  vielleicht  das  „mail'^  in   H.  du  »=  mü 
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(welches  arabisch  gleich  geschrieben  wird)  zu  lesen,  und  „Griffer^  oder 
„Stift''  zn  übersetzen;  dann  würde  also  hisftb  at-tacht  wa'l-mll  das  indische 
«Rechnen  mit  dem  Griffel  auf  der  Sandtafel,  im  Gegensatz  zum  Fingerrechnen 
bedeuten.  Gewissheit  wird  man  über  diese  Fragen  aber  erst  erhalten,  wenn 
eine  dieser  Abhandlungen  mit  dem  Titel  at-taht  oder  at-tacht  näher  unter- 
sucht sein  wird,  was  bis  jetzt  meines  Wissens  nicht  geschehen  ist  (Woepke 
gibt  1.  c.  nicht  eine  Analyse  des  Inhaltes  eines  der  Werke  von  Ant^kl, 
sondern  eines  Buches  yon  an-Nasawl,  betitelt:  le  satisfaisant).^  —  234)  Es 
kann  auch  über  die  Summation  von  Kuben  handeln;  yergl.  Woepke:  Pas- 
sages  relatifs  4  des  sommations  de  s6ries  de  cubes  etc.  (Journal  de  mathem. 
par  LiouYÜle,  1864  u.  1865). 

Abu  JüBuf  al-Mi99t9l. 

235)  Ueber  sein  Leben  fand  ich  keine  Angaben.  —  236)  Hisäb  ad- 
daur  ist  nach  H.  Ch.  III.  62  ein  besonderer  Fall  der  Erbtheilungs-  oder 
Testamentsrechnung,  er  sagt  daselbst:  lim  hisftb  el-dewr  we  el  wes&ya, 
ars  legata  computandi  in  orbem  circumlata.  Haec  est  ea  doctrina,  qua 
quantitas  cognoscitur  testamento  mandata,  quando,  ut  primo  adspectu  in- 
telligitur',  ad  ea  pertinet,  quae  in  orbem  circumferenda  sunt.  Dann  folgt 
ein  längeres  Beispiel  und  am  Schlüsse :  Itaque  hac  doctrina  quantitas  partis 
donatione  in  alium  transeuntis  terminatur,  et  apparet,  eius  utilitatem  mag- 
nam  esse,  quamquam  raro  tantum  necessaria  sit.  Diese  Definitionen  sind 
nicht  klar;  man  yergl.  die  Algebra  yon  Muhammed  ben  Müsft,  wo  Rosen 
(p.  133)  hisftb  ad-daur  mit  Oomputation  of  retums  übersetzt;  aus  den 
Beispielen  ersieht  man,  dass  es  sich  hauptsächlich  um  das  Zurückgehen 
eines  Vermächtnisses  auf  die  Hinterlassenen  des  Testators  handelt,  wenn 
der  im  Testament  Bedachte  vorzeitig  stirbt.  Z.  B.:  Ein  Mann  auf  dem 
Todtbette  emancipiert  einen  Sklaven,  dessen  Kaufyreis  300  Dirhem  war, 
und  hat  sonst  kein  Vermögen,  der  Sklave  stirbt  und  hinterlässt  300  Dirhem 
und  eine  Tochter,  was  erhält  die  Tochter  und  was  muss  sie  den  Erben 
des  Alannes  zurückbezahlen. 

Ar-Räzl. 

237)  Lebenszeit  unbekannt.     VergL  den  Art.  Eukleides. 

Muhammed. 

238)  Casiri  (I.  433)  fügt  zum  Namen  hinzu:  Praetor  (Hispalensis), 
hat  aber  weiter  nichts  über  die  Lebenszeit.  Woher  Casiri  das  „Hispalensis^^ 
hat,  weiss  ich  nicht,  es  steht  nicht  im  arabischen  Text. 

Al-EaräblBl. 

239)  Lebenszeit  unbestimmt.  Vergl.  Art.  Eukleides.  —  240)  So  über- 
setzen sowohl  Casiri  L  410,  als  auch  Wahrmund  (arabisches  Wörterbuch) 
misähat  al-halka,  was  wörtlich  „die  Ausmessung  des  Ringes^^  heisst;  das 
Planisphaerium  heisst  sonst:  Tas^h  al-Eura. 
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•  ■ 

241)  So  muss  man  wobl  JdJ  übersetzen,  was  allerdings  auch  Indigo 

und  den  Fluss  Nil  bedeuten  kann;  sollte  es  vielleicht  J^  =  m!l  oder  mail 

heissen  und  demgemäss  eine  Abhandlung  über  die  indische  Bechnongsweise, 
oder  über  die  Schiefe  der  Ekliptik  sein?  vergl.  Anmerkg.  233. 

Al-Makkl. 

242)  Vergl.  Anmerkg.  234. 

Al-l9tachri. 

243)  FlQgel,  A.  133  vermuthet,  dieser  Rechner  könnte  identisch  sein 
mit  dem  244  (858)  geborenen  und  328  (939)  gestorbenen  Richter  Abu 
Sa'ld  al-Hasan  ben  Ahmed  ben  Jazld  al-l^t^chrl,  der  als  Marktaufseher  in 
Bagdad  fungierte. 

Jühannä  al-Kass. 

244)  Er  wird  ums  Jahr  970  geschrieben  haben  (vergl.  Woepke,  Essai 
d'une  restitution  etc.  in  M^moires  pr6s.  par  div.  S$tvants,  Tom.  XIV.  Paris 
1856  p.  665,  und  Steinschneider,  Euklid  b.  d  Arabern,  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  31. 
p.  88 — 89)  und  ist  wahrscheinlich  vor  987  gestorbcD,  in  welchem  Jahre 
der  Verfasser  des  Fihrist  den  Haupttheil  seines  Werkes  geschrieben  hat. 
Vergl.  auch  den  Art  Eukleides. 

Ihn  Rauh,  der  Sabier. 

245)  Der  Verfasser  gibt  ausser  diesem  Namen  gar  nichts  weiteres 
von  ihm  an,  doch  ist  er  nach  Flügel,  A.  133  deswegen  nicht  mit  dem 
folgenden  Autor  Abu  Dscha'far  al-Chäzin  zu  identificieren,  wie  Chwolsohn 
(Sabier,  I.  615)  thut;  der  Verfasser  des  Fihrist  wusste  einfach  nichts  weiteres 
über  sein  Leben  und  seine  Werke. 

Abu  Dscha^far  al-Chäzin. 

246)  Seine  Lebenszeit  ist  nicht  genauer  zu  fixieren,  als  dass  er  noch 
Zeitgenosse  des  Verfassers  des  Fihrist  war  (vergl.  Anmerkg.  244).  Casiri 
(I.  408)  nennt  ihn  „Persa'\  vergl.  Art.  Eukleides,  wo  er  al-Chor&zänl  ge- 
nannt wird.  Vergl.  femer  noch:  Steinschneider,  Euklid  bei  den  Arabern 
(1.  c.  p.  89).  —  247)  Unter  g^-JU^  pl.  ^üu?  (Saftha  pl.  Safft'ih)  versteht 

man  einerseits  die  sog.  Scheiben,  tabulae  regionum  (s.  Dom  p.  27  u.  144), 
die  je  nach  der  Breite  des  Beobachtungsortes  verschieden  gezeichnet  waren 
und  zur  Beobachtung  jeweilen  in  das  Astrolabium  gelegt  wurden;  zu  einem 
vollständigen  und  überall  brauchbaren  Astrolabium  gehörten  also  eine  Reihe 
solcher  Scheiben,  wenigstens  für  die  wichtigsten  Orte  des  Reiches  construiert; 
andrerseits  verstand  man  darunter  ein  besonderes  Astrolabium,  das  nach 
seinem  berühmtesten  Constructeur  und  Beschreiber  das  Zarkälische  Astro- 
labium:  a^-Saflhat  az-Zarkälijja  genannt  wurde.  Vergl.  S^dillot,  M^m.  sur 
les  instr.  astron.  des  Arabes  (in  Mem.  pr6s.  par  div.  Sav.  Tom.  I.  1844. 
p.  182  u.  ff.)  und  Steinschneider,  l^tudes  sur  Zarkali  (Bullet,  di  BibL  e  di 
Stör.  d.  Sc.  Mat.  e  Fis.  Tom.  XIV.). 


—     73'  - 


'Ali  ben  Ahmed  al-'Imriknl. 

248)  Vergl.  Art.  Eukleides.  —  249)  Casiri  (T.  411)  hat  ausser  diesem 
Werke  noch:  Liber  de  electionibus  cum  aliis  plurimis  ad  astrologiam  per- 
tinentibus. 

Abü'l-Wafft. 

250)  Diese  ünterrichtsgesohichte  wird  von  Ibn  al-K.  (und  nach  ihm  von 
Casiri  I.  433  und  Woepke:  Journ.  asiat.  1855,  p.  244  f.)  anders  erzählt: 
hiemach  studierte  er  die  Arithmetik  und  die  Geometrie  unter  Abu  Jahjd. 
al-Bftwardl  (statt  Mftwardl)  und  Abtl'l-^Alä  ben  Karnlb,  und  später  hörten 
unter  ihm  selbst  seine  beiden  Oheime  theoretische  und  praktische  Arithmetik. 
Nach  demselben  Autor  starb  Abül-Wafä  am  dritten  Tag  des  Badschab  des 
Jahres  388  (l.  Juli  998);  nach  Ibn-ChalUkän  im  Jahre  387.  —  251)  Woepke 
(1  c.  p.  247 — 250)  gibt  auch  die  Titel  der  49  Capitel  dieses  Buches  nach 
einem  Leydener  Ms.  —  252)  Vergl.  hierüber  Woepke  (1.  c.  p.  261 — 253) 
und  Anmerkff.  97.  —  253)  Der  Text  des  Fihrist  ugd  fast  alle  Codices 
haben  hier  JU  JL4.9  «=  mit  dem  Quadrat  des  Quadrates,  was  keinen  Sinn 

geben  würde;  Woepke  (1.  0.  254)  liest  mit  Becht  JU  JLt^  »*  und  des  Qua- 

drates  des  Quadrates,  und  bemerkt,  dass  es  sich  jedenfalls  um  die  geo- 
metrische Auflösung  der  Gleichungen:  x^  =  a^  ^p*  s=  a,  rc*  +  ax^  =  b 
handle.  —  254)  Woepke  (1.  c.  254)  übersetzt:  De  la  maniöre  de  distinguer 
le  cercle  de  la  sphere  (Sphere  ==  Kugel  wird  aber  arabisch  gewöhnlich 
nicht  durch  ^Jl3  sondern  durch   Bjf   wiedergegeben).      Uebrigens    ist   aus 

beiden  Lesarten  nichts  zu  machen,  Woepke  übergeht  auch  dieses  Werk 
stillschweigend.  —  255)  s-^^lj-^,  das  ich  durch  Himmelskörper  oder  Ge- 
stirne wiedergebe,  übersetzt  Woepke  mit  „Plan^tes^^;  bekanntlich  kann  es 
beides  bedeuten.  —  Das  letztgenannte  Werk  der  Tafeln  wird  von  Ibn  al-K. 
nicht  erwähnt,  dagegen  hat  dieser  zwei  Werke,  die  der  Fihrist  nicht  an- 
führt, nämlich  den  Almagest,  und  eine  Abhandlung  über  das  Operieren  mit 
den  Sexagesimaltafeln.  Dass  er  das  erstere  Werk  nicht  eitleren  kann,  er- 
gibt sich  sehr  natürlich  aus  dem  Umstand,  ddass  dasselbe  (nach  Delambre, 
hist.  de  l'astr.  du  mojen  d.ge,  p.  156)  astronomische  Angaben  enthält,  die 
aus  der  Zeit  nach  987  (Abfassungszeit  des  Fihrist)  datieren,  also  später 
erschienen  sein  muss.  —  Ibn  Challikän  citiert  ein  Werk  Abü'l-Wafäs  „über 
die  Bestimmung  (der  Länge)  der  Sehnen"  (vergl.  Woepke,  1.  c.  256);  wahr- 
scheinlich sind  hiemit  seine  trigonometrischen  Arbeiten  gemeint  (vergl. 
Woepke,  Journ.  asiat.  1860,  p.  281  ff.  und  Cantor,  Vorlesg.  I.  p.  641  f.). 
—  H.  Ch.  (I.  382)  schreibt  Abü'1-Wafa  einen  Commentar  zu  den  Elementen 
des  Eukleides  zu;  V.  172  hat  er:  librum  scripsit  de  operationibus  geo- 
metricis,  cui  tredecim  capita  dedit,  quae  de  operatione  cum  canone  geo- 
metrico,  norma,  circino  et  figuris  agunt.  Es  ist  dies  jedenfalls  die  Samm- 
lung geometrischer  Construotionen  nach  Abül-Wafä,  die  sich  in  einem 
persischen  Manuscript  (Nr.  169,  anc.  fonds.)  vorfinden,  und  die  wahrschein- 
lich von  einem  seiner  Schüler  zusammengestellt  worden  sind.  (Vergl.  Woepke, 
1.  c.  218  ff.  und  Cantor,  Vorlesg.  L  p.  638—640.) 
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Al-Ktlhl. 


256)  Er  beobachtete  nach  Casiri  (I.  441)  im  Jahre  378  (988)  in 
Bagdad  unter  den  Buiden.  —  257)  Andere  Codices  haben  ,,der  Instrumente,, 
(vergl.  L'algdbre  d'Alkhayyäml,  par  Woepke,  p.  55),  wieder  andere  „der 
Erde"  (vergl.  Fihrist  L  Lesarten  p.  26).  —  258)  nJ^  ^j^  v^^'j  ^^«r- 
setzt  Steinschneider  (Euklid,  b.  d.  Arabern,  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  31.  p.  94) 
durch  „was  er  veröffentlicht  hat"  (dies  soll  sich  n&mlich  auf  die  folgenden 
Werke  beziehen).^  —  259)  Vergl.  die  Veröffentlichung  dieser  Abhandlung 
aus  dem  Nachlasse  Woepkes  in  den  Notices  et  eztr.  des  Ms.  de  la  bibl. 
imp^r.  Tom.  XXII.  1.  —  260)  Woepke  (L'algöbre  d'Alkhayyftml,  p.  55  u.  66) 
vermuthet,  dies  sei  die  Abhandlung  al-Etühls,  betitelt:  Trait^  du  probleme 
de  mener  d'un  point  donne  deux  lignes  renfermant  un  angle  donn^,  welche 
sich  im  Ms.  952.  2  (Suppl.  arabe  de  la  bibl.  imp^r.)  befindet  (yergl.  Woepke, 
Essai  d'nne  restit.  de  irav.  perdus  d'ApoU.  in  M6m.  pr^s.  par  div.  sav.  ä 
Facad.  des  sc.  Tom.  XIV.  Paris  1856,  p.  664).  —  261)  Diese  Abhandlung 
steht  wahrscheinlich  im  Zusanunenhang  mit  derjenigen  T&bits  über  die 
Verzögerung  und  Beschleunigung  der  Bewegung  im  Thierkreis,  also  handelt 
es  sich  hier  um  die  bekannte  Theorie  der  Trepidation  der  Fixsterne.  — 
262)  Vergl.  Woepke,  L'algöbre  d'Alkhayyäml  p.  55.  —  263)  Vergl.  Woepke 
(Ibid.  p.  55  u.  103  ff.).  —  264)  Im  Text  des  Fihrist  fehlen  die  zwei  Ab- 
handlungen, die  Woepke  (1.  c.)  als  8)  und  9)  anfährt:  Trait^  dela  con- 
struction  des  denx  lignes  en  proportion,  und  Traite  des  cercles  qui  se 
touchent  suivant  la  m6thode  de  Tanaljse;  dagegen  finden  sie  sich  in  den 
Lesarten,  p.  26;  warum  sie  Flügel  nicht  in  den  Text  aufgenonunen  hat, 
wissen  wir  nicht,  zumal  die  Existenz  der  zweiten  neben  der  hier  angeftihrten 
Abhandlung  „über  die  Mittelpunkte  der  Kreise  auf  gegebenen  Linien"  nach- 
gewiesen ist  (vergl.  Woepke,  1.  c.  p.  55).  —  H.  Ch.  III.  449  hat  von  al- 
Eühl  die  Abhandlung:  de  ratione  eins,  quod  de  linea  una  inter  tres  lineas 
cadit;  ist  wahi*scheinlich  die  oben  genannte  Schrift  des  Ms.  952.  2.  — 
Steinschneider  (Die  mittleren  Bücher  der  Araber,  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  10. 
p.  480)  führt  von  al-Eühl  einen  Commentar  zu  den  Lemmata  des  Archi- 
medes  an. 

Gulftm  Zuhal. 

265)  d.  h.  der  Knabe  (Diener)  Satums.  Er  lebte  nach  Casiri  (I.  404) 
und  Abulphar.  (p.  327.  üebers.  315)  in  Bagdad  als  Astrolog  unter  den 
Buiden,  und  starb  im  Jahre  376  (986—987).  —  266)  Vergl.  Anmerkg.  148. 
—  267)  Vergl.  Anmerkg.  14  und  16.  —  268)   gvyj:pu  kann  auch  heissen 

„der  ausgezogenen*'  (d.  h.  aus  grösseren  Büchern). 

A9-Süfl. 

269)  Einer  der  Herrscher  aus  dem  Geschlecht  der  Buiden.  —  270)  Nach 
Casiri  (L  361)  im  Jahre  376  (986—987).  Dieser  führt  von  ihm  ausser 
dem  im  Fihrist  genannten  Werke  noch  an:  üeber  die  Projection  der  Strahlen. 
H.  Gh.  (m.  366)  schreibt  ihm  einen  „Tractatus  de  astrolabio  eiusque 
usu"  zu. 
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Al-Antäkl. 

271)  Nach  Ibn  al-K.*  war  sein  Name:  'All  ben  Ahmed  Abtü'l-Kasim 
(vergl.  Woepke,  Propag.  des  chiffres  ind.  in  Journ.  asiat.  Six.  S6r.  Tom.  I. 
1863.  p.  493).  —  272)  Genauer  am  15.  April  987  in  Bagdad  (s.  Woepke, 
1.  c).  —  273)  Siehe  Anmerkg.  233.  —  274)  Woepke  (1.  c.)  fügt  in  Klammem 
hinzu:  probablement  celle  de  Nicomaque.  —  275)  Woepke  (1.  c.)  übersetzt: 
de  la  maniere  de  choisir  parmi  les  traducteurs;  fJ^[^  kann  übrigens  auch 

heissen  „Uebersetzungen'^  —  276)  Diese  Abhandlung  fehlt  bei  Woepke  (1.  c), 
dafür  stehen  die  zwei  im  Fihrist  fehlenden:  Le  traite  des  preuves  nume- 
riques  (telles  que  la  preuye  par  neuf  etc.),  und  le  trait6  du  calcul  manuel 
(JuJL})    Sans  table.     Es  ist  dies  meines  Wissens   die  einzige  Abhandlung 

mit  diesem  Titel,  die  in  arabischen  bibliographischen  Werken  vorkommt, 
und  daher  könnte  es  leicht  möglich  sein,  dass  der  Titel  verdorben  w&re. 
(Vergl.  Anmerkg.  233.) 

Al-Kalwadänl. 

277)  Woepke  (1.  c.  p.  494)  sagt:  Kalwadä,  son  lieu  de  naissance,  est 
an  village  prös  de  Bagdad.  —  278)  Woepke  (1.  c.)  fügt  nach  Ihn  al-K. 
bei,  dass  al-Kalwadftnl  unter  der  Regierung  'Adndaddaulas  und  noch  einige 
Zeit  nachher  gelebt  habe. 

Al-Ea^rftnl. 

279)  Gasiri  (I.  419)  gibt  auch  keinen  andern  Namen  an,  bemerkt  aber 
im  Weitem,  dass  er  aus  Ea^r&n,  einem  Städtchen  im  Gebiet  von  Raj  in 
Chorasan  gebürtig  und  ein  berühmter  Astrolog  gewesen  sei;  er  führt  von 
ihm  ein  Buch  über  die  Fragen  (astrolog.)  an. 

Die  Namen  der  Künstler. 

280)  Vergl.  den  Art.  al-Fazftrl.  —  281)  H.  Ch.  (in.  366 j  gibt  ihm 
den  Zunamen  al-Asturlftbl,  d.  h.  der  Verfertiger  von  Astrolabien.  —  282)  Eine 
nicht  festzustellende  Persönlichkeit,  die  nach  Flügels  Vermuthung  mit  dem 
folgenden  Batfdus  zu  identificieren  ist.  —  283)  Vergl.  die  vorige  Anmerkg. 
Flügel,  A.  135  bemerkt,  dass  der  Name  Buc^Xog  nicht  unbekannt  sei.  — 
284)  Kann  nach  Flügels  Vermuthung  der  Vater  al-Batt&nIs  sein;  vergl. 
diesen  Art.  —  285)  Waren  nach  Flügel,  A.  135  Oberhaupter  der  Sabier. 
—  286)  Vergl.  Chwolsohn  I.  p.  620.  Dieses  Werk  war  mir  nicht  zu- 
gänglich. 

Die  Titel  der  Bücher,  die  über  die  Mechanik  geschrieben 

worden  sind. 

287)  Vergl.  den  Art.  Aichimedes.  —  288)  Vergl.  den  Art.  Herkai 
(Herakles?).  —  289)  Sind  jedenfalls  die  durch  Luft  bewegten  Maschinen 
Herons;  vergl.  diesen  Art.  —  290)  Dieses  Werk  findet  sich  unter  Artikel 
Muritos  nicht,  dagegen  die  beiden  vorhergehenden.  —  291)  Vergl.  den  Art. 

Die  Söhne  Müsäs. 

Galenos. 

292)  Galenos  erwähnt  selbst  diese  seine  Abhandlung  im  Verzeichniss 
seiner  Schriften  cap.  15,  unter  dem  Titel:  eig  th  nQ&xov  luvoüv  &Klvrp;ov; 
sie  ist  verloren  gegangen  (vergl.  Wenrich,  p.  258). 
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Hnnain. 


293)  Dies  ist  der  bekannte  üebersetzer  griecbischer  Werke  (yergl.  Art. 
Ptolemaios)  ins  Arabische.  Er  war  ans  dem  christlichen  Stamme  ^Ib&d, 
ans  Hlra  gebürtig,  lebte  die  grösste  Zeit  seines  Lebens  in  Bagdad  nnd 
starb  im  Jabre  260  (873  —  74).  Vergl.  Casiri  I.  286.  —  294)  H.  Ch. 
y.  166  erwähnt  Aristotelis  librum  de  stellis  cadentibos,  quem  Hnnain  ben 
Ishftk  commentario  instruiit  et  emendavit. 

Eus^ft. 

295)  Ebenfalls  bekannter  üebersetzer  (vergl.  Art.  Aristoteles),  so  unter 
Anderem  der  Schriften  des  Theodosios,  Aristarchos,  Hypsikles  und  Autolykos 
(vergl.  Wüstenfeld,  p.  50).  —  296)  Wüstenfeld  (1.  c.)  gibt  seine  Lebens- 
zeit zwischen  864  und  923  an.  —  297)  H.  Ch.  (III.  399)  hat  eine  Ab- 
handlung über  das  Sternbild  Cassiopeia,  diese  ist  aber  wahrscheinlich  mit 
der  unsrigen  über  den  Himmelsglobus  identisch,  denn^^ww^i  u:;tv5  bedeutet  so- 
wohl den  Hiiomelsglobus  als  die  Cassiopeia,  letzteres  aber  gewöhnlich  nur 
mit  vorgesetztem  risyß  (Sternbild).    Vergl.  Dom,  p.  31  u.  46. 

Ar-B&zl. 

298)  Als  Todesjahr  dieses  berühmten  Arztes  hat  Casiri  (L  262)  320 
(932)  nach  Ihn  al-E.,  Wüstenfeld  (p.  41)  311  oder  320,  hält  aber  das 
letztere  für  das  richtige.  •—  299)  Nach  Casiri  (1.  c.)  wegen  des  zu  häufig^en 
Genusses  aegyptischer  Bohnen,  nach  Wüstenfeld  (1.  c.)  in  Folge  eines 
Peitschenschlages,  den  er  von  dem  Emir  al-Man^ür  (dem  Fatimiden?)  er- 
halten hatte.  —  300)  Wüstenfeld  (p.  47)  übersetzt  ff^lou*«:^!  »^1^  ^  mit 

„in  summa  rotatione''. 


Naohtr&ge  zu  den  Anmerkungen. 

Zu  Aristoteles:  a)  d.  h.  die  vier  ersten  Bücher  gehören  zu  den  Hyoi 
diSccöTuxhKol  oder  anQoaiiaxiKolj  daher  (pvöiftii  &KQ6a6ig^  die  vier  letzteren 
wahrscheinlich  zu  deu  TtQayfuxntwL  Vergl.  Ueberweg,  Grundriss  der  Gesch. 
d.  Philosophie.  7.  Aufl.  1886.  Bd.  1.  p.  192.  Casiri  (I.  244)  übersetzt 
>AJLjCi  mit  „in  modum  dialogi^\  mir  scheint  „in  unterrichtender  Form  (Vor- 

lesungsform)"  darunter  verstanden  zu  sein. 

Zu  Valens:  b)  Flügel,  A.  p.  149  verweist  in  Betreff  des  Namens  Bu- 
zurdschmihr  auf  Ibn  Badrün  p.  44  u.  ff.,  der  mir  nicht  zugänglich  war.  Es 
ist  dies  jedenfalls  kein  Anderer,  als  der  Wezlr  Nüschii*wtoB  des  Gerechten, 
von  dem  Salemann  und  Schukowski  in  ihrer  persischen  Grammatik  (Chresto- 
mathie) eine  Erzählung  veröffentlichen,  die  einem  Petersburger  Codex  des 
Buches  „Tärich  i  Guzlda'^  oder  „FendnSone  i  Buzurdschmihr"  von  Hamdulläh 
i  Eazwlni  entnommen  ist.  Dieser  Buzurdschmihr,  der  den  Beinamen  „Ha- 
klm'',  d.  h.  der  Gelehrte,  Weise,  hatte,  vnrd  vom  Verfasser  des  Fihrist  neben 
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Andern  auch  als  der  Autor  des  Baches  ,^ahla  wa  Dinina"  genannt  (Fih- 
rist,  8.  Buch.  p.  306). 

Zu  Ti\bit  ben  Kurra:   c)  Der  Text  des  Fihrist  hat  Jlia^t  und  das 

heisst  f^ufhebung,  Abschaffung^^;  das  schon  mehrmals  genannte  MS.  952.  2 
(Suppl.  arabe),  das  diese  Abhandlung  Täbits  (No.  13,  fol.  66 — 59)  ent- 
hält, hat   aL^I  s»  Verzögerung    und    unmittelbar    nachher    als    Gegensatz 

dazu  SLc-«v  =«  Beschleunigung;  man  sieht  hieraus  sofort,  dass  es  sich  um 

die  bekannte  Tftbitsche  (resp.  Theonsche)  Theorie  von  der  Trepidation  der 
Fixsterne  handelt,  der  Titel  dieser  Abhandlung  im  Fihrist  ist  also  verdorben 
und  unvollständig,  im  genannten  MS.  lautet  er  nach  der  Uebersetzung 
Woepkes:  Sur  la  retardation  du  mouvement  dans  la  Sphäre  des  signes  et 
sur  son  acc^l^ration  suivant  les  points  de  Fexcentrique  oü.  se  trouve  le  (corps 
an)  mouvement.  (Woepke,  Essai  d'une  restitution  etc.  in  Mem.  prös.  par 
div.  Sav.  ä  Tacad.  Tom.  XIV.  1856.  p.  665.) 

Zu  AI-Hasan  ben  Sahl  ben  Nübacht:  d)  Weder  Wüstenfeld  (Die 
Uebersetzungen  arabischer  Werke  in  das  Lateinische  seit  dem  XI.  Jahrb. 
1877.  p.  76)  noch  Libri  (Bist,  des  Sc.  math.  en  Italic,  Tome  I.  Deux.  Edit. 
p.   454)    kennen    die    richtige    Bedeutung   von   ^^  pl.    ^fj-jt  ==  heiischer 

Untergang  der  Mondstationen  (in  den  lateinischen  Uebersetzungen  aus  Un- 
kenntniss  der  Bedeutung  einfach  in  anoe  oder  anohe  transscribiert).  Der 
Letztere  schreibt  (1.  c.  wo  er  einige  Bemerkungen  zu  seiner  Veröffentlichung 
des  Liber  anoe,  eines  arabischen  Kalenders,  hinzufügt):  Liber  anoe  signifie 
„Livre  du  temps  et  de  ses  divisions'^  Teile  est,  comme  on  le  sait,  la 
signification  du  mot  arabe  anu  s.  anoe.  Und  doch  hätte  er  nur  p.  391 
seiner  Veröffentlichung  dieses  „liber  anoe"  aufmerksam  lesen  dürfen,  so 
hätte  er  die  richtige  Bedeutung  dieses  Wortes  gefunden!  (Man  lese  1.  c. 
Zeile  10—12  v.  o.  und  Zeile  1 — 2  v.  u.)  —  Auch  Steinschneider  kommt 
in  seiner  Abhandlung  „Ueber  die  Mondstationen  (Naxatra)  und  das  Buch 
Arcandam"  (Z.  D.  M.  6.  Bd.  18.  p..  118  u.  ff.)  und  in  einer  späteren  „Zur 
Geschichte  der  Uebersetzungen  aus  dem  Indischen  ins  Arabische"  (Z.  D.  M. 
G.  Bd.  24.  p.  387)  nicht  auf  die  richtige  Bedeutung  und  doch  ist  er  in 
der  erstgenannten  Abhandlung,  wo  er  auch  Libris  Veröffentlichung  des 
„Liber  anoe"  citiert,  derselben  so  nahe  gewesen  I  In  der  zweiten  Abhand- 
lung gibt  er  (1.  c.)  zuerst  «tjii  durch  „Meteore"  und  drei  Zeilen  nachher 

durch  „Witterung"  wieder.  Allerdings  setzten  die  Araber  die  Witterung 
zu  den  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  in  enge  Verbindung  mit  den 
heiischen  Untergängen  der  Mondstationen  —  man  lese  nur  auch  einmal 
etwas  genauer  den  von  Libri  veröffentlichten  Kalender,  genannt  „Liber  anoe"  I 
—  (Im  25.  Bd.  der  Z.  D.  M.  G.  p.  382  citiert  dann  Steinschneider  eine 
Stelle  aus  der  Uebersetzung  eines  arabischen  Werkes  durch  Schemtob  ben 
Isak  aus  Tortosa,  in  welcher  die  richtige  Bedeutung  von  „anoe"  ziemlich 
klar  ausgesprochen  ist.) 

Zu  Abu  Kftmil:  e)  Faläh  habe  ich  wie  Flügel  in  H.  Gh.  (IV.  461) 
wörtlich  mit  „Glück"  übersetzt;  ob  es  mit  'ilm  al-faläha  (Ackerbaukunde^ 
s.  H.  Ch.  1  c.)  zusammenhänge,  oder  ein  astrologisches  Werk  sei  (vielleicbt 
über  die  Auswahl  der  Zeit  zur  Vornahme  der  Arbeiten  des  Landbaus), 
ist  natürlich  aus  dem  Titel  allein  nicht  zu  entscheiden. 
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Zu  Anmerkung  136:  f)  Eine  nachträgliche  Einsicht  in  den  Theil  des 
Almagestes,  der  über  die  Darstellung  der  Bewegung  der  obem  Planeten 
handelt,  brachte  mich  auf  den  Gedanken,  es  könnte  das  Wort  tas&hul 
(sahula  «»  eben,  gleichm&ssig,  leicht  sein),  das  ich  nicht  anders  als  durcb 
„ebene  (geometrische?)  Darstellung"  zu  übersetzen  wusste,  den  sogenannten 
Aequanten  bedeuten,  d.  h.  den  excentrischen  Kreis,  von  dessen  Mittel- 
punkt aus  die  Bewegung  des  Planeten  gleichförmig  erscheinen  soll 
(vergl.  auch  Wolf,  Gesch.  d.  Astronomie,  p.  57 — 58).  Es  wäre  interessant 
gewesen,  zu  yemehmen,  was  für  eine  Methode  Ibrählm  an  Stelle  der  Ptole- 
maischen  zu  setzen  versucht  hat,  das  Citat  aus  Ihn  al-K.  sagt  uns  nur 
verneinend,  er  habe  nicht  den  Weg  al-kijfts  (das  kann  heissen:  Messung, 
Yergleichung,  Analogie,  log.  Schluss,  Hypothese,  vielleicht  auch  Bechnung, 
im  Gegensatz  zur  geometrischen  Darstellung)  eingeschlagen. 

Zu  Anmerkung  233:  g)  Weiteres  Nachdenken  über  diese  Sache  und 
auch  die  Anmerkg.  2  auf  p  411  von  Steinschneiders  Arbeit:  Zur  Gesch. 
der  üebers.  aus  d.  Ind.  ins  Arab.  (Z.  D.  M.  G.  Bd.  25)  haben  die  von  mir 
ausgesprochene  Yermuthung  etwas  zweifelhaft  erscheinen  lassen;  immerhin 
ziehe  ich  dieselbe  nicht  ganz  zurück,  es  bleiben  immer  noch  zwei  Punkte 
übrig,  die  für  sie  sprechen  könnten:  Erstens  ist  (wie  ich  schon  in  Anmer- 
kung 276  angedeutet  habe)  die  Bichtigkeit  des  Titels  der  von  Ibn  al-E. 
angeführten  Abhandlung  al-Antftkls  „über  die  Bechnungsweise  mit  der  Hand 
den  Fingern)  ohne  TafeV^  nicht  ganz  zweifellos,  da  der  Verfasser  des  Fihrist 
ein  Zeitgenosse  al-Antftkls)  dieses  Buch  nicht  kennt  und  auch  sonst  meines 
Wissens  in  der  arab.  Literatur  keine  zweite  Schrift  über  Fingeirechnong 
vorkommt;  zweitens  ist  überall  in  denjenigen  Stellen  arab.  Ms.,  die  über 
die  indischen  Ziffern  handeln  und  die  Woepke  veröffentlicht  hat  (Jonm. 
asiat.  6.  S^rie,  Tom.  I.  p.  58 — 69),  die  mit  Sand  bestreute  Tafel^  auf  der 
die  Inder  gerechnet  hätten,  durch  .  jj  uad  nie  durch  c;^^^  wiedergegeben. 

Zu  Anmerkung  258:  h)  Ich  gebe  zu,  dass  die  Uebersetzung  Stein- 
schneiders die  dem  arab.  Text  entsprechendere  ist,  und  acceptiere  sie  da- 
her für  den  Artikel  „al-Eühl^*,  also  demgem&ss  auch  für  den  Artikel  „Abu 
Ma'schar^*  (an  Stelle  der  Worte:  aus  welchem  vielfach  Auszüge  gemacht 
wurden.  Z.  14  v.  o.),  wo  sie  aber  leider  nach  einigen  im  Mittelalter 
sehr  bekannten  Werken  dieles  Autors,  wie  seiner  grossen  und  kleinen  Ein- 
leitung (in  d.  Astrol.),  steht,  die  also  gerade  zu  den  nicht  veröffentlichten 
gehören  sollten!     Wie  ist  dies  zu  erklären? 
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Register. 


(Der  Artikel  al  und  die  Wörter  ibn,  ben  =  Sohn  und  abü  (Genitiv  abl)  «s  Vater  wurden  bei  der 
alphabetischen  Anordnung  unberackeichtigt  gelassen,  and  dessbalb  luid  der  bessern  rebersiobt  wegen 
mit  kleinen  Anfangsbochstaben  gedmokt.    Die  fett  gedruckten  Zahlen  bexeichnen  die  Seite,  auf 
welcher  dem  betreffenden  Autor  ein  eigener  Artikel  gewidmet  ist.) 


A. 

alAbahfa  80. 

ibn  abi  *Abbfid  S4.  67. 

abü'l-*Abb&8  Abmed  ben  Mnbammed  beo 

Herw&n  as-SaracbBi  b.  Ahmed  ben  ai- 

Tiyjib. 
al-*Abb68  ben  Bägfin  ben  ar-Rabi*   b. 

ibn  B&gftn. 
abü'l-*Abbä8  al-Fadl  ben  H&tim  b.  an- 

Nairlzi. 
Abb&siden  41. 
al-*Abbft8  ben  Sa'td  al  -  Dschanbart  16. 

25.  68. 
'Abdalhamld  S7.  69. 
abö  'Abdall&h  SO.  69. 
'Abdallah   ben  *A1t  an-Nasränt   b.  ad- 

Dand&ni. 
'AbdaU&b  ben  al-Hasan  s.  as-Saidan&n!. 
'Abdall&h  ben  ab!l-Ha8an  ben  ab!  R&6* 

8.  abü  Mnbammed. 

■ 

Abdall&h  ben  Jabj&  88. 
'Abdallah  ben  Masrür  an  Nasränt  8S«  66. 
abü  'Abdallfth  Mohammed  ben  *  AmbaBa 

39. 
abn  *  Abdall&h  Mnhammed  ben  Dschabir 

ben  Sin&n  ar-Bakttt  b.  al-Batt&n!. 
abü  'Abdall&h  Mohammed  ben  *l8&    b. 

al-M&h&nt. 
Abdalmaeth  ben  Nfi^ima  8. 
'AbdasBamad  42. 
Abnlfeda  56. 
Abnlpbar.  «»  Abnlpharajii  HiBioria  dy- 


naBtiaram  6.  48.  49.  61.  61.  62.  63.  64 

67.  74. 
al-Adamt  86.  68. 
al-^AdBchU  41. 
al-*Ad8chl^jja  42. 
*Adadaddaula  (d.  Buide)  40.  75. 
Aequcint  78. 

Ahmed  ben  *Abdal1&h  64. 
Ahmed  ben  *A11  ben  'IbA  42. 
Abmed  ben  Chalaf  41.  42. 
abüAbmed  ben  abri-HuBain  B.ibn  Karnib. 
abü  Ahmed  al-HnBain  ben  abi'l-Husain 

Ish&k  ben  Ibr&htm  ben  Jaztd  b.  ibn 

Earntb. 
Ahmed  ben  Ishä^  al-Harr&nl  41. 
Ahmed  ben  Jü&uf  al-MiBr!  20. 
abü  Ahmed  ben  Earnlb  b.  ibn  Earnlb. 
Ahmed  ben  Muhammed  88«  72. 
Ahmed  benMÜ8&  ben  Schakir  18.  24.  25 
Ahmed  ben  *  Omar  al-Ear&btBi  b.  al-Ka 

r&blBi. 
Ahmed  ben  at-T%jjib  15.  48. 
abül- A1&  15.  26.  39.  48.  60.  73. 
abül-*Al&  ben  Earnlb  b.  abüU.'Al&. 
al-*Alaw!  (Emir  yon  BaBr&)  34. 
AlbategniuB  b.  al*Bati&nl. 
Albtrünl  57.  66. 
AlbumaBar  b.  abü  Ma*  schar. 
Alchabitias  47. 
Alcochoden  47. 

Alexander  von  AphrodisiaB  8.  9«  15.  45. 
Alexander,  der  OrosBe,  53. 
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AlgoiithmuB  62. 

Alhidade  64. 

abü  *Alt  17.    8.  auch  ibn  ab!  Eurra. 

abü  *Ali  'Abdallah  ben'Al!  an-Nasr&ni 

8.  ad-Dand&nl. 
'Ali  ben  Ahmed,  der  Geometer  41.  42. 
'All  ben  Ahmed  al-Imränl  16.  89.  73. 
'Ali  ben  Ahmed  abüU-E&sim  8.  al-Antäki. 
'Ali  ben  D&üd  88.  66. 
abü  'Ali  al-Hasain  ben  Muhammed  s.  al- 

Adami. 
abü  'Ali  Jalg&  ben  G&lib  s.  al-Ch^ät. 
'Ali  ben  Ja'küb  ar-RaRS&s  42. 
'Alt  ben  'l8&  41.  75. 
abü*Ali'l8&  ben  Isb&k  ben  Znr'a  s.  ibn 

Zur'a. 
abü  'Ali  ben  abi  Earra  s.  ibn  abi  Eurra. 
'Ali  ben  al-Miflsist  s.  al-Missisi. 
'Ali  ben  Sa'id  42. 
'Ali  ben  Surad  al-Harr&ni  41. 
Almage8t  19.  20.  21.  26.  34.  47.  50.  52. 

58.  60.  67.  78.  77. 
ibo  Am&d8chür  85«  68. 
ibn  al  'Amid  17. 
Amkidoro8  8.  Makidoros. 
Ammonio8  9. 
abü  *Amr  al-Mng&ziÜ  89. 
abü'l.*Anba8  as-Saimarl  32.  38.  66. 
Andi  24. 

Ankar  oder  Ankü  24. 
Anni  climacterici  52.  55.  65. 
Anoe  (Anohe,  Ann)  77. 
al-Ant&ki  17.  40—41.  49.  70.  71.  75.  78. 

■ 

AntoninuB  (Eaiser)  19. 

Apion,  der  Patriarch  28»  41.  56. 

ApollonioB,  der  Geometer  18— 19,   49. 

51.  54.  57.  74. 
Apollonios  (?)  der  Zimmermann  17. 
Apotelesmata  58. 
Apotomeen,  die  29. 
ibn  al  A'r&bl  84. 
Arcandam  (d.  Bach)  77. 
Archimedes  12.  16.  17—18.  19.  40.  42. 

47.  49.  50.  52.  59.  74.  76. 
Arikal  24. 
Ariminnm  58. 
AristarchoB  28.  55.  56.  76. 
AristippoB  y.  Eyrene  54. 


AristoteleB  8—9.  10.  15.  16.  21.  45.  53. 

56.  76. 
AristoxenOB  28.  56. 
Aryabhatta  57. 
AscendenB  46. 
AsBumptorom  liber  18. 
Astrornm,  de  jndicÜB,  s.  Qaadripartitara. 
al-Asturl&bi  »  'Ali  ben  'Isä  75. 
AntolykoB  21.  52.  53.  76. 
Azimath  86.  68. 

B. 

Ba'albek  48. 

Badrogogia  (?)  22.  55. 

ibn  Badrün  76. 

ibn  B&g&n  86. 

Bait  al-Hikma  20. 

B&khnr  24. 

al-Balchi  »  abü*l-EÄsim  al-Balcbi  43. 

Baldi,  Bemardino  67. 

abü  Barza  87.  69. 

BasilioB  8. 

ibn  al-Batri^  »  abü  Zakarijjfi  Jahj&  ben 

al-Batrik  8. 
al-Batt&ni  20.  86.  67.  75. 
BatüluB  41.  42.  75. 
al-B&wardi  s.  abü  Jahjä  al-M&wardl 
ibn  al-B&ijfir  80.  32.  64. 
al-Beihaki  68. 

abü  Bekr  (at-Tabari)  9.  27.  61. 
abü  Bekr  Mnhammed  ben  Zakaiqjä  ar- 

B&zi  48-44.  47.  76. 
BereneikeB  16. 
Bernard  51. 

Bethen  und  Beihem  b.  al-Batt4nL 
al-Birüni  b.  Albtrünt. 
abü  Bischr  Matt&  a.  Matt&  ben  Jüous. 
Y.  Bohlen  57. 

Boncompagni  (Bullet.)  57.  72. 
Buchstaben,  über  die,  28. 
Boiden,  die,  74. 
al-BÜ^t  8.  al-HuBain  al-Bükt. 
Büzdflch&n  89. 
BuzurdBchmihr  21.  76. 


C. 


Caerulea  Bidera  68. 
Canthon  56. 
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Cantor,  M.  6.  26.  49.  61.  63.  66.  67.  69. 

63.  66.  70.  73.^ 
Cardanns  62. 
Caairi  6.  20.  27.  48.  49.  60.  51.  62.  56 

—76  (jede  Seite). 
Cassiopeia  76. 

Centiloqaiain  (das  des  Ptolemaios)  52.  58. 
Chaflf  41. 
al-Chaj}&^  81.  64. 
abül-Cbair  al- Hasan  ben  Saww&r  ben 

B&bft  ben  Bihrfim  s.  ibo  al-Ghamm&r. 
ibn  Cbalaf  al-Marwarüdl  41. 
ihn  Chaldün  61.  66. 
ChäUd  ben  'Abdolmalik  66. 
ibn  Challik&n  3.  64.  73. 
ibn  al-Chamm&r  16.  48. 
Chorfisän  43.  62.  76. 
al-Chor&sftnl  72. 
Ghiistmann,  J.,  67. 
Chnrzäd  ben  Därschäd  80.  64. 
al-Chnwärazm!  (alChow&rezmt)  29.  36. 

37.  38.  89.  62.  63.  69.  70.  71. 
Chwolsohn  3.  72.  76. 
Claudius  (Kaiser)  68. 
Compntation  of  retnrns  71.  ^ 

Constantin  (Kaiser)  63. 
Coresh  (?)  69. 
Cramadjya  66. 
Cnrtee,  M.,  68. 

D. 

Dabilc  42. 

Dähir  24. 

Damasceniscben,  die  (Tafeln)  29.  63. 

ad-Dand&nt  86. 

D&nik  26. 

abü  Dftüd  66. 

Dee,  Jobn  49. 

Dekane,  die  22.  23.  66. 

Delambre  68.  61.  73. 

ad-Dih&k  22. 

•     •      • 

ad-Dimiscbk!  8.  16. 

Diophanios  22.  39.  43.  66. 

Directiones  27.  40.  61. 

Domitianns  (Kaiser)  19.  62. 

Dom,  B.  6. 46. 47.  61.  64.  66.  66.  67. 69. 76. 

Dorotbeos  21.  63.  61. 

Dreitheiliing  des  Winkels  26. 

Abb.  rar  Oneh.  der  Matheni.  VI. 


al-Dscbaball  s.  'Abdalhamtd. 

Dacbabdjri  24. 

Dschabbar  24. 

Dschäbir  ben  Kurra  al-Harr&n!  42. 

Dscb&bir  ben  Sin&n  al-Harrfint  42. 

Dscbädi  s.  Dscbab&rl. 

abü  Dscha*far  ben  Abmed  ben  *  Abdall&h 

ben  Habascb  s.  ibn  Habascb. 
Dscha'far  ben  'AU  ben  Mubammed  s.  al- 

Makki. 
abü  Dcba*far  al-Ch&zin  9.  17.  89.  72. 
Dscba^far  ben  Mubammed  al-Balchi  s. 

abü  Ma*  schar. 
Dscha'far  ben  al-Muktaft  s.  ibn  al-Muk- 

tafi. 
ibn  al-Dschahm  s.  Mubammed  ben  al- 

Dschabm. 
Dschaib  »*  Sinus  66. 
al-Dschanäbl  s.  al-Hajj&ni. 
Dschannün  ben  *Amr  ben  Jühann&  ben 

as-Salt  8.  abü  Zakarijjä. 
Dschanüb  ben  *Amr  s.  Dscbannün  ben 

'Amr. 
Dsch&Tl  s.  Dscbab&rl 
al  Dschass  (Festung)  36. 
al-Dschauhar!  s.  al- Abb&s  ben  Sa*!d. 
al-dscbebr  wa'1-mukfi.bala  69.  70. 
Dscbüdar  28. 

£. 

Electiones  »  Tagewählerei  63.  61.  73. 

Emesa  64. 

EnestrOm  (Bibl.  math.)  67. 

Eudemos  63. 

Eudoxos  60. 

Ettkleides    12.   13.   16—17.   18.  21.  22. 

25.  26.  38.  40.  41.  43.  46.  48.  49.  60. 

64.  68.  69.  60.  63.  71.  72.  78. 
Eutokios  18.  19.  20.  62. 

V. 

Fabricins  63. 

Facies  66. 

abüU-Fadl  *  Abdalhamtd  ben  Wäsi*  ben 

Turk  al-Chuttal!  s.  *  Abdalhamtd. 
abüU-Fadl  al-Hajjänt  s.  al-Hajjänt. 
al-Fadl  ben  Mubammed  ben  *Abdalha- 

mtd  ben  Turk  ben  Wäsi*  s.  abü  Barza. 
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al-Fadl  ben  NübacM  8.  abü  Sahl  al- 

Fadl  ben  Nübacht. 
Fäl,  der,  od.  das  Fälstechen  11.  46.  62. 
Fal&h  77. 

abü'l-Faradsch  Eadäma  benDscha^far  8. 
abü'l-Faradscb  Muhammed  ben  Ishäk  s. 

Muhammed  ben  Ishäk. 

•  •       • 

Farastün  67. 

al-Fargäni  84.  67. 

Farräs  ben  al-Easan  al-Harr&nt  42. 

*  • 

al-Faz&ri  27,  41.  61.  76. 

Ferchän  27. 

Figur,  die  länglich-runde,  24. 

Figura  sector  (s.  secans)  69. 

Fihrist,    A.    =   Fihrist,    Anmerkungen 

(2.  Bd.)  46.  48.  51.  54.  56.  66.  67.  68. 

69.  61.  62.  64.  66.  66.  69.  72.  76.  76. 
Florilegium  64. 
Flögel.  A.  8.  Fihrist.  A, 
Flügel,    Gust.    3.  6.    10.   12.  13.  27.  34. 

46.  47.  48.  61.  62.  63.  66.  57.  68.  61.  62. 

66.  67.  70.  74.  76.  77. 
Funduk  s.  al-Beihakl. 

a. 

Galenos  7.  9.  24.  26.  48.  47.  67.  76. 

Gartz  49. 

Gnomon  27.  30. 

Gobär  (Ziffern)  65.  70. 

Golius  67. 

Guläm  Zuhal  40.  74. 

H. 

ihn  Habasch  80.  64. 

Habasch  ben  ^Abdallah  al-Merwazt  29 

->80.  SO.  63. 
Hadrian  (Kaiser)  19. 
H&dschi  Ghalfa  3.  6.  46.  46.  48.  49.  50. 

61.  62.  63.  66.  67.  68.  69.  61.  62.  66. 

66.  67.  68.  69.  70..71.  73.  74.  76.  76.  77. 
H&fitzi  Diwan  46. 
abü  Hafs  *Omar  ben  Hafs  s.  *Omar  ben 

al-Farruchän. 
Häjä  28. 
al-Hajjä.nl  86. 
Hailey  61. 

Hamdull&h  i  Eazwini  76. 
Hammer-Purgstall  3.  60. 


al-Han&t  s.  al-Hajj&nt. 

Hankel  3.  ^ 

al-har&fät  36.  68. 

al-Harawl  s.  al-Harünf. 

H&rit,  der'AstroIog,  84.  -67. 

Harrän  36.  37.  41. 

Hänin  ar- Raschid,  der  Chalife,  18.  28. 

67.  64. 
Härünische,  die  (TJebersetzung)  16. 
al-Harüni  85.  68. 
abül-Hasan*Ali  ben  al-A*räbi  s.  ihn  al- 

A*räbi. 
abül-Hasan'Ali  ben  abri-Efisim  85.  68. 
abüU- Hasan  *Alt  ben  al-Missis!  s.  al- 

•  •  •     • 

Mieslsi. 

•  •      • 

al-Hasan  ben  al-Chastb  81.  64. 
abüU-Hasan  ben  al-Farät  35. 
abül  Hasan  al-Harränt  26.  69. 
al-Hasan  ben  Ibrahim  s.  al-Abahh. 
abüU-Hasan  Muhammed  ben  *l8ä  s.  ibn 

abi'Abbäd. 
Hasan  ben  Müs&  ben  Sch&kir  24. 
abü'l-Hasan  ben  ab!  Bäfi*  s.  ibn  abt  Räfi* . 
al-Hasan  ben  as-Sabbäh  81.  66. 
al-Hasan  ben  Sahl  s.  al-Hasan  ben  Sahl 

ben  Nübacht. 
al-Hasan  ben  Sahl  ben  Nübacht  28.  80. 

34.  64.  77. 
abül-Hasan  ben  Sin&n  ben  Täbit  26. 
abü*l- Hasan  Täbit  ben  Eurra  s.  Täbit 

ben  Eurra. 
al-Hasan  ben  *UbaidalIäh  ben  Sulaimän 

benWahb  s.  abü  Muhammed  al-Hasan. 
al-hazärät  (Tafehi)  32.  66. 
Heiberg  49.  60. 
HeracliuB  s.  Herkai. 
Herakles  s.  Herkai. 
Herat  68. 

Her^al  28.  42.  66.  76. 
Hermes  19»  61.  56. 
Hermes  Trismegistos  s.  Hermes. 
Heron  16.  22.  42.  64.  76. 
al-Hidsch&dsch  ben  Jüsuf  ben  Matar  9. 

16.  20. 
abü  Hij&n  20. 

Hiläl  ben  abt  Hiläl  al-Him^l  18. 
Hipparchos  19.  22.  39.  54.  66.  56. 
Hira  76. 
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His&b  ad-danr  71. 

• 

Horizontkreise  66.  68. 
Horoskop  46.  52.  57.  62. 
Hnnain  ben  Ishäk  8.  9.  20.  43.  76. 
abül-Husain  *Abdan*ahin&n  ben  *Omar 
8.  as-Süfi. 

■      • 

al-Hasain  al-Bükl  42. 

abü'l-Husain  ben  Eamib  26.  60. 

abü  Hassan  20. 

Hylech  47. 

Hypsikles  13.  17.  18.  49.  51.  76. 

I. 

•Ib&d  76. 

al- Ib&di  s.  Hunain  ben  IshäJ:. 
Ibrahim  ben  Hablb  s.  al-Faz&ri. 

■ 

Ibrähim  ben  Mnhammed  al-Fazäri  61. 
Ibrahim  as-Sabbäh  31. 

•       •  • 

Ibr&him  ben  as-Salt  8.  20. 

Ibrahim   ben   Sin&n  ben   Täbit  26.  59. 

60.  78. 
*Ilm  al-faläha  77. 
*Ilm  hisäb  el-taht  we  el-meil  70. 
Indische  Rechnangsweise  37.  38.  41.  69. 
al-inhir&fät  66.  68. 
al-intihä'ät  65. 
'Irak  39.  48.  60. 
*Isä  ben  Jahjg,  43. 
*l8fi  ben  Usajjid  an-Nasräni  26. 
Isfahäji  B=  Ispahan  38. 
abü  Ishäk  Ibrahim  ben  Habib  s.  al-Fazäri. 

•       •  • 

abü   Ishfi^  8.  Ibrahim   ben   Sinän   ben 

Täbit. 
Ishäk  ben  Hunain  16.  20.  43. 
Ismä^il  ben  Muhanmied  s.  al-Chajjät. 
al-Istachri  38.  72. 

J. 

Jahjä  ben  *Adi  8.  9.  10.  15. 

abü  Jalgä  ben  al-BatriV  27. 

Jahjä  ben  Chälid  (ben  Barmak)  20.  31.  64. 

Jahjä,    der   Grammatiker    s.    Johannes 

FhiloponoB. 
Jahjä  ben  abi  Mansür  29.  63. 
abü  Jahjä  al-Mäwardi  39.  73. 
abü  Jahjä  al-Merwazt  15.  39.  48. 
abü  Ja't:üb  Ishäk  42. 
Ja't^üb  ben  Mnhammed  s.  abü  Jüsnf  al- 

Missisi. 


ihn  abi  Ja*küb  an-Nadim  s.  Mnhammed 

ben  Ishä^. 
Ja*küb  ben  Tärik  88.  66. 

•  •  ■ 

Ja*kübi  61. 

Johannes  Philoponos  8.  10. 

Johannes  der  Priester  s.  Jühannä  ai-Kass. 

Jühannä  ben  Jüsuf  ben  al-Härit  ben  al 

Batilk  8.  Jühannä  al-Eass. 
Jühannä  al-Rass  17.  8S.  72. 
abü  Jüsuf  Ja'küb  ben   Mnhammed   ar- 

Räzi  17.  87.  71. 
abü  Jüsuf  al-MisRist  87.  71. 
abü  Jüsuf  ar-Räzi  s.  abü  Jüsuf  Ja*küb 

ben  Muhammed  ar-Räzi. 

K. 

Käfi  f ri-hisäb  70. 

Ealila  wa  Dimna  77. 

Ealwadä  75. 

al-Ealwadäni  41.  75. 

abü  Eämil  87.  38.  39.  69.  70.  77. 

Eankah  28.  28.  56.  57. 

Eänön  al-masir  21. 

• 

al-Earäbisi  16.  88.  71. 

Earastün  s.  Farastün. 

al-Earchi  70. 

E^ardadschät  al-dschaib  66. 

al-Eärimihtar  31.  64. 

ihn  Eamib  8.  15.  26.  48. 

abü'l-Eäsim  *  Abdallah   ben  Amädschür 

s.  ihn  Amädschür. 
abül-Eäsim  *  Abdallah  ben  al- Hasan  s. 

(iuläm  Zuhal. 
abül-Eäsim  al-Antäki  s.  al-Antäki. 

•  •  • 

al-Eäsim  ben  Muhammed  68. 
Easrän  75. 
al-Easräni  41.  75. 
Katastülus  41. 

•        •         ■ 

Eatkah  s.  Eankah. 
al-kattä*  (Figur,  Satz)  25.  57. 
Eegelschnitte  (Buch  der)  18.  24. 
Eibla  66.  68. 

• 

al-t^gäs  (die  Methode)  78. 

al-Eindi  10—16.  17.  20.  21.  31.  32.  45. 

47.  48.  49.  51.  53. 
Eitäb  al-buldän  61. 
Eitwan  s.  Eitwar. 
Eitwar  28.  56. 

6* 
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£lamroth  60. 

Eonon  50. 

Küfa  34. 

ibn  al-Eaft!  (auch   Eifti)   3.  6.  45.  48. 

49.  53.  54.  55.  56.  58.  59.  61.  62.  68. 

64.  67.  68.  70.  73.  75.  76.  78. 
Eüh  40. 
al-Eühi  40.  74. 
ibn  abi  Eurra  84.  67. 
Eurra  ben  Eamttä,  alHarr&nt  42« 
Eustft  ben  Lükä  7.  8.  48.  54.  76. 

•  •  • 

ibn  Entaiba  8. 
Euttaka  57. 

L. 

Liber  anoe  s.  anoe. 

Liber  augmenti  et  diminutionfs  70. 

Libri  70.  77. 

Liouyille  (Journal  mathem.)  71. 

Loose,  die  52. 

Loostage  61. 

Loosbücher  62.  66. 

M. 

al-MSJb&ni  16.  25.  58. 

Mail  (meil,  mtl)  70.  71.  72. 

Makidoros  9. 

al-Makk!  88.  72. 

al-mamarr&t  65. 

aI-M&mün(d.  Chalife)  18.  27.  29.  30.  41. 

52.  58.  61.  63.  64.  67. 
M&münifiche  Tafeln  29.  63. 

üebersetzung  16. 

Mankah  57. 

al-Mansür  (d.  Chalife)  27.  61. 

(Emir,  d.  Fatimide)  76. 

Martin,  Th.  H.  54. 

Mfi-8chärall&h  27—28.  31.  61. 

abd  Ma'  schar  23. 30. 31—88. 34. 61. 64. 65. 

Matt&  ben  Jünus  8.  9.  15.  48. 

Mazäb&  28. 

Medialen,  die  29. 

MenelaoB  19.  52.  57.  58. 

Merw  65. 

al-Merw  ar-Bun  8.*0mar  ben  Mnhammed 

al-Marwarüdi. 
Messalah  od.  Messahalach  61. 
Methnewi  Carmen  46. 
Mtschä  B.  Mä-8ch&-all&b. 


al-Mi8s!fti  84. 

Mondstationen  (heiischer  Untergang  ders.) 

30.  32.  77. 
Morin  61. 
MoBul  39. 

■ 

Mnbattab  (ein  Aetrolab.)  27. 

al-Mudschtabä  s.  al-Ant&k!. 

Müller,  Aug.  3. 

Muhammed  88.  71. 

abü  Muhammed  84. 

abü  Muhammed  *Abdalhamld  ben  Wfisf 

s.  *Abdalhamid. 
Muhammed   ben  *  Abdallah  ben  *Omar 

ben  al-Bäzjär  s.  ibn  al-Bäzjär. 
Muhammed  ben  *  Abdallah  ben  Sam'än 

s.  ibn  Sam'&n. 
Muhammed  Bagdadinus  49 
Mnhammed  ben  Ghalaf  41.  42. 
Muhammed  ben  al-Dschahm  30.  33. 
Muhammed  aUFazäri  66. 
abü  Muhammed  al-Hasan  26.  60. 
Muhammed  ben  al-Hasan  ben  Ach!  Hi- 

•  ■ 

Bch&m  asch-Schatawi  s.  abü^Abdallfih. 
Muhammed  ben  al-Husain  68. 
Muhammed  ben  Jahjä    ben  Aktam   b. 

Muhammed. 
Muhammed  ben  *l8&  s.  ibn  ab!  *Abbäd. 

■ 

Muhammed  ben  Ishäk  3.  8. 

•  •       • 

Muhammed  ben  Eatir  al-Fargänl  s.  al- 

Farg&nt. 
Muhammed  ben  Lurra  (auch  Ludda)  88« 
Muhammed  ben  Muhammed  ben  Jahj& 

ben  Ismälll  ben  al-*  Abb&s  s.abül-Wafä. 
Muhammed  ben  Müsä  al-Chuw&razml  s. 

■ 

al-Chuwärazmi. 
Muhammed  ben  Mü8&  ben  Schäkir  24. 

25.  57.  58. 
Muhammed  ben  Nädschija  b.  ibn  Näd- 

sch^a. 
Muhammed  ben  *  Omar  ben  Hafs  ben  al- 

•  •         • 

Farruch&n  at-Tabail  s.  abü  Bekr. 

•     • 

Muhammed  ben  as-Sabbäh  31. 
Muhammed  ben  Schaddäd  al-Baladi  4:1. 
ihn  al-Muktaft  80.  35.  64. 
Muritos  (od.  Muristos)  28.  42.  55.  75. 
MÜ8&  (ben  Sch&kirs)  Söhne  18.  24-25. 

42.  57.  75. 
al-Mu8ta*ln  32. 
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al-Mn*tadid  (d.  Chalife)  16.  24. 26. 86.  67. 
Mntahhar  (ben  Ahmed  ben  Müsfi.)  24. 
al-Mutawakkil  (d.  Chalife)  64.  66.  67. 
Muwaffak  (d.  Chalife)  84.  67. 
MyrtoB  (MyristoB)  s.  MuriioB. 

N. 

ibn  NftdBch^a  36.  68. 

ibn  Nadschijja  48. 

ibn  N&dBchim  s.  ibn  N&dschija. 

ibn  Nfig&r  8.  ibn  Bfigän. 

Nahak  24.  67. 

an-Nabma^fin  (d.  Bnch)  28. 

ibn  N&)^'a  b.  ibn  N&dschija. 

Naiilz  67. 

an-Nairlzi  16.  20,  85.  67. 

an-Nasawl  71. 

Nasir  ed-Dln  62. 

abd  Nasr  Muhammed  ben  ^Abdallah  s. 

al-Ealwadfinl. 
Nativität  62. 
Nankrates  16. 
Nawawl  3. 

Naxatra  (MondBtationen)  77. 
Nazif  16.  17. 
Nebnkadnezar  28. 
Nenplatoniker  61. 
Nikomachos  y.  Gerasa  22*  76. 
an-Nimüd&r  (d.  Bnoh)  28.  28.  67. 
Nisäbür  39. 
Nix,  L.  67. 
NÜBchirw&n  (d.  Gerechte)  76. 

O. 

*  Omar  Alkhayy&mi  (L'alg^bre  de)  68.  74. 
'Omar  ben  al-Farmchän  20.  21.  27.  61. 
'Omar    ben    Mahammed    al-Marwarüdi 

81.  66. 
abü  *  0  tmfin  s.  Sahl  ben  Bischr. 

P. 

FappoB  22.  61.  68.  64. 

Panly  68. 

Pendnfime  i  Bnznrdschmihr  76. 

nsvtdtevxog  21. 

Pharaonen,  die  36. 

PhilippoB  (König)  63. 


Planetenbezirke  22.  23.  66. 
Plani8phaerium(da8  d.  PtolemaioB)  22.  52. 

Piaton  7.  10.  11. 

Plinins  68. 

Porismen  17.  49.  60 

PorphyrioB  8.  9.  46. 

Positionskreise  46. 

Profectiones  40.  61.  66. 

Projection  (d.  Strahlen)  12.  27. 83. 46. 74. 

ProkloB  DiadochOB  9.  46.  49.  68. 

Promissor  61. 

Proportionale,  zwei  mittlere,  12.  25. 

PtolemaioB   18.  19—20.  21.  22.  27.  36. 

41.  47.  62.  66.  68.  69.  60.  76. 
Pythagoras  7. 

Quadripartitum  (des  Ptolemaios)  20.  27. 

86.  66.  67. 
Quatrem^re  8. 

abü  EabS*  s.  ibn  B&gftn. 

ar-Eabf  ben  Farrfts  al-Harrftni  41. 

abü'r-Rabf  Hftmid  ben  'Alt  42. 

Radiationen,  die  46. 

Bftdschah  s.  B&hah. 

ibn  abl  BMf  M. 

Bfthah  24. 

ibn  Rahiwaih  al-Ardschftni  17. 

Baj  48.  76. 

BaU^a  36. 

ar-Randftnl  s.  ad-Dandflni. 

abü  Bauh  8. 

ibn  Eauh,  der  Sabier  88.  72. 

ar-R&zl  8.  1)  abü  Bekr  Muhammed  ben 

Zakarijjft,   2)  abü  Jüßuf  Ja'küb  ben 

Muhammed. 
Regula  al-chatain  (chat&'ain)  70. 
Regula  intersectionis  69. 
Regula  sex  quantitatum  69. 
Reinaud  8.  6.  67.  68.  66.  66.  68. 
ROdiger,  Joh.  3. 
Rosen  71. 

8. 

S&*ä.t08  28.  56. 

as-Sabb&h,  seine  Söhne  81.  64.  65. 

Sabier  26.  26.  27.  86.  72.  76. 
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de  Sacy  8. 

Saflha    (pl.    Safö^ih)  =-  Tabula   regio- 

num  72. 
abü  Sahl  al-Fadl  ben  Nübachb   28.  62. 
Sahl  ben  Bischr  28—29.  30.  62. 
abü  Sahl  Wtdschan  ben  Rnstam  8.  al- 

Kühi. 
abü  Sa*ld  40. 
abü  Sa^id  al-Hasan  ben  AVimed  ben  Ja- 

z!d  8.  al-Istachrt. 
aa-Saidan&n!  36«  63.  68. 
Saif  ad-Daula  41.  42. 
as-Saimari  s.  abül- Anba8. 
abü'8-Sakr  al-Kabis!  16. 

■      •       •  •  * 

ibn  Sal&m  41. 

Salemann  76. 

Salm  (od.  Salam)  20. 

Salmasius  55.  65. 

ibn  Sam*än  34. 

Samara  ben  Dschindab  27. 

SandBchahl  24.  57. 

Sch&diküh  40. 

al-Sch^  (Tafeln)  63. 

ascb-Schaibänt  8.  ibn  al-A*räb!. 

asch-ScliamäBijja  (Thor  y.  Bagdad)  29. 

asch-Schatawl  s.  abü  *  Abdallah. 

Scheiben  (des  Asixolab.)  89.  72. 

Schudschäf  ben  ....  41. 

Schadschä*  ben  Aslam  ben  Muhammed 

ben  SchndschS^  b.  abü  E&mil. 
Schukowski  76. 
S^dillot  58.  61.  65.  66.  72. 
Sexagesimaltafeln  73. 
Sidonins  s.  Dorotheos. 
Significationes  28.  47. 
Significator  47.  61. 
ibn  Stmawaih  38.  66. 
Simmeadis  (?)  50. 
SimplikioB  21*  53. 
Sin&n  ben  DBchäbir  al-Harränl  42. 
Sin&n  ben  al-Fath  37.  70. 
Sin&n  ben  T&bit  26.  59. 
Sind  ben 'All,  der  Jude,  17.  24.  25.  29. 

30.  62.  68.  64.  65. 
Sind-Hind  (Sindhind)  29.  .S3.  35.  66.  68. 
Sindhindische  Tafeln  63. 
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HISTORISCH-ASTRONOMISCHE  FRAGMENTE 


AUS   DER 


ORIENTALISCHEN    LITERATUR. 


VON 


ARMIN  WITTSTEIN. 


(Türkische  SprüchwOrter.) 

Wer  fast  zwei  Jahrzehnte  hindnrch  einer  wissenschaftlichen  Materie 
nicht  blos  ein  oberflächliches  Interesse  bewahrt  hat, ^sondern  während 
eines  solchen  Zeitraumes  bemüht  gewesen  ist,  ihren  Entwickelnngsphasen 
im  Einzelnen  mit  Aufmerksamkeit  und,  soweit  es  seine  sonstige  Beschäfti- 
gung erlaubte,  auch  in  voller  Hingebung  zu  folgen,  dem  kann  es  gar  zu 
leicht  begegnen,  dass  er  sich  dazu  verleiten  lässt,  die  Rolle  des  Beschauers, 
vor  dessen  Augen  sich  das  Werdende  allmälig  vollzieht,  mit  der  des  fördernd 
in  die  Gestaltung  Eingreifenden  vertauschen  oder,  nach  einem  alten  schönen 
Gleichnisse,  selbst  Steine  zum  Baue  herbeitragen  zu  wollen,  die  dann,  so 
hofft  er  zuversichtlich,  die  Bauleute  nicht  verwerfen  werden.  Es  ist  ein, 
über  wirklich  inniges  Yertrautsein  mit  Gegenständen  langjährigen  Studiums 
oft  täuschendes  Gefühl,  unter  dessen  beherrschendem  Einflüsse  der  gewagte 
Schritt  geschieht. 

Kaum  darf  ich  es  erst  aussprechen,  dass  auch  ich  einige  Male  der 
Macht  dieses  Impulses  aus  Schwäche  nicht  widerstehen  konnte.  Kleine, 
und  wohl  auch  unbedeutende  Arbeiten  sind  es  gewesen,  die  ich  seither  auf 
dem  Gebiete  historisch-astronomischer  Forschung  veröffentlicht  habe.  Wie 
das  gelehrte  Publicum  darüber  geurtheilt  hat,  muss  ich  dahingestellt  sein 
lassen;  denn  aus  referirenden,  des  kritischen  Colorits  (vielleicht  aus  Nach- 
sicht?) ermangelnden  Anzeigen  hält  es  schwer,  Antwort  hierauf  zu  geben. 

Was  ich  zu  meiner  Entschuldigung  sagen  kann,  dass  ich  aufs  Neue 
(aber  wohl  zum  letzten  Male!)  der  Stimme  des  Versuchers  nicht  mein  Ohr 
verschlossen,  das  wollte  ich  durch  die  erste  —  „In  flacher  Gegend  dünkt 
sich  schon  ein  kleiner  Hügel  als  Berg"  —  der  beiden  osmanischen  Sen- 
tenzen an  der  Spitze  der  einleitenden  Worte  zu  diesen  Mittheilungen  aus- 
drücken; die  zweite  —  „Wer  die  Rose  will,  muss  auch  die  Domen  wollen" 
—  wird  für  alle  Diejenigen  keines  Commentars  zu  ihrer  Anfährung  bedürfen, 
die  jemals  in  der  Lage  waren,  über  erfreuliche  und  besonders  aufmunternde 
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Erfolge  ihrerseits  zu  berichten,  nnd  zugleich  wünschten,  sich  dieser  ange- 
nehmen Aufgabe  in  knappster,  jedoch  nicht  missznverstehender  Form  za 
entledigen. 

Dass  ich  durch  die  etwas  ungebräuchliche  Art  der  sprachlichen  Ein- 
kleidung von  Rechtfertigungs- Versuch  und  Besignation  zu  sehr  aus  der 
Qewohnheit  trockenem  Geleise  heraus-  und  in's  Exotische  hineingerathen 
bin,  werden  wahrscheinlich  Manche  tadeln.  Mögen  sie  es  immerhin  thuii! 
—  Freilich,  Entgegnung  auf  eine  Kritik  in  diesem  Punkte  würde  man 
von  mir  schwerlich  erwarten  dürfen. 


I. 

„Der  älteste  uns  bekannte  Erdglobus  scheint  der  zu  seyn,  den  Boger  IL, 
König  von  Sicilien^  im  12.  Jahrhundert  verfertigen  Hess,  und  der  sich  vor- 
züglich durch  den  Werth  des  dazu  verwandten  Metalls  auszeichnete,  indem 
er  400  Pfund  Silber  gewogen  haben  soll.  Das  Andenken  an  diesen  Globus 
würde  schwerlich  bis  auf  unsere  Zeiten  gekommen  seyn,  hätte  nicht  Edrisi, 
der  berühmteste  Geograph  der  daraahligen  Zeit,  eine  besondere  Erklärung 
desselben  unter  dem  Titel:  Nosthatol  mostac  (Vergnügen  des  Gemüths) 
geschrieben."*)  — 

1)  Monatliche  Gorrespondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Him- 
mels kund  e,  herausgegeben  vom Freyherm F. vonZach.  Dreyzehnter Band.  Gotha, 
1806;  8^  S.  157  bis  158. — Aus  demselben  Bande  lasse  ich  hier  noch  die  Anmerkung  auf 
S.  294,  die  ich,  des  dort  angeführten  Buches  wegen,  nicht  gern  unterdrücken  möchte, 
folgen:  „Guriositez  inouyes  sar  la  sculptare  talismanique  des  Persans.  Ho- 
roscope  des  patriarches,  et  lectnre  des  ^stoilles,  par  J.  Gaffard.  Ronen,  1631 
in  12^  Es  sind  am  Ende  zwey  chaldäieche  Planispbftria  nach  dem  Rabiner  Chomer 
angehängt,  in  welchen  die  Sternbilder  durch  Buchstaben,  welche  er  das  himm- 
lische hebräische  Alphabet  nennt,  vorgestellt  sind.  Diese  Charaktere  sind  von 
jenen  etwas  verschieden,  welche  der  Schotte  Bonaventura  Hepburnus  in 
Enpfer  stechen  liess,  und  die  Duret  in  seiner  Histoire  des  langues  aufge- 
nommen bat.  Der  Oberst  Valancey  (erzählt  La  Lande  in  seiner  Bibliographie) 
verBichert,  dass  die  Irischen  Namen  der  Sternbilder  die  orientalischen  oder  hebiA- 
ischen  wären,  so  behauptet  er,  dass  das  hebräische  Wort  Eesil  den  nördlichen 
Drachen  bedeute,  asch  (vielleicht  nach  Bei  gel  nasch)  den  kleinen  Bär,  kimah  den 

Orion  n.  s.  w.**  —  Dagegen  wäre  zu  erinnern,  dass  unter  ttS9  *  ai  wohl  die  vsiLuJt 

(jmjijlII  ben&t  an-n*a6  (Töchter  der  Bahre,  oder  die  zur  Bahre  Gehörigen,  nach 

Analogie  von^  {Joj'^\  ^\^  Töchter  der  Erde,  für  Quellen;  ^yf^\  }\  Mutter  der 

Gestirne,  ffir  Milchstrasse  etc.)  der  Araber  zu  verstehen  sein  werden,  womit  diese 
schliesslich  die  gesammten  sieben  Hauptsterne  im  grossen  und  kleinen  Bären  be- 
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Auf  Grand  übereinstimmender  Nachrichten,  alten  wie  neuesten^)  Da- 
tums, die  ich  bona  fide  hinnahm,  stand  früher  für  mich  fest,  der  älteste 
Yerfertiger  eines  Erdglobus  sei  der  im  3.  Jahrhundert  vor  Christus  lAende 
Mallote  Erat  es  {KQdirig  6  MaXX6trig)  gewesen;  stets  aber,  d.  h.  so  lange, 
bis  leise  Zweifel  an  deren  Unanfechtbarkeit  in  mir  rege  wurden,  hatte  ich 
versäumt,  selbst  die  Quelle,  aus  der  jene  Nachrichten  alle  geschöpft  sind, 
die  „Geographie"  des  ehrwürdigen  Strabo  (aus  Amasea,  wahrscheinlich 
66  y.  Chr.  geb.  und  24  n.  Chr.  gest.),  darum  zu  befragen.  Als  die  einmal 
erwachte  Skepsis  jedoch  immer  dringlicher  dazu  aufforderte,  zog  ich  die 
Eramer'sche  Ausgabe  des  Strabo^)  zu  Bath  und  fand  dort  endlich,  nach 
langem  Suchen,  die  Stelle,  die  in  der  That  alles  Misstrauen  beseitigen  muss, 
da  sie  u.  A.  aufs  Unzweideutigste  besagt,  dass  man  sich  nach  der,  die 
Erde  darstellenden  Kugel  des  Krates  richten  müsse,  wenn  man  die 
bewohnte  Welt  getreu  nachbilden  wolle.     Hier  ist  sie: 

Nvvl  (»iv  oiv  iniyByQdtpafisv  inl  (f(paLQiiiijg  inupavsCag  x6  %(OQloVy 
iv  (D  q>a(iev  [ÖQiiöd'ai  ri^v  otnovfiivriv'  xai  öst  xbv  iyyvxixta  öicc  t&v 
%BtQO%fiiqT(ov  otKTfficixfav  mfioviievov  i^v  iliq^siav  noirfiavxa  6q>alqav  xi^v 
yfpf^  xa^dneQ  xiiv  K^axiqxetov^  inl  xavxrig  inoXaßovxa  xb  xBXQdnXevQov 
ivxhg  xavxov  xi&ivat  xhv  itCvana  xr^g  yB(oyQaq)Cag.  &XX*  insiöii  fisydXrig 
dst  afpceCqagy  etc.     (I.  Band,  S.  174.) 

Ganz  leicht  ist  mir  ihre  Entdeckung  nicht  geworden;  denn  das  Inhalts- 
verzeichniss  enthält  keinen  Hinweis  darauf,  und  ohne  einen  solchen  ist  es, 
bei  Gottl,  manchmal  kein  Spass,  sich  im  Urtext  durch  „der  Väter  Weise" 
hindurchzuwinden. 


zeichneten.  Ij'^DD  kesll  aber  ist  Canopus  («  Argus).  Von  na^^D  ktmah  vermuthet 
man,  dass  damit  das  SiebeDgestim  (die  Plejaden)  gemeint  sei. 

Vielleicht  ist  auch  eine  Mittheilung  im  14.  Bande  der  angezogenen  Zeitschrift 
für  die  Geschichte  der  morgenländiscben  Astronomie  nicht  ganz  werthlos.  Es 
heisst  dort,  dass  Seetzen  n.  A.  in  Damask  für  das  orientalische  Masenm  zu  Gotha 
ein  (handschriftliches)  astronomisches  Werk  in  persischer  Sprache  (198  Seiten  in 

kl.  Folio)  Yon  ^^y^  (HV^fj^l  rj^  ^X«*^^  angekauft  habe;  und  dann  wörtlich: 
„Dieses  prächtige  und  ungemein  schön  auf  Seidenpapier  geschriebene  Exemplar 
eines  seltenen  Werkes  enthält,  ausser  87  Miniaturgemählden,  eine  Menge  auffal- 
lender sphärischer  Zeichnungen,  fremder  Gharactere  und  niedlicher  Verzierungen 
von  Golde  und  Lasur.  Der  Einband  besteht  aus  rothem  Korduan.**  —  Eine  Durch- 
sicht dieses  Manuscriptes  könnte  sich  am  Ende  als  lohnend  erweisen. 

8)  Vergl.  z.  B.  Bichard  Friedrich,  Materialien  zur  Begriffsbestimmung 
des  orbis  terrarum.  (Abhandlung  zu  dem  Programm  des  Eönigl.  Gymnasiums 
zu  Leipzig  auf  das  Schuljahr  Ostern  1886  bis  Ostern  1887.    Leipzig,  1887;  4<>.) 

3)  Strabonis  Geographica  recensuit,  conunentario  critico  instruxit 
Gustavus  Kramer.    Berolini,  MDCCCXLIV— LH.    3  Bände  in  8«. 
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Wer  sich  näher  über  des  Erates  Erdkugel  unterrichten  will,  so  nament- 
lich l^er  das  darauf  zur  Anschauung  gebrachte,  im  Alterbhum  sich  häufig 
wiederholende  Bestreben,  die  Erscheinungen  der  Ebbe  und  Fluth  durch 
entgegengesetzte  Strömungen  (meridionale  und  äquatoriale)  zu  erklären, 
dem  möchte  ich  die  vor  einigen  Jahren  erschienene  Schrift  von  B.  Friedrich 
über  den  „orbis  terrarum"  (siehe  Anm.  2)  dazu  empfehlen.  Der  Herr  Ver- 
fasser bezieht  sich  darin  mehrfach,  als  Gewährsmann,  auf  den  im  5.  Jahr- 
hundert n.  Chr.  lebenden  und  als  Commentator  des  Somnium  Scipionis 
7on  Cicero  bekannten  Macrobius. 

Zuweilen  soll  an  die  Stelle  des  Wortes  olTcovfiivri,  dem  wir  yorhin 
bei  Strabo  begegneten,  oiocfiog^  also  ganz  unserem  Sprachgebrauch  ent- 
sprechend, getreten  sein.  Mit  dieser  gelegentlichen  Notiz  glaube  ich  eine 
Bemerkung  des  Herausgebers  der  Werke  des  Plato  verbinden  zu  dürfen, 
die  folgen dermaassen  lautet:  Vides  autem  mundum  vel  rerum  universitateni 
promiscue  variis  appellari  nominibus.  Vocatur  enim  tö  nav,  Porro  dicitur 
6  oiQavog.  Denique  frequentissimum  est  nomen  zov  oioa^iovj  quod  Piatoni 
prorsus  idem  esse  evincit  locus  etc.  Quamquam  proprio  illis  temporibus 
TioCfiog  appellatum  est  coelum  cum  sideribus,  cuius  appellationis  auctor 
fertur  Pythagoras  ftiisse.*) 

Noch  eine  kleine  Abschweifung  vom  Hauptthema  sei  mir  gestattet! 
Haben  beglaubigte  Ueberlieferangen  uns  gelehrt,  dass  der  Erste,  der  es 
unternahm,  die  bewohnte  Erde  auf  einer  Kugel  zu  entwerfen,  im  Zeitalter 
des  Aristarch  lebte,  so  besitzen  wir  in  dem  Tagebuch  Nearch's,  des 
Admirals  Alexanders  des  Grossen  (324  v.  Chr.  gest.),  eine  ebenso  zuver- 
lässige Urkunde,  dass  das  erste  Pilotenbuch  oder  Schiffsjournal  schon 
im  4.  Jahrhundert  v.  Chr.  von  einem  griechischen  Seemanne  verfasst 
worden  ist.  Eine  lichtvoll  und  fesselnd  geschriebene  Derstellung  dieser 
Fahrt  verdanken  wir  in  neuester  Zeit  einer  gelehrten  Abhandlung  des 
HerrnTomaschek^),  der  darin,  an  der  Hand  der  britischen  Admiralitäts- 
karten und,  wo  nöthig,  mit  Bezug  auf  Marco  Polo,  Ptolemaeus  und  die 
arabischen  Beisenden  und  Geographen^,  tiefe  Untersuchungen  hierüber, 
insbesondere  Über  die  berüchtigte  Ichthyophagenküste,  anstellt. 


4)  Piatonis  Opera  Omnia  recensait  et  commentariis  instruzit  Godo- 
fredas  Stallbanm.  Vol.  VII.,  continens  Timaeum  et  Critiam.  Gothae  et 
Erfordiae,  MDCCCXXXVIII;  8«.    Seite  107. 

5)  Wilhelm  Tomaschek,  Topographische  Erläuterung  der  Eüstenfährt 
Nearch*8  vom  Indus  bis  zum  Euphrat.  (Sitzongsberichte  der  Kaiserl.  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien.  Philosophisch -historische  Classe.  Band  CXXT.) 
Wien,  1890.    Gr.  S". 

6)  Vergl.  Beinaud,  Belation  des  voyages  faits  par  las  Arabes  et  les  Persans 


i 
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Ich  nehme  nun  den  entfallenen  Faden  wieder  auf  und  glauhe  zunächst 
getrost  behaupten  zu  können,   dass,   soweit  mein  Wissen  reicht,  von 
einem  arabischen  oder  anderen  Erd-  resp.  Himmelsglobus  sichere  Kunde 
erst  wieder  aus  dem  13.  Jahrhundert  auf  uns  gekommen  ist.    Wie  es  um 
eine  derartige  Kunstfertigkeit  über  1400  Jahre  lang  (nämlich  seit  Krates) 
bestellt   gewesen   sein  mag,    ist  uns  nicht  bekannt;    das  Capitel  von  den 
Globen  anlangend,  fliessen  eben  die  Quellen  sehr  spärlich.    Abgesehen  von 
dem  attributiven  Adjectiv  „älteste",   das  uns  jetzt  nicht  mehr  beschäftigt, 
ist  die  vom   Herausgeber  der  „Monatl.  Corresp."  geäusserte,    noch  heute, 
nach   86  Jahren,   oft  genug  anzutreffende  Meinung  —  nur  dads  sich  jetzt 
Einige  vorsichtiger  ausdrücken  und  schlechtbin  von  einem  „silbernen  Globus" 
sprechen  —  auf  ein  Missverständniss,  im  doppelten  Sinne,  zurückzuführen. 
Nach  A^-Safadl^),  dem  hier  in  Frage  konomenden  Berichterstatter,  handelt 
es  sich  nämlich  einmal  nicht  um  eine  Erd-,  sondern  um  eine  Himmels- 
kugel und  eine,  gleichfalls  silberne  Darstellung  der  damals  bekannten  Erde 
in  Scheibenform,  die  Edrlsl  verfertigt  haben  soll;  die  ganze  Nachricht, 
die    sich  fast  nur  um  das  verbrauchte  Silber  dreht,  ist  ziemlich  werthlos, 
aber   doch   so  deutlich,  dass  schliesslich  nur  eine  Armillarsphäre  übrig 
bleibt,  von  der,  meines  Erachtens,  allein  die  Bede  sein  kann.    So- 
dann geschieht  einer  solchen  Erd-  oder  Himmelskugel  in  der,  Mitte  Januar 
1154   vollendeten  „Geographie"    des  !Edrlsl®),    dem  Kitäb  nuzhat  al- 
muStäk  fl  ihtiräk  al-afäk  (Belustigung,  durch  die  man  sich  in  dem  in  der 
Weltherumreisen   ergötzt)  f   die   der  Herausgeber  der  „M.  C."  ohne  Zweifel 
im   Auge    hatte,   mit  keiner  Sylbe  Erwähnung.     Endlich  passt   der  Titel 
„Vergnügen   des   Gemüths"  mehr  für  ein  zweites  Werk  des  Edrlsl,    das 
dieser  für  Wilhelm  I.,  Nachfolger  und  Sohn  des  Boger  II.,  verfasste,  näm- 
lich  für  das  ^j*^JUJi  JJ^jij  j-^^^t  ij^^j   ßawd  al-uns  wa  nuzhat  an-nafs 
(Garten   des   vertraulichen  Umganges  und  Ergötzung  der  Seele),  von  dem 
es  nur  heisst,  dass  es  ähnlichen  Inhaltes,  wie  das  vorherige,  sein  soll. 


dana  Finde  et  ä  la  Chine  dans  le  IX®  si^cle  de  T^re  chr^tienne.    PariB,  1845. 
2  Bände  in  12^ 

7)  Biblioteca  arabo-sicula,  raccolta  da  Michele  Amari.  Versione 
italiana.    Torino  e  Roma,  1881.    Gr.  8^    Volume  secondo. 

8)  Description  de  TAfrique  et  de  TEspagne  par  Edrisi.  Texte  arabe 
publik  pour  la  premi^re  fois  d'apr^s  les  man.  de  Paris  et  d'Oxford  avec  une  tra- 
dnetion,  des  notes  et  an  glossaire  par  B.  Dozy  et  de  Goeje.  Leyde,  1866.  Gr.  8^ 

.^^^^^o^l  v^ycJi  »^b  U^li^l  ^\j^\  ^  U^UäJI 

(.JU^W*mJI   Ulf   SLJuww   Js^    y.»hi}   SUmjj^uJI   ^jvXaJ   ^s\a   ^    9jJo 
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Wie  ich  schon  sagte,  gehören  die  ersten  arabischen  Himmelskngeln, 
von  denen  wir  genaue  Eenntniss  besitzen,  dem  13.  Jahrhundert  an.  Es 
sind  deren  zwei,  durchweg  mit  kufischen  Schriftzeichen.  Der  älteste  wurde 
im  Jahre  1225  in  Aegjpten  yon  Eai^ar  für  den  Sultan  Malek  Adel 
M^LjtJf  JJUJI  Al-Malik  al- Adil),  der  andere,  entweder  1279  oder  1289, 

zu  Merftgah  (»c.1^  in  ^b^^^t  Aderbeigän,  dem  Lande  der  Iranischen 
Türken)  von  Muhammed,  dem  Sohne  des  Muwajid  ad-dln  al-Ordl  (Jy^ 
c*bJtJ^  Q^jJI)  verfertigt.  Beide  Globen  sind,  ebenso  wie  die,  durch  die 
aarin  erklärten  Sternbilder  mit  ihnen  im  nahen  Zusammenhange  stehenden 
u:)l3  jl^cuJt  v^.l3:\£:  'agaibo'-l  mahlükät  (Mirabilia  Creaturarum)  des  Kaz- 

winl  I  JLpjjäJI  ^^J.t>^^A  ^  Ly^^5:)j  in  der  Neuzeit  von  einigen  Schrift- 
stellern ausführlich  behandelt  worden.  Der  Verfasser  der  „Wunder* der 
Schöpfang^\  ein  arabisch  schreibender  Ferser,  starb  1283. 

Mit  zwei  kurzen  Auszügen  aus  der  „Beschreibung"  des  Edrlsl,  die 
wohl  schicklich  hier  eingereiht  werden  können,  gedenke  ich  den  ersten 
Abschnitt  meiner  „Fragmente"  zu  beschliessen.  Dieselben  sollen  einestheils 
zu  einer  Stelle  im  E.  erläuternde  Angaben  aus  der  „Geographie'^  des  Ftole- 
maeus  liefern,  anderen  Theils  von  einem  arabischen  Nilpegel  im  Mittelalter 
das  Nöthige  beibringen. 

Im  Anfange  des  ersten  Clima  (^^  ^f  iklim,  li  »XCfia)  ist  nämlich 

zu  lesen:   es  gäbe  im  mare  tenebrosum 

^j  v::>(v>JLaIL  ^IxSj>^  ^b^  ji^  zwei  Inseln,  genannt  die  glückseligen 
vAäU  ^j^ijA.ilh}  fvXj      i^jI^jäII  vök^      [die  Kanarischen  Inseln],    und   von 

Mj^j*J|^  Jj^^  diesen  Inseln  habe  Ptolemaeus  an- 
gefangen, die  Länge  und  die  Breite 
zu  zählen. 

Abgesehen  davon,  dass  Ptolemaeus  das  Letztere  gewiss  nicht  gethan  hat, 
drückt  sich  unser  arabischer  Auetor  sehr  scharf  aus:  die  Länge  und  Breite 
zu  erfassen,  wie  die  wörtliche  üebersetzung  lauten  würde  —  etwa  dem 
entsprechend,  was  wir  unter  Einsetzen  einer  Zirkelspitze  im  Nullpunkt 
verstehen.  Den  Mittelpunkt  der  Erdkarte  des  Ptolemaeus  bildete  be- 
kanntlich die  Insel  Tylos  (TvXog^  das  heutige  Bahrein  im  persischen  Meer- 
busen); in  ihm  kreuzten  sich  der  mittlere  Parallelkreis,  nämlich  der  Wende- 
kreis des  Krebses,  und  der  mittlere  Meridian,  der  vom  Ersten  90^  entfernt 


9)  Wieder  die  Eigenthümlichkeit  der  arabischen  Sprache,  den  plar.  fr.  als 
Singnlar  generis  feminini  zu  betrachten,  die  bei  astronomischen  Bezeichnungen 
schon  Iirthflmer  veranlasst  hat. 
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ist.  Welche  Ansdehnong  er  seiner  Karte  nach  Osten  und  Westen  hin  gah, 
mögen  im  Folgenden  seine  eigenen  Worte  erklären  :^^) 

näXiv  dh  %al  z6  fuv  icvccrohabv  „Dahingegen  hestimmt  die  Ost- 

TciqDcg  zfjg  iyvtaafiivrig  y^g  hglist  iisatifi-  liehe  Grenze  der  bekannten  Erde  der 
ßqivhg  6  yqatpS^vog  6ia  rj^v  x&v  2iv&v  durch  die  Hauptstadt  der  Sinen  ge- 
firjTQOTtolewg^  iniitov  rcO  öia  ^Ale^ocv-  legte  Meridian,  welcher,  auf  dem 
dqslag  yqatpo^iivQv  itqhg  icvoLxoXiig  i%l  Aequator  gezählt,  von  dem  Alexan- 
XQÜ  hfHASQivoü  itolqcig  Qi^g"j  iwh  driner  Meridian  nach  Osten  hin  119^ 
Sh  &Qag  SyyKSra  lörifUQtvoig.  Grade,  oder  sehr  nahe  8  Aequinoctial- 

Th ih  övriTchv  ni^ag  S  yQ€cg>6(isvog     stunden,  entfernt  ist." 
öia  T&v  (ucKoQfov  vriOfav^  &ni%anf  %ctl  „Die  Westgrenze  bildet  der  Me- 

oirog  To€f  (»iv  dtic  ^AXe^ctvÖQBlagj  (lol^g  ridian  durch  die  glückseligen  Inseln ; 
ig\  thaaqag  dl  &qag  latifUQivdg.  sein  Abstand  von  dem  durch  Alexan- 

dria beträgt  60^  Grade  oder  4  Aequi- 
noctialstunden." 

In  dem  Thinae  (Seww)  der  Sinen  {ZlvaC)^  oder  der  Hauptstadt  des 
südlichen  China  (arabisch  i^ja^  gln,  ^^y^  ^In,  persisch  ^^  <^ln  oder  im^o^U 

mäöln),  glaubt  Ideler^^)  das  heutige  Canton  zu  erkennen.  Nach  Cosmas,^') 
dem  in  der  Mitte  des  6.  Jahrhunderts  zu  Alexandria  als  Mönch  verstorbenen 


10)  KAAYAIOY  nTOAEMAlOY  AA6EANAP6QI  HEPI  THI  rEQrPA<DIKHI 
Y^HrHIEQI  BIBAION  nPßTON  KAI  TOY  EBAOMOY  6ZXATA. 

Traitä  de  Geographie  de  Claude  Ptolem^e,  d'Alezaudrie,  tradaitponr 
la  premi^re  fois,  du  grec  en  fran9ai8,  aar  les  manuscrits  de  la  Biblioth^ue  du 
roi.    Par  Tabb^  Halma.    Paris,  1828.    Gr.  4^ 

11)  Ludwig  Ideler,  Ueber  die  Zeitrechnung  der  Chinesen.  Eine 
in  der  EOnigL  PreosBiBchen  Akademie  der  WisBenschaften  am  16.  Febrnar  1837 
gelesene  und  nachmals  weiter  ausgeführte  Abhandlung.    Berlin,  1839.   Gr.  4^ 

12)  Zu  einer,  uns  durch  ihn  überlieferten  Inschrift  vergl.:  Paul  deLagarde, 
Die  Inschrift  von  Aduli.  (Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  der  Georg- Augnsts-Ümyersität  su  G  Ottingen.  19.  November. 
No.  13.     1890.    Gr.  8^)    Hieraus: 

„Südlich  des  jetzt  viel  genannten  „Massaua",  an  der  Annesley-Bay  ~  aber 
jetzt  durch  eine  Stunde  Sand  von  der  See  getrennt  —  lag  und  liegt  Aduli,  auf 
italieniachem  Gebiete.  In  diesem  Aduli  fand  sich  einst  eine  von  Ptolemaeus  Euer- 
getes  imd  eine  andere  von  einem  eingeborenen,  aber  griechisch  redenden  Könige 
gesetzte  griechische  Inschrift.  Beide  sind  in  der  Urschrift  verloren,  aber  der 
Anfang  der  ersten,  das  Ende  der  andern,  ist  in  einem  griechischen  Werke  des 
sechsten  Jahrhunderts  erhalten,  durch  einen  Mann  erhalten,  der  gar  nicht  merkte, 
dass  er  die  Bruchstücke  zweier  durch  viele  Jahre  von  einander  getrennten  Titel 
vereinigte.  Dieser  Mann  heisst  Koai^äg  ö  'Iv8i%<mlsvat7ig.^  Nach  dem  Herrn  Ver- 
fasser müssten  die  Griechen  "ASovUg  gehört  haben. 

Man  hat  zuweilen  Cosmas  mit  einer,  im  frühen  Mittelalter  geltenden,  aber 
nichts  weniger  als  erhabenen  Weltanschauung  in  Verbindung  gebracht,  die  u.  A., 

Abh.  cur  Q«toh.  der  Mathem.    VI  7 
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„Indienfahrer^',  mtLsste  Thinae  über  15^  nördlicher,  etwa  unter  dem  38.  Breite- 
grade, anznnehmen  sein. 

Das  ^jxiL   in   der  obigen    Textstelle    scheint  mir  entweder    Zuthat 

eines,  mit  der  Sache  nicht  vertrauten  Abschreibers  zu  sein,  oder  an  Stelle  von 

^Joj*3i  zu  stehen  —  allerdings  gebe  ich  gerne  zu,  dass  „Länge  der  Erde^* 

gerade  kein  sehr  gebräuchlicher  Ausdruck  sein  würde,  sondern  höchstens 
im  Sinne  einer  rechteckigen  Karte  hingehen  könnte.  — 

Indem  ich  mich  jetzt  dem  bereits  angekündigten  Nilpegel  zuwende, 
schicke   ich    vorauf,    dass    sich    das   „Haus    des    Nilmessers^^    (y^LJuJI  x(o 

d&ro'l-mekläs)  auf  einer  Insel,  in  unmittelbarer  Nähe  der  Stadt  Fost&t 
(J^UxmJLII  SU^sX«),  befand  und  von  Edrlsl  folgendermaassen  geschildert  wird: 

„Es  ist  ein  ansehnliches  Gebäude,  im  Innern  mit  Bogengängen,  die 
von  Säulen  getragen  werden.  In  seiner  Mitte  befindet  sich  ein  weites  und 
tiefes  Becken,  in  das  man  auf  einer  marmornen  Wendeltreppe  hinabsteigt 
und  dort,  mitten  in  demselben,  eine  Marmorsäule  erblickt,  welche  eine 
Theilung  in  Vorderarmen  [Ellen]  und  Fingern  [Zollen]  trägt  Oberhalb 
der  Säule  befindet  sich  ein  fester  Steinbau,  bemalt  mit  verschiedenen  dauer- 
haften Farben,  darunter  Gold  und  Lasurblau.  [Mit  den  dort  eingegrabenen 
Inschriften  beschäftigt  man  sich  zur  Stunde.]  In  dieses  Becken  gelangt 
das  Nilwasser  durch  einen  breiten  Kanal,  jedoch  dringt  es  nicht  vor  dem 
Steigen  des  Flusses,  d.  h.  nicht  vor  August,  in  dasselbe  ein.  Die  zur  ge- 
eigneten Bewässerung  der  Ländereien  des  Sultans  erforderliche  Wasserhöhe 
beträgt  16  Ellen,  zu  je  24  Zollen  [UL^I   If  fl^vJJI^];    steigt  letztere  auf 

18  Ellen,  so  werden  beide  Flussufer  völlig  überschwemmt.  Eine  Wasser- 
höhe von  20  Ellen  endlich  wirkt  schädlich  auf  das  Land,  dagegen  reicht 
eine  solche  von  12  Ellen  zur  Noth  hin;  niedriger  darf  sie  aber  nicht  sein, 


als  Erklärung  der  nächtlichen  Dunkelheit,  lehrte,  die  Sonne  beschreibe  des  Nachts 
ihre  Bahn  hinter  dem  grossen  Erdberge.  Nunmehr  finde  ich  dieses,  so  einfiEkch 
gelöste  astronomische  Problem,  und  zwar  fast  im  gleichen  Wortlaute,  in  chine- 
sischen Annalen  wieder  auf.  Im  ersten,  1690  erschienenen  Hefte  der  ersten  Aus- 
gabe des  Pön-zab-käng-mü  ist  von  dem  fabelhaften  Berge  Yän-dscheü-schän  die 
Bede  und  von  ihm  gesagt,  er  liege  im  Westen  der  grossen  Wüste  und  werde 
auch  Berg  der  Mutter  des  westlichen  Königes  genannt.  Dort  solle  sich  die  Sonne 
zur  Buhe  begeben.  (Verzeichniss  der  Chinesischen  und  Mandshuischen 
Bücher  und  Handschriften  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Berlin,  verfust 
von  Julius  Klaproth.  Herausgegeben  auf  Befehl  Seiner  Majestät  des  Königes 
von  Preussen.    Paris,  1822.    Folio.) 

Gosmas  kann  recht  wohl  auf  seinen  Reisen  davon  gehört  und  sich  beeilt 
haben,  der  abendländischen  Kosmographie  damit  ein  werth volles  Geschenk  su 
machen. 


/ 
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sonst  tritt  Dürre  und,  als  eine  Folge  davon,  Unfruchtbarkeit  ein.  Steigt 
der  Flnss  über  18  Ellen,  so  richtet  er  Schaden  an,  indem  er  Bäume  ent- 
wurzelt und  Wohnungen  zerstört.*'  — 

Da  es  am  Ende  nicht  undenkbar  wäre,  dass  man  mir  vorwerfen  könnte, 
ich  hätte  im  Voraufgehenden  beim  Entwurf  des  Gerippes  der  Karte  des 
Ptolemaeus  stillschweigend  Canton,  die  Insel  Bahrein  (^kj^^)  ^^^  ^^^ 
Mitte  der  Eanarengmppe  insgesanunt  auf  den  nördlichen  Wendekreis  ver- 
legt und  deren  Längendifferenz  zu  je  90^  angenommen  —  so  ist  es  viel- 
leicht besser,  zu  guter  Letzt  hier  noch  zu  constatiren,  dass,  wenn  man  dabei 
einen  bekannten  Erdort  als  Mittelpunkt  festhalten  will,^')  eine  solche  grobe 
Annäherung,  über  die  ja  jeder  Handatlas  Auskunft  giebt,  völlig  genügt 
Man  darf  nur  nicht  vergessen,  welch'  arge  Fehler  im  Punkte  der  Längen- 
bestimmungen, namentlich  was  das  Bassin  des  Mittelmeeres  betrifiEt,  bei 
Ptolemaeus  vorkonunen! 


IL 

Im  vorigen  Jahre  erschien  ein  Aufsatz  von  Deljphin  über  „Astro- 
nomie in  Marokko'*, ^^)  der  möglicherweise  dem  Sprachforscher  recht 
willkommen  sein  mag,   für  die  Oeschichte  jener  Wissenschaft  aber,   wenn 


13)  Damit  gerathe  ich  in  Widersprach  mit  Eisigen,   so  mit  dem  jüngeren 

S^dillot:  „ allein,   was  es  auch  mit  der  Etymologie  der  verschiedenen 

Namen  [fär  die  Anfangspunkte  der  Längenzählong]  auf  sich  haben  mag,  und  in 
welcher  Besiehung  sie  zn  den  kosmographischen  Systemen  des  Alterthumes  und 
Mittelalters  stehen  mögen,  keineswegs  darf  man  glauben,  dass  darunter  wirklich 
eine  Gegend,  eine  Stadt  in  Indien,  eine  Insel,  ein  Fluss  u.  s.  w.,  zu  verstehen  sei 

Es  sind  rein  systematische  Bezeichnungen Das  geographische  L&ngen- 

Verzeichniss  des  Abü'l  Hasan  ist  es,  welohes  zum  ersten  Mal  den  Meridian  von 

Kobbet  Arin  (q^  it  S^j  als  Ersten  gewählt  bat;  derselbe  fällt  mit  dem  90.  Länge- 
grade des  Ptolemaeus  zusammen.  Wollte  man  nun  versuchen,  den  Abstand  dieses 
90.  Längegrades  des  Ptolemaeus  vom  Pariser  Meridian  dadurch  zu  eruiren,  dass 
man  ans  einer  Anzahl  beliebig  gewählter,  offenbar  durch  Fehler  sehr  entstellter 
geographischer  Längen  das  Mittel  nimmt,  so  würde  sich  ein  Resultat  ergeben, 
das  auf  ein  wirklich  wissenschaftliches  Interesse  keinen  Anspruch  machen  könnte.'* 
Siehe:  L.-Am.  Sädillot,  Memoire  sur  les  syst^mes  g^ographiqnes  des 

GrecB  et  des  Arabes,  et  en  particulier  sur  Ehobbet  Arine  ^A  &a3  (la  cou- 
pole  d*Arine)  et  Eankader  «vAJCjlT^   servant  chez  les  Orientaux  ä  d^terminer  la 

Position  du  premier  m^ridien  dans  Tänonciation  des  longitudes.  Paris,  1842.  Ghr.  4^ 

14)  Journal  asiatique  ou  recueil  de  mämoires,  d'extraits  et  de  notices 
relatifs  ä  Tbistoire,  ä  la  philosophie,  aux  langues  et  ä  la  littärature  des  peuples 
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überhaupt,  von  selir  untergeordneter  Bedeutung  ist,  nichtsdestoweniger 
mich  jedoch  veranlasst,  einige  Augenblicke  bei  ihm  zu  verweilen.  Sollten 
meine  Zeilen  dem  Herrn  Verfasser  in  die  Hand  kommen,  so  möchte  ich 
ihm  zunächst  rathen,  in  Zukunft  sich  nicht  zu  sehr  mit  der  Erklärung  von 
Sternbildern  zu  quälen,  über  die  wir  —  um  nur  unseren  I de  1er  zu  nennen 
—  seit  mindestens  83  Jahren  auf  das  Ausgezeichnetste  unterrichtet  sind; 
seine  Nichtbeachtung  der  Literatur  macht  es  weiter  erklärlich,  dass  er  mit 
O^i  ar-ridf  (a  Cygni)  nichts  anzufangen  wusste.     Ausserdem  befindet  er 

sich  im  Irrthume,  wenn  er  die  Breite  von  Fez  zu  33^  annimmt,  obgleich 
wohl  Niemand  ihre  genaue  Grösse  anzugeben  vermag,  da  eben  keine 
moderne  Bestimmung  derselben,  die  bekannt  geworden  wäre,  vorliegt.  So- 
weit ich  mich  darüber  informiren  konnte,  hat  dieses  Element,  ebenso  wie 
die  geographische  Länge,  im  Laufe  der  letzten  4  Jahrhunderte  Werthe  er- 
halten, wie  sie  von  mir  in  der  nachstehenden  kleinen  Tabelle  vereinigt  sind. 

Fez  (^Li  Fäs). 


lä 

Beobachter  oder 
Berechner  und  Jahr. 

Nördl. 
Breite. 

Länge 

westl.  ▼.  Paris.    östL  v.  Ferro. 

Länge  aus 

1 

vjio  ill  ülug  Beg,  1487. 

32'> 

— — 

IS^ 

— 

2 

Mächain,  1804. 

Qh29m  178.0 

d.  SonnenfinBiemiss 
vom  10.  Febr.  1804. 

3 

*  All  Bej' Abdallah,  1804. 

34«  6'  3" 

29    13.0 

d.  Mittel  ans  Mond- 
abständen and  Verf. 
d.  Jupitertrabanten. 

4 
5 

Triesnecker,  1810. 
Wurm,  1812. 

34   6  3 

29    30.3 
29    26.4 

12^  38'  24" 

/der  Sonnenfinster- 

niss  vom   10.  Fe- 

brnar  1804. 

6 

C.  des  Temps,  1892.»*) 

34   6  3 

29    26.3 

12   88     5 

(Als   Quelle    beider 

Coordinaten    Nr.    8 

angegeben.) 

Beim  Ulug  Beg  (im  heutigen  Osmanischen  ^  tjl\  Ultlg  Bej  lautend) 

habe  ich  die  Epoche    seiner   astronomischen   Tafeln    angesetzt  und,   wohl 
ohne  zu  merklichen  Fehler,   seine,   von  den  Eanaren  gezählte  Länge  ein> 


orieataux ;  etc publik  par  la  Socidtä  asiatique.  —  Huiti^me  särie.    Tome 

XVII.    Paris,  1891.     Gr.  8^ 

15)  Connaissance  des  Temps  ou  des  monvements  Celestes,  ä  Pusage  des 
astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1892,  publice  par  le  Bnreaa  des  Longi- 
tudes.    Paris,  1890.    Lex.  8^ 
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fach  mit  der  von  Ferro  identificirt;  die  Niimineni  2,  3,  4,  5  sind  aus  dem 
XII.,  XXIT.  und  XXVI.  Bande  der  „Monatl.  Corresp."  (folgweise:  Ootha, 
1805,  1810,  1812)  entnommen.  Von  der  Breite  wird  gesagt,  dass  sie 
„ungeföhr  ftlr  den  Mittelpunkt  der  Stadt"  gelte. 

Oute  geographische  Ortsbestimmungen  aus  den  Ländern  des  Islam 
zu  erhalten,  dürfte  ohne  Zweifel  noch  lange  Zeit  ein  frommer  Wunsch 
bleiben;  und  so  lange  kann  man  sich  wirklich  nicht  danach  sehnen,  das, 
was  darüber  vorhanden  ist,  oft  als  Daten  bei  astronomischen  Rechnungen 
einzuführen.  Bei  den  allermeisten  Städten  bleibt  nur  übrig,  sich  mit,  oft 
recht  unzuverlässigen  Zahlen  zu  begnügen;  so  gilt,  beispielsweise,  fUr  Me- 
rftgah  auch  jetzt  noch  einzig  und  allein  die  geographische  Position^  welche 
einst  Prof.  Wurm  aus  der,  im  Jahre  1801  erschienenen  Beauchamp'schen 
Karte  eines  Theiles  von  Persien  ableitete  und  dafür  g)=-|-37®15',  X«« 
64^30'  (östl.  V.  Ferro)  fand.  In  dieser  Stadt  errichtete  im  Jahre  1259 
der  Enkel  des  öingiz-Hftn  (^L^  jiuo^)  eine,  zu  hoher  Berühmtheit  gelangte 

Sternwarte,  von  der  zuerst  Wa^^äf  in  seiner  Persischen  Greschichte  (^M 

oL^j),   die    „ein  Meisterwerk    orientalischer   prosaischer    Kunst"    genannt 

wird,    gesprochen    haben    soll;    in    ihr    wurde    die    Ilhftn'sche    Tafel   (^^: 

^Ls^U^fj  verfasst.     üeber  einige  wenige  Orte  sind  wir  ja  soweit  im  £[laren; 

aus    deren    Anzahl    seien  ^^j3   Kazwln    (9  =  +  36®  15'  2",  A  =  3^  10°" 

50".  1  östl.  V.  Paris)  und  j.LäJI  v.5-ä^  o  Dimiäk  (Damascus:  g?  =  +  33® 

30'  31",  1^2^  16^  51".  9  östl.  v.  Paris)  hervorgehoben.  Femer  gut  als 
sehr  sichere  Position  die  von  Taschkent  (9  =  +  41®  19'  32".  2,  A  —  3^* 
43°^  35".  89  östl.  V.  Berlin). 

Nach  dem  Geschilderten,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht 
etwa  vorzügliches  Material  in  russischen  oder  englischen  Archiven  unver- 
öffentlicht aufbewahrt  wird',  müssen  zwei,  mit  modernen  Hülfsmitteln  aus- 
.geführte,  deutsche  Ortsbestimmungen  in  Persien  wahrhaft  freudig  begrüsst 
werden;*^)  es  sind  die  von 
Ispahan   f^L^Ä^!  Iffahftn):   g)  =  +  32®  38'  16".  3,  il  =  3»»  26°»  40".  24 

östlich  von  Greenwich 
und 

Teheran    (^(^    Tehrftn):    g)  =  +  35®  41'  6".  8,    A  =  3'»  25"  42".  74 

östlich  von  Greenwich. 


16)  Die  Venus-Durchgänge  1874  und  1882.  Bericht  über  die  Deutschen 
Beobachtongen.  Im  Auftrage  der  Gommission  für  die  Beobachtung  des  Venns- 
Dorchganges  herausgegeben  von  A.  Auwers,  Vorsitzendem  der  Gommission. 
Zweiter  Band.    Die  Beobachtungen  der  Expeditionen  von  1874.  Berlin,  1889.  Gr.  4^ 
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Dabei  ist  die  Breite  von  Teheran  der  Coiuiaissance   des   Temps   für 
1892  entliehen. 

Dass  es  auch  in  Marokko  gegenwärtig  mit  der  Pflege  der  Astronomie 
übel  aussieht,  wie  Herr  Delphin  mittheilt,  Hess  sich  erwarten,  obwohl  we- 
nigstens der  Sultan  über  Sextanten,  Theodolithen  und  ein  parallactiscli 
mpntirtes  Dollond'sches  Femrohr  —  aber  anscheinend,  ohne  jegliche  Nutz- 
niessung  —  verfügt.  Uebersetzungen  europäischer  astronomischer  Werke 
existiren  weder  dort,  noch  in  Algier;  man  gebraucht  noch  alte  Manuscripte, 
von  denen  mehrere  angeführt  werden.  ^^)  In  der  europäischen  Türkei  da- 
gegen wird  allmälig  wissenschaftlicher  Sinn  immer  reger;  so  z.  B.  erschien 
vor  ungefähr  1%  Jahren  in  Konstantinopel  —  wohl  zu  Schulzwecken  — 
ein  Lehrbuch    der  Astronomie    (»jJüb  c;.^AA^)    von    Mo^t^fä   Hilml   Efendi, 

Schiffslieutenant  imd  Lehrer  der  Astronomie  und  Navigation.^^) 

Den  Hauptinhalt  des  Delphin'schen  Aufsatzes  bildet  die  Beschreibung 
eines,  für  die  Polhöhe  von  33^  angefertigten  und  bekannten  Zwecken  die- 
nenden, marokkanischen  Astrolabiums  aus  dem  Jahre  1783  (oder  dem  Ende 
von  1782).  Es  besteht  aus  einer  kupfemoD  Scheibe,  von  22  cm  Durch- 
messer und  3  mm  Dicke,  um  deren  Mittelpunkt  sich  eine  Alhidade  drehen 
lässt,  welche  2  Diopter  mit  schwach  conischen  Löchern  trägt.  Der  Appa- 
rat wird  frei  in  der  Hand  gehalten,  und  zwar  mit  Hülfe  einer  doppelten 
Aufhängung,  eines  Einges  und  Bügels  nämlich;  unterhalb  des  letzteren  ist 
das  Metall  soweit  ausgehöhlt,  um  eine  kleine  Bussole  aufnehmen  zu  können. 
Fast  alle  Aufschriften  sind  in  kuflschen  Charakteren  und  nur  drei  in  sogen. 
Magreb-Buchstaben  gravirt.  — 

Derselbe  Band  des  Journal  asiatique,  aus  dem  ich  das  Vorstehende 
zum  Theil  ausgehoben  habe,  enthält  eine,  für  den  Historiker  ungleich  in- 
teressantere Publication  des  Herrn  Baron  Carra  de  Vaux,  die  Derselbe 
Notice  sur  deux  manuscrits  arabes  überschrieben  hat.  Wenn  ich 
mir,  ohne  Philologe  zu  sein,  erlauben  darf,  darüber   im  Allgemeinen  zu 

17)  Sehr  nütslich  zum  Nachschlagen  geographischer  und  historischer  Schriften 
des  Morgenlandes  überhaupt  ist  das,  244  Titel  enthaltende  Bach  von  Fraehn: 
Indications  bibliographiques  relatives  pour  la  plupart  ä.  la  litt^ratmre  hi- 
storico-g^graphiqne  des  Arabes,  des  Persans  et  des  Turcs,  sp^cialement  destin^s 
ä.  nos  employäs  et  voyagenrs  en  Asie.  St.  Pätersbourg,  1846.  Gr.  8^.  Fran- 
zösisch und  mBsisch. 

18)  Vielleicht  geschieht  es  am  passenden  Orte,  wenn  ich  hier  auf  eine,  kürz- 
lich erschienene,  umfangreiche  Schrift  über  Tibet  aufmerksam  mache;  es  ist  die 
von  W.  Woodville  Bockhill:  Tibet.  A  Geographica!,  Ethnographical  and 
Historical  Sketch  derived  from  Chinese  Sources.  (The  Journal  of  the  Royal 
Asiatic  Society  of  Great  Britain  &  Ireland.  Pnblished  by  the  society.  Band 
XXIII.    London,  1891.    Gr.  8^) 
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urtheilen,  so  muss  ich  sagen:  ein  bescheidener- Titel  für  eine  höchst  mühe- 
volle  Arbeit,  deren  Ergebnisse  35  Seiten  füllen! 

Zuerst  wird  eine  arabische  Behandlang  der  ötpaiQiKa  des  Theodosius 
besprochen,  die  sich  in  einem  Mannscript  vorfindet,  dessen  anscheinend  aus 
dem  16.  Jahrhundert  stammende  Copie  die  Nationalbibliothek  zu  Paris  be- 
sitzt. Das  Original,  eine  Arbeit  des  ^yuJI  yLaJ!  -il  q^jJI  ^c*:^^ 
Muhyl  Eddin  Abu  Sukr  Almagrebl,  gehört  dem  Jahre  1500  an.  Die  Copie 
ist  zusammengebunden  mit  einer  Abhandlung  über  Wasseruhren,  die  von 
Archimedes  herrühren  soll,  mit  einem  Tractat  über  den  „vollkommenen 
Zirkel*',  den  Woepcke  übersetzt/^)  und  der  mir  selbst  vorgelegen  hat, 
sowie  mit  verschiedenen  Bruchstücken  von  untergeordneter  Wichtigkeit. 
Das  Ganze  muss  böse  aussehen,  d.  h.  mit  einer  unglaublichen  Sorglosigkeit 
geschrieben  sein,  so  dass  die  Entzifferung  des  Textes  und  der  beigegebenen 
Figuren  wohl  nicht  geringe  Schwierigkeiten  bereitet  haben  mag. 

Hier  wird  mich  das,  von  den  Wasseruhren  handelnde  Mannscript, 
dessen  Verfasser  sich  leider  nicht  genannt  bat,  allein  beschäftigen.  Die 
Zueignung  dieser  Schrift  anlangend,  fragt  Herr  C.  de  Y.:  „Beweist  dieselbe, 
dass  es  eine  üeberlieferung  gab,  der  zu  Folge  man  die  Erfindung  oder 
Vervollkommnung  der  Wasseruhren  auf  Archimedes  zurückführen  muss, 
oder  ist  sie  nichts  weiter  als  die  abgedroschene  List  eines  Auetors,  der 
sich  Leser  verschaffen  wollte?'*  „Ohne  Zweifel"  —  meint  Herr  C.  de  V. 
—  „ist  die  zweite  Hypothese  die  wahrscheinlichere.*'  Freilich  citirt  das 
aUX^I   ^j}yi  ^bif    (Buch   der   Geschichten   der   Weisen),   unter   den 


19)  Trois  trait^s  arabes  sur  le  compas  parfait,  publica  et  traduits 
par  Fran9oi8  Woepcke.  (Notices  et  Extraits  des  manuscrits  de  la  bibliothöqae 
nationale  et  autres  biblioth^ques ,  publica  par  Tlnstitnt  national  de  France,  fai- 
sant  Buite  anx  Notices  et  Extraits  lue  au  comitä  stabil  .dans  TAcadämie  des  in- 
scriptions  et  belles-lettres.    Tome  vingt-deuxi^me.    Paris,  MDCCGLXXIV.  Gr.  4*.) 

Unter  dem  „vollkommenen  Zirkel**   (^UJt  j^j^^)  ist  ein  Instrument  zn 

yerstehen,  mit  Hülfe  dessen  man  alle  Kegelschnitte  beschreiben  kann.  —  Das 
erste    Mannscript  ist  von  dem,  in  der  2.  HSlfte  des  12.  Jahrhunderts  lebenden 

Mathematiker   qa^m.-'^xJI  ^  s>mt^^   verfasst  und   war  für   die   Bibliothek  des 

Sultan  Salfth  ad-din  (^^1  r^'^)  hestimmt.    Das  zweite  ist  ein  Werk  des  Ab! 

Sehl  U^  ben  Ustem  al-Kühl  (^  jAiI  |«äwmj  ^  CT^^j  J*€-^  v^'jy  ^®^  *™ 
Ende  des  10.  Jahrhunderts  eine  sehr  hohe  Stelle  am  Hofe  des  Adad  ad-daula, 
des  Bujiden,  eingenommen  und  im  Jahre  378  d.  H.  zu  Bagdad  das  Sonunei^  und 
Winter- Solstitium  beobachtet  haben  soll.  Der  Verfasser  des  Dritten  endlich  lebte 
gleich&lls  in  der  zweiten  Hälfte  des  10.  Jahrhunderts,  gab  aber  nur  einen  Aus- 
zug aus^der  Abhandlung  eines  Anderen  über  Beschreibung  der  Kegelschnitte. 
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Werken  des  Archimedes  (^j*/J^-v*^^!),  ©in  ^^xJ!  *^UjI  viy^l  iiytcLw  vl^ 
JÜLiU  vJ^oUJU  ,c^j^,  Buch  der  Wasseruhren,  von  denen  Kugehi  herab- 
fallen. 

Nunmehr  reproducire  ich,  nach  der  Uebersetzung  des  Herrn  Heraus- 
gebers, wörtlich  die  Beschreibung  einer  Wasseruhr,  deren  sich  vermuthlich 
die  Astronomen  bedient  haben: 

„Der  letzte  Paragraph  endlich  ist  der  Beschreibung  eines,    Axi  tagär 

genannten  Instrumentes  gewidmet,  nämlich  der  einer  Wasseruhr,  deren 
Construction  eine,  von  der  gewöhnlichen  etwas  abweichende  ist.  Bei  letzterer 
entströmt  das  Wasser  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  einem  Gefässe, 
dessen  Inhalt  stets  auf  unveränderlichem  Niveau  erhalten  wird;  beim  tagär 
dagegen  findet  kein  Wasserzufluss  statt,  sondern  eine,  zu  diesem  Zwecke 
angebrachte  Theilung  lässt  stets  erkennen,  welches  Zeitmoment  der  augen- 
blicklichen Wasserhöhe  entspricht.  Der  ganze  Apparat  besteht  im  Wesent- 
lichen aus  einem  GefUsse  von  ümdrehungsoberfläche,  das  im  Innern  ein 
Ansatzrohr  mit  engem  Mundloch,  zum  Ablaufen  des  Wassers,  enthält.  Auf 
der  Innenwand  dieses  Gefässes  sind,  in  der  Mitte  des  Bohres  zusammen- 
laufende Linien  des  stärksten  Gefälles  gezogen  und  dazu  bestimmt,  die 
Theilung  zu  tragen.  Letztere  richtet  sich  danach,  ob  man  nach  gleichen 
Stunden  (die  Zeit  von  einem  Sonnenaufgang  bis  zum  andern  in  24  Stunden 
eingetheilt)  rechnen  will,  odiBr  nach  den  12  Stunden  zwischen  Sonnenauf- 
und  -Untergang.  Im  ersteren  Falle  bringt  man  am  Bande  des  tagär  einen 
kreisförmigen,  in  4  gleiche  Theile  eingetheilten  Limbus  an.  [Man  lässt 
den  t.  in  einen  kreisförmigen  Band  auslaufen.]  Der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt der,  von  diesen  Theilpunkten  aus  gezogenen  Linien  [der  Meridian- 
curven,  wenn  ich  richtig  verstehe]  bestimmt  auf  dem  Grunde  des  Gefässes 
das  Centrum  des  Ansatzrohres.  Hat  man  nun  auf  astronomischem  Wege 
ermittelt,  wann  eine  Stunde  abgelaufen  ist,  so  bezeichnet  man  auf  ihnen 
die  entsprechende  Wasserhöhe.  Die  Dimensionen  des  Mundloches  müssen 
so  gewählt  sein,  dass'die  Zeit  eines  totalen  Wasserablaufes  zum  mindesten 
der  des  längsten  Tages  an  dem  Orte  gleichkommt,  wo  der  Apparat  auf- 
gestellt ist.  Folglich  wird  das  Mundloch  immer  kleiner,  resp.  der  Inhalt 
des  Gefässes  immer  grösser  werden  müssen,  je  näher  der  Beobachtungsort 
dem  Erdpol  liegt.  Sind  die  nöthigen  Versuche  beendet,  so  fixirt  man  die 
definitive  Theilung  durch  silberne  Sterne. 

Weit  complicirter  wird  die  Construction,  wenn  man  sich  der  ungleichen 
Stunden  bedienen  will,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  von  Sonnenaufgang  bis 
Sonnenuntergang  in  12  Stunden  eintheilt.  Dann  muss  man  zunächst  einen 
vollständigen  Zodiakus   auf  dem  Bande  des  tagär  verzeichnen  und  jeden 
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der  12  Sectoren  in  5  gleiche  Theile  eintheilen.  Von  den  12  Haupttheil- 
pnnkten  ziehe  man  Linien  bis  auf  den  Orund  des  Gefässes  herab.  Hier, 
wie  im  voraufgehenden  Falle,  kann  der  tagftr  nur  für  eine  bestimmte  Pol- 
höhe eingerichtet  werden.  Auf  jeder  der  soeben  angefahrten  12  Linien 
bemerke  man  nun  die  Höhe  des  Wasserstandes,  nachdem  eine  Stunde  des 
Tages  verflossen  ist,  an  dem  sich  die  Sonne  in  dem  betreffenden  Zeichen 
befand  und  unter  der  gegebenen  Polhöhe  beobachtet  wurde;  die  Astronomie 
liefert  dazu  das  Hülfsmittel.  Hierauf  zieht  man  mit  dem  Zirkel  Kreis- 
bögen, welche  je  zwei  aufeinanderfolgende  der  so  erhaltenen  Punkte  ver- 
binden, so  zwar,  dass  jeder  solcher  Kreisbogen  durch  den  Theilpunkt  (die 
Marke)  des  Widders  hindurchgeht  Ebenso  verehrt  man  fdr  die  übrigen 
ungleichen  Stunden.  Auf  den  Linien  des  Widders  und  der  Wage  wird 
die  Eintheilung  in  ungleiche  Stunden  mit  der  in  gleiche  zusammenfallen, 
weil  während  des  Durchganges  der  Sonne  durch  diese  Zeichen  die  Stunden 
des  Tages  und  der  Nacht  einander  gleich  sind.  Die  krummen  Linien  der 
ungleichen  Stunden,  welche  die  aufeinanderfolgenden  Bogen  bilden,  lasse 
man  nicht  in  die  Zeichen  selbst  hineinreichen;  die  silbernen  Sterne  be- 
festige man  auf  den,  ihnen  entsprechenden  Theilpunkten ,  und  gebe  ihnen, 
so  zu  sagen,  eine  bevorzugte  Stellung.  Eine,  um  ihren  tiefsten  Punkt,  als 
Mittelpunkt,  drehbare  Art  von  Alhidade,  im  Innern  des  Gefösses  und  sich 
dessen  Form  anschmiegend,  kann  man,  nach  Belieben,  auf  irgend  einen 
Punkt  des  getheilten  Limbus  einstellen;  ihr  Durchschnitt  mit  den  krummen 
Linien  der  ungleichen  Stunden  liefert  dann  eine  genaue  Theilung  für  jeden 
Tag  des  Jahres".  —  Damit  endet  die  Handschrift. 

Bei  den  ungleichen  Stunden  kommt  also  die  Anleitung  darauf  hinaus, 
die  einzelnen  Niveaucurven  (wie  man  vielleicht  nicht  unpassend  sagen 
kann)  als  Einhüllende  einer  Schaar  von  Kreisen,  die  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben,  genauer  zu  bestimmen.  So  zu  verfahren,  mag  die  Praxis 
gelehrt  haben;  wenig  bequem  war  es  aber  jedenfalls,  auf  einer  Rotations- 
fläche mit  dem  Zirkel  zu  operiren.  Denkt  man  sich,  das  Gei^ss  habe  die 
Form  eines  Botations-Cylinders  besessen,  und  dessen  Mantelfläche  sei  in 
eine  Ebene  aufgerollt,  so  kann  die  Theilung  etwa  so  ausgesehen  haben, 
wie  ich  sie,  für  3  Stunden,  in  der  beigehefteten  Figurentafel  entworfen 
habe.  Die  zweite  Figur,  die  ümhüllungscurve  eines  Kreises  darstellend, 
dient  als  einfaches  und  anschauliches  Beispiel  von  graphischer  Bestimmung 
einer  Curvenform  mit  Hülfe  von  Kreisen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden. 

Wie  überall,  so  heissen  auch  in  dem  von  Herrn  C.  de  V.  untersuchten 
Manuscript  die  24  gleichen  Stunden  v^Uy^yw^JI  oL.L«Jf,  die  12  ungleichen 
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oder    knumnen   oLöL«J|  olfcLwJi   oder   \ü)\^^m*1\  oLcLmÜ.     Die  AQii- 
dade  (Si^LAa^Jn  hat   hier  die  Meridianform    des   Oefässes;    das  Ansatzrohr 
heisst  &c^.     unter  den  00U9  (Plural  von  ^Jf^^)  sind  Eupferkugeln  zu 


verstehen,  die,  Stande  ftLr  Stande  and  eine  nach  der  andern,  von  Wasser- 
uhren herabfallen;  wie  ich  aas  dem  Wörterbach  ersehe,  bezeichnet  man 
jetzt  Gewehr-  oder  Pistolenkageln  damit. 

Ganz  vortreffliche  Nachrichten  über  mancherlei  Astronomisches  bei 
den  Mahammedanem  ertheilt  ein,  zwar  schon  vor  vielen  Jahren  geschrie- 
bener, keineswegs  aber  veralteter  Aufsatz  von  Bei  gel,  dessen  öffentlich 
zu  gedenken,  ich  mir,  seit  ich  ihn  kenne,  vorgenommen  habe.  Sein  Titel 
lautet:  „Versuch  über  eine  bis  jetzt  noch  nicht  erklärte  Stelle 
in  Abulfeda's  Beschreibung  von  Aegypten,  unter  dem  Artikel 
Fostat;  nebst  Bemerkungen  über  die  Gnomonik  der  Araber."^®) 

Zur  Eenntniss  rein  mathematischer,  sowie  astronomischer  Bezeichnungen 
and  Eunstausdrücke  der  Araber  liefern  die  Schriften  von  Nesselmann, 
Woepcke,  Dorn  und  Schjellerup  gleichfalls  sehr  schätzenswerthe  Bei- 
träge; namentlich  dem  Ersten  kann  man  für  seine  Ausgabe  der  „Essenz 
der  Rechenkunst  des  Behft-eddln'*  (rjÄAJi^'-W  v,*ft-yw>ai*  vUy^^f  Is^üJ» 
JULjuII  QAd^Mu-^ül  q9  ju:9=^.    wahrscheinlich  im   17.  Jahrhundert  lebend), 

die  dieser  ausgezeichnete  Gelehrte  mit  einer  Menge  wichtiger  Noten  be- 
gleitet hat,  nur  dankbar  sein. 


Anhang. 

Solange  telegraphische  Bestimmungen  der  geographischen  Länge  zweier 
Punkte  auf  der  Erdoberfläche  noch  nicht  bekannt  waren,  boten  die  aus 
Mondculminationen  und  Stembedeckungen  das  vorzüglichste  Mittel  hierzu, 
das  auch  heute  noch  in  Ländern,  wo  jene  nicht  ausführbar  sind,  zur  An- 
wendung kommt.  Ist  jedoch  die  Länge  eines  Ortes  genau  festgelegt,  so 
gewähren  die  Beobachtungen  von  Stembedeckungen  noch  überdiess  den 
grossen  Yortheil,  dass  sie,  wenigstens  vom  theoretischen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  eine  sehr  geschätzte  contröle  der  Mondtafeln  gestatten; 
und  hierbei  sind  wieder  die  Durchgänge  des  Mondes  durch  die  Gruppe  der 
Plejaden   von  ganz   besonders  hervorragender  Bedeutung,  die  noch  durch 


20j  Fundgruben  des  Orients,  bearbeitet  durch  eine  Gesellschaft  von 
Liebhabern.  Auf  Veranstaltuog  des  Herrn  Grafen  Wenceslaus  Rzewusky.  Erster 
Band.    Wien,  1809.    Folio. 
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das  Hinzutreten  des  günstigen  Umstandes,  ^b&s  sich  die  Dnrchg&nge  südlich 
von  einigen  Sternen  and  nördlich  von  den  anderen  ereignen,  und  innerhalb 
deren  die  Fehler  der  Mondtafeln  fast  constant  bleiben,  erhöht  wird. 

Diese  Vortheile  können  aber  leider  dadurch  ganz  aufgehoben  werden 
—  ich  selbst  weiss  es,  dass  sie  einige  Male  thatsächlich  als  illusorische 
angesehen  werden  mussten  —  dass,  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  unserer 
Mondtheorie,  ein  ganz  ausserordentlich  hoher  Grad  von  Genauigkeit  (der, 
nach  der  Sachlage,  auch  einem  geübten  Beobachter  durchaus  nicht  immer 
zu  erreichen  sein  wird)  dazu  gehört,  um  aus  Beobachtungen  von  Stern- 
bedeckungen Vertrauen  erweckende  Aufschlüsse  über  die  Fehler  modemer 
Mondtafeln  erwarten  zu  dürfen.  Da  ich  nun  meine  Ueberzeugung  doch 
einmal  ausgesprochen  habe,  so  sehe  ich  nicht  ein,  wesshalb  ich  sie  nicht 
auch  durch  Anführung  eines  Beispieles  gewissermaassen  erhärten  sollte, 
das  ich,  zur  Vermeidung  von  Irrthümern,  wiederholt  durchgerechnet  habe. 
Die  Anregung  zu  diesem  Excurs,  die  ich  zur  Erklärung  seines  etwas  un- 
motivirten  Erscheinens  nicht  unterdrücken  will,  gaben  mir  mehrere  Längen- 
bestimmungen, die  seinerzeit  Triesnecker  aus  Stembedeckungen  abgeleitet 
und  1.  c.  veröffentlicht  hat. 

Am  7.  Januar  1876  wurden  zu  Strassburg  i.  E.  nachstehende  Momente 
der  Bedeckungen  einiger  Sterne  der  Plejadengruppe  durch  den  Mond  er- 
halten: 


I. 


Stern  und 
beobachtetes  Moment. 

Stemzeit 
187C 

Winnecke. 

Strassbui 
>  Januar 

Schur. 

gi.  E. 

7. 

Hartwig. 

Von  Winnecke 
angenommen. 

Anonyma  23.     Eintritt. 

2^    6«>  39».  2 

— 

2^  ö°»  39».  20 

19. 

8     52.7 

— 

8     52 .  70 

2ß. 

10     61.2 

— 

10     51 .  20 

22. 

20     64.7 

— 

54».  5 

20     54 .  60 

13. 

31     35 . 1 

— 

31     35.10 

26  S  Plejadum.        „  ^ 

54     12.1 

11.2 

54     12 .  10 

Anonyma  30.          „ 

3      2     52.0 

— 

— 

3      2     52 .  00 

27  f  Atlas. 

13     29.0 

28».  1 

29.1 

13     29 .  05 

28  h  Plejone.          „ 

25     33 . 4 

33.0 

33.2 

25     33 .  20 

Anonyma  40.         „ 

55     27 . 7 

— 

— 

65     27 .  70 

28  h  Plejone.     Austritt. 

4    16     34.6 

— 

— 

4    16     34.60 

27  f  Atlas. 

18     45 . 6 

53.8 

— 

18     45 .  60 

Die  erste  Beobachtung  ist  als  „tmsicher^^  bezeichnet. 
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Zur  II.  Tabelle  ist  zu  bemerken,  dass  die  mittleren  Stemörter  nach 
Bessel  angesetzt  sind,  und  dass  die  Eigene  Bewegung  das  Mittel  aus 
sämmtlichen,  im  Besserscben  Verzeichnisse  vorkommenden  Angaben,  d:  h. 
für  jeden  Stern  in  je  einer  Coordinate  eine  und  dieselbe  Zahl  ist,  somit 
eine  gleichmässige  Verschiebung  des  ganzen  Systems  zum  Ausdrucke  gelangt. 

Bei  der  Berechnung  habe  ich  weder,  was  die  vollständigen  Beobach- 
tungen von  Atlas  und  Plejone  betrifft,  verschiedene  Gewichte  eingeführt, 
wie  sie  Hansen  den  durchlaufenen  Sehnen  proportional  annimmt,  noch 
überhaupt  den  Einfluss  der  Strahlenbrechung  berücksichtigt,  welch'  letzterer 
zwar  auch  von  Hansen  nachgewiesen  ist,  aber^  nach  BesseFs  Untersuchungen, 
in  dem  Falle,  dass  das  Gestirn  nicht  nahe  am  Horizont  steht,  unmerk- 
lich wird. 

Die  Auflösung  sämmtlicher  1 2  Bedingungsgleichungen  liefert  Werthe, 
denen  man  augenscheinlich  eine  reelle  Bedeutung  nicht  beilegen  kann,  da 
hierauf  die  Unsicherheit  der  Austrittsbeobachtungen  zu  nachtheilig  einge- 
wirkt hat.  Werden  die  Austritte  weggelassen,  also  nur  10  Gleichungen 
behandelt,  so  ergeben  sich  als  Fehler  der  Mondtafeln 

z/a  =  —  5".  83  +  2".  03,         Jd  =  +  l".08  +  l".56, 

z/r=  —  6".  32  +  2".  02. 


Die  übrig  bleibenden  Fehler  betragen 

-|-  0".  75  bei  Anonyma  23. 
+  0.14     „  „         19. 

—  1 .  10     „  „         25. 

—  0.14     „  „         22. 

—  0.16     „  „         13. 


+  1".  64  bei  26  S  Plejadum. 

—  2  .  49     „    Anonyma  30. 

—  0.19     „    27  f  Atlas. 


« 


0 .  00     „    28  h  Plejone. 
-f-  1 .  26     „    Anonyma  40. 


iii. 

Im  ersten  Theile  dieses  letzten  Abschnittes,  den  ich  vielleicht  mit 
einigem  Bechte  hätte  Parerga  et  Paralipomena  betiteln  können,  wird 
der  Leser  ein  Paar  Notizen  finden,  die  ich,  zur  Vervollständigung  des  im 
Vorangehenden  Besprochenen  einerseits  und  zur  Beantwortung  einer  früher 
von  mir  aufgeworfenen  Frage  andererseits,  nicht  glaubte  unterdrücken  zu 
dürfen.  Der  zweite  Theil  enthält  einige  Literaturangaben,  deren  —  nach 
meinem  Dafürhalten  —  grösseren  oder  geringeren  Nutzen  für  die  Geschichte 
der  Astronomie  ich  zuweilen  durch  Hinzufügung  von  Excerpten  oder  Apho- 
rismen unterscheidend  hervorgehoben  habe.    Hierin  auch  rein  Philologisches, 
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allerdings  unter  Beschränkung  auf  das  kleinste  zulässige  Maass,  berUbrt 
und  nicht,  wie  es  sich  eigentlich  gebührt,  „aus  Rücksicht  auf  die  meisten 
Leser^^  ganz  beiseite  gelassen  zu  haben  —  läuft  freilich  engherziger  tra- 
ditioneller, aber  zum  Glück  immer  mehr  im  Schwinden  begriffener  Auf- 
fassung zuwider,  die  bei  Arbeiten  auf  Grenzgebieten  zwischen  Mathematik 
und  Philologie  beide  Wissenschaften  ängstlich  auseinander  zu  halten  sucht, 
statt  nach  Kräften  dahin  zu  streben,  dass  sie  sich  gegenseitig  die  Hand 
reichen.  Was  Abel-B6musat  in  der  Einleitung  (S.  IX)  zu  seinem  clas- 
sischen  Werke  über  die  tartarischen  Sprachen  ^^)  sagt 

—  II  m'a  paru  qu'en  aucun  cas,  nous  ne  pouvions  juger  une  nation, 
critiquer  ses  traditions,  rechercher  son  histoire,  si  nous  ne  savions 
sa  langue,  ou  si  d'autres  ne  Favoient  sue  avant  nous.  — 

unterschreibe  ich,  als  wären  es  meine  eigenen  Worte,  und  willig  nehme 
ich  die  oft  recht  mühseligen  Consequenzen  daraus  mit  in  den  Kauf. 


1. 

Zunächst  möchte  ich  zu  dem  im  zweiten  Abschnitte  beklagten  Mangel 
an  guten  Ortsbestimmungen  im  Morgenlande  ergänzend  und  berichtigend 
bemerken,  dass  es  in  dieser  Hinsicht,  wenigstens  was  einen  Theil  desselben 
betrifft,  doch  ein  wenig  besser  aussieht,  als  ich  dort  angegeben  habe.  Seit 
etwa  40  Jahren  besitzen  wir  nämlich  ein  (wohl  zum  grössten  Theil  in  die 
Connaissance  des  Temps  für  1892  übergegangenes)  Yerzeichniss  von 
83  Oertem  des  persischen  Beiches,  die  durch  Beobachtungen  so  festgelegt 
sind,  dass  sie  jedenfalls  für  kartographische  Zwecke,  denen  ja  vor  Allem 
eine  genügende  Unterlage  geschaffen  werden  musste,  als  sehr  brauchbare 
Fizpunkte  zu  bezeichnen  sind.  Wir  verdanken  sie  dem  (damaligen)  russi- 
schen Hauptmann  Lemm^^),  der  in  den  Jahren  1838  tmd  1839  während 
einer  dreizehnmonatlichen  Beise  (diplomatischen  Mission)  129  geographische 
Positionen  im  europäischen  Kussland,  russischen  Transkaukasien  und  in 
Persien  bestimmte.  Mit  sich  fELhrte  er  ein  tragbares  Ertel'sches  Durchgangs- 
Instrument,  einen  Prismenkreis  (älterer  Construction)  von  Steinheil,  vier 


21)  Abel-Rämusat,  Recherches  sur  les  Langues  Tartares,  ou  m^ 
moires  aar  diffärens  points  de  la  grammaire  et  de  la  litt^ratore  des  Mandchoiu, 
des  MoDgolB,  des  Ooigours  et  des  Tibetains:    Tome  I®^    Paris,  1820;  4^ 

22)  Otto  Struye,  Räsoltats  g^ographiques  du  yoyage  en  Perse,  fsdt  par  le 
capitaine  Lemm  en  1838  et  1839.  (Mdmoires  de  TAcad^mie  imperiale  des  sciences 
de  Saint -Pätersbourg.  Sixi^me  s^rie.  Sciences  mathämatiques  et  phyeiqaes. 
Tome  V.    St-Pötersbourg,  18^3;  gr.  4^) 
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Taschen-Chronometer  von  Brockbanks,  Barraud  und  Arnold,  zwei  Barometer, 
zwei  Thermometer,  einen  künstlichen  Horizont  nnd  endlich  einen  Wege- 
messer oder  Schrittzähler.  Zur  Bestimmung  der  Polhöhe  (aus  Circum- 
meridianhöhen  der  Sonne,  aus  den  Höhen  des  Polarsternes  oder  anderer 
heller  Sterne)  bediente  er  sich  durchweg  des  Prismenkreises;  konnte  er 
aber  irgendwo  längeren  Aufenthalt  nehmen,  wie  in  Tehran,  Meschhed, 
Tauris  (Tabris)  und  Tiflis,  so  traten  hierzu  auch  Beobachtungen  im  Ersten 
Yertical  mit  Hülfe  des  Durchgangs -Instrumentes.  Die  Zeitbestinmiungen 
beruhen  im  Allgemeinen  auf  Sonnen-  und  StemhÖhen,  oftmals  auch  auf 
correspondirenden  Sonnenhöhen,  beobachtet  mit  dem  Prismenkreis.  Die 
Längen  sind  zumeist  aus  Chronometer-Üebertragungen,  und  nur  die  von 
Tehran  und  Meschhed  aus  Mond-Culminationen  erhalten  werden;  zu  fast 
allen  der  letzteren  fand  Otto  Struve  correspondirende  Beobachtungen,  die 
auf  festen  Observatorien  angestellt  waren.  Der  Genauigkeitsgrad  der  Re- 
sultate entspricht  beinahe  überall  demjenigen,  den  man  erwarten  durfte, 
und  wirft  ein  vortheilhaftes  Licht  auf  die  Sorgfalt  und  Energie  des  ausser- 
ordentlich fleissigen  Beobachters.  Hätte  ihn  doch  seine  Eeisedisposition  zu 
dem  einen  oder  andern  Orte  geleitet,  dessen  Neubestimmung  mir  als  be- 
sonders wünschenswerth  erschien! 

Weiter  handelt  es  sich  um  eine  von  Ihn  Junis  im  Jahre  1007  zu 
Kairo  beobachtete  Conjunction  von  Jupiter  und  Saturn,  die,  der  Theorie 
nach,  sich  am  31.  October  (bürgerl.)  des  genannten  Jahres  ereignet  haben 
müsste,  während  alle  Daten  des  arabischen  Manuscriptes,  in  welchem  diese 
Beobachtung  angeführt  ist,  und  das  uns  seit  langer  Zeit  von  Gaus  sin 
im  Urtext  und  in  der  üebersetzung  vorliegt,  übereinstimmend  hierfür  den 
7.  November  ergeben.  Eine  Erklärung  dieser  merkwürdigen  Discrepanz 
vermochte  ich  ebenso  wenig  in  meiner  letzten  Publication*^)  zu  liefern,  als 
ich  jetzt  dazu  im  Stande  bin.  Allerdings  ist  später,  und  zwar  von  be- 
rufenster Seite,  gerügt  worden,  dass  Gaussin  hin  und  wieder  kleine,  übrigens 
ziemlich  unschädliche  Versehen  begegnet  sind.  Derlei  kann  aber,  da  Gaussin 
kein  Astronom  war,  am  Ende  nicht  Wunder  nehmen  und  bei  billiger  Kritik 
einer  so  verdienstvollen  Arbeit  nicht  schwer  in's  Gewicht  fallen.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist  jedoch  die  Möglichkeit  einer  falschen  Auffassung  voll- 
ständig ausgeschlossen,  denn  der  arabische  Text  duldet  keine  andere  Üeber- 
setzung als  die  Gaussin'sche.  So  blieb  also  nichts  Anderes  übrig,  als  die 
Theorie,  resp.  die  Tafelwerke  zm  befragen,  und  diese  Untersuchung  hat. 


23)  ,,Ein  Beispiel  zum  Theodor  von  Oppolzer*8chen  ,yEanon  der  FinstemisBe". 
(Leipzig,  1888;  gr.  4^)" 
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wie  ich  vor  Enrzem  fand,  Burckhardt^*)  schon  vor  93  Jahren  ausge- 
führt. Er  schreibt  zum  Schluss,  dass  die  Tafeln  fllr  1007  October  30 
15^  geben: 

Geocentrische  Länge  des  Saturn  162^    9'  47" 
„  „        ,,    Jupiter  162      1   13 

„  Breite    „     Saturn        1   54  11  nördlich. 
„  „        „     Jupiter      1     7  17         „ 

In  Aequator-Coordinaten  umgesetzt,  folgt  hieraus: 

1007  October  30,  15*^  zu  Paris. 

a.  6, 

Jupiter  10^  55"  28».  5     +  8^    7'  32" 
Saturn    10   57     13.5     +  8   47  32. 

Das,  was  jetzt  noch  Interesse  bieten  könnte,  wäre  etwa:  zu  wissen,  von 
Wem  eine  solche  vorsätzliche,  mit  Ueberlegung  vorgenommene  Textver- 
fälschung wohl  herrühren  mag?  Den  wackem  Ihn  Jtlnis  trifft  sicher  keine 
Schuld. 


2. 

Abel-B6musat,  Recherches  sur  les  Langues  Tartares. 

S.  25: d'un  traite  d'astronomie  en  langue  Mongole,  qui  est 

le  seul  ouvrage  de  cette  langue  que  nous  poss^dions  en  France.  C'est  la 
colonne  la  plus  neuve  et  la  plus  importante  du  vocabulaire  comparatif; 
car  cet  idiome  c6ldbre  n'etoit  encore  connu  que  par  de  mauvaises  listes 
de  mots  donn^es  par  Witsen,  Strahlemberg  et  Pallas,  oü  les  mots  sont 
d^pourvus  de  caract^res  originaux,  et  d6ügur6s  par  des  prononciations  pro- 
vinciales  ou  par  des  transcriptions  fautives.  Ich  glaube,  er  hat  damit  das- 
selbe Werk  gemeint,  das  früher  von  ihm  im  dritten  Bande  der  „Fundgruben 
des  Orients  (Wien,  1813)"  ausführlich  behandelt  worden  ist,  und  zwar 
unter  dem  Titel:  üranographia  Mongolica  sive  Nomenclatura  Siderum, 
quae  ab  Astronomis  Mongolis  agnoscuntur  et  describuntur.  (Excerptum 
ex  opere,  Mongolica  lingua  conscripto,  quod  in  Bibl.  Imp.  Paris,  conservatur.) 
—  Sodann  sei  noch  auf  das  6.  Capitel,  „Vom  Osttürkischen,  gewöhnlich 
Ulgurisch  genannten",  verwiesen. 


24)  Allgemeine  Geographische  Ephemeriden.  Verfasset  von  einer 
Gesellschaft  Gelehrten  und  herausgegeben  von  F.  von  Zach.  Dritter  Band. 
Weimar,  1799;  8*. 
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Tk  Henri  Martin,  Sur  des  instrumenis  d'optique  fanssement  attri* 
bn^s  aux  anciens  par  quelques  savants  modernes.  (Bullettino  di  bibliografia 
e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.  Tome  IV.  1871.)  Rome, 
1871;  gr.  4®.  Eine  sehr  dankenswerthe  kritische  Untersuchung,  der  die 
weiteste  Verbreitung  zu  wünschen  wäre,  damit  sich  nicht  so  manche  irrige 
Tradition  „wie  eine  ewige  Krankheit'^  fortpflanzt. 

L.  Am.S^dillot,  Sur  les  emprunts  que  nous  avons  faits  ä.  la  science 
arabe  et  en  particulier  de  la  d^termination  de  la  troisi^me  in6galit6  lunaire 
ou  Variation  par  Aboul-W^fft  de  Bagdad,  astronome  du  X®  si^cle.  (Eben- 
daselbst, 8.  Band.)  Rome,  1875.  Nach  einer  geschichtlichen  Einleitung 
folgen,  begleitet  von  einer  Legion  von  Citaten,  bittere  Klagen,  die  man 
wohl  begreiflich  finden  kann,  und  endlich  Urtext  und  Uebersetzung  des 
X.  Capitels  aus  dem  Abnagest  des  Abü'l  Wefä,  nämlich  des  Tractates  von 
der  dritten  Mond-Ungleichheit  (jfloL^vJI  lÜIää».!  JL^!  Mohädftt).  Frei- 
lich, wem  das  noch  nicht  genügt,  dem  ist  nicht  zu  helfen! 

W.  Schott,  Zur  Uigurenfrage.  2  Abtheilungen.  (Aus  den  Ab- 
handlungen der  Eönigl.  Akademie  der  Wissenschafken  zu  Berlin  1873  und 
1875.  Abhandlungen  der  philosophisch-historischen  Classe.)  Berlin,  1874 
und  1875;  gr.  l^.^^) 

Den  Namen  ^y^l  Igür  oder  jjJ^%^  Uigür  (ähnlich  wie  ihn  die  Chinesen 


(/     "j^  Ja  ^^"^Sn^"l^  ö^ör    ^a  «S^  j£i    Ui-ngu-orh,  d.  h.  bald  mit  i, 


bald  mit  ui,  schreiben,  so  dass  die  Aussprache  der  ersten  Sylbe,  wie  Schott 
vermuthet,  geschwankt  haben  muss)  führt  ein  türkischer  Volksstamm  Hoch- 
asiens, dessen  ursprüngliche  Heimath  das  heutige  chinesiche  oder  Ost-Tur- 
kestan  war,  speciell  die  Gegend,  in  der  die  Städte  Turfan  und  Chä^m^ 
(das  türkische  Chamyl  oder  Chamul)  gelegen  sind,  letzteres  an  der  Ost- 


25)  Die  VeranlasBuog,  mich  eingehend  mit  dieser  alttürkischen  VölkerBchafb 
zu  beschäftigen,  ist  in  erster  Linie  auf  das  Studium  zweier  akademischer  Abhand- 
lungen Yon  Ideler  („Ueber  die  Zeitrechnung  von  Chatä  und  Igür"  und  „üeber 
die  Zeitrechnung  der  Ghinesen'S  1832  und  1889),  deren  Inhalt  ich  in  Fachkreisen 
als  bekannt  voraussetze,  zurückzuführen;  hieran  reihte  sich  das  der  beiden  fol- 
genden Werke: 
Julius  Elaproth,  Abhandlung  über  die  Sprache  und  Schrift  der  Ui- 

guren.    Nebst  einem  Würteryerzeichnisse  und  anderen  ui- 

gurischen  Sprachproben  aus  dem  Kaiserlichen  Uebersetzungs- 

hofe  zu  Peking.    Paris,  1820;  Folio. 
Derselbe,  Tableaux  historiques  de  TAsie,  depuis  la  monarchie  de 

Cjrus  jusqu'  ä  nos  jours.    Paris,  1824.   Text  in  4^  und  Atlas 

von  26  Karten  in  Folio. 

Abh.  zur  Q^esch.  dar  Mathem.   VI.  8 
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grenze  des  chinesischen  Tnrkestan.  Persische,  türkische  und  chinesische 
Verzeichner  asiatischer  Begebenheiten  berichten  von  demselben,  dass  sein 
Land  mehrere  Male  zur  nordwestlichen  Provinz  China's  geschlagen  wurde, 
was  die  theilweise  Aneignung  chinesischer  Sprache,  Literatur  und  Sitten 
von  Seite  der  einverleibten  türkisch -tartarischen  Bevölkerung  zur  Folge 
hatte.     Der   osttürkische  Sultan  Abü'1-gazl  (^L^  ^oL^  ^jUJI^f,    gest. 

1644)  in  dem  von  ihm  verfassten  „Stammbaum  der  Türken  [^ß  aVjI^uS)'^ 
und  der  Perser  Ba^ld-eddln  (^oJt  sXu£j,  g^st.  1318)  in  seinem  „Sanunler 
der  Geschichten   f^.lyJI  fwL>.)"  verlegen  die  Ursitze  der  Uigaren   viel 

weiter  nach  Nordosten,  etwa  in  das  Gebiet  zwischen  dem  südlichen  Laufe 
der  Selengga  und  der  Stadt  Urga,  oder  direct  an  die  Stätte  des  alten 
mongolischen  Hoflagers  Karakorüm;  gegenwärtig  sollen  sie  noch  im  west- 
lichen Turkestan,  so  in  den  Chanaten  von  Ghiwa  und  Buchara,  vor- 
kommen. 

Zu  ihrem  Namen  bemerkt  Schott,  dass  die  ihm  begegneten  Formen 
desselben  „mit  ui,  i  und  ju  beginnen.  Das  schüessende  r  wird  von  den 
Chinesen  durch  ihr  zwitterhaftes  orh  (urh,  rh),  oder  durch  die  Sylbe  lu, 
deren  vocalischer  Auslaut  abzurechnen,  ausgedrückt,  auch  völlig  unterdrückt, 
und  einmal  ist  sogar  von  dem  ganzen  Namen  nur  der  erste  Yocal  ge- 
blieben." —  Etwas  vorher  wird  mitgetheilt:  „Grosser  politischer  Bedeutung 
im  thätigen  Sinne  des  Wortes  hat  das  üigurenvolk  kaum  jemals  sich  er- 
freut. Der  umstand,  dass  syrische  Verkünder  des  Christenthums  weiland 
(im  7.  Jahrhundert?)  mit  vorübergehendem  Erfolg  unter  ihnen  predigten 
und  eine  semitische  Buchstabenschrift  ihrer  Sprache  anpassten,  verschaffte 
ihnen  in  Europa  einige  Beachtung,  die  um  vieles  erhöht  ward,  als  endlich 
mehrere,  in  jener  Schrift  geschriebene,  osttürkische  Geisteswerke,  eines  aus 
dem  11.  Jahrhundert  u.  Z.,  unter  uns  auftauchten."  Ln  11.  Jahrhundert 
waren  die  üiguren  noch,  wenigstens  der  grossen  Mehrheit  nach,  buddha- 
gläubig. 

öingiz-Hän  f^L^  j^^^)    führte  die  uigurische   Schrift  und  Sprache 

bei  seinen  Mongolen  ein;  sein  Enkel,  Chubilai,  befahl  einem  Oberpriester, 
die  ältere  uigurische  Schrift  zu  verwerfen  und  eine  Auswahl  Buchstaben 
der  tibetischen  Quadratschrift  den  mongolischen  Lauten  anzupassen,  hatte 
aber  damit  eine  Neuerung  geschaffen,  die,  weil  zu  unbequem,  nicht  lebens- 
fähig war. 

J.  Klaproth,  dem  zwar  Schott  eine  Menge  der  bedenklichsten  Fehler 
nachweist,  darin  aber,  wie  wohl  die  Meisten,  mit  ihm  übereinstinunt,  dass 
die  uigurische  Schrift  aus  den  syrischen  Buchstaben,  mit  denen  sie  einzelne 
Aehnlichkeiten  hat,  hervorgegangen  ist  und  auch  vollkommen  mit  den  Formen 
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und  Sylbenyerbindungen  des  sabäischen  Alphabets  barmonirt^^)  —  sagt: 
,,Das  nigtirische  Alphabet  ist  die  Quelle  der  jetzt  in  Mittelasien  gebräuch- 
lichen mongolischen  und  mandschuischen  Schrift  und  dient  noch  jetzt  den 
türkischen  Bewohnern  der  kleinen  Bucharei,  neben  dem  Arabischen,  um 
ihre  Muttersprache  zu  schreiben.'^  Hiergegen  wendet  sich  in  neuester  Zeit 
Fr.  Müller^^  in  einer  prüfenden  Untersuchung,  deren  schliessliche  Er- 
gebnisse er  in  folgende  Worte  zusammenfasst:  „üeberblickt  man  unsere 
Vergleichung,  so  stellt  sich  als  Ergebniss  derselben  Folgendes  heraus:  Von 
den  14  Zeichen  des  mongolischen  Alphabets  lassen  sich  alle  bis  auf  drei, 
nämlich  mittleres  t  (d)  —  r  —  m  aus  der  syrischen  Schrift  ableiten;  drei 
Zeichen  (mittleres  t,  r,  m)  zeigen  blos  mit  der  mandäischen  Schrift  eine 
Verwandtschaft,  und  ein  Zeichen,  nämlich  s  (s)  zeigt  jene  alte  FonU;  welche 
in  keinem  der  jüngeren  Alphabete  sich  mehr  findet.  Wir  können  daher 
mit  Fug  und  Becht  behaupten,  dass  jenes  syrisch-nestorianische  Alphabet, 
nach  welchem  die  Schrift  der  Mongolen  gebildet  wurde,  bis  heutzutage 
noch  nicht  gefunden,  resp.  nachgewiesen  worden  ist."  Der  Herr  Verfasser 
nimmt  dabei  die  mongolischen  Schriftzeichen  als  die  typischen  an. 

A.  Terrien  de  la  Couperie,  The  old  numerals,  the  counting-rods 
and  the  Swan-Pan  in  China.  (Beprinted  from  the  Numismatic  Chronicle, 
vol.  III.,  third  series.     London,  1883;  8®.) 

Ssuan-pan,  Zählplatte  oder  Bechenbrett,  ist  keine  chine- 
sische Erfindung,  sondern  erscheint  erst  im  12.  Jahrhundert  in  China,  und 
zwar,  wenn  auch  nicht  auf  directem  Wege,  aus  Indien  eingeführt. 
G.  Bilfinger,  Die  antiken  Stundenangaben.  Stuttgart,  1888;  8^ 
Derselbe,  Die  babylonische  Doppelstunde.  Eine  chronologische  Unter- 
suchung.    Stuttgart,  1888;  4^ 

Im  Ersten  wird,  nach  Galenus,  eine  Uhr  beschrieben,  „die  den  Grund- 
gedanken der  antiken  Wasseruhr  wbhl  am  einfachsten  zum  Ausdruck  bringt". 
Wenige  Seiten  darauf  heisst  es:  „Stundenminuten  und  Stimdensecunden 
finde  ich  in  der  europäischen  Literatur  erst  im  Ausgang  des  Mittelalters, 
im  Osten  zuerst  bei  Albiruni  (ca.  1000  n.  Chr.),  so  dass  es  als  höchst 
wahrscheinlich  erscheint,  dass  die  arabischen  Astronomen  die  ersten  waren. 


26)  So  z.  B.  ausgesprochen  in  einem  Bucbe,  das  mir  gerade  zur  Hand  ist, 
nämlich  in  C.  de  Harlez,  Manuel  de  la  Langue  Mandchoue.  Grammaire, 
anthologie  et  lexique.    Paris,  1884;  gr.  8^. 

27)  Wiener  Zeitschrift  für  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Heraus- 
gegeben und  redigirt  von  G.  Bühler,  J.  Karabacek,  D.  H.  Müller,  F.  Müller, 
L.  Beinisch.    Y.  Band.    Wien,  1891;  gr.  8^ 

8* 
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die  die  Sexagesimalrechnimg  auf  die  Stundenrechnmig  anwandteit''  —  Das 
haben  sie  wohl  gethan,  und  zwar  lange  vor  Blrdnl  (1041  gest.),  wenn 
auch  nur  in  der  Rechnung  ihre  Ausdmcksweise  der  unserigen  conform  war. 
Bei  Beobachtungen  bedienten  sie  sich  der  ächten  Brüche  für  die  ünter- 
abtheilungen  der  Stunden.  So  z.  B.  giebt  Ahmed  ihn  ^Abdallah  Habaä, 
gelegentlich  einer  von  ihm  am  20.  Juni  829  beobachteten  Mondfinstemiss, 
den  Längenunterschied  zwischen  Bagdad  und  Alexandria  zu  50™  an  und 
hat  damit,  genau  wie  wir,  die  Bogengrösse  des  Ptolemaeus  in  Zeitmaass 
umgewandelt  (SLijOiw«  RcLm  q^  SJLöJ  ^  N|^J^jJuM^f^  of JJt^  ^  y>^^h 
dagegen  sagt  er  von  einer  Sonnenfinstemiss,  dass  sie  um  8  Uhr  und  \ 
und  ^,  also  8^  16™,  zu  Ende  war;  oder  von  einer  Mondfinstemiss:  sie 
schloss  10^  7™  30»  (SUiL«j  XtL*.  ^^j  oLcLv^j-äj:.  10  Stunden  und  i  Stunde). 

Alles  in  Buchstaben,  imd  sezagesimale  Eintheilung  gemeint. 

Eduard  Mab  1er,  Astronomische  Untersuchung  über  die  angebliche 
Pinstemiss  unter  Thakelath  11.  von  Aegypten.  (LIV.  Band  der  Denk- 
schriften der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Classe  der  Kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften.     Wien,  1888;  gr.  4^.) 

F.  Kielhorn,  Tafeln  zur  Berechnung  der  Jupiter- Jahre  nach  den  Regeln 
des  Sürya  Siddhänta  und  des  Jyotistattva.  (Aus  dem  36.  Bande  der  Ab- 
handlungen der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Oöttingen. 
Göttingen,  1889;  gr.  4P.) 

G.Schlegel  und  F.  Kühnert,  Die  Schu-King-Finstemiss.  Veröffent- 
licht durch  die  Königliche  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Amsterdam. 
Amsterdam,  1889;  4*^. 

Im  Jahre  1880  fand  v.  Oppolzer  als  Datum  dieser  Sonnenfinstemiss 
—  2136  October  21;  nach  den  Verfassern  würde  sie  sich  —  auf  Grund 
philologisch-historischer  Betrachtungen,  mit  astronomischer  Unterstützung  — 
am  7.  Mai  —  2165  ereignet  haben. 

Heinrich  Brugsch,  Die  Aegyptölogie.  Abriss  der  Entzifferungen 
und  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  ägyptischen  Schrift,  Sprache  und 
Alterthumskunde.     Leipzig,  1891;  gr.  8^. 

S.  357.  „Die  viel  behandelte  Sothis-  und  Phoenix-Periode,  um 
auch  an  diese  zu  erinnern,  war  nach  Dr.  Krall' s  (S.  79,  Studien  zur  Gesch. 
d.  alt.  Aeg.  I.)  zutreffenden  Bemerkungen  eine  Erfindung  des  zweiten  Jahr- 
hunderts, in  Folge  der  am  20.  Juli  139  zu  Ehren  des  Kaisers  Antoninus 
Pius  gefeierten  Apokatastasis,  in  welcher  der  bewegliche  und  der  unbeweg- 
liche 1.  Thoth  zusanunengefallen  waren.  Den  damaligen  Chronographen, 
welche  sich  mit  dem  manethonischen  Werke  über  die  Geschichte  Aegyptens 
beschäftigten,   erschien  die  Sothisperiode  als  das  geeignetste  Hülfsmittel, 
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die  grossen  Zeitabschnitte  einer  mangelnden  Aera  durch  leicht  berechenbare 
Zahlen  zu  &dren.'^ 

Mihira,  Yarftha,  The  PanchaBiddhäntikft.  Astronomical  work. 
The  tezt,  ed.  with  an  original  conunentary  in  sanskrit  and  an  english 
translation  and  introduction  bj  G.  Thibaut,  pL  Dr.,  and  M.  Sndhftkara 
Dvivedi.     Benares,  1891;  4^ 

Die  Panchasiddhäntikft,  eine  gedrängte  Darstellung  des  Inhaltes  von 
fünf  alten  Siddhftnta,  oder  Lehrbüchern  der  Astronomie,  wurde  in  der  Mitte 
des  6.  Jahrhunderts  n.  Chr.  von  dem  Astronomen  Yarftha  Mihira  verfasst, 
der  dabei,  wie  es  den  Anschein  hat,  so  zu  Werke  ging,  dass  er  jene  fdnf 
Systeme,  von  denen  das  dritte  und  vierte  etwa  aus  dem  Jahre  400  n.  Chr. 
stammt,  ihrem  Alter  nach  aufeinander  folgen  liess.  Im  obigen  Werke  wird 
der  Urtext  sowohl  nach  dem  benützten  Manuscript,  als  auch  in  verbesserter 
Gestalt  mitgetheilt;  hieran  reihen  sich  der  Sanskrit -Commentar  von  Sud- 
häkara  und  die  englische  üebersetzung.  Der  Herr  Herausgeber  verbreitet 
sich  über  den  griechischen  Einfluss  auf  die  indische  Astronomie  und  hat, 
wie  mich  dünkt,  diesem  Thema  auch  einige  neue  Seiten  abgewonnen;  so 
glaubt  er  nicht,  dass  sich  die  indische  Astronomie  unmittelbar  auf  die 
Werke  eines  Hipparch  und  Ptolemaeus  gründe,  sondern  dass  das  occiden- 
talische  Element  hierin  aus  griechischen  Schriffcen  secundärer  Kräfte  ge- 
schöpft sei. 

(New  Map  of)  Persia,  Afghanistan  and  Beluchistan.  Compiled 
under  the  supervision  of  Hon.  G.  Curzon.  M.  P.  by  Wm.  Ino.  Turner. 
Natural  scale  1  :  3  810000  =  60  miles  to  an  inch.  (Proceedings  of  the 
Boyal  Geographical  Society  and  Monthly  Record  of  Geography.  YoL  XIV. 
London,  1892;  gr.  8®.) 

Herr  G.  Curzon,  der  intellectuelle  Urheber  dieser  neuesten  Karte  von 
Persien,  berichtet  in  einem  Begleitschreiben,  welches  von  dem  gänzlichen 
Mangel  an  einer  zuverlässigen  Karte  dieses  grossen  Königreiches  ausgeht, 
über  die  Art  ihrer  Ausführung  und  das  Material,  worauf  sie  sich  gründet. 
Ueber  letzteres  spricht  er  sich  sehr  unzufrieden  aus  und  gesteht,  dass  es 
ihm,  Alles  in  Allem  genommen,  nur  den  Eindruck  eines  „Gemisches  oder 
Flickwerkes'^  gemacht  habe.  Bentbtzt  wurden  englische  (auch  Admiralitäts-), 
russische  und  deutsche  Karten,  sowie  viele  itineraria,  die  häufig  hinge- 
nonunen  werden  mussten,  wenn  sie  auch  keinen  Vermerk  über  die  ange- 
wandten Instrumente  enthielten.  Mit  rechter  Schaffensfreude  mag  wohl 
Herr  C,  dem  übrigens  die  Ergebnisse  der  Lemm'schen  Beise  und  der 
Deutschen  Expedition  (im  Jahre  1874)  entgangen  zu  sein  scheinen,  kaum 
an  seine  Arbeit  herangetreten  sein.    Dass  er  sie  trotzdem  zu  Ende  geführt 


-     118    — 

und  uns  zu  einer  l^artographischen  Darstellung  von  Persien  yerholfen  hat, 
die  wenigstens  alles  Das,  was  bis  jetzt  an  hierzu  erforderlichen  Daten  vor- 
lag und  ihm  bekannt  geworden  war,  gewissenhaft  verwerthet,  daf&r  hat  er 
sich  ohne  Zweifel  ein  volles  Anrecht  auf  Dank  erworben.  Wie  freimüthig 
er  selbst  über  die  fertige  Leistung,  bei  deren  Vollendung  ihm  eine  tüchtige 
Hülfskraft  zur  Seite  stand,  urtheilt,  mögen  seine  eigenen  Worte  sagen: 
„Wissenschaftliche  Schärfe  kann  man  zur  Zeit  keinem  Entwürfe  einer  Karte 
des  persischen  Beiches  zugestehen,  und  sicher  werden  sich,  auf  Grund  zu- 
künftiger Forschungen,  gar  manche  Schlussfolgerungeu,  bei  denen  wir  stehen 
geblieben  sind,  als  unhaltbar  erweisen.  Gegenwärtig  ist  man,  selbst  an  die 
beste  Karte  von  Persien,  kein  höheres  Maass  der  Anforderungen  zu  stellen 
berechtigt,  als  dass  sie  in  angenäherter  Zuverlässigkeit  Ersatz  für  strenge 
Richtigkeit  biete."  „Denn"  —  schickt  er  vorauf  —  „weder  ist  jemals  eine 
Aufnahme  von  Persien  gemacht  worden,  noch  finden  sich  dort  so  schätzbare 
fundamentale  Vorbedingangen  erfüllt,  wie  sich  deren  das  britische  Indien, 
ja  sogar  die  an  Persien  angrenzenden  Ländereien  von  Afghanistan  und 
Belutschistan  erfreuen;  hier  haben  englische  Of&ciere  durch  genaue  Triangu- 
lationen die  Grundlagen  für  alle  späteren  Aufnahmen  im  Kleinen  geschaffen, 
und  ein  Netzwerk  gut  fixirter  Punkte  oder  Landmarken  sorgt  dafür,  dass 
es  einer  künftigen  Topographie  des  Landes  nicht  an  dem  nothwendigen 
mathematischen  Gerippe  fehle.     Nicht  so  verhält  es  sich  in  Persien." 

Perrier,  Loewy  et  Bassot,  Determination  des  longitudes, 
latitudes  et  azimuts  terrestres  en  Alg^rie.  Sparties,  avec  19planches. 
Paris,  1877—1880;  4<*.  (Memorial  du  d6pöt  göneral  de  la  guerre,  tomeXL) 

Von  dieser  Publication  kann  ich  leider  nichts  weiter  als  ihren  Titel 
mittheilen.  Aber  schon  der  rühmlichst  bekannte  Name  des  Einen  der 
Herausgeber  dürfte  dafür  bürgen,  dass  durch  jene  Ortsbestimmungen  die 
mathematische  Geographie  des  westlichen  Nordafrika  eine  wesentliche 
FörderuDg  erfahren  hat. 
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Addendum. 


Erst  nach  Beendigung  des  Druckes  sehe  ich,  dass  ich  im  I.  Abschnitte 
(S.  95)  vergessen  habe,  noch  zwei  mittelalterliche  arabische  Himmelsgloben 
anzuführen,     üeber  den  einen,  aus  dem  Jahre  1275,  ist  nachzulesen: 

B.  Dorn,  Description  of  an  Arabic  Oelestial  Globe  etc.  London, 
1829;  4^. 

Der  andere,  in  der  Bibliothek  zu  Paris  befindlich,  soll  gegen  das 
13.  Jahrhundert  verfertigt  worden  sein. 
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DIE 


ANFÄNGE  DER  GRUPPENTHEORIE 


UND 


PAOLO  RÜFFINI. 


VON 


HEINRICH  BURKHARDT 


in  oöTTnvGxir. 


» 
A 


An  den  Forschungen  über  die  ältere  und  älteste  Geschichte  der  Mathe- 
matik nimmt  augenblicklich  eine  grosse  Beihe  von  Mitarbeitern  teil;  da- 
gegen die  Kenntnis  der  Entwickelung  unserer  Wissenschaft  in  den  letzten 
Jahrhunderten  hat  nicht  in  gleichem  Masse  Förderung  erfahren.  Einige 
wenige  Notizen  über  das  erste  Auftreten  dieses  oder  jenes  Satzes  pflanzen 
sich  von  einem  Lehrbuch  zum  andern  fort;  wer^  nähere  Belehrung  sucht, 
ist  darauf  angewiesen,  auf  die  Quellen  selbst  zurückzugehen.  So  findet 
man  z.  B.  überall  die  Angabe,  der  italienische  Mathematiker  Buffini  sei  der 
erste  gewesen,  der  behauptet  und  zu  beweisen  versucht  habe,  die  Auflösung 
der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  durch  Wurzelzeichen  sei  nicht 
möglich;  man  findet  auch  angegeben,  worin  die  wesentlichste  Lücke  dieses 
Beweisversuchs  bestanden  hat;  aber  dass  ein  grosser  Teil  derjenigen  sub- 
stitutionentheoretischen Entwicklungen,  welche  man  Cauchj  zuzuschreiben 
gewohnt  ist,  bereits  von  Buffini  durchgeführt  worden  war,  das  scheint 
ganz  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein.^)  Eine  Darstellung  des  wesent- 
lichen Inhalts  von  Buffini's  einschlägigen  Arbeiten  wird  daher  vielleicht 
auf  ein  gewisses  Literesse  rechnen  dürfen;  es  sei  aber  gestattet,  vorher 
die  allmähliche  Entwicklung  der  ihnen  zugrunde  liegenden  Ideen  bei  seinen 
Vorgängern  zu  verfolgen. 

1.  Hudde,  Saunderson.  Le  Seur.  Der  erste  Anlass  zur  Verwer- 
tung combinatorischer  Betrachtungen  bei  algebraischen  Untersuchungen 
scheint  sich  dargeboten  zu  haben,  als  man  sich  die  Aufgabe  stellte,  die 
Gleichung  m^^  Grades  zu  bilden,  welche  m  von  den  n  Wurzeln  einer  vor- 
gelegten Gleichung  w*^. Grades  (w  <  n)  zu  Wurzeln  hat.  Für  w  =  4,  5,  6 
und  m  =  2,  bezw.  3  ist  diese  Frage  behandelt  in  der  „epistola  Johannis 
Huddenii  de  reductione  aequationum",  welche  Fr.  van  Schooten  seiner 
lateinischen  Übersetzung  von   Descartes'   g^omötrie^)   angehängt  hat.     Zu- 


1)  In  der  Bonner  Diss.  von  J.  Hecker:  Über  Buffini's  Beweis  für  die 
Unmöglichkeit  .der  algebraischen  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung von  einem  höheren  als  dem  vierten  Grade  (Bonn  1886)  ist  nur  die 
letzte  Bedaction  von  B/s  Beweis  (die  von  1813)  besprochen,  welche  gerade  seine 
interessantesten  Entwicklungen  nicht  enthält. 

2)  Geometria  a  Benato  des  Cartes  ....  opera  atque  studio  Francisci  a 
Schooten.    Amstel.  ap.  Elzenrios.    II.  Aufl.  1669,  III.    1688. 
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nächst  ist  zwar  dort^)  nur  nach  rationalen  Factoren  der  gegebenen  Glei- 
chung gefragt;  indess  wird  diese  Frage  in  der  Weise  beantwortet,  dass  zu- 
erst die  betreffende  Hilfsgleichung  wirklich  aufgestellt  und  dann  untersucht 
wird,  ob  sie  eine  rationale  Wurzel  besitzt.  In  ähnlicher  Weise  findet  sich 
die  Frage  dann  in  den  Lehrbüchern  der  folgenden  Zeit  behandelt;  aber 
erst  geraume  Zeit  später  hat  Saunderson')  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Bestimmung  der  quadratischen  Factoren  eines  Polynoms  vierten  Grades 
notwendig  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  ftLhren  müsse,  da  ja  sechs 
die  Anzahl  der  möglichen  Factoren  dieser  Art  sei.  Dass  er  sich  auf  diesen 
speciellen  Fall  beschränkt  hat,  erklärt  sich  aus  dem  elementaren  Charakter 
seines  Werkes.   Den  allgemeinen  Fall  fasste  bald  darauf  Le  Seur  ins  Auge; 

er  gibt: 

n  (n  —  1)  •  •  •  (n  —  «1  +  1) 
1  •  2  ' '  '  '  m 

als  Grad  der  Gleichung  an,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Divisoren 
m*®"  Grades  eines  Polynoms  vom  n**"^  Grade  abhängt.') 

Das  Interesse,  welches  die  Mathematiker  jener  Zeit  gerade  dieser  Frage 
entgegen  brachten,  beruhte  übrigens  darauf,  dass  man  auf  diesem  Wege 
zum  Beweis  der  Existenz  der  Wurzeln  höherer  algebraischer  Gleichungen 
gelangen  zu  können  meinte.  Man  ging  dabei  von  folgendem  Gedankengang 
aus:  mit  demselben  Kecht,  mit  welchem  man  die  gewöhnlichen  imaginären 
Grössen,  also  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen,  der  Bechnung  unterziehe, 
könne  man  auch  annehmen,  dass  durch  Gleichungen  höherer  Grade  ima- 
ginäre Grössen  definirt  würden,  sodass  es  nur  darauf  ankonmie,  zu  unter- 
suchen, ob  diese  letzteren  unter  den  ersteren  bereits  inbegriffen  sind  oder 
eine  neue  GrÖssengattung  bilden.  Diese  Frage  sei  aber  in  ersterem  Sinne 
entschieden,  sobald  es  gelinge,  die  Bestimmung  der  quadratischen  Divisoren 
eines  vorgelegten  Polynoms  auf  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Resolventen- 
gleichungen  ungeraden  Grades  zurückzufUhren,  deren  jede  ja  mindestens 
eine  reelle  Wurzel  besitze.  Den  in  diesen  Versuchen  liegenden  Schlussfehler 
hat  bekanntlich  erst  Gauss  in  seiner  Dissertation'  aufgedeckt.^) 

2.  Waring,  In  ausgedehnterem  Masse  erscheint  die  Anwendung  com- 
binatorischer  Betrachtungen  zur  Bestimmung  des  Grades  von  Eesolventen- 


1)  p.  487  der  III.  Aufl. 

2)  The  elementfl  of  algebra  by  Nicholas  Saundersos,  2  Bde.,  Cambridge 
1740  (poBthnm);  Bd.  II,  p.  737. 

8)  Memoire  snr  le  calcnl  integral  par  le  P.  Thomas  Le  Sear.  Bome  1748 
(nicht  1758,  wie  zuweilen  angegeben);  p.  22.  28.  Das  Werkchen  handelt  von  der 
Integration  rationaler  gebrochener  Functionen  durch  Partialbruchzerleg^ng. 

4)  ges.  W.  Bd.  III,  p.  6.  p.  14. 
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gleichungen  zuerst  bei  Waring,  und  zwar  an' vielen  zerstreuten  Stellen  im 
ersten  Teil  seiner  ,,miscellanea  analy  tica'^^)  und  in  den  daraus  erwachsenen 
„meditationes  algebraicae'^^)  So  wird  z.  B.  nach  den  ersten  einlei- 
tenden Sätzen  sofort  das  Problem  formulirt:^)  „inyenire  aequationem,  cujus 
radices  sint  quaecumqne  algebraica  radicum  datarum  aequationum  fnnctio/* 
Zur  Lösung  desselben  werden  zwei  allgemeine  Methoden  angegeben  und 
an  Beispielen  erläutert:  die  eine  derselben  beruht  auf  der  Bildung  symme- 
trischer Functionen,  die  andere  auf  einem  Eliminationsverfahren.  Haupt- 
sächlich aber  sind  hierher  gehörige  Untersuchungen  zusammengestellt  im 
IV.  Cap.  der  misc.  anal.,  im  III.  der  med.  alg.  unter  der  Überschrift:  „de 
reductione  et  resolutione  aequationum^^  fiier  findet  sich  die  mehrerwähnte 
Aufgabe  der  Divisoren  w*®"  Grades  eines  Polynoms  vom  w*^  Grade  be- 
handelt;^) als  hinlänglicher  Beweis  dafür,  dass  die  durch  Permutation  der 
'  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  entstehenden  Werte  der  Hilfsunbekannten 
alle  derselben  Hilfsgleichung  genügen  müssen,  gilt  auch  Waring  noch  die 
einfache  Wendung:  „quot  sunt  combinationes  m  radicum  in  majore  multi- 
tudine  n  radicum,  tot  emnt  problematis  solutiones  et  consequ enter  tot 
erunt  radices  aequationis  reducentis^S  An  der  letztgenannten  Stelle  findet 
sich  auch  bereits  die  Bemerkung,  dass  nach  Bestimmung  eines  Coeffici- 
enten  des  Divisors  die  übrigen  durch  blosse  Division  erhalten  werden 
konnten,  den  Fall  allein  ausgenommen,  dass  die  Gleichung  für 
jenen  ersten  Coefficienten  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Dabei  wird 
auf  eine  spätere  Stelle  (p.  166)  verwiesen,  an  welcher  der  allgemeine  Satz 
ausgesprochen  wird :  „Sind  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  gegeben, 
so  lassen  sich  beide  durch  dieselben  Irrationalitäten  ausdrücken,  ausser 
wenn  mehrere  Werte  der  einen  einander  gleich  sind;  wenn  aber  2,3.. 
Werte  von  x  einem  und  demselben  Wert  von  y  entsprechen,  so  enthält 
die  quadratische,  cubische  . .  Gleichung,  welcher  diese  Werte  von  x  ge- 
nügen, keine  andern  Irrationalitäten  als  diejenigen,  welche  in  dem  zuge- 
hörigen Werte  von  y  auftreten".  Erwähnenswert  dürfte  auch  sein,  dass 
Waring  die  sogenannte  Tschimhaustransformation  kennt  und  den  Grad  der 


1)  Cantabrigiae  1762.  Der  zweite  Teil  dieses  Werkes  handelt  von  der 
Cnrventheorie;  die  proprietates  algebraicarum  curvarnm  (ib.  1772)  stehen 
zu  ihm  in  ähnlichem  Verhältnis,  wie  die  med.  alg.  zum  ersten. 

2)  ib.  1770;  die  folgende  Aufl.  von  1782  ist  als  ed.  HI  bezeichnet,  indem 
die  misc.  anal,  als  erste  Auflage  mitgezählt  sind.  —  Die  meditationes  ana- 
lyticae  Waring^s  (ib.  1775)  sind  ein  ausführliches  Lehrbuch  der  Fluxionen-  und 
FluentenrechnuDg. 

8)  misc.  anal.  p.  11;  med.  alg.  p.  17  (der  Aufl.  von  1770). 
4)  misc.  anaL  p.  34.,  med.  alg.  p.  87.. 
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Hilfsgleicbnng  richtig  angibt,  deren  Auflösung  erforderlich  sein  würde, 
um  ans  der  dnrch  jene  Transformation  gelieferten  Besolvente  die  mittleren 
Glieder  wegzuschaffen;^)  den  Namen  Tschimhaus  nennt  er  Hbrigens  erst 
in  der  Vorrede  zur  Auflage  von  1782,  p.  X.  XXV. 

Als  Beispiele  für  seine  allgemeinen  Auseinandersetzungen  dienen  Wa- 
ring  hauptsächlich  die  verschiedenen  bekannten  Methoden  zur  Auflösung 
der  Oleichungen  4.  Grades;  er  zeigt  u.  a.,^)  wie  die  Wurzeln  der  durch 
dieselben  gelieferten  cubischen  Eesolventen  sich  als  dreiwertige  Functionen: 

x,x,  +  x,x„    (x^  ^  X,  -  X,  -  x,y,    (x,x,~x,x:)' 

der  Wurzeln  x^^  x^,  x^y  x^  der  vorgelegten    Gleichung    ausdrücken.     Auch 
*  stellt  er  sich  die  Aufgabe,   specielle  Gleichungen  zu  finden,   deren  Auflö- 
sung in  vorgegebener  Weise  möglich  ist;  unter  anderem  Gleichungen  m*^ 
Grades,  deren  Wurzeln  die  (damals  mehrfach  behandelte)  Form  haben: 

Dass  übrigens  schon  bei  den  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades  die 
Bestimmung  der  a  von  Gleichungen  höheren  Grades  als  die  vorgelegte  ab- 
hängt, ergab  sich  -ihm^)  aus  seinen  combinatorischen  Principien  ohne 
Schwierigkeit. 


1)  ein  speoieller  Fall  misc.  anal.  p.  39;  der  allgemeine  med.  alg.  p.  101. 

2)  med.  alg.  p.  94. 

3)  med.  alg.  p.  120. 

Obwol  dem  Gegenstand  vorliegender  Untersuchung  fremd,  seien  noch  eine 
Reihe  bemerkenswerter  Dinge  erwähnt,  von  welchen  wenig  bekannt  zu  sein  scheint, 
dass  sie  sich  bei  Waring  finden.  Die  Vorreden  beider  Werke  enthalten  eine  in 
jeder  folgenden  Auflage  vollständigere  Sammlung  von  Notizen  über  die  frühere 
Geschichte  der  Algebra,  die  namentlich  über  das  17.  Jahrhundert  und  die  erste 
Hälfte  des  18.  einen  ganz  guten  Überblick  gewährt.  An  der  Spitze  des  Textes 
stehen  in  beiden  Werken  die  Formeln  zur  Berechnung  der  Wurzelsnmmen  aus 
den  Coefficienten;  Erwähnung  verdient  dabei  vielleicht  der  Terminus  „exponentes 
litterarum*'  für  das,  was  man  jetzt:  Gewichte  der  Coefficienten  zu  nennen  pflegt. 
Daran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  übrigen  symmetrischen  Functionen  aus 
den  Wnrzelsummen ;  die  unter  Waring's  Namen  bekannte  Methode  zur  Berech- 
nung der  symmetrischen  Functionen  direct  aus  den  Coefficienten  findet  sich  nur 
in  dem  späteren  Werke  (p.  11).  Die  misc.  anal,  enthalten  auch  (p.  16)  die  Me- 
thode zur  angenäherten  Berechnung  der  Wurzeln  (unter  Voraussetzung  ihrer 
Realität),  welche  sonst  wol  unter  dem  Namen  von  Graeffe  geht.  Einen  grossen 
Teil  beider  Werke  füllen  Untersuchungen  über  rationale  Wurzeln  von  bestimmten 
sowol,  als  von  unbestimmten  Gleichungssystemen;  im  5.  Gap.  der  med.  algebr. 
dehnen  sich  dieselben  zu  einer  ft)rmlichen  Sammlung  zahlentheoretischer  Sätze 
aus  (dort  ist  auch  der  „Wilson^ sehe**  Satz  nach  einer  Mitteilung  Wüson's  an 
Waring  zuerst  veröffentlicht   (p.  218,  vgl.  auch  p.  VIII)).    Für  Waring  —  wie 
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8.  Lagrange.  In  demselben  Jahre,  in  welchem  Waring's  meditationes 
algebraicae  zum  ersten  Male  erschienen,  legte  Lagrange  seine  nmfangreiche 
Abhandlung:  „Beflexions  sur  la  thöorie  alg^brique  des  öquations^^^) 
der  Berliner  Akademie  vor.  Der  Inhalt  derselben  ist  weit  mehr  als  der 
der  andern  hier  zu  besprechenden  Werke  in  die  Lehrbücher  Übergegangen; 
so  enthält  z.  B.  das  verbreitete  Handbuch  von  Serret  (art.  498 — 521) 
ausführliche  Auszüge  aus  derselben.  Es  wird  deshalb  gestattet  seiu;  sich 
hier  auf  eine  ganz  kurze  Übersicht  zu  beschränken  und  nur  die  auf  das 
alhnähliche  Emporkeimen  der  gruppentheoretischen  Betrachtungsweise  cha- 
rakteristischen Stellen  hervorzuheben. 

Als  Zweck  der  Arbeit  gibt  Lagrange  in  der  Einleitung  an:  ,,die  ver- 
schiedenen bis  zu  seiner  Zeit  für  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen 
gegebenen  Methoden  zu  prüfen,  sie  auf  allgemeine  Principien  zurückzu- 
fCLhren  und  a  priori  zu  zeigen,  warum  sie  bei  den  Gleichungen  dritten 
und  vierten  Grades  zum  Ziel  führen,  bei  höheren  Graden  aber  versagen." 

Im  ersten  Abschnitt  wird  von  den  verschiedenen  zur  Lösung  der 
cubischen  Gleichungen  vorgeschlagenen  Methoden  gezeigt,  dass  sie  alle  auf 
Lösung  einer  Hilfsgleichung  zweiten  Grades  hinauslaufen,  deren  Wurzeln 
sich  durch  die  Wurzeln  x\  x\  x"'  der  vorgelegten  Gleichung  und  die  com- 
plexe  dritte  Einheitswurzel  a  in  der  Form: 

(a;'  +  ax'  +  a^x'J 

oder  als  lineare  Functionen  eines  solchen  Ausdrucks  darstellen  lassen;  die 
charakteristische  Eigenschaft  dieses  Ausdrucks  ist,  dass  er  bei  allen  Per- 
mutationen der  Wurzeln  x\  x\  x'  nur  zwei  verschiedene  Werte  anzunehmen 
im  Stande  ist.  Der  Abschnitt  schliesst  mit  der  Entwicklung  einiger  Sätze 
über  Einheitswuizeln,  welche  aus  der  trigonometrischen  Darstellung  der- 
selben gewonnen  werden. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  ebenso  die  Methoden  zur  Lösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  besprochen  und  gezeigt,  dass  dieselben  sämtlich 


auch  fcir  manche  andere  seiner  Zeitgenossen  —  hatten  diese  Fragen  auch  ein 
grosses  algebraisches  Interesse,  indem  er  sich  (vgl.  misc.  anal.  p.  48;  med.  algebr. 
p.  121)  folgende  Möglichkeit  dachte,  zur  Lösung  der  allgemeinen  Gleichungen 
höherer  Grade  zu  gelangen:  Man  solle  zunächst  eine  Besolvente  annehmen  mit 
einer  grösseren  Anzahl  von  Unbekannten,  als  Bedingungen  zu  befriedigen  seien. 
Geeignete  Eliminationen  würden  dann  zu  einer  Gleichung  mit  mehreren  Unbe- 
kannten führen.  Gelänge  es,  rationale  Werte  der  letzteren  zu  finden,  welche 
diese  Gleichung  befriedigen,  so  könne  man  von  ihnen  aus  zur  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  gelangen. 

1)  Nouveanz  mdmoires  de  Tacad^mie  de  Berlin  pour  les  annäes  1770.  1771 
(Berl.  1772.  73).  —  Oeuvres  de  L.,  öd.  Serret  t.  III. 
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auf  der  Benutzung  von  Hilfsgleichungen  beruhen,  deren  Wurzeln  drei- 
wertige Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind,  wie  z.  B. 

X  x'  +  x"  x^^j       {x  +  x"  —  x"  —  sc^^Y^ 
{x  +  x'  Y—  1  —  x'"  —  x'''  y^^)  {x  -  X   ]/^=T  +  x'  —  x'^'  Y—  1). 

Von  einer  etwas  weniger  übersichtlichen  Function  dieser  Art  wird  diese 
Eigenschaft  (die  Dreiwertigkeit)  folgendermassen  bewiesen  (art.  43):  Sie 
bleibt  unverändert,  wenn  x  mit  x'  vertauscht  wird,  also  hat  sie  nicht  24 
verschiedene  Werte,  sondern  höchstens  12.  Sie  bleibt  auch  unverändert, 
wenn  x"  mit  o;^''  vertauscht  wird,  also  reduciren  sich  die  12  Werte  auf  6. 
Sie  bleibt  endlich  auch  unverändert,  wenn  x  mit  x''  und  gleichzeitig  x"^ 
mit  x^^  vertauscht  wird,  also  reduciren  sich  die  6  Werte  auf  3  „da  auch 
diese  Yertauschung  von  den  vorigen  unabhängig  ist/^  Ausserdem  bleibt 
sie  noch  unverändert  bei  gleichzeitiger  Vertauschung  von  x'  mit  x^^  und 
von  ic"  mit  a;'";  „aber  diese",  heisst  es  weiter,  „kann  nicht  in  Betracht 
kommen,  da  sie  in  den  vorigen  schon  inbegriffen  ist." 

Der  dritte  Abschnitt  wendet  sich  zu  analogen  Untersuchungen  ftlr 
Gleichungen  höherer  Grade.  Gerade  von  diesem  Abschnitt  gibt  Serret 
Gedankengang  und  Eesultate  ziemlich  vollständig  wieder;  jedoch  ist  wol 
zu  beachten,  dass  er  die  Form  der  Darstellung  insofern  wesentlich  moder- 
nisirt  hat,  als  er  sich  symbolischer  Bezeichnung  der  Substitutionen  bedient, 
überhaupt  sich  auf  eine  vorhergehende  systematische  Behandlung  der  Sub- 
stitutionentheorie stützt,  von  welcher  Lagrange  noch  weit  entfernt  ist.  Der 
Abschnitt  schliesst  mit  einigen  Auseinandersetzungen  darüber,  ob  Aussicht 
vorhanden  sei,  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  zu  Hülfsgieichungen  von 
niedrigerem  Grade  als  die  bis  dahin  erhaltenen  zu  gelangen.  Lagrange 
glaubt  schon  bei  Gleichungen  sechsten  Grades  auf  diese  Ho&ung  ver- 
zichten zu  müssen,  indem  er  bemerkt,  dass  es  nicht  gelinge,  die  10  Werte 

des  Ausdrucks: 

(x^  +  ^2  +  a?8  —  a;4  —  rCß  —  a?«)* 

so  in  zwei  Beihen  zu  je  fünfen  zu  spalten,  dass  das  Produkt  aus  den 
Summen  der  fönf  Werte  jeder  Beihe  synunetrisch  werde  (art.  85). 

Der  vierte  Abschnitt  bringt  die  nachträgliche  Begründung  der  im 
vorhergehenden  bereits  überall  benutzten  Sätze  über  den  Grad  von  Besol- 
venten. Ein  eigentümliches  Eliminationsverfahren,  an  den  einfachsten  Bei- 
spielen in  inductiver  Weise  auseinandergesetzt,  führt  zur  Erkenntnis  des 
fundamentalen  Satzes,  dass  der  Grad  einer  Eesolvente  übereinstimmt  mit 
der  Anzahl  m  der  verschiedenen  Werte,  welche  ihre  Wurzel  bei  sämtlichen 
Vertauschungen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  annimmt;  .der  Satz, 
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dass  alle  symmetrischen  Fimctionen  der  Wurzeln  sich  rational  durch  die 
Goefficienten  ausdrücken  lassen,  wird  nicht  beim  Beweise  vorausgesetzt, 
sondern  erst  nachher  als  SpecialfaU  des  allgemeinen  Satzes  (ftlr  m  =  1) 
erhalten.  Von  der  Irreducibilität  der  erhaltenen  Gleichungen  ist  dabei 
übrigens  überhaupt  nicht  die  Bede  —  eine  bemerkenswerte  Lücke  nicht 
sowol  für  Lagrange's  eigene  Entwicklungen,  für  welche  dieser  Punkt  neben- 
sächlich ist,  als  für  die  darauf  gebauten  Folgerungen  späterer.  Weiterhin 
wird  auch  bereits  der  allgemeine  Satz  ausgesprochen,  dass  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Werte  einer  rationalen  Function  von  fi  Grössen  stets  ein 
Teiler  von  fil  ist;  der  Beweis  wird  übrigens  nur  für  zweiwertige  Functionen 
explicite  durchgeführt,   während  für  alle  andern  Fälle  die  Bemerkung  ge- 

* 

nügen  muss,  dass  man  in  ihnen  ebenso  schliessen  könne.  Es  folgt  dann 
noch  der  bekannte  Beweis  des  Lehrsatzes,  dass  durch  eine  rationale  Func- 
tion der  Wurzeln  x  einer  Gleichung  jede  andere  solche  Function  y  sich 
rational  ausdrücken  lässt,  welche  bei  allen  den  Permutationen  der  x  unge- 
ändert  bleibt,  die  den  Wert  von  t  nicht  ändern;  dass  aber  y  von  einer 
Gleichung  m*^^  Grades  mit  in  t  rationalen  Coefficienten  abhängt,  wenn  zu 
einem  Werte  von  t  m  Werte  von  y  gehören.*)  Als  Beispiele  werden  wieder 
die  zweiwertigen  Functionen  von  drei  und  die  dreiwertigen  von  vier  Grössen 
behandelt. 

Die  Resultate  seiner  Untersuchung  fasst  Lagrange  (art.  109)  folgender- 
massen  zusammen: 

„Täusche  ich  mich  nicht,  so  sind  im  vorhergehenden  die  wahren  Prin- 
cipien  der  Auflösung  der  Gleichungen  und  das  geeignetste  analytische 
Verfahren,  um  zu  ihr  zu  gelangen,  enthalten.  Wie  man  sieht,  reducirt 
sich  alles  auf  eine  Art  von  Combinationsrechnung,  durch  die 
man  a  priori  die  Resultate  erkennen  kann,  welche  man  zu  er- 
warten hat.  Es  würde  am  Platze  sein,  die  Anwendung  auf  Gleichungen 
fünften  und  höheren  Grades  vorzunehmen,  deren  Auflösung  bis  jetzt  nicht 
bekannt  ist;  aber  diese  Anwendung  verlangt  eine  zu  grosse  Anzahl  von 
Untersuchungen  und  Combinationen,  als  dass  wir  uns  jetzt  dieser  Arbeit 
unterziehen  könnten.  Wir  hoffen  jedoch  zu  anderer  Zeit  darauf  zurück- 
kommen zu  können  und  wollen  uns  hier  damit  begnügen,  die  Grundlagen 
einer  Theorie  gelegt  zu  haben,  die  uns  neu  und  allgemein  scheint.'^ 

Anhangsweise  folgen  einige  Bemerkungen  über  Gleichungen,-  zwischen 
deren  Wurzeln  eine  bekannte  Beziehung  besteht;  es  wird  auseinandergesetzt 


1)  Über  die  Art,  wie  Lagrange  die  bei  diesem  Satze  auftretenden  Ausnahme- 
fälle numerischer  Gleichheit  der  Werte  formell  verschiedener  Functionen  behan- 
delt, vgl.  man  Holder,  Math.  Ann.  Bd.  34,  p.  454  ff.  (1889). 
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und  an  einigen  Beispielen  erläutert,  in  wie  fem  die  Kenntnis  einer  solchen 
Beziehung  auf  Grund  der  entwickelten  Principien  zur  Beduction  der  vor- 
gelegten Gleichung  fuhren  kann.  Übrigens  macht  dieser  Anhang  keinen 
Anspruch  darauf,  eine  vollständige  Theorie  solcher  .speciellen  Gleichungen 
darzustellen. 

Der  2.  Auflage  seines  „traitö  sur  la  resolution  des  equations  num^- 
riques"  (Paris  1808;  oeuvres  6d.  Serret  t.  VIII)  hat  Lagrange  als  „note  Xtll" 
einen  Auszug  aus  den  drei  ersten  Abschnitten  der  vorbesprochenen  Ab- 
handlung beigefügt,  der  nur  in  der  Theorie  der  Einheitswui*zeln  unter  dem 
Einfluss  der  inzwischen  erschienenen  disquisitiones  arithmeticae  von  Gauss 
einige  Vereinfachungen,  im  übrigen  aber  keinen  Fortschritt  über  die  aus- 
führlichere Darstellung  hinaus  aufweist.  Zum  Schlüsse  erwähnt  Lagrange 
noch  die  sogleich  zu  besprechende  Abhandlung  von  Vandermonde;  er  findet, 
dass  dessen  Methode  aus  einem  in  der  Natur  der  Gleichungen  gegründeten 
Princip   entspringe  und  in  dieser  Beziehung  direkter  als   seine  eigene  sei. 

4,  Vandermonde.  Ebenfalls  dem  Jahre  1770  gehört  eine  dritte  be- 
deutende algebraische  Arbeit  an,  das  „memoire  sur  la  r6solution  des  Equa- 
tions" von  Vandermonde.^)  Über  seine  Absicht  bei  Verfassung  desselben 
gibt  Vandermonde  in  der  Einleitung  folgende  Auskunft: 

„ ...  Es  scheint  mir,  als  könnte  ein  Teil  der  Schwierigkeiten  der 
Natur  der  analytischen  Methoden  zugeschrieben  werden,  die  man  bisher 
allgemein  benutzt  hat;  ich  habe  mich  entschlossen  einen  andern  Weg  ein- 
zuschlagen. Meine  Methode  verlangt  die  Einführung  keiner  einzigen  Unbe- 
kannten; bei  jedem  Schritt  der  Bechnung  hat  man  es  nur  mit  Gleichungen 
zu  thun,  die  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  leicht  veri- 
ficirt  werden  können.     . .  .  Die  Gleichung: 

X*  —  (a  +  fe)  a;  +  afe  =  0 

kann  auf  zwei  Arten  betrachtet  werden:  entweder  als  Gleichung  zweiten 
Grades,  dann  stellt  die  Unbekannte  eine'  zweideutige  Function  dar;  oder 
als  Produkt  zweier  Factoren  ersten  Grades;  dann  ist  die  Gleichung  zwei- 
deutig und  die  Unbekannte  hat  zwei  Werte,  die  es  nicht  sind.')  Handelt 
es  sich  nur  um  die  Auflösung  der  Gleichungen,  so  müsste  man  die  letztere 

1)  Histoire  de  Tacad^mie  des  sciences,  ann^  1771  (Paris  1774.)  p.  865  ff.  Wie 
eine  Note  besagt,  war  die  Abhandlung  bereits  Nov.  1770  gelesen,  konnte  aber  nicht 
in  den  Band  fdr  1770  aufgenommen  werden,  weil  Vandermonde  damals  noch 
nicht  Academiemitglied  war;  die  meditationes  algebraicae  Waring*s  und  die  re- 
flezions  Lagrange's  lernte  Vandermonde  in  der  Zwischenzeit  kennen. 

2)  Die  Unbestimmtheit  dieser  Auseinandersetzungen  beruht  in  letzter  Instanz 
darauf,  dass  sowol  der  Begriff  der  monogenen  Function,  als  der  des  Rationalitäts- 
bereichs fehlt.  ' 
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Auffassung  vorziehen;  verlangt  man  aber  die  Zusammensetzung  der  Wurzel 
aus  a  -f-  ^  ^^cL  ab^  so  wird  diese  Wurzel  notwendig  zweiwertig  sein  müssen; 
denn  ...  die  beiden  Bedingungen: 

a  =  funct.  [(a  +  6),  ah] 
und:  b  =  funct.  [(a  +  6),  ab] 

können  nur  zusammen  bestehen,  wenn  die  Function  eine  zweideutige  ist. 
Eine  solche  Function  ist  z.  B.: 


i(a  +  b  +  yia  +  by~iab)... 


f/ 


Analog  wird  weiterhin  für  die  Wurzel  der  cubischen  Gleichung,  unter 
/,  r'  die  beiden  complexen  dritten  Einheitswurzeln  verstanden,  der  Aus- 
druck aufgestellt: 

i  (o  +  6  -f.  c  +  >/(«  +  r'b  +  r"ef  +  |/(T+?^6T~r  c)»); 

und  es  wird  dann  gezeigt,  dass  sich  {a  •{-  rb  -^  r'cf  und  (a  +  r'b  +  rcf 
rational  durch  a  '\'  b  '\'  c^  ab  -^^  ac  -{-  bc  und  abc  ausdrücken  lassen,  bis 
auf  ein  Glied: 

+  (a*fe  +  b^c  4-  i?a  —  ab^  —  b(?  —  ca^\ 

dessen  Quadrat  erst  diese  Eigenschaft  hat.^) 

Durch  solche  Überlegungen  gelangt  Yandermonde  dazu,  das  allgemeine 
Problem  der  Gleichungsauflösung  in  folgender  Weise  zu  formuliren: 

erstens  sei  eine  Function  der  Wurzeln  zu  finden,  von  der  man  sagen 
könne,  dass  sie  jeder  beliebigen  der  Wurzeln  in  einem  gewissen  Sinne 
gleich  ist; 

zweitens  sei  diese  Function  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  es 
gleichgiltig  ist,  wie  man  die  Wurzeln  unter  einander  vertauscht; 

drittens  seien  in  dieselbe  die  Summe  der  Wurzeln,  die  Summe  ihrer 
Produkte  zu  je  zweien  u.  s.  w.  einzuführen. 

Yandermonde  beginnt  mit  dem  dritten  Teil  dieses  Programms,  indem 
er  die  erforderlichen  Formeln  ableitet,  welche  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  angehören.  Dann  schaltet  er  eine  Theorie  der  Einheits  wurzeln 
ein;  dieselbe  enthält  bereits  (art.  6)  ohne  Beweis  die  Behauptung,  die 
Gleichung  wl^  Grades,  von  welcher  die  Bestimmung  der  (2  m  +  1)*^  Ein- 
heitswurzeln abhängt,  sei  „immer  leicht  zu  lösen^\^ 

1)  Man  sieht,  dass  Yandermonde  unter  einer  „Bynthetischen**  Methode  eine 
solche  versteht,  welche  von  einer  vorausgesetzten  Form  der  Wurzeln  ausgeht  und 
die  Gleichungen  aufsucht,  welchen  Wurzeln  von  dieser  Form  Genüge  leisten. 

2)  Die  expliciten  Ausdrücke  der  elften  Einheitswurzeln  sind  art.  36  mitge- 
teilt, ohne  Angabe  ihrer  Ableitung. 

Abh.  zur  Oeioh.  der  Mathem.  VI.  9 
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Hierauf  wendet  sich  Vandermonde  (art.  15  ff.)  zu  dem  ersten  Teil  seiner 
Problemstellung.  Er  bildet  aus  nebeneinander  gestellten  Quadrat-  und  Kubik- 
wurzeln  eine  Beihe  von  sechs-,  acht-,  neunwertigen  Ausdrücken,  findet  aber, 
dass  keiner  derselben  geeignet  sei,  die  Wurzel  einer  allgemeinen  Gleichung 
des  entsprechenden  Grades  vorzustellen.  Für  weitergehende  Versuche  fühlt 
er  das  Bedürfnis  nach  einer  abkürzenden  Bezeichnimg  derjenigen  Permu- 
tationen der  Wurzeln,  bei  welchen  die  zu  betrachtenden  Functionen  der- 
selben ihren  Wert  nicht  ändern;  doch  ist  die  von  ihm  gewählte  (art.  24), 
wenn  man  von  den  einfachsten  Fällen  absieht,  so  schleppend,  dass  sie  ihm 
wenig  Vorteil  zu  gewähren  im  Stande  ist.  Gleichwol  gelingt  es  ihm  mit 
ihrer  Hilfe,  nicht  allein  die  Behandlung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  zu  erledigen,  sondern  auch  die  Existenz  der  B>esolventen  sechsten 
Grades  für  die  Gleichungen  fünften,  dann  der  Besolventen  zehnten  und 
fünfzehnten  für  die  Gleichungen  sechsten  Grades  darzuthun,  sowie  den  Zu- 
sammenhang dieser  letzteren  mit  der  Zerlegung  des  Polynoms  ,  sechsten 
Grades  in  cubische,  bezw.  quadratische  Factoren  nachzuweisen.  Nachdem 
er  dann  noch  Besolventen  von  diesen  Besolventen  gebildet  und  sich  über- 
zeugt hat,  dass  auch  diese  ihn  nicht  weiter  führen,  bricht  er  ab  (art.  34) 
mit  der  Erklärung:  er  habe  vielfach  vergeblich  versucht,  drei-  oder  vier- 
wertige  Functionen  von  fünf  Grössen  zu  bilden,  und  er  sei  daher  zu  der 
Überzeugung  gekommen,  dass  es  keine  solchen  Functionen  gebe.  — 

Nicht  uninteressant  sind  die  Bemerkungen,  mit  welchen  der  Secretär 
der  Academie  sein  Beferat  Über  Vandermonde's  Arbeit  im  Jahresbericht  der- 
selben (p.  49)  begleitet.  Er  vergleicht  sie  mit  Lagrange's  reflexions  und  meint, 
dieser  sei  überzeugt,  dass  man  einen  andern  Weg  werde  einschlagen  müssen, 
um  zur  Auflösung  der  Gleichungen  höherer  Grade  zu  gelangen,  während 
Vandermonde  zu  glauben  scheine,  wenn  die  Lösung  überhaupt  möglich 
sei,  müsse  sie  auf  diesem  Wege  gelingen;  er  für  seine  Person  neige  der 
letzteren  Ansicht  zu.  Ob  er  damit  die  wahre  Meinung  beider  Autoren 
richtig  erkannt  hat,  steht  dahin,  da  beide  es  vermieden  haben,  sich  über 
diesen  Punkt  unumwunden  auszusprechen. 

5.  Bückblick.  Das  Jahr  1770,  in  welchem  kurz  nach  einander  die 
die  drei  zuletzt  besprochenen  grossen  Arbeiten:  Waring's  meditationes, 
Lagrange's  reflexions  und  Vandermonde's  memoire  ans  Licht  traten, 
bezeichnet  in  der  Geschichte  der  Algebra  den  Abschluss  einer  gewissen 
Entwicklungsperiode:  wie  sich  auch  äusserlich  dadurch  kundgibt,  dass  nach 
ihrem  Erscheinen  die  in  ihnen  erörterten  Fragen  fast  ein  Menschenalter 
hindurch  ruhten.  Es  wird  im  Interesse  der  Übersicht  zweckmässig  sein, 
in  wenigen  Sätzen  zu  schildern,  auf  welchen  Standpunkt  die  Lehre  von 
der  allgemeinen  Auflösung  der   algebraischen  Gleichungen   höherer  Grade 


—     131     — 

durch  jene  Arbeiten  gebracht  wax.  Man  wusste  aus  denselben,  dass  alle 
bekannten  Methoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen  2.  3.  4.  Grades  trotz 
ihrer  äusseren  Verschiedenheit  in  einem  Punkte  übereinkommen:  dass  sie 
nämlich  alle  zunächst  solche  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung  bestinmien,  welche  nur  eine  kleine  Anzahl  yerschiedener 
Werte  annehmen,  wenn  man  jene  Wurzeln  auf  alle  möglichen  Arten  unter 
sich  vertauscht;  dass  dann  mit  deren  Hilfe  weitere  Functionen  derselben 
Art  bestimmt  werden,  welche  in  diesem  Sinne  einer  grösseren  Wertezahl 
fähig  sind  u.  s.  f.;  dass  aber  dieser  ganze  Process  innerhalb  des  Bereiches 
der  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sich  ab- 
spielt. Man  war  aber  dai*über  ganz  im  unklaren,  ob  diese  Eigenschaft 
der  bekannten  Auflösungsmethoden  in  der  Natur  des  Problems  begründet 
oder  nur  Ergebnis  einer  von  Zufälligkeiten  beeinflussten  historischen  Ent- 
wicklung sei.  Man  hatte  femer  den  Zusammenhang  erkannt  —  oder  viel- 
mehr wol  vielfach  als  selbstverständlich  betrachtet  — ,  welcher  zwischen 
der  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  einer  Function  der  erwähnten 
Art  und  dem  Grad  der  Hilfsgleichung  besteht,  aus  welcher  sie  zu  be- 
rechnen ist;  und  man  wusste  auch,  dass  verschiedene  Functionen,  welche 
bei  denselben  Vertauschungen  der  Wurzeln  ihren  Wert  ändern  oder  nicht 
ändern,  zu  dem  erstrebten  Zwecke  gleich  tauglich  seien,  abgesehen  natür- 
lich von  grösserem  oder  geringerem  Umfang  der  Bechenarbeit.  Aber  die 
Schlüsse,  durch  welche  man  die  Richtigkeit  dieser  Erkenntnis  darzuthun 
suchte,  genügten  vielfach  dem  Strengebedürfnis  eben  nur  der  damaligen 
Zeit,  welche  vom  Satz  des  zureichenden  Grundes  sehr  subjective  Anwen- 
dungen zu  machen  sich  berechtigt  hielt.  Man  war  überzeugt,  dass  es  zu 
weiterem  Vordringen  auf  diesem  Gebiet  erforderlich  sei,  die  Mannigfaltig- 
keit der  verschiedenen  möglichen  Vertauschungen  der  Wurzeln  einer  plan- 
mässigen  Untersuchung  zu  unterziehen;  aber  es  fehlte  an  einem  leitenden 
Gesichtspunkt,  dessen  Verfolgung  eine  solche  Untersuchung  vor  dem  Ver- 
lorengehen in  zahllose  Einzelheiten  hätte  bewahren  können.  Man  war 
endlich  durch  die  Fruchtlosigkeit  zahlreicher  Versuche,  die  Gleichungen 
höherer  Grade  durch  Wurzelziehen  aufzulösen,  zu  der  Vermutung  geführt 
worden,  dass  solche  Auflösung  überhaupt  nicht  möglich  sein  werde;  aber 
man  besass  kein  Mittel,  diese  Unmöglichkeit  zu  beweisen.  — 

Wenn  in  späteren  Zeiten  die  Tradition  von  diesen  Erfolgen  und  Miss- 
erfolgen wesentlich  an  Lagrange's  grosse  Abhandlung  anknüpft,  so  ver- 
dankt sie  das  wol  vor  allem  ihren  formalen  Vorzügen:  der  Ausführlichkeit 
und  Bestimmtheit  in  der  Angabe  der  leitenden  Ideen,  der  Übersichtlichkeit 
der  Anordnung,  der  Durchsichtigkeit  und  —  am  Massstabe  der  Zeit  ge- 
messen —  Strenge  der  Beweisführung.     Sieht  man  nur  auf  den  Inhalt,  so 

9* 
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wird  man  Waring  und  Yandermonde  das  Zeugnis  nicht  versagen  dürfen, 
dass  auch  sie  unabhängig  von  Lagrange  und  gleichzeitig  mit  ihm  einen 
grossen  Teil  seiner  Resultate  erhalten  haben. 

6.  Bnfftni;  äussere  Verhältnisse.  Auf  dem  im  vorigen  Absdmitt 
geschilderten  Stande  blieb  die  Frage  nach  der  Auflösung  der  höheren  alge- 
braischen Gleichungen  während  der  letzten  drei  Decennien  des  achtzehnten 
Jahrhunderts  stehen;  selbst  die  bereits  erhaltenen  Resultate  fanden  nur 
langsam  Eingang  in  die  Lehrbücher.^)  Ein  weiterer  Schritt  vorwärts  ge- 
schah erst  durch  Paolo  Ruffini  (geb.  1765,  gest  1822).*)  Von  den 
äusseren  Schicksalen  dieses  merkwürdigen  Mannes,  dessen  Leistungen,  schon 
von  seinen  Zeitgenossen  kaum  gekannt,  bei  der  Nachwelt  noch  mehr  in 
Vergessenheit  geriethen,  sei  nur  in  Kürze  folgendes  berichtet:  Von  Beruf 
eigentlich  Arzt  - —  wie  einst  Cardanus  —  trieb  er  nebenbei  mathematische 
Studien,  die  ihm  Lehrstellen  an  verschiedenen  Schulen,  zuletzt  an  der  Uni- 
versität Modena  verschafften.  Doch  blieb  er  in  diesen  nicht  unangefochten 
von  Seiten  einer  oder  der  andern  der  rasch  wechselnden  Regierungen  jener 
Zeit,  da  er  in  politischen  und  namentlich  in  kirchlichen  Dingen  am  Über- 
lieferten festhielt.  Übrigens  wusste  er  diese  seine  Überzeugung  mit  einem 
lebhaften  italienischen  Nationalgefühl  zu  vereinigen:  Lagrange  nennt  er 
mit  Stolz  seinen  Landsmann.  Seine  medicinischen  Schriften  werden  wenig 
gerühmt,  mehr  seine  unerschrockene  Thätigkeit  gegenüber  den  Epidemien, 
welche  im  Gefolge  der  kriegerischen  Ereignisse  jener  Zeit  auftraten.  Auch 
als  religiöser  und  philosophischer  Schriftsteller  hat  er  sich  versucht.  Uns 
gehen  hier  nur  seine  algebraischen  Arbeiten  an  und  auch  von  ihnen  nur 
diejenigen,  welche  mit  der  Frage  nach  der  allgemeinen  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  höherem  als  dem  vierten  Grade  durch  Wurzel- 
ziehen zu  thun  haben.  Es  hat  nämlich  Rufßni  die  Unmöglichkeit  solcher 
Auflösung  zuerst  bestimmt  behauptet  und  zu  beweisen  versucht;  und  zwar 
hat  er  nicht  weniger  als  sechs  verschiedene  Redactionen  seines  Beweises 
veröffentlicht.     Diese  sollen  im  folgenden  der  Reihe  nach  samt    den  sich 


1)  Die  Element!  d'algebra  von  Pietro  Paoli  (Pisa  1794)  enthalten  t.  L  p.  119 
wenigstens  ein  Citat  auf  Lagrange;  die  6.  Ausgabe  der  Eldmens  d'Algebre  von 
Glairaut  (Paris  1797)  in  den  Zusätzen  des  Herausgebers  (L.  C.)  Auszüge  ans 
Lagrange. 

2)  Eine  ausführliche  Biographie,  in  der  jedoch  das  mathematische  Interesse 
sehr  zurücktritt,  findet  sich  in  den  memorie  della  societä  italiana  delle  scienze 
t.  19.  p.  LXXXY— CX  (1826),  eine  andere  in:  Biografia  degli  Italiani  illustri,  pnbbl. 
per  cura  d'  E.  de  Tipaldo,  vol.  4  (Venezia  1887)  p.  225—239.  Kürzere  Nachrichten 
bieten:  Biographie  universelle  t.  39  (Paris  1826)  p.  274;  nonvelle  biographie  g4ii4- 
rale  t.  42  (Paris  1863)  col.  866,  sowie  Lombardi,  storia  della  litteratara  italiania. 
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an  sie  anschliessenden  Schriften  besprochen  werden;  sie  verdienen  in  der 
That  sämtlich  Berücksichtigung,  wenn  man  von  Ruffini's  Leistungen  auf 
diesem  Gebiete  ein  Bild  gewinnen  will. 

7.  Buffini^fl  Lehrbnoh  von  1799.  Buffini's  erste  Veröffentlichung 
auf  algebraischem  Gebiete  ist  ein  zweibändiges  Lehrbuch  der  Algebra,  das 
unter  dem  Titel: 

Teoria  generale  delle  Equazioni,  in  cui  si  dimostra  im- 
possibile  la  soluzione  algebraica  delle  equazioni  generali  di 
grade  superiore  al  quarto 

1799  zu  Bologna  erschienen  ist.  Nach  Ableitung  der  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  und  Discussion  der  Auflösung  der 
Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  Grades  beginnt  Buffini  seinen  ünauf- 
lösbarkeitsbeweis  im  13.  Cap.  dieses  Werkes  mit  einer  Classification  der 
verschiedenen  „Permutationen. '^  Zum  Verständnis  dieser  Classification 
ist  vorab  zu  bemerken,  dass  er  die  sämtlichen  Vertauschungen  der  Wurzeln, 
bei  welchen  eine  Function  derselben  ihren  Wert  nicht  ändert,  als  eine 
einzige  Permutation  bezeichnet;  er  versteht  also  unter  einer  „Permutation'' 
dasselbe,  was  man  seit  Cauchy  als  ein  „System  conjugirter  Substitutionen" 
und  seit  Galois  als  eine  „Substitutionsgruppe"  zu  benennen  pflegt.  Charak- 
terisirt  ist  eine  solche  Gruppe  bekanntlich  dadurch,  dass  jede  Operation 
zu  ihr  gehört,  welche  darin  besteht,  dass  man  zwei  ihrer  Operationen  nach 
einander  vornimmt;  dass  diese  Eigenschaft  seinen  „Permutationen"  zu- 
kommt,^) ist  Buffini  sehr  wol  bekannt  und  vielfach  von  ihm  benutzt. 
Als  „einfache  Permutationen"  bezeichnet  er  Gruppen,  welche  (nach 
jetziger  Ausdrucksweise)  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  Substitution  be- 
stehen; er  unterscheidet  deren  zwei  Arten,  je  nachdem  letztere  einen  oder 
mehrere  Cykeln  enthält.  Die  übrigen  Gruppen  nennt  er  „zusammenge- 
setzte Permutationen",  und  zwar  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art, 
je  nachdem  sie  intransitiv,  transitiv  und  imprimitiv  oder  transitiv 
und  primitiv  sind.  Bei  Bestimmung  der  Transitivität  berücksichtigt  er 
übrigens  nur  diejenigen  Wurzeln,  welche  in  der  gerade  zu  untersuchenden 
Function  wirklich  auftreten:  eine  unzweckmässige  Festsetzung,  welche  ihn 
öfterß  zu  weitschweifigen  Fallunterscheidungen  nötigt.  Auch  noch  in  einem 
andern  Punkte  weicht  seine  Ausdrucksweise  von  der  jetzt  Üblichen  ab: 
wo  von  den  verschiedenen  Werten  derselben  Function  die  Bede  ist,  sagt 
er  stets :  alle  diese  bleiben  bei  derselben  Permutation  ungeändert  —  während 


1)  Der  Fall,  dass  zwischen  „formell**  yerschiedenen  Functionswerten  „nume- 
rische** Gleichheit  besteben  kann,  wird  an  dieser  Stelle  von  Buffini  noch  nicht 
berückBichtigt;  vgl.  aber  p.  138. 
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wir  jetzt  von  „dtirch  Transformation  aus  einander  hervorgehenden"  Gruppen 
sprechen.  Dieser  an  und  für  sich  gleichgiltige  Umstand  ist  insofern  nicht 
ohne  Einfluss,  als  er  Buffini  den  Weg  zum  Begriff  der  „ausgezeichneten" 
Untergruppe  versperrt.  Übrigens  sind  seine  Definitionen  der  verschiedenen 
erwähnten  Arten  von  Permutationen  zwar  an  und  für  sich  betrachtet  nicht 
eben  klar;  doch  geht  ihr  Sinn  aus  den  folgenden  Beispielen  und  Anwen- 
dungen so  unzweifelhaft  hervor,  dass  man  sicher  sein  kann,  hier  nicht 
spätere  Ideen  in  ihn  hineingedeutet  zu  haben.  (Im  folgenden  soll  im 
Allgemeinen  die  jetzt  übliche  Terminologie,  nicht  die  Buffini's 
gebraucht  werden.) 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Yertauschungen  der  Wurzeln,  bei  welchen 
eine  gegebene  Function  derselben  ihren  Wert  nicht  ändert,  nennt  Buffini 
den  „Gleichheitsgrad''  (grado  di  uguaglianza)  dieser  Function;  dieser 
Begriff  entspricht  also  unserem  „Ordnung  der  zugehörigen  Gruppe".^)  Diese 
Zahl  p  bestimmt  er  nun  für  sämtliche  bei  fünf  Elementen  möglichen  Gruppen. 
Für  eine  „einfache  Permutation  I.  Art''  ist  sie  —  das  zeigt  er  allgemein 
—  gleich  der  Anzahl  der  durch  sie  versetzten  Elemente;  für  eine  „ein- 
fache Permutation  11.  Art"  gleich  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen der  betreffenden  Anzahlen  für  die  einzelnen  „Componenten";  für 
eine  „zusammengesetzte  Permutation  L  Art"  gleich  dem  Produkt  dieser 
Anzahlen.')  An  „zusammengesetzten  Permutationen  IE.  Art"  kennt  Buffini 
bei  fünf  Elementen  nur  eine  Art,  für  welche  jp  ==  8  ist;  die  andere  mit 
jp  s=  4  (Vierergruppen)  scheint  er  entweder  übersehen  oder  als  in  der  vo- 
rigen enthalten  nicht  besonders  behandelt  zu  haben.  Hierauf  geht  er  über 
zur  Discussion  aller  derjenigen  „Permutationen  III.  Art",  deren  eine  Com- 
ponente  eine  cjclische  Vertauschung  aller  fünf  Grössen  ist;  er  findet,  dass 
dabei  keine  andern  Werte  von  p  als  10,  20,  60  oder  120  auftreten.') 
Indem  er  dann  noch  allgemein  den  Satz  ableitet,  dass  für  eine  Gruppe, 
welche  keine  solche  cyclische  Vertauschung  aller  fünf  Grössen  enthält,  p 
niemals  ein  Vielfaches  von  5  sein  kann,  erhält  er  als  Hauptresultat  seiner 
Untersuchung  die  Thatsache,  dass  p  niemals  gleich  15,  30  oder  40  wird^ 
m.  a.  W.  dass  es  keine  Functionen  von  fünf  Grössen  gibt,  welche 
gerade  acht,  vier  oder  drei  verschiedene  Werte  annehmen,  wenn 


1)  Dass  diese  Zahl  stets  ein  Teiler  von  tu'  ist,  behauptet  Buffini  nach  La- 
grange,  ohne  es  zu  beweisen. 

2)  Die  Gomponenten  werden  hier  stillschweigend  als  „einfach"  vorausgesetet, 
was  für  m  ^^  6,  von  einem  trivialen  Falle  abgesehen,  in  der  That  gestattet  ist. 

8)  Hier  ist  die  Aufzählung  aller  möglichen  Fälle  insofern  nicht  vollständig, 
als  die  aas  (12846)  und  (182)  entstehende  Gruppe  fehlt;  doch  hat  dieses  Versehen 
auf  das  Resultat  keinen  Einfluss. 
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man  diese  Grössen  auf  alle  möglieben  Arten  unter  einander  ver- 
tauscht (art.  275).  Ausserdem  enthält  dieser  Abschnitt  (art.  273)  noch 
einen  anderen  (ebenfalls  durch  Discussion  aller  Einzelfälle  bewiesenen) 
allgemeinen  Satz,  den  man  jetzt  etwa  so  aussprechen  würde:  Enthält  eine 
Gruppe  alle  diejenigen  Substitutionen,  welche  durch  Transformation  ver- 
mittelst einer  bestimmten  cyclischen  Permutation  von  fünf  Elementen  aus 
einer  ihrer  Substitutionen  hervorgehen,  so  enthält  sie  auch  diese  cyclische 
Substitution  selbst. 

Nunmehr  geht  Buffini  dazu  über,  die  gefundenen  gruppentheoretischen 
Resultate  auf  das  Problem  der  Gleichungsauflösung  anzuwenden.  Er  be- 
ginnt dabei  mit  dem  Satze  (art.  277):  Besteht  zwischen  zwei  rationalen 
Functionen  M,  Z  der  Wurzeln  einer  (allgemeinen)  Gleichung  fünften  Grades 
eine  Belation  der  Form: 

Zß  —  ilf  =  0, 

so  müssen  alle  120  Werte  von  Z  von  einander  verschieden  sein.  Still- 
schweigend ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  Z  bei  irgend  einer  Yertauschung 
Q  der  Wurzeln  sich  ändern  soll,  bei  welcher  M  ungeändert  bleibt.  Zum 
Beweis  dient  der  letzterwähnte  Hilfssatz  (von  art.  273):  Es  muss  nämlich 
Q  eine  cyclische  Vertauschung  aller  fünf  Wurzeln  sein.  Würde  nun  Z  bei 
irgend  einer  Operation  P  seinen  Wert  nicht  ändern,  so  würde  es  ihn  auch 
nicht  ändern  bei  Q'~  ^  PQ,  also  nach  jenem  Satze  auch  nicht  bei  Q  selbst, 
der  Voraussetzung  zuwider.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Auflösung  der 
Gleichung  nicht  mit  der  Ausziehung  einer  fünften  Wurzel  beginnen  kann; 
sie  kann  aber  auch  nicht  mit  der  einer  dritten  oder  vierten  Wurzel  be- 
ginnen, weil  keine  drei-  oder  vierwertigen  Functionen  der  Wurzeln  existiren; 
also  müsste  der  erste  Schritt  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  sein 
(art.  280).  Nachdem  aber  diese  vollzogen  ist,  kann  eine  fünfte  Wurzel 
immer  noch  so  wenig  wie  vorhin  ausgezogen  werden;  femer  keine  zweite 
oder  vierte  Wurzel,  da  keine  vier-  oder  achtwertigen  Functionen  der  Wurzeln 
existiren;  endlich  auch  keine  dritte  Wurzel;  denn  es  existiren  zwar  sechs- 
wertige  Functionen,  dieselben  werden  aber  nicht  nach  Adjunction  der  ersten 
Quadratwurzel  dreiwertig  (wie  wieder  durch  Aufzählung  der  einzelnen  Fälle 
gezeigt  wird).  Da  nun  andere  Wurzelexponenten  als  2,  3,  4,  5  nicht  in 
Betracht  kommen  können,  so  ist  dargethan,  dass  man  durch  Badiciren 
niemals  zu  Functionen  der  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung  fünften 
Grades  gelangen  kann,  welche  mehr  als  zwei  Werte  besitzen,  also  auch 
nicht  zu  den  Werten  dieser  Wurzeln  selbst.  — 

Dieser  Beweis  unterliegt  nun  allerdings  einer  Beihe  von  Bedenken. 
Einmal   wird  fortwährend  mit  den  Wurzeln  der  Gleichung  operirt,   ohne 


\ 
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dass  ihre  Existenz  bewiesen  würde. ^)  Zweitens  sind  die  hftnfig  yor- 
kommenden  Aufzählungen  einer  Beihe  von  denkbaren  Fällen  stellenweise 
lückenhaft.  Drittens  bedurften  die  Lagrange'schen  Sätze,  auf  welchen 
die  ganze  Entwicklnng  beruht,  damals  zum  Teile  noch  des  Beweises;  na- 
mentlich haben  weder  Lagrange  selbst,  noch  Ruffini  den  Beweis  dafür 
durchgeftlhrt,  dass  die  Anzahl  der  Werte  einer  Function  von  n  OrOssen 
stets  ein  Teiler  von  n  ist.  Viertens  ist  ohne  Beweis  behauptet  (art.  274: 
dedurremo  non  difficilmente),  dass  eine  Gruppe,  deren  Ordnung  ein  Viel- 
faches von  ftlnf  ist,  stets  cyclische  Fermutationen  aller  fünf  Wurzeln 
enthalten  müsse;  doch  hat  Buf&ni  sich  diesen  Beweis  vielleicht  durch 
vollständige  Discussion  aller  Einzelfälle  erbracht  gedacht.  Endlich 
—  und  das  ist  der  schwerwiegendste  Einwand  —  bleibt  unklar,  ob 
nur  von  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  die  Bede  sein  soll  oder 
auch  von  irrationalen,  sogenannten  „accessorischen  Irrationalitäten^';  im 
ersten  Fall  bedürfte  diese  Beschränkung  einer  Rechtfertigung,  im  an- 
dern wüille  ein  beträchtlicher  Teil  der  gezogenen  Schlüsse  nicht  zu- 
treffen. 

Rufßni  beweist  dann  noch  auf  Grund  derselben  Principien  die  alge- 
braische Unauflösbarkeit^  der  Gleichungen  sechsten  und  höheren  Grades. 
Hierauf  wendet  er  sich  (capp.  15.  16)  zu  Untersuchungen  über  solche 
specielle  Gleichungen,  bei  welchen  eine  aus  der  Form  der  Gleichung  er- 
sichtliche oder  sonst  irgendwoher  bekannte  Relation  zwischen  den  Wurzeln 
zur  Auflösung  führt.  Bemerkenswert  ist  dabei  höchstens  das  art.  346  f. 
ftlr  den  Fall  gelehrte  Verfahren,  dass  die  bekannte  Relation  irrationale 
Functionen  der  Wurzeln  enthält.  Ruffini  schreibt  nämlich  vor,  die  Relation 
von  dieser  irrationalen  Form  zu  befreien  und  mit  der  so  erhaltenen  ratio- 
nalen Relation  weiter  zu  operiren;  ob  man  nicht  mit  der  gegebenen  irra- 
tionalen Form  unter  Umständen  mehr  erreichen  könne,  darüber  spricht  er 
sich  nicht  aus. 

Nachdem  er  hierauf  ausführlich  von  Näherungsmethoden,  Reihenent- 
wicklungen, Kettenbrüchen  u.  dgl.  gehandelt  hat,  kommt  er  am  Schluss 
des  ganzen  Werkes  art.  496  ff.  noch  einmal  auf  seinen  Unauflösbarkeits- 
beweis  zurück,  indem  er  sich  folgenden  Einwand  macht:  wenn  auch  die 
allgemeine  algebraische  Lösung  der  höheren  Gleichungen  nicht  möglich  sei, 
müssten  doch  bei  jeder  besonderen  Gleichung  Relationen  zwischen  den 
Wurzeln  bestehen,  welche  man  (wie  vorher  gezeigt)  zur  Lösung  verwerten 


1)  art.  16.  20  scheint  dieselbe  als  Axiom  behandelt  zu  werden. 

2)  Dass   unter  einer   ,, algebraischen"  Anflösmig  in  jener  Zeit   immer   eine 
solche  „durch  Wurzelziehen"  zu  verstehen,  sei  hier  ein  für  alle  mal  betont. 
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könne.  Er  erwidert  darauf  zweierlei:  einmal  selbst  wenn  dies  der  Fall 
sein  sollte,  würde  es  doch  der  Bichtigkeit  des  Satzes  von  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  algebraischen  Auflösung  keinen  Eintrag  thnn;  dann 
aber,  keineswegs  jede  Relation  zwischen  den  Wurzeln  fUhre  wirklich  eine 
Beduction  herbei.  Ob  nicht  etwa  bei  jeder  Gleichung  mit  rationalen  Zahlen- 
coef&cienten  (nur  an  solche  denkt  er  zun&chst)  eine  zur  Beduction  dien- 
liche Belation  besteht,  diese  Frage  lässt  er  unerörteri 

8.  Biifflni*8  Abhandlung  von  1801.  '  Bald  nach  dem  Erscheinen 
der  teoria  generale  delle  equazioni  veröffentlichte  RujP&ni  in  den  memorie 
della  societ^  italiana  delle  scienze  (t.  9,  p.  444 — 526,  Modena  1802;  da- 
tirt  vom  21.  Oct.  1801)  die  Abhandlung:  della  soluzione  delle  equa- 
zioni algebraiche  determinate  particolari  di  grado  superiore  al 
quarto.  Gegenstand  derselben  ist  die  Untersuchung  der  Frage,  wann  die 
algebraische  Auflösung  einer  Gleichung  geschehen  könne  durch  Lösung  von 
Gleichungen  niedrigerer  Grade.  Es  bleiben  also  alle  diejenigen  algebraisch 
auflösbaren  Gleichungen  ausgeschlossen,  in  deren  Lösung  ein  dem  Grade 
der  Gleichung  gleicher  Wurzelexponent  vorkommt.  Dies  hat  Buffini  damals 
übersehen,  sein  Versehen  aber  in  einer  Anmerkung  zu  seiner  nächsten  Ab- 
handlung (t.  10,  p.  434)  richtig  gestellt. 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlung  werden  zunächst  die  Gleichungen 
(nur  von  solchen  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  ist  die  Bede)  eingeteilt 
in  einfache  (d.  i.  irreducible)  und  zusammengesetzte  (reducible);  die  letzteren 
werden  ausgeschlossen.  Es  folgt  dann  eine  Beibe  von  Erörterungen  über 
die  Ableitung  einer  Function  der  Wurzeln  aus  einer  andern.  Die  Über- 
sichtlichkeit derselben  leidet  sehr  darunter,  dass  Buffini  auch  hier  zunächst 
immer  nur  die  Permutationen  der  in  der  Function  wirklich  auftretenden 
Wurzeln  in  Betracht  zieht.  Hierauf  wendet  sich  Buffini  zu  den  Modifica- 
tionen,  welche  die  allgemeinen  Sätze  der  Gleichungstbeorie  erleiden,  wenn 
zwischen  den  Wurzeln  eine  bel^annte  Belation  besteht,  m.  a.  W.  wenn  der 
Wert  einer  bestimmten  Function  derselben  als  bekannt  angesehen  wird; 
dabei  knüpft  er  an  die  oben  (nr.  7  a.  E.)  besprochenen  Schlussabschnitte 
seiner  „teoria^'  an,  indem  er  eine  Beihe  von  Fällen  aufführt  (art.  13  ff.), 
in  welchen  die  Kenntnis  einer  solchen  Belation  nicht  zu  einer  Beduction 
der  vorgelegten  Gleichung  führt.  Am  Schlüsse  dieses  Teils  (art.  16  ff.) 
wendet  sich  Buffini  zu  einer  nicht  uninteressanten  Untersuchung  der  fol- 
genden Frage:  Es  kann  vorkonmien,  dass  die  bekannte  Function  t  der 
Wurzeln  bei  gewissen  Permutationen  derselben  zwar  ihre  Form,  aber  wegen 
der  speciellen  Werte  der  letzteren  nicht  auch  gleichzeitig  ihren  numerischen 
Wert  ändert,  dass  etwa  die  formell  verschiedenen  Functionen  t'  /" . .  .  t^^^ 
alle  den  gleichen  Wert  K  besitzen.     Alsdann  lassen  sich   die  mit  t  ahn- 
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liehen  Functionen  nicht  mehr  rational  durch  t  ausdrücken  und  die  weiter 
gezogenen  Folgerungen  werden  hinßLllig.  Buffini  gibt  für  diesen  Fall  fol- 
gende Begel  zur  Bildung  einer  andern  Function  T,  für  welche  dieser 
störende  umstand  nicht  mehr  eintritt: 

Es  seien  f^,  t^  ...  tp  die  formell  verschiedenen  Functionen,  welche 
aus  t  durch  die  sämtlichen  Yertauschungen  der  Wurzeln  sich  ergeben;  yon 
ihnen  sollen  f^,  i^  , ,  ,ta  den  gleichen  numerischen  Wert  besitzen,  dagegen 
^a+i,  ^a  +  8  • . .  ^p  von  t^  numcrisch  verschieden  sein.  Man  bildet  nun  zn- 
nftchst: 

so  werden  aus  ihm  durch  die  verschiedenen  Yertauschungen  der  Wurzeln  x 
sich  eine  Beihe  von 

Functionen  ergeben,  nämlich: 

^2  "==  ^   +  ^2  +  '  •  +  'a-l  +  'a  +  li 
^8  =  'l  +  ^2  H +  'a-1  +  ^a  +  2j 


Solange  nun  ausser  den  bereits  vorausgesetzten  Beziehungen  zwischen  den 
X  keine  weiteren  bestehen,  wird  keine  von  diesen  Functionen  den  gleichen 
Wert  wie  T^  besitzen;  in  diesem  allgemeinen  Fall  ist  also  bereits  2\  eine 
Function  der  gewünschten  Art. 

Aber  in  speciellen  Fällen  kann  eine  solche  Gleichheit  zwischen  den  T 
sehr  wol  eintreten;  alsdann  verfährt  Buffini  folgendermassen.  Er  versteht 
unter  £  der  Beihe  nach  die  Primzahlen  1,  2,  3,  5,  7  .  . .  ad  inf.  und  denkt 
sich  die  Functionen  gebildet: 

^1(0  =  '! +  '«  +  ••• +  '»-!  +  <«, 


Würde  nun  für  einen  bestimmten  Index  ft  die  Gleichung: 

T,  («)  -=  T^  (e) 

für  unendlich  viele  Werte  von  e  bestehen,  so  würde  daraus  'folgen,  dass 
einer  der  Werte  ^a  +  i»  'o4-2...(p  numerisch  gleich  t^  wäre,  der  Voraus- 
setzung zuwider.^)    Da  nun  auch  die  Anzahl  q  der  Indices  ft  eine  endliche 


1)  Buffini  führt  diesen  Beweis  an  einem  Beispiel;  jetzt  kann  er  leicht  all- 


fi 
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ist,  so  muss  es  Werte  von  e  geben,  für  welche  kein  ^/i(e)  dem  T^  (c) 
gleich  ist.^)  Ein  solches  T^^e)  ist  dann  in  der  That  eine  Function  der 
verlangten  Eigenschaft:  alle  die  formell  von  ihr  verschiedenen  Functionen, 
welche  ans  ihr  durch  Permutation  der  Wurzeln  x  hervorgehen,  haben  auch 
numerisch  von  ihr  verschiedene  Werte;  und  insbesondere  behält  sie  ihre 
Form  und  ihren  Wert  nur  bei  solchen  Fermutationen  der  Wurzeln,  bei 
welchen  t^  seinen  numerischen  Wert  nicht  ändert.  Übrigens  braucht  sie 
nicht  bei  diesen  allen  unge&ndei*t  zu  bleiben');  aber  dann  ist  sie  (art.  22, 
nr.  4,  5)  zur  Beduction  der  vorgelegten  Gleichung  nicht  weniger,  sondern 
nur  um  so  mehr  geeignet.  —  Der  Satz  von  der  Existenz  einer  solchen 
Function  T  leistet  Buffini  etwa  dieselben  Dienste,  wie  uns  jetzt  der  Satz 
„dass  jede  Gattung  Functionen  von  nicht  verschwindender  Discriminante 
enthält^';  er  ist  aber  nicht  mit  diesem  Satze  identisch. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  (p.  476  ff.)  wendet  sich  nunmehr 
der  eigentlichen  Aufgabe  zu.  Er  beginnt  mit  dem  Beweise,  dass  die  Gruppe^) 
einer  irreducibeln  Gleichung  transitiv  sein,  dass  also  die  nach  den  vorher 
gegebenenen  Vorschriften  gebildete  Function  T  alle  Wurzeln  enthalten 
müsse  (art.  26).  Hierauf  wird  gezeigt,  dass  die  Lösung  einer  Hilfs- 
gleichung niedrigeren  Grades  nur  dann  die  gegebene  Gleichung  zu  einer 
reducibeln  machen  kann,  wenn  die  Gruppe  der  letzteren  vorher  imprimitiv 
war  (zusammengesetzt  von  der  zweiten  Art  nach  Buffini's  Terminologie; 
art.  29).  Bis  hieher  scheinen  seine  Schlüsse  vollkommen  richtig  zu  sein; 
in  der  Thßit  sind  sie,  so  fremdartig  ihre  Darstellung  auch  erscheinen  mag, 
von  den  jetzt  zu  gleichem  Zwecke  angewandten  nicht  wesentlich  verschieden. 
Nunmehr  aber  übersieht  er,  dass  eine  selbst  nicht  imprimitive  Gruppe  doch 
imprimitive  ausgezeichnete  Untergruppen  besitzen  kann  und  gelangt  so  zu 
der  folgenden  falschen^)  Verallgemeinerung  des  vorigen  richtigen  Satzes: 

gemein  auf  Grand  der  Determinantendarstellong  des  Differenzenprodukts  geführt 
werden. 

1)  Die  Durchsichtigkeit  dieses  Beweises  leidet  bei  Buffini  darunter,  dass  er 
(art.  18,  19)  noch  verschiedene  Möglichkeiten  bespricht,  ohne  zu  bemerken,  dass 
dieselben  durch  die  vorher  getroffenen  Festsetzungen  bereits  beseitigt  sind. 

2)  Das  würde  nur  der  Fall  sein,  wenn  t^,  t^  ...  ta  hei  denselben  Fermu- 
tationen wie  ti  ihren  Wert  nicht  änderten;  vgl.  biezu  Holder,  math.  Ann.  Bd.  34, 
p.  40  (1888). 

3)  Die  „Gruppe  der  Gleichung"  erscheint  hier  immer  als  „die  Permutation, 
bei  welcher  T  seinen  Wert  nicht  ändert'S 

4)  Für  Gleichungen,  deren  Grad  keine  Primzahlpotenz  ist,  ist  dieser  Satz 
bekanntlich  richtig,  aber  wol  nicht  mit  so  einfachen  Mitteln  zu  beweisen.  —  Dass 
Bnfßni  nicht  daran  gedacht  hat,  seinen  Satz  an  den  Gleichungen  vierten  Grades 
einer  Prüfung  zu  unterwerfen,  die  die  Unrichtigkeit  desselben  sofort  ans  Licht 
gebracht  hätte,  ist  auffallend. 
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Eine  Gleichung  ist  nur  dann  durch  eine  Beihe  von  Hilfsgleichungen  niedrigerer 
Grade  auflösbar,  wenn  ihre  Gruppe  imprimitiv  ist  (art.  33). 

Die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  dies  bei  einer  vorgelegten  Gleichung 
der  Fall  ist,  fUhrt  auf  die  Frage,  ob  diejenigen  Besolventen  rationale 
Factoren  haben,  von  welchen  die  Produkte  der  Wurzeln  zu  je  (i  abhängen; 
und  mit  dieser  und  verwandten  Fragen  beschäftigt  sich  der  dritte  Teil 
der  Abhandlung.  Zunächst  werden  Formeln  aus  der  Theorie  der  sym- 
metrischen Functionen  zusammengestellt,  welche  zur  Aufstellung  dieser 
Gleicbimgen  identisch  sind  (art.  37).  Hierauf  wird  gezeigt,  wie  nach  Be- 
stimmung des  Produkts  von  (i  Wurzeln  die  übrigen  symmetrischen  Func- 
tionen dieser  (i  Wurzeln  sich  auf  (im  allgemeinen)  rationalem  Wege  durch 
ein  Divisionsverfahren  bestimmen  lassen.  Dasselbe  weicht  von  dem  Ver- 
fahren von  Lagrange  ab  und  ist  zunächst  nur  für  diesen  speciellen  Fall 
geeignet;  es  wird  aber  dann  wie  folgt  verallgemeinert  (art.  48):  Sei  u^  ein 
gegebener  Wert  einer  Function  u  der  Wurzeln,  t^  der  zugehörige  Wert 
einer  ähnlichen  Function  u.  Man  bezeichne  mit  t  eine  Hilfsgrösse  und 
bilde  das  Produkt  aller  möglichen  Werte  des  Trinoms: 

Die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  Z  in  diesem  Produkt  sind  als 
symmetrische  Functionen  rational  bekannt.  Division  desselben  mit  Z^  -{-tZ 
+  Ml  liefert  einen  in  Z  linearen  Rest,  der  für  jedes  Z  verschwinden  muss. 
Von  den  hieraus  entspringenden  2  Gleichungen  in  t  ist  t^  gemeinsame 
Wurzel  und  zwar  die  einzige,  also  rational  bestimmbar,  wenn  nicht  formell 
verschiedene  u  numerisch  gleiche  Werte  haben. 

9.  Abbati.')  Im  folgenden  (10.)  Band  derselben  memorie  £ndet  sich 
p.  385 — 409  ein  Brief  von  Pietro  Abbati  (conte  Marescotti)  an  Buf^ni 
(vom  30.  Sept.  1802)  abgedruckt,  in  welchem  der  Verfasser  seiner  Über- 
zeugung von  der  Bichtigkeit  des  Buffini'schen  ünauflösbarkeitsbeweises 
Ausdruck  gibt,  denselben  jedoch  zu  vereinfachen  und  zu  verallgemeinem 
unternimmt.  Die  Vereinfachung  besteht  vor  allem  darin,  dass  er  die  grosse 
Anzahl  von  Einzeluntersuchungeu  aller  möglichen  Untergruppen ,  die  bei 
Buffini  einen  so  breiten  Baum  einnahm,  durch  Entwickelungen  allgemeineren 
Charakters  ersetzt.  So  beweist  er  den  Hauptsatz,  dass  eine  rationale 
Function  von  fünf  Grössen  nicht  drei  oder  vier  Werte  haben  kann,  durch 
folgende  einfache  Überlegung  (art.  26):  Eine  Gruppe,  deren  Index  kleiner 
als  5  sein  soll,  muss  jede  cyclische  Permutation  von  fünf  Buchstaben  ent- 
halten; femer  aber  von  den  sechs  Substitutionen,  welche  irgend  drei  Buchstaben 

1)  vgl.  P.  Riccardi,  notizie  della  vita  e  delle  opere  del  conte  Pietro  Abbati 
Marescotti,  Modena  1879. 
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unter  sich  yersetzen,  ausser  der  Identität  mindestens  noch  eine,  also  ent- 
weder eine  Transposition  oder  eine  cyclische  Permutation  von  drei  Buch- 
staben. Dass  aber  eine  cjclische  Permutation  von  fünf  Buchstaben  mit  einer 
Transposition  die  symmetrische,  mit  einer  cyclischen  Permutation  von  drei 
Buchstaben  die  altemirende  Gruppe  erzeugt,  hatte  bereits  Bufßni  dargethan. 
Auch  der  Beweis,  dass  keine  achtwertigen  Functionen  von  fUnf  Grössen 
existiren,  wird  in  ähnlicher  Weise  vereinfacht.  Die  Verallgemeinerung 
Abbati's  besteht  darin,  dass  er  ausdrücklich  zeigt  —  was  Buffini  unter- 
lassen hatte  — ,  dass  auch  von  mehr  als  fünf  Grössen  keine  drei-  oder  vier- 
wertigen  Functionen  existiren.  Auch  sonst  enthält  die  Arbeit  Abbati's  noch 
manches  bemerkenswerte,  so  z.  B.  in  einer  Fussnote  zu  art.  7  den  (soweit 
mir  bekannt)  ersten  vollständigen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Anzahl  der 
formell  verschiedenen  Werte  einer  Function  von  n  Grössen  stets  ein  Teiler 
von  n  sein  muss,  mit  derselben  Anordnung  der  Functions  werte  zu 
einem  rechteckigen  Schema,  deren  man  sich  jetzt  allgemein  zu  diesem 
Beweise  bedient.  Femer  findet  sich  auch  (art.  35)  ausdrücklich  der  Satz 
aufgestellt  und  bewiesen,  dass  es  keine  andern  zweiwertigen  Functionen 
gibt,  als  diejenigen,  welche  zm*  alternirenden  Gruppe  gehören. 

10.  Bnfflni's  Abhandlung  von  1802.  Dieses  Schreiben  Abbati's  gab 
Bufßni  Veranlassung,  seinen  Ünauflösbarkeitsbeweis  unter  Benutzung  von 
Abbati's  Vereinfachungsvorschlägen  nochmals  in  ausführlichster  Form  zu 
publiciren.^)  Nach  einleitender  Zusammenstellung  von  Sätzen  und  Defini- 
tionen aus  seinem  ersten  Werke  beginnt  der  erste  Teil,  der  von  den 
Gleichungen  fünften  Grades  handelt,  mit  der  Ableitung  einer  Beihe  von 
Untergruppen,  welche  durch  verschiedene  Combinationen  ein&cher  Permu- 
tationen erzeugt  werden;  diese  Entwickelungen  gipfeln  (ari  14)  in  dem 
Abbati'schen  Beweis  für  den  Hauptsatz  von  der  Nichtexistenz  drei-  oder 
vierwertiger  Functionen  von  fünf  Grössen. 

Nach  diesen  gruppentheoretischen  Vorbereitungen  folgt  der  algebraische 
Teil  des  Beweises  in  neuer  Fassung.  Buffini  beginnt  wieder  mit  dem  Satze 
(art.  16),  dass  eine  Gleichung  der  Form: 

Z»  — Jtf  =  0, 

unter  M  eine  zweiwertige  Function  der  fünf  Wurzeln  einer  allgemeinen 
Gleichung  fünften  Grades  verstanden,  nur  bestehen  kann,  wenn  Z  ebenfalls 
zweiwertig  ist.  Denn  würde  es  sich  bei  einer  Operation  der  alternirenden 
Gruppe,  z.  B.  bei  einer  cyclischen  Permutation  von  drei  Buchstaben  ändern, 


1)  della  insolnbilitä  delle  equazioni  algebraiche  generali  di  grado  superiore 
al  quarto;  memorie  della  societä  Italiana  delle  scienze  t.  10,  p.  II  (Modena  1803) 
p.  410—470;  datirt  vom  18.  Dec.  1802. 
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so  könnte  es  nur  xd.  aZ  übergehen,  wo  a  eine  fünfte  Einheitswurzel  be- 
deatet.  Eine  cyclische  Permutation  von  drei  Buchstaben  besitzt  aber  die 
Periode  3;  also  müsste  a'  =  1  sein,  gegen  die  Voraussetzung.  Da  nun 
(art  20)  M  in  jener  Gleichung,  wenn  Z  mehr  Werte  haben  soll  als  M^ 
auch  nicht  fünfwertig  sein  kann  (sonst  w&re  Z  25*wertig),  so  folgt,  dass 
eine  solche  Gleichung  nur  bestehen  kann,  wenn  M  mindestens  secbs- 
wertig  ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  werden  dann  noch  die  Sätze  bewiesen: 

Eine  Function  Jf,  welche  mit  einer  andern  Z  in  einer  Beziehung  der 
angegebenen  Art  steht,  kann  nicht  einer  Gleichung  der  Form  M^  -^  V*^0 
genügen,  wenn  V  zu  einer  umfassenderen  Gruppe  als  M  gehören  soll 
(art.  21). 

Besteht  eine  Gleichung  der  Form  y^  ==  Q  zwischen  zwei  Functionen  y^ 
Q  der  Wurzeln,  so  müssen  die  fünf  Werte  von  y,  die  zu  einem  Werte  von 
Q  gehören,  durch  eine  cyclische  Permutation  aller  fünf  Wurzeln  auseinander 
hervorgehen  (art.  23). 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  folgt  zunächst  die  Bemerkung,  dass 
eine  Gleichung  nur  dann  unmittelbar  algebraisch  lösbar  sei,  wenn  sie  ent- 
weder reducibel  oder  binomisch  ist;  andernfalls  müsse  man  zur  Besol- 
ventenbildung  schreiten.  Es  wird  nun  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
keine  Besolvente  einer  allgemeinen  Gleichung  reducibel  sein  könne  (art.  28). 
Hierauf  folgt  der  Satz:  Soll  aus  einer  Function  e  sich  die  Wurzel  x  einer 
allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  rational  bestimmen  lassen,  so  muss 
z  bei  einer  cyclischen  Yertauschung  aller  fünf  Wurzeln  seinen  Wert  ändern; 
denn  sonst  würden  alle  fünf  Werte  von  x  in  gleicher  Weise  von  g  ab- 
hängen. Folglich  muss  der  Grad  der  Gleichung,  welcher  z  genügt'),  ein 
YieKaches  von  5  sein  (art.  32).  Da  diese  Gleichung  (nach  art  20)  nicht 
binomisch  sein  kann,  so  muss  eine  weitere  HilfsgrÖsse  y  hinzugezogen 
werden  (art.  34).  Durch  deren  Hinzunahme  wird  aber  nur  dann  ein  Vor- 
teil erreicht,  wenn  sie  mindestens  bei  einer  cyclischen  Vertauschung  aller 
fünf  Wurzeln  x  unverändert  bleibt.  Eine  Function  dieser  Eigenschaft  kann 
(nach  art.  21)  nur  dann  einer  binomischen  Gleichung  genügen,  wenn  sie 
zweiwertig  ist  (art.  36,  2).  Angenommen,  y  sei  zweiwertig;  dann  muss 
der  Grad  der  Gleichung  für  z  auch  nach  Adjunction  von  y  noch  ein  Viel- 
faches von  5  sein  (art.  37). 

Nunmehr  wird  der  Hilfssatz  eingeschoben:  Wenn  eine  Function  bei 
einer  cyclischen  Vertauschung  aller  fünf  x  ihren  Wert  nicht  ändert^  so  be- 
sitzt sie  innerhalb  der  altemirenden  Gruppe  noch  einen,  sechs  oder  zwölf  Werte 


1)  nämlich  im  Rationalitätsbereicb  der  Coefficienten. 
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(art.  40;  der  Beweis  wird  wieder  durch  Einzeldiscussion  der  verschiedenen 
möglichen  Fälle  gefdhrt).  Daraus  folgt,  dass  nach  Adjunction  von  y  die 
Function  üf  =  jer*  noch  von  einer  Gleichung  sechsten  oder  zwölften  Grades 
ahhängen  muss,  die  nach  art.  21  nicht  hinomisch  sein  kann  (art.  41).  Es 
ist  also  eine  neae  Besolventenfunction  N  zu  Hilfe  zu  nehmen,  welche  nach 
Adjunction  von  y  einer  Gleichung: 

genügt  (art.  42).  Soll  dieses  N  bei  einer  cyclischen  Yertauschung  aller 
fünf  X  unverändert  bleiben,  so  folgt  wie  eben  für  M^  dass  g'  =  1,  6  oder 
12  sein  muss  (art.  43,  1);  soll  es  aber  bei  jeder  solchen  seinen  Wert 
ändern,  so  folgt,  dass  q  ein  Multiplum  von  5  sein  muss  (art.  43,  2).  In 
beiden  Fällen  wird  man  durch  dieselben  Schlüsse  zur  Bildung  neuer  Be- 
solventen gedrängt,  von  welchen  dann  wieder  dasselbe  gilt;  und  so  immer 
fort,  sodass  man  nie  zum  Ziele  gelangt  (art.  44). 

Es  folgen  noch  die  Bemerkungen,  dass  auch  die  Annahme  reducibler 
Besolventen  zu  nichts  führe,  da  für  ihre  irreducibeln  Factoren  dieselben 
Schlüsse  gelten  würden;  und  dass  dasselbe  der  Fall  sei,  wenn  man  nicht 
mit  der  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  beginnen  wollte  (art.  46,  l). 

Von  den  fünf  Bedenken,  zu  welchen  uns  die  erste  Form  von  Buffini's 
Beweis  Anlass  gab,  fallen  dieser  neuen  Bedaction  gegenüber  das  dritte 
und  vierte  und  zum  Teil  auch  das  zweite  weg  —  übrigens  ein  Fortschritt, 
der  wesentlich  auf  Bechnung  Abbati's  zu  setzen  ist.  Das  erste  können 
wir  mit  Bücksicht  auf  Gauss'  inzwischen  erschienene  Dissertation^)  bei 
Seite  lassen.  Dagegen  bleibt  das  letzte,  die  „accessorischen^^  Irrationalitäten 
betreffende,  seinem  ganzen  Umfange  nach  bestehen;  wie  schon  die  Art 
zeigt,  in  welcher  Buffini  die  Worte  „einfach"  (reducibel)  und  „zusammen- 
gesetzt" (irreducibel)  ohne  weitere  Determination  gebraucht. 

Yon  diesen  Einwendungen  abgesehen  lohnt  es  sich  einen  Augenblick 
bei  einer  andern  Eigentümlichkeit  dieser  ersten  Beweise  Buffini's  zu  ver- 
weilen. Der  Abel 'sehe*)  ünauflösbarkeitsbeweis  beginnt  mit  der  Frage, 
welches,  die  Möglichkeit  der  Auflösung  vorausgesetzt,  die  erste  Operation 
des  Auflösungsprocesses  sein  müsse  (das  „innerste  Wurzelzeichen",  wie  man 
wol  sagt);  die  Galois'sche  Theorie  der  durch  Wurzelzeichen  auflösbaren 
Gleichungen  mit  der  Frage,  welches  unter  gleicher  Voraussetzung  die  letzte 
Operation  sein  müsse.  Buf&ni  fängt  an  beiden  Enden  zugleich  an  und 
sucht  abwechselnd  das  eine  und  das   andere  fortzusetzen,  um  zu  zeigen. 


1)  Dass  dieselbe,  wie  es  scheint,  BufHni  unbekannt  blieb,  kann  nicht  anf- 
fallen. 

2)  Oeuvres  d'Abel,  ^d.  Sylow  et  Lie,  1. 1  p.  31.  84. 
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dass  doch  immer  eine  anüberbrückbare  Kluft  zwischen  beiden  bleibt.  Das 
bedingt  den  grossen  äusseren  umfang  und  damit  die  Unübersichtlichkeit 
seiner  Beweisführung,  bietet  aber  vielleicht  den  vollständigsten  Einblick  in 
die  Natur  der  vorliegenden  Schwierigkeit  bezw.  Unmöglichkeit. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  enthält  den  Beweis  der  Unmöglich- 
keit, die  Gleichungen  von  höherem  als  dem  ftlnften  Grade  durch  Wurzel- 
zeichen au&ulösen.  Da  derselbe  in  allen  wesentlichen  Punkten  ebenso  vor- 
geht, wie  der  im  vorstehenden  dargestellte  Beweis  für  die  Unauflösbarkeit 
der  Gleichungen  fünften  Grades,  so  mag  eine  ausführliche  Darstellung  des- 
selben unterbleiben.  Nur  darauf  sei  hingewiesen,  dass  BufQni  den  allge- 
meinen Satz: 

„Für  n  >  4  existiren  keine  Functionen  von  n  Grössen,  welche  mehr 
als  2  und  weniger  als  n  Werte  besitzen" 

nicht  kennt,  sondern  sich  mit  dem  weniger  aussagenden  Satze  begnügen 
muss,  dass  keine  solchen  Functionen  existiren,  welche  mehr  als  zwei  und 
weniger  als  fünf  Werte  besitzen. 

U.  Malfatti*8  Dnbbj.  Dass  die  älteren  Mathematiker,  welche  sich 
mit  dem  Problem  der  Gleichungen  fünften  Grades  selbst  viel  abgemüht 
hatten  und  die  Hoffnung  nicht  aufgeben  mochten,  ihre  Versuche  doch  noch 
von  Erfolg  gekrönt  zu  sehen  —  dass  diese  Buffini's  Deductionen  nicht 
ohne  Widerspruch  lassen  würden,  war  vorauszusehen.  Zuerst  (soviel  mir 
bekannt)  wurde  solcher  Widerspruch  öffentlich  erhoben  von  dem  (damals 
bereits  hochbetagten)  Ferrareser  Mathematiker  Giaufrancesco  Malfatti.^)  In 
der  Einleitung  seiner  Abhandlung  erklärt  er  unter  vielen  höflichen  Rede- 
wendungen, dass  er  an  der  Richtigkeit  von  Buf&ni's  Beweise  Zweifel  hege; 
er  wolle  dieselben  darlegen,  ausgehend  von  einer  Vorstellung  über  die 
Entstehung  (la  genesi)  der  Gleichungen,  die  er  seit  lange  zu  benützen  ge- 
wohnt sei,  die  sich  übrigens  dem  Wesen  nach  von  der  Buffini's  nicht  viel 
unterscheide.  Dementsprechend  beginnt  er  mit  einer  Darstellung  seiner 
eigenen  früheren  Auflösungsversuche.  Er  denkt  sich  zunächst  aus  der 
Gleichung  r^^  Orades  die  (r  —  !)*•  Potenz  der  Unbekannten  entfernt;  die 
so  vereinfachte  Gleichung  ist  ihm  dann  eine  allgemeine  (generica)  ihres 
Grades,  wenn  ihre  Coefficienten  von  r  —  1  unabhängig  veränderlichen 
Grössen  abhängen.  Er  macht  darauf  aufmerksam,  dass  Bufßni's  Besolventen 
in  diesem  Sinne  nicht  allgemeine  Gleichungen  ihres  Grades  sind  (p.  589). 

1)  Dubbj  proposti  al  socio  Paolo  Buffini  sulla  sua  dimostrasione  della 
impOBsibilitä  di  risolvere  le  equazioni  superiori  al  qaarto  gerade;  memorie 
della  Bociet^  Italiana  delle  scienze  t.  11  (Modena  1804)  p.  579—607;  datirt  vom 
2G.  April   1804. 
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Die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  sucht  er^),  unter  f  eine  r**  Binheits- 
wtirzel  verstanden,  in  folgender  Form  zu  erhalten: 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  über  Einheitswurzeln  zeigt  er,  wie  man 
in  der  That  von  dieser  Form  ausgehend  die  Lösung  der  Gleichungen  2., 
3.,  4.  Grades  erhalten  kann;  und  zwar  zeigt  er  das  immer  durch  wirkliche 
Ausführung  der  Rechnung,  nicht  durch  irgendwelche  gruppentheoretische 
Überlegungen.  Auch  für  Gleichungen  fünften  Grades  unternimmt  er  die 
Rechnung,  ist  aber  wegen  des  rasch  wachsenden  Umfangs  der  Formen  ge- 
nötigt, mit  der  Erkenntnis  abzubrechen,  dass  mnpq  Wurzel  einer  Besol- 
vente ^)  sechsten  Grades  ist  (p.  596).  Hier  findet  sich  nun  als  erster 
Einwurf:  Ruffini  behaupte,  gestützt  auf  die  Analogie  mit  der  Lösung  der 
Gleichungen  «niederer  Grade,  die  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
fünften  Grades  müssten  unter  fünften  Wurzeln  vierte  enthalten;  solche 
Berufung  auf  Analogie  sei  nicht  zulässig  (p.  597).  Zweitens  sei,  selbst 
zugegeben,  dass  solche  Wurzeln  auftreten  müssten,  daraus  doch  noch  nicht 
zu  schliessen,  dass  die  betreffenden  Functionen  gerade  von  Gleichungen 
vierten  Grades  abhängen  müssten.    Er  bekräftigt  diesen  Einwand  durch  das 

Beispiel  der  Gleichung  zwölften  Grades,  deren  Wurzel  yS —  l/ 2  }/2 

ist.  Er  erklärt  nicht  einzusehen,  weshalb  die  aufzustellende  Resolvente 
sechsten  Grades,  oder  irgend  welche  spätere  Resolvente,  nicht  eine  Wurzel 
von  dieser  oder  ähnlicher  Form  sollte  besitzen  können,  da  sie  ja  doch  nicht 
eine  allgemeine  Gleichung  ihres  Grades  sei.  Der  dritte  Einwurf  Mal- 
fatti's  endlich  besteht  in  folgendem:  Er  gibt  (p.  599)  ein  Beispiel  einer 
Gleichung  fünften  Grades  an,  deren  Resolvente  sechsten  Grades  eine  ratio- 
nale Wurzel  besitzt;  er  vermisst  einen  Beweis  dafür,  dass  dies  bei  der  Re- 
solvente sechsten  Grades  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  nicht 
eintrete;  und  wenn  er  das  auch  für  diese  zugeben  wolle,  so  trete  doch  bei 
jeder  weiterhin  zu  bildenden  Resolvente  dieselbe  Schwierigkeit  von  neuem 
auf.  Die  Notwendigkeit,  dass  dann  die  Resolvente  sechsten  Grades  drei 
gleiche  Wurzeln  haben  müsse,  sehe  er  nicht  ein  (p.  606).^)    Übrigens,  so 

1)  Wie  schon  Eoler,  Vandermonde,  Waring  u.  A. 

2)  Über  diese  Resolvente  von  Malfatti  vgl.  man  die  Note  von  Brioschi  im 
9.  Bd.  der  memoiie  deir  istituto  lombardo,  1863. 

S)  Diese  Einwände  sind  übrigens  bei  Malfatti  nicht  so,  wie  es  im  Texte  im 
AnschlusB  an  Rnffini^s  Antwort  der  Übersicht  halber  geschehen  ist,  unter  Rubriken 
praeois  formulirt,  sondern  müssen  aus  längeren,  immer  wieder  durch  Eingehen 
auf  Malfaiti*s  eigene  Versuche  unterbrochenen  Raisonnementa  erst  herausgeschält 
werden. 

Abh.  sur  Gesoh.  dar  Mathem.    VI.  10 
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scbliesst  Malfatti,  würde  es  ihn  nur  freuen,  wenn  es  Buffini  gelinge,  diese 
Einwände  zu  entkräften. 

12.  Buffini's  Entgegnung.  Den  Zweifeln  Malfattd's  setzte  BufiElni 
alsbald  eine  ausführliche  Widerlegung^)  entgegen.  Er  beginnt  mit  einer 
abermaligen  ausführlichen  Darstellung  saines  Beweises,  welche  die  früheren 
Entwickelungen  teils  wörtlich,  teils  abkürzend,  teils  erläuternd  wiederholt, 
im  ganzen  aber  mehr  als  jene  die  Hauptabschnitte  des  Beweisgangs  her- 
vortreten lässt  (art.  1  — 12).  Hierauf  wendet  er  sich  zu  den  Einwürfen 
Malfatti's,  die  er  ebenfalls  ausführlich  wiedergibt.  Was  zunächst  die  Be- 
rufung auf  Analogie  betrifft,  so  protestirt  er  gegen  die  Auffassung,  dass 
er  sich  derselben  jemals  bedient  habe,  um  damit  irgend  etwas  zu  be- 
weisen; nur  zur  Erläuterung  seiner  Methoden  habe  er  die  bekannten 
Auflösungen  der  Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  Grades  baigezogen 
(art.  21).  Ebensowenig  könne  er  die  Stelle  finden,  an  welcher  er  behauptet 
habe,  die  unter  den  fünften  Wurzeln  stehenden  Grössen  müsslen  gerade 
vierte  Wurzeln  enthalten  oder  überhaupt  von  Gleichungen  vierten  Grades 
abhängen;  nur  neben  andern  als  möglich  anzunehmenden  Fällen  habe  er 
auch  den  Fall  der  Hilfsgleichungen  vierten  Grades  untersucht  (art.  22). 
Auch  habe  er  nirgends  gesagt,  dass  Grössen,  welche  vierte  Wurzeln  ent- 
hielten, gerade  von  Gleichungen  vierten  Grades  abhängen  müssten.  Des- 
gleichen wisse  er  auch  nicht,  welche  Stelle  seiner  Arbeiten  Malfatti  Anlass 
zu  der  Meinung  habe  geben  können,  er  wolle  behaupten,  wenn  die  betr. 
Besolvente  sechsten  Grades  lösbar  sein  solle,  müsse  sie  drei  gleiche  Wurzeln 
haben  (art.  22  a.  E.). 

Yon  dem  letzten  Einwand  Malfattfs  dagegen:  die  späteren  Besolventen 
könnten  möglicherweise  reducibel  sein  —  gesteht  Buffini  art  26,  dass  derselbe 
einige  Überlegung  verdiene.  Was  er  entgegnet,  ist  etwa  folgendes:  Sei 
z  eine  erste  resolvirende  Function,  dann  sei  art.  28  der  Abhandlung  von 
1801  gezeigt,  dass  die  zugehörige  Besolventengleichung  nicht  reducibel  sein 
könne,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  allgemein  ist.  Man  müsse  dann, 
um  sie  zu  lösen,  eine  weitere  resolvirende  Function  y  zu  Hilfe  nehmen, 
welche  Function  der  Wurzeln  z\  z'...  der  ersten  Besolventengleichung 
und  folglich  auch  Function  der  Wurzeln  x\  x' ,  .  ,  der  gegebenen  Gleichung 
sei.  Nehme  man  nun  alle  die  verschiedenen  Werte,  welche  y  bei  den 
Yertauschungen  der  ;e;  anzunehmen  im  Stande  sei,  so  genügten  diese  alle 


1)  Risposta  di  P.  R.  ai  dubbj  propostigli  dal  socio  G.-Fr.  M.  sopra  la  in- 
solubilitä  algebraica  dell*  equazioni  di  grado  superiore  al  quarto;  memorie  della 
Bocietdi  Italiana  delle  scienze  t.  12  p.  I  (Modena  1805)  p.  218— >267;  daUrt  vom 
27.  Juni  1805. 
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einer  Gleichuag  F(j/)  ^0,  von  der  allerdings  nicht  geschlossen  werden 
könne,  dass  sie  irredncibel  sei.  Aber  die  zweite  Besolyente  sei  auch  gar 
nicht  in  dieser  Weise  zu  bilden,  sondern  direkt  aus  der  gegebenen,  d.  h. 
man  habe  nur  alle  diejenigen  Werte  des  y  in  Betracht  zu  ziehen,  welche 
aus  einem  yon  ihnen  durch  die  s&mtlicben  Yertauschungen  der  o;  hervor- 
gehen. Alle  diese  genügten  einer  Gleichung  f(i/)  =  0,  fftr  deren  Irredu- 
cibilität  derselbe  Schluss  gelte,  wie  oben  für  die  der  Gleichung  in  z.  Das 
Polynom  F(t/)  aber  könne  dann  keine  andern  rationalen  Factoren  besitzen, 
als  /"(y)  und  diejenigen,  welche  durch  die  Vertauschungen  der  z  aus  f(y) 
hervorgehen,  könne  also  keinenfalls  zur  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung 
bessere  Dienste  als  f{y)  leisten.^) 

Ob  Malfatti  durch  diese  Deductionen  Buffini's  überzeugt  worden  war, 
ob  er,  ohne  überzeugt  zu  sein,  sich  von  einer  Fortsetzung  der  Discussion 
keinen  Erfolg  versprach,  oder  ob  nur  sein  (1807  erfolgter)  Tod  dazwischen 
trat  —  jedenfalls  hat  er  nicht  mehr  öffentlich  geantwortet. 

Soll  man  über  die  Discussion  zwischen  Malfatti  und  Buffini  ein  Urteil 
abgeben,  so  wird  man  letzterem  Recht  geben  müssen,  wenn  er  erkl&rt,  die 
ersten  Einwände  Malfatti's  könnten  nur  auf  Missverständnissen  desselben 
beruhen;  allerdings  wird  man  hinzufügen,  dass  Bufßni's  Darstellungsweise 
wenig  dazu  geeignet  ist,  Missverständnisse  fernzuhalten.  Schwerer  wiegt  — 
das  räumt  Buffini  selbst  ein  —  der  Einwand,  der  die  Irreducibilität  der 
Besolventen  betrifft;.  In  der  That  würde  eine  volle  Aufhellung  der  hier 
in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  den  Begriff  eines  bestinunten  Batio- 
nalitätsbereichs  erfordern;  dass  beide,  Malfatti  wie  Buf&ni,  von  einem 
solchen  noch  weit  entfernt  sind,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden.  Nach 
Einführung,  dieses  Begriffs  würden  übrigens  BufQni's  Darlegungen  für  die 
allgemeinen  Gleichungen,  deren  Bationalitätsbereich  durch  die  als  unab- 
hängige Veränderliche  betrachteten  Coef&cienten  festgelegt  ist,  ohne  Zweifel 
Gültigkeit  besitzen;  und  dasselbe  würde  auch  nach  A^junction  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Discriminante  noch  der  Fall  sein.  Es  hängt  übrigens  diese 
Frage  nahe  mit  der  mehrfach  erwähnten  andern  zusammen,  ob  nicht  von 
„accessorischen''  Irrationalitäten  Vorteil  für  die  Auflösung  zu  erwarten  sei; 
wir  werden  auf  diese  sogleich  noch  einmal  zurückkommen  müssen. 

Der  Zurückweisung  von  Malfatti's  Einwänden  hat  Buffini  einen  zweiten 
Teil  beigefügt,  in  welchem  er  selbst  noch  einige  Bedenken  gegen  seinen 

1)  Za  beachten  ist,  dass  hier  von  der  Bildung  einer  zweiten  Resolrente  die 
Bede  ist  nicht  nachdem  eine  erste  aufgelöst  ist,  sondern  nachdem  eine  erste  sich 
als  zunächst  unzugänglich  erwiesen  hat.  —  Übrigens  ist  die  Quadratwurzel  aus 
der  Discriminante  bei  diesen  Entwickelungen  jedenfalls  als  adjnngirt  zu  betrachten, 
wenn  Buffini  das  auch  nicht  ausdrücklich  sagt. 

10* 
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Beweis  anfwirft  und  denselben   ansftlhrliche  Widerlegungen  entgegensetzt. 

Das  erste   dieser  Bedenken  ist  (art.  34),   ob  nicht  die  vorhin  mit  l^(y) 

bezeichnete  Function  binomisch  sein  könne,  wenn  die  f(ji)  es  auch  nicht 

seien.  Dass  das  nicht  möglich  ist,  würde  man  wol  am  einfachsten  folgender- 

massen  beweisen:   Sei  g  der  Qrad  des  einzelnen  /'(^),  h  ihre  Anzahl,  also 

gh  der  Grad  von  F  (y)-^  seien  femer  y\  y"  zwei  Wurzeln  von  /"(y)  =  0. 

Da  beide  auch  Wurzeln  der  binomischen^)  Gleichung  2i^(y)  «=  0  sein  müssen, 

so  muss: 

y    =  «y 

sein,  unter  er  eine  (5^^)**  Einheitswurzel  verstanden.  Wiederholung  der- 
jenigen Vertauschung  der  Wurzeln  a;,  welche  y'  in  y"  überfuhrt,  zeigt, 
dass  auch  c?y\  a^y  .  .  .  Wurzeln  von  /"  (2/)  «=  0  sein  müssen.  Die  Anzahl 
y  der  so  erhaltenen  verschiedenen  Wurzeln  aber  muss  ein  Teiler  des  Grades 
g  von  f  (y)  sein,  also  das  a  schon  eine  g^  Einheitswurzel.  Demnach  wäre 
f  {y)  selbst  gleich  y^  —  C  oder  gleich  einem  Produkt  solcher  Factoren, 
was  beides  den  Voraussetzungen  widerspricht.  —  Bufßni  macht,  sei  es 
weil  er  die  zu  benutzenden  Eigenschafken  der  Einheitswurzeln  nicht  völlig 
beherrschte,  sei  es  aus  andern  Gründen,  diesen  Schluss  nur  für  ä  =  2, 
kommt  also  nur  zu  der  Folgerung,  dass  A  >  2  sein  müsse  (art.  36).  Dann 
föhrt  er  folgendermassen  fort:  Man  setze:  y^  =  B,  also  Ä*  -|"  ^  ***  ^J  so 
wird  Ä  =  iÄ,  wo  i  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  ist,  welche  R  bei 
den  Vertauschungen  der  x  annimmt,  während  Ä;  für  E  dieselbe  Bedeutung 
hat,  wie  vorher  h  für  y.  Wäre  nun  i=  1  oder  2,  so  wäre  R  symmetrisch 
oder  altemirend,  also  eine  Gleichung  y^  =  B  nicht  möglich,  da  ^  >  2  sein 
und  y  nicht  selbst  symmetrisch  bezw.  altemirend  sein  soll;  also  muss 
i  >  2  sein  (art.  39).  Jetzt  sind  von  der  Gleichung  1?*  -|-  &  =  0  dieselben 
Eigenschaften  nachgewiesen,  welche  vorher  von  y^*  -}'  b  =^  0  vorausgesetzt 
worden  waren;  also  folgt  wie  oben  Ä  >  2,  so  jetzt  Ä>  2  (art.  40).  Sei 
i?  «asB  S',  5*  +  &  «=  0,  Ä;  =  gr,  wo  g,  r  analoge  Bedeutung  haben  wie 
vorher  i,  bezw.  Ä,  so  wird  ganz  ebenso  bewiesen,  dass  g  >  2,  r  >  2  sein 
muss.    So  fortfahrend  erhielte  man  eine  unendliche  Beihe  von  Gleichungen: 

und  jeder  der  Factoren  i^  q,  s  .  .  .  müsste  >  2  sein;  das  ist  nicht  möglich, 
da  p  eine  endliche  Zahl  ist  (art.  41). 

Bufßni  fügt  noch  bei,    dass  diese  Schlüsse  auch  gelten,    wenn  man 
vorher  die  altemirenden  Functionen  adjungirt  hat  (art.  44)  und  dass  F(j/) 

1)  Eaffini  hat  hier  statt  der  Voraussetzung  F{y)  =  y^^  4-  5  die  nur  schein- 
bar allgemeinere  F{y)  3IH  (2/  +  0)^''  +  b. 
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auch    keine    andern   rationalen   Factoren   haben    kann    als    eben    die  {(jf) 
(art  45). 

18.  Die  Frage  der  accessorischen  Irrationalitäten.  Wenn  dieser 
erste  von  Ruf&ni  sich  selbst  gemachte  Einwand  ohne  Schwierigkeit  zu  er- 
ledigen war,  so  betrifft  der  zweite  den  bereits  mehrfach  erwähnten 
schwächsten  Punkt  seiner  ganzen  Argumentation;  es  scheint  daher  hier 
der  geeignetste  Ort  zu  ausfährlicher  Besprechung  desselben.  Zunächst 
allerdings  trifft  Buffinfs  Bedenken  nur  eine  Nebenfrage;  die  Stelle  (art.  47) 
sei  —  auch  als  charakteristisches  Beispiel  flir  Ruffini's  Schreibweise  — 
hier  wörtlich  mitgeteilt: 

„Teoria*)  nr.  241  und  Memoria^)  Einleitung  nr.  3  habe  ich  gesagt, 
dass  die  Function  von  x\  x\  %'\  x^^,  x^^  welche  Wurzel  einer  der  Trans- 
formirten*)  ist,  welche  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Lösung  der  (i^*) 
dienen  sollen,  immer  als  rational  vorausgesetzt  werden  kann;  denn  würde 
man  sie  als  irrational  voraussetzen,  so  würde  erstens  die  entsprechende 
Transformirte  wegen  dieser  Irrationalität  von  höherem  Grade  und  deshalb 
schwieriger  zu  lösen  werden  (nr.  241,  136  Teor.);  zweitens  bietet  der 
irrationale  Zustand  der  angenommenen  Function  keinen  Vorteil  im  Ver- 
gleich mit  einer  ähnlichen  rationalen  Function,  wenn  man  aus  einer  solchen 
Function  die  Werte  von  x  in  (F)  oder  die  einer  andern  Function  der  x\ 
x\  x'\  x^^,  x^  bestimmen  will  (nr.  168  Teor.).     Seien  die  beiden^): 

ähnliche  Functionen,  d.  h.  solche,  dass  bei  denselben  Fermutationen  der 
x^  x'\  x'\  iT^^,  x^,  bei  welchen  y  seinen  Wert  beibehält  oder  ändert,  auch 
z  den  seinigen  in  entsprechender  Weise  beibehält  oder  ändert,  und  sei  y 
irrational,  /  rational,  so  wird  erstens  die  Transformirte  in  y  von  höherem 
Grad  sein  als  der  der  Transformirten  in  ^,  und  zweitens,  wenn  man  beim 
Aufsuchen  des  Wertes  von  x  oder  von  einer  dritten  Function  u  =  ^'  {x) 
aus  dem  z'  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  z.  B.  q  geführt  wird,  so  wird 
man  auch  auf  eine  Gleichung  von  demselben  Grade  q  geftlhrt  werden, 
wenn  man  diesen  Wert  von  x  oder  diese  Function  u  aus  dem  y  bestimmen 
will.    Das  ist  der  Grund,  weshalb  sowol  in  der  Teoria,  als  in  der  Memoria 


1)  So  citirt  er  das  oben  nr.  7  besprochene  Werk. 
8)  Die  Abhandlung  von  1802,  oben  nr.  10. 
d)  d.  i.  Besolventen. 

4)  Der  Torgelegten  Gleichaog. 

5)  Die  Klammem  um  die  einzelnen  Variabein  bedeuten  wie  bei  Lagrange, 
dass  (lie  Function  nicht  als  symmetrisch  voranegesetzt  wird. 
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in  Bezag  auf  die  Aoflösimg  der  Gleichimgen  diejenigen  Transformirten  nicht 
in  Betracht  gezogen  worden  sind,  welche  irrationale  Functionen  yon  x\  x\ 
x'\  x^^^  x^  zvL  Wurzeln  haben;  aber  wenn  auch  der  Grad  der  Gleichung 
in  y,  falls  diese  Function  irreducibel  ist,  zu  hoch  wird,  könnte  solche  Glei- 
chung  nicht  die  mehrerwähnte  Form  (y  -|-  a)^  +  &  =»  0  erhalten,  oder 
einen  bestimmbaren  Factor  haben,  aus  welchem  sich  ein  zur  Lösung^  yon 
(F)  unmittelbar  oder  mittelbar  geeigneter  Wert  yon  y  gewinnen  liesse? 
Wenn  man  auch  bei  Bestimmung  des  Wertes  einer  Function  aus  y'  auf 
eine  Gleichung  yon  zu  hohem  Grad  geführt  wird,  w&re  nicht  die  Möglich- 
keit yorhanden,  dass  auch  in  dieser  Gleichung  in  t«  ein  zur  Lösung  yon 
(F)  geeigneter  Factor  sich  bestimmen  liesse,  oder  dass  sie  auf  die  Form 
(u  +  a)5  -j"  ^  ■='  0  zurttckffthrbar  wäre?  Das  sind  zwei  neue  Bedenken, 
die  gelöst  werden  müssen/^ 

Was  nun  Ruffini  selbst  zu  diesem  Zwecke  yorbringt,  ist  allerdings 
wenig  geeignet  diese  Bedenken  zu  zerstreuen.  Er  beruft  sich  dabei  auf 
eine  Beihe  früherer  Sätze,  die  zum  Teil  überhaupt  nur  für  rationale  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  Geltung  besitzen,  während 
für  einen  andern  Teil  wenigstens  die  yon  Ruf&ni  gegebenen  Beweise  nur 
für  solche  Functionen  zwingend  sind.  Es  gilt  dies  namentlich  yon  den- 
jenigen Sätztdn,  welche  auf  den  Grad  und  die  Irreducibilität  yon  Besolyenten 
Bezug  haben.  Dazu  kommt,  dass  er  mit  einer  Vorstellung  „Festhaltung 
des  Werts  und  der  Combination  der  Eadicale  bei  Yertauschung  der  unter 
ihnen  stehenden'  rr''  operirt,  die  weder  yon  ihm  selbst  zu  einem  bestimmten 
Begriff  praecisirt  worden  ist,  noch  einer  solchen  Praecisinüig  überhaupt 
fähig  zu  sein  scheint.  Hier  enthalten  also  Buffini's  Unauflösbarkeitsbeweise 
an  einer  sehr  wesentlichen  Stelle  eine  Lücke,  auf  die  in  der  That  auch 
schon  mehrfach^)  hingewiesen  worden  ist. 

Bekanntlich  deckt  Abel's  ünauflösbarkeitsbeweis  diese  Lücke  durch 
eine  ausführliche  rechnerische  Deduction  des  Satzes:  „Fst  eine  Gleichung 
durch  Wurzelziehen  auflösbar,  so  kann  man  der  Lösung  immer  eine  solche 
Form  geben,  dass  alle  algebraischen  Functionen,  aus  welchen  sie  zusammen- 
gesetzt ist,  sich  durch  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  yorgelegten 
Gleichung  ausdrücken  lassen.^'  Man  findet  wol  die  Meinung  ausgesprochen, 
dass  eine  solche  algebraische,  oder  wenn  man  will  arithmetische  Deduction 
an  dieser  Stelle  durchaus  unentbehrlich  sei  und  durch  keinerlei  anders 
geartete  Betrachtung  ersetzt  werden  könne.*)     Wäre  dem  in  der  That  so. 


1)  Vgl.  z.  B.  Sylow  in  den  Noten  zu  Abers  oeayres  compl^tes,  ^d.  Sylow 
et  Lie,  Bd.  II  p.  298,  oder  die  in  der  Einl.  citirte  Dies,  yon  Hecker  p.  6  u.  26. 

2)  Vgl.  z.B.  Netto,  Lehrbach  der  Substitutionentheorie  (Leipzig  1882)  §200. 


—    151    — 

so  wllrde  man  das  Übel  des  Ruffini^sclien  Beweises  insofern  als  unheilbar 
ansehen  müssen,  als  eiae  Entwicklung,  wie  die  yon  Abel  durchgeführte, 
BufQni's  ganzer  Arbeitsweise  durchaus  ferne  liegt.  Es  ist  jedoch  von  Herrn 
C.  Jordan^)  in  Verfolgung  Qalois'scher  Ideen  für  einen  allgemeineren 
Satz,  welcher  den  yorhin  erwähnten  als  speciellen  Fall  enthält,  ein  Beweis 
gegeben  worden,  der  solcher  arithmetischen  Yorbereitungssätze  nicht  bedarf; 
derselbe  beruht  hauptsächlich  auf  dem  auch  Buffini's  Versuchen  zu  Grunde 
liegenden  Gedanken,  dass  mit  Adjunction  einer  irrationalen  Function  der 
Wurzeln  auch  immer  zugleich  bestimmte  rationale  Functionen  derselben 
adjungirt  werden.  Es  muss  demnach  möglich  sein,  indem  man  diese  Ent- 
wicklungen in  angemessener  Weise  specialisirt,  den  Beweis  der  Unmöglich- 
keit „algebraischer''  Auflösung  der  höheren  Gleichungen  von  jenen  Vorbe- 
reitungssätzeji  und  dem  zu  ihrer  Ableitung  erforderlichen  Formelapparat  in 
der  Weise  unabhängig  %  machen,  dass  dieselben  erst  nachträglich  als 
Corollare  auftreten.  Einen  so  geführten  Beweis  würde  man  mit  einigem 
Becht  als  „yervollständigten  RuMni'schen  Beweis'^  ansehen  können.  — 

Es  folgen  bei  Ruffini  noch  einige  Bemerkungen  von  geringerer  Be- 
deutung. In  nr.  51  wird  erläutert,  dass  gleichzeitige  Adjunction  der  Wur- 
zeln mehrerer  Hilfsgleichungen  die  Lösung  nicht  fördert.  Nr.  52  wirft 
die  Frage  auf,  ob  es  nicht  unabhängig  von  jeder  Methode,  yielleicht  durch 
Zufall,  möglich  sei,  dass  ein  algebraischer  Ausdruck  gefunden  werden 
könne,  der  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  dieselbe  befriedige;  diese 
Frage  wird  dadurch  erledigt,  dass  ausführlich  entwickelt  wird,  wie  man  in 
solchem  Fall  yon  dem  gefundenen  Ausdruck  aus  rückwärts  die  successiyen 
Resolyenten  bilden  könne,  sodass  man  auf  die  ursprüngliche  Fragestel- 
lung zurückgeführt  werde.  ^) 


1)  trait^  des  substitutions  et  des  ^quations  alg^riqaes  (Paris  1870),  art.  373  ff. 
Man  vgl.  auch  die  Darstellung  bei  Holder,  math.  Annalen  Bd.  34  p.47  ff.  (1889). 

2)  Derselbe  Band  der  memorie  della  societä.  Italiana  enthält  p.  821—336 
noch  eine  kleine  Abhandlung  von  RafGni:  Rifleesioni  intomo  al  metodo  pro- 
posto  dal  consocio  Malfatti  per  la  solnzione  delle  eqnazioni  di  5^  grado  (vom 
21.  Sept.  1805).  In  derselben  zeigt  er,  wie  aas  den  yon  Lagrange  entwickelten 
Grundsätzen  a  priori  geschlossen  werden  könne,  dass  der  Grad  yon  Malfatti's 
Resolvente  gleich  6  sein  müsse.  Er  erörtert  ausserdem  noch  das  von  Malfatti 
gegebene  Beispiel,  in  welchem  diese  ResoWente  eine  rationale  Wurzel  besitzt, 
und  macht  darauf  aufinerksam,  dass,  sobald  dies  für  die  entsprechende  Resolvente 
irgend  einer  Gleichung  fünften  Grades  zutrifft,  diese  letztere  algebraisch  aufgelöst 
werden  könne.  (Dass  diese  Bedingung  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  not- 
wendig ist,  hat  £.  Luther  bewiesen:  de  criteriis  quibus  cognoscatur  an  aequatio 
quinti  gradus  irreduetibilis  algebraice  resolvi  possit,  Crelle's  Joum.  Bd.  34,  p.  244, 
auch  DisB.  Regiom.  1847.) 
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14.    Buffini's    Abhandlung    von    1806.     Die    nächste    Abhandlung 
Buffini's   Über  die  allgemeine  Auflösung  der  höheren  Gleichungen^)  trägt 
an    ihrer  Spitze   die  Behauptung,    solche  Auflösung   sei   stets   unmöglich, 
welche  algebraische  oder  transcendente  Methode  man  auch  immer  anwenden 
möge.     Durch   diese  Behauptung  haben  sich   offenbar  viele  Mathematiker 
von  der  Kenntnisnahme   von  Buf&ni's  Arbeiten  abschrecken  lassen,  indem 
sie  in  derselben  einen  handgreiflichen  Widerspruch  fanden.     Nachdem  wir 
aber  aus  seinen  bisher   besprochenen  Abhandlungen  gesehen  haben,  dass 
wir  es  in  ihm  mit  einem  zwar  in  der  Weise  seiner  Zeit  zuweilen  mit  un- 
vollständig  abgeklärten   Vorstellungen    arbeitenden,    aber   doch  jedenfalls 
durchaus  ernst  zu   nehmenden  Mathematiker  zu  thun   haben,  werden  wir 
uns  von  jenem   anscheinenden  Widerspruch  nicht  davon  abhalten   lassen, 
dass   wir  von  dem  Inhalt  auch  dieser  Arbeit  Kenntnis    nehmen  und  zu- 
sehen, in  welchem  Sinn  denn  eigentlich  jene  paradoxe  Behauptung  zu  ver- 
stehen sein  mag.     Dieselbe  wird  von  Buffini  zunächst  dahin  erläutert,  dass 
es  keine  „exacte**,  d.  h.  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Termen  bestehende 
Function  der  Coefficienten  gebe,  welche  an  Stelle  der  Unbekannten  in  die 
Gleichung  eingesetzt,  dieselbe  befriedige.     Man  wird  zunächst  nicht  geneigt 
sein,   in  dieser  Definition  irgend  einen  bestimmten  Sinn  zu  finden,  wenn 
dieselbe  transcendente  Functionen  mit  umfassen  soll;  allein  damals  lag  die 
Sache  doch  anders.     Man  war  seit  so  langer  Zeit  gewohnt,  gewisse  häufig 
begegnende  transcendente  Abhängigkeiten  —  Exponential-  und  trigonometrische 
Functionen  samt  ihren  ümkehrungen  —   durch  besondere  Functionszeichen 
auszudrücken  und  mit  ihnen  wie  mit  den  Zeichen  der  algebraischen  Func- 
tionen zu  operiren,  dass  man  gar  nicht  dazu  kam,  sich  die  Frage  vorzu- 
legen,   durch  welche  Eigenschaften  denn    gerade    diese   vor   allen   andern 
Transcendenten  eine  solche  Bevorzugung  verdienten.     So  wurde  man  unbe- 
merkt dazu  gebracht,  dass  man  bald  nur  an  diese  speciellen  Functionen 
dachte,  wenn  man  von   analytisch  darstellbaren  und  den  Begeln  des  Cal- 
culs  unterworfenenen  Functionen  sprach,  bald,  wenn  man  solche  Beschrän- 
kung als   unzulässig    erkannte,   die  Eigenschaften,    welche  man  an  jenen 
kennen   gelernt  hatte,    Unbewiesenermassen  auch   allgemeineren   zuschrieb. 
Bei   Ruffini  scheint  beides    ineinandergespielt  zu   haben;   diesen  Eindruck 
gewinnt   man  wenigstens  aus  seiner  Abhandlung^)  über  die   allgemeinen 


1)  Della  inBolubilitä.  delle  eqaazioni  algebraiche  generali  di  grado  anperiore 
al  4^,  qualunque  metodo  si  adoperi,  algebraico  esso  siasi  o  trascendentale; 
memorie  deiristitnto  Nazionale  Italiano,  Classe  di  fisica  e  matematica,  t.  1  p.  II 
(Bologna  1806),  p.  433-460  (vom  22.  Nov.  1806). 

2)  Alcone  proprieta  generali  delle  funzioni;  memorie  della  societä  Italiana 
delle  scienze  t.  13,  p.  1  (Modena  1807),  p.  292-335  (v.  27.  Juni  1806). 
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Eigenschaften  der  Functionen,  auf  welcher  jene  mit  dem  paradoxen  Titel 
beruht.  Auch  in  dieser  suchen  wir  vergebens  nach  einer  greifbaren  Defi- 
nition dessen,  was  Buffini  unter  einer  Function,  speciell  unter  einer  ein- 
fachen Function  versteht  Wir  finden  nur  die  beiläufige  Bemerkung 
(art,  1),  dass  eine  einfache  Function  durch  eine  einzige  Bechnungsoperation 
zu  Stande  komme;  als  Beispiele  werden  dazu: 

yP,      cos   (—  arc  cos  P),      log  P 

aufgeftLhrt.  Es  folgen  lange  Ketten  von  Schlüssen  und  Rechnungen,  in 
welchen  nun  freilich  mit  vieldeutigen  Functionen  ohne  Angabe  des  jedes- 
mal zu  wählenden  Wertes,  mit  Iteration  von  Operationen  zu  gebrochenem 
oder  gar  zu  irrationalem  Index,  mit  Bestimmung  von  Functionen  aus 
Functionalgleichungen,  die  noch  unendlich  viele  andere  Lösungen  zulassen, 
und  ähnlichen  Dingen  in  so  scrupelloser  Weise  manipulirt  wird,  dass  man 
schon  nach  den  ersten  Sätzen  jede  Controle  darüber  verliert,  in  welcher 
Weise  man  die  Voraussetzungen  hätte  einschränken  müssen,  wenn  die 
Schlüsse  zulässig  sein  sollten.  Will  man  daher  von  dem  ganzen  Bau  über- 
haupt etwas  retten,  so  wird  nichts  übrig  bleiben,  als  diejenigen  Eigen- 
schaften, welche  Buffini  aus  seiner  unbestimmten  Vorstellung  von  einer 
einfachen  Function  gefolgert  zu  haben  glaubt,  mit  in  die  Definition  aufzu- 
nehmen und  zu  sagen: 

Einfach  heisst  eine  Function  im  Sinne  Buffini's  dann,  wenn  von 
ihren  zu  demselben  Werte  des  Arguments  gehörenden  Werten  jeder  eine 
rationale  Function  irgend  eines  unter  ihnen  ist,  und  wenn  femer  alle  diese 
rationalen  Operationen  sich  durch  Iteration  einer  einzigen  unter  ihnen  dar- 
stellen lassen. 

Sind  dann  f^  (x\  f^  (oj),  f^  (x\  (p  (o?,  y,  z)  einfache  Functionen,  so  heissen 

/i  (/i  («)))  ffi  (/i  {fi  (^)))»  9  (/l  W»  /i  (p\  U  ip))  ^  s.  w.  zusammengesetzte 
Functionen,  und  stillschweigend  werden  nur  solche  Functionen  in  Be- 
tracht gezogen,  welche  in  dieser  Weise  aus  einfachen  sich  zusammensetzen 
lassen.^)  Dass  durch  Functionen  dieser  Art  die  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  höherer  Grade  nicht  geleistet  werden  könne,  das  ist 
der  eigentliche  Sinn,  den  man  jener  paradoxen  Behauptung  beizulegen  hat. 
Nun  ist   aber  mit  den  Mitteln  der  modernen  Functionentheorie  sofort  zu 


1)  Die  „einfachen**  Functionen  würden  demnach  in  der  Functionentheorie 
eine  ähnliche  Rolle  zn  spielen  haben,  wie  in  der  Algebra  die  Radicale  mit  Prim- 
zahlezponenten.  (Von  Badicalen  mit  zusammengesetzten  Exponenten  sagt  Buffini, 
dass  sie  ebensowol  als  einfache,  wie  als  znsamifiengesetzte  Functionen  betrachtet 
werden  können.) 
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zeigen,  dass  jene  Eigenschaften  einer  einfachen  Function  von  allen  trän- 
scendenten  Functionen  nur  dem  Logarithmns  zukommen.  Bufßni's  Behaup> 
tung  würde  also  schliesslich  darauf  zusammenschrumpfen,  dass  die  Auf- 
lösung der  höheren  Gleichungen  auch  mit  Hilfe  der  Logarithmen,  resp.  der 
Kreisfunctionen  nicht  möglich  ist;  womit  es  denn  allerdings  seine  Richtig- 
keit hat. 

Übrigens  ist  ersichtlich,  dass  eine  Fortbildung  dieser  Gedanken  Buffini's 
zu  Anschauungen  ähnlicher  Art  wie  diejenigen  führen  würde,  welche  vor 
einigen  Jahren  Herr  Rausenberger  seinen  functionentheoretischen  Arbeiten 
zu  Grunde  legen  zu  müssen  glaubte. 

Was  Ruffini's  eigenen  Beweis  seiner  Behauptung  angeht,  so  ist  der 
Gedankengang  desselben  etwa  der  folgende: 

Sei  P  (nr.  1)  eine  Function  der  Coefficienten  der  vorgelegten  Glei- 
chung, y  =  tf;  (P)  eine  „einfache  Function"  von  P,  t/;',  if;",  t/;'"  ...  die  ver- 
schiedenen Werte  derselben,  P  =  JT(y)  ihre  Umkehrung.  In  P  und  y 
führe  man  statt  der  Coefficienten  die  Wurzeln  x  ein.  Ezistirt  dann  (nr.  2) 
eine  Anzahl  von  Permutationen  der  ic,  welche  denselben  Wert  P,  aber  ver^ 
schiedene  Werte  von  y  liefern,  so  sind  alle  diese  unter  den  t/;',  ^"  ,  .  , 
enthalten.  Seien  nun  (nr.  3,  I)  y\  y'  -  .  *  y^  die  5  Werte  von  y,  welche 
durch  Wiederholung  einer  cyclischen  Permutation  von  fünf  der  x  ans  ein- 
ander hervorgehen,  und  sei  y"  =  f(y)^  so  folgt,  dass  /'^(/)«==y',  d.  h. 
dass  die  fünfte  Iteration  der  Operation  f  sich  auf  die  Identität  reducirt. 
Bleibt  femer  (nr.  3,  11)  die  Function  P  noch  bei  einer  andern  cyclischen 
Vertauschung  von  g  der  x  ungeändert,  während  y  dabei  in  y^*'^  »=  ^(y) 
übergeht,  so  folgt  ebenso,  dass  W^  (jf)  «=  y  sein  muss.  Es  werde  nun  an- 
genommen (nr.  4),  dass  P  sowol  bei  der  erwähnten  cyclischen  Permutation 
von  fünf  Wurzeln  x^  als  auch  noch  bei  irgend  einer  andern  cyclischen 
Permutation  von  zweien,  dreien  oder  vieren  derselben  ungeändert  bleibt, 
und  dass  y  bei  der  ersten  seinen  Wert  ändert:  dann  folgt ^  dass  es  ihn 
bei  der  zweiten  beibehalten  muss.  Denn  sei  erstens  y^*^^  gleich  einem  der 
fünf  ersten  Werte  y\  i/"  •  •  •  y^  ^\  ©twa  =  f^  {y\  so  folgt  aus  W^^  (y}  =  y, 
dsLSS  fP^ (y)  =  y  sein  muss,  y(*>  =  y.  Ist  aber  zweitens  y^^^  von  allen 
jenen  fünf  Werten  verschieden,  so  setze  man  /"(y^«))  «= /"tf;  (/)  =  J'(y'); 
dann  wird  y  in  F  (y)  übergeführt,  durch  eine  cyclische  Vertauschung  von 
fünf  Wurzeln  a;,  sodass,  wie  im  ersten  Fall  F^  (y)  =  y  und  vermöge  der 
Vertauschbarkeit^)  von  f  und  W:  /"*  rff^  («/):=  y,  also  auch  W^  (y)  =»  y  und 
damit  ^  (y)  =  y  folgt,  der  Voraussetzimg  zuwider.  Nr.  5  enthält  den 
analogen  und   analog   bewiesenen   Satz  für  zwei    cyclische   Permutationen 


1)  In  dieser  Vertauschbarkeit  liegt  der  Kern  des  Beweises. 
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von  drei  nnd  von  vier  Wurzeln  x  und  die  Bemerkung,  dass  hier  Special- 
fälle eines  allgemeinen  Gesetzes  vorlägen.  Nr.  7  bringt  nach  diesen  Vor- 
bereitungen die  entscheidende  Behauptung,  dass  y  bei  jeder  cyclischen 
Permutation  von  fünf  Wurzeln  unveränderlich  bleiben  müsse,  wenn  P  ein- 
oder  zweiwertig  sei.  Denn  würde  es  seinen  Wert  bei  einer  solchen  Per- 
mutation ändern,  so  müsste  es  ihn  nach  nr.  4  bei  jeder  cyclischen  Permu- 
tation von  drei  Wurzeln  behalten.  Andrerseits  kann  aber  jede  cjclische  Permu- 
tation von  fünf  Wurzeln  aus  solchen  von  jedesmal  drei  Wurzeln  zusammen- 
gesetzt werden,  sodass  man  auf.  einen  Widerspruch  geführt  wird.  Damit 
kann  nun  in  nr.  9  der  Unauflösbarkeitsbeweis  abgeschlossen  werden,  indem 
gezeigt  wird,  dass  fortgesetzte  Übereinanderhäufung  der  Zeichen  „einfacher 
Functionen''  niemals  von  den  Coefficienten  der  Gleichung  zu  solchen  Func- 
tionen führen  kann,  welche  bei  cyclischer  Vertauschung  von  fünf  Wurzeln 
ihren  Wert  ändern,  wie  dies  doch  für  die  Wurzeln  selbst  der  Fall  ist. 

15.  Biiffliii*8  Abhandlung  von  1818.  Eine  fünfte  imd  letzte  Ee- 
daction  seines  ünauflösbarkeitsbeweises  hat  BufQni  als  besondere  Schrift 
erscheinen  lassen.^)  In  der  Einleitung  derselben  recapitulirt  er  eine  Reihe 
meist  Lagrange'scher  Sätze  aus  der  Gleichungstheorie;  dieselben  werden 
in  Noten  am  Schlüsse  des  Werkes  ausführlich  erläutert:  Erwähnenswert 
dürfte  aus  den  letzteren  vielleicht  sein,  dass  Ruffini  auch  hier  den  Unter- 
schied zwischen  „formeller"  und  „numerischer"  Gleichheit  zweier  Werte 
einer  Function  ausdrücklich  hervorhebt  (Nota  4,  p.  122),  sowie  die  That- 
sache,  dass  die  Substitutionen,  welche  den  numerischen  Wert  einer  Function 
nicht ,  ändern,  keine  Gruppe  zu  bilden  brauchen  (Nota  5,  p.  123).  Der 
erste  Teil  der  Abhandlung  enthält  dann  den  Beweis  der  algebraischen 
Unauflösbarkeit  in  derjenigen  Form,  welche  sich  aus  dem  oben  (nr.  14) 
reproducirten  Beweis  der  „transcendenten"  ergibt,  wenn  man  überall  nur 
von  algebraischen  Functionen,  bezw.  von  Badicalen  redet.  Die  wesentlichen 
Schritte  werden  dabei  folgende: 

(nr.  l)  Seien  y,  P  zwei  Functionen  der  Wurzeln  x  der  vorgelegten 
Gleichung,  und  sei  yP  =  p-^  p  bleibe  bei  einer  cyclischen  Vertauschung 
(12346)  von  fünf  Wurzeln  x  ungeändert,  ein  Wert  y  von  y  gehe  bei  wieder- 
holter Anwendung  derselben  Vertauschung  der  Reihe  nach  in  y\  y"\  y^^ ^ 
y^  über. 

(nr.  2)  Dann  muss  y"=  ^y\  y''=  ^y\  y^^  =  ß^y\  y^  ^  ß^y  sein 
und  ß  muss  eine  fünfte  Einheitswurzel  sein. 


1)  BiflessioDi  intomo  alla  solnzione   delle  eqnazioni   algebraiche  generali. 
Opuscolo  del.  cav.  dott  P.  Ruffini  etc.    Modena  1813.    VIII,  140  pp.  4^ 
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(nr.  3)  Bleibt  P  ausserdem  noch  bei  einer  cjclischen  Permntation  (123) 
von  dreien  aus  jenen  fünf  Wurzeln  x  unge&ndert,  so  muss  y'  bei  der- 
selben in  yy  übergehen  und  y  muss  eine  dritte  Einheitswurzel  sein. 

(nr.  4)  Beide  cyclischen  Permutationen  nach  einander  ausgeführt,  geben 
wieder  eine  cyclische  Permutation  (13452)  von  fünf  Wurzeln;  daraus  folgt 
ß^y^sss:  1.  Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  y  selbst  gleich  1  ist;  d.  h.  p 
kann  sich  bei  keiner  der  cyclischen  Permutationen  (123),  (234),  (345), 
(451),  (612)  andern. 

(nr.  5)  Also  kann  es  sich  auch  nicht  bei  der  zuerst  vorausgesetzten 
cyclischen  Permutation  von  fünf  Buchstaben  ändern;  denn  diese  lässt  sich 
aus  jenen  zusammensetzen. 

(nr.  6)  Also  kann  man  durch  Wurzelausziehung  nicht  Über  die  zwei- 
wertigen Functionen  hinausgelangen. 

Es  braucht  wol  kaum  noch  ausdrücklich  hervorgehoben  zu  werden, 
dass  diese  Fassung  des  ünauflösbarkeitsbeweises  sich  in  allen  wesentlichen 
Punkten  mit  derjenigen  deckt,  welche  als  „WantzeTsche  Modifi- 
cation  des  Abel'schen  Beweises'^  in  den  Lehrbüchern  mitgeteilt  zu 
werden  pflegt. 

Über  die  Frage,  wie  es  mit  den  accessorischen  Irrationalitäten  steht, 
täuscht  sich  Ruffini  diesmal  (nota  9,  p.  134)  mit  den  Worten  hinweg: 
„wenn  aus  dem  Ausdruck  für  x^^^  nach  Einsetzung  der  Ausdrücke  der  Coeffi- 
cienten  durch  die  Wurzeln  und  gehöriger  Reduction  nicht  alle  Badicale 
verschwänden,  so  würde  ein  rationaler  Ausdruck,  nämlich  x^"^,  einem  irra- 
tionalen gleich  sein  müssen,  was  absurd  ist." 

Die  folgenden  Capitel  enthalten  eine  ausführliche  Theorie  der  Glei- 
chungen dritten  und  vierten  Grades,  mit  der  Absicht,  zu  zeigen,  weshalb 
auf  diese  die  Schlüsse  keine  Anwendung  finden,  welche  die  Unauflösbarkeit 
der  höheren  Gleichungen  beweisen.  Bemerkenswert  ist  hier  nur  allenfalls 
die  Art,  wie  Ruffini  die  ünverm eidlichkeit  des  casus  irreducibilis  be- 
gründet: in  dem  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Lösungen  dieser  Gleichungen 
müssten  die  complezen  dritten  Einheitswurzeln  notwendig  auftreten,  und 
eben  deswegen  müssten  die  Radicanden  notwendig  complex  sein,  wenn  die 
Wurzeln  der  Gleichung  reell  werden  sollen. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  wiederholt  den  Beweis  der  Unmöglichkeit 
transcendenter  Auflösung  aus  den  beiden  hier  unter  nr.  14  besprochenen 
Abhandlungen  in  meist  wörtlichem  Abdruck.^) 


1)  Von  RnffiDi's   späteren  Veröffentlichungen   stehen  die   beiden   folgenden 
mit  unserem  Gegenstände  noch  in  einigem  Zusammenbang: 

Alcune  proprieta  delle  radici   deirunitä;   memorie   delFimp.   r.  istituto   del 
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16.  BeBiim^.  Es  bleibt  noch  übrig,  dass  wir  aus  dem  Inhalt  der 
verschiedenen  im  vorhergehenden  analysirten  Schriften  Ruffini's  ein  Gesamt- 
bild seiner  Leistungen  auf  dem  betrachteten  Gebiete  zusammenzufügen  ver- 
suchen. Sicherlich  sind  dieselben  nicht  frei  von  schweren  Mängeln.  Dass 
wir  an  seinen  Definitionen  häufig  Klarheit  und  Praecision,  an  seinen  Be- 
weisen Schärfe  und  Überzeugungskraft  vermissen  —  das  ist  nun  freilich 
ein  Gebrechen,  von  dem  auch  die  bedeutendsten  Mathematiker  seiner  Zeit 
nicht  frei  sind  und  das  man  deshalb  ihm  persönlich  nicht  allzuhoch  wird 
anrechnen  dürfen.  Dieser  Mangel  allein  hätte  auch  seine  Zeitgenossen  wol 
kaum  abgehalten,  seinen  Arbeiten  die  verdiente  Anerkennung  zu  zollen; 
und  wenn  das  nicht  in  ausreichendem  Masse  geschehen  ist,  so  müssen  noch 
anderere  Gründe  massgebend  gewesen  sein.  Dahin  ist  vor  allem  seine  Dar- 
stellungsweise zu  rechnen,  die  dem  Verständnisse  in  der  That  nicht  geringe 
Schwierigkeiten  entgegensetzt.  Noch  grösser  müssen  dieselben  zu  einer 
Zeit  gewesen  sein,  in  welcher  ein  grosser  Teil  der  benutzten  Begriffe 
den  Lesern  völlig  fremd  und  ungewohnt  war  —  davon  geben  Malfatti's 
Einwendungen  genügend  Zeugnis.  Diese  neuen  Begriffe  aber  durch  ein 
geeignetes  System  von  Eunstausdrücken  und  Bezeichnungen  zum  Gebrauche 
handlich  zu  machen  hat  er  nicht  verstanden,  vielleicht  auch  nicht  gesucht. 
So  wird  er  zu  langathmigen  Umschreibungen  genötigt  und  muss  oft  erst 
durch  eine  Reihe  von  Beispielen  dem  Leser  Gelegenheit  geben,  sich   den 


regno  Lombardo-Veneto  vol.  III,  anni  1816/17  (Milano  1824.  p.  67—84),  vom 
7.  Mars  1816. 

(Enthält  hauptsächlich  Formeln  zur  Berechnmig  der  symmetrischen  Func- 
tionen der  Einheitswurzeln.) 

Intorno  al  metodo  generale  proposto  dal  Big.  Hoen^  Wronski,  onde  risolvere 
le  equazioDi  di  tutti  i  gradi;  memorie  della  societa  italiana  delle  scienze,  t.  18. 
parte  contenente  le  memorie  di  matematica  (Modena  1820)  p.  56  —  68  (vom 
20.  März  1816). 

(Ho&iä-Wronskrs  angebliche  Lösung  bernhte,  wie  Buffini  ausführlich  darlegt, 
auf  der  falschen  Yorauseetzung,  dass  es  möglich  sei,  die  Wnrzel  x  einer  allge- 
meinen Gleichung  n*^  Grades  durch  die  Wurzehi  £i ,  S^  •  •  £n  —  i  einer  Hilfsglei- 
chung (n  —  1)*^  Grades  in  der  Form  auszudrücken: 

Ein  in  den  Jahren  1807/8  von  Ruffini  für  seine  Artillerieschüler  ver&sstes 
Elementarlehrbuch  (Algebra  e  sno  appendice)  habe  ich  nicht  gesehen. 

Worauf  sich  die  in  AbeFs  oeuvres  compUtes  ^d.  Sylow  et  Lie  t.  11.  p.  293 
aus  dem  Bull,  des  annonces  von  F^russac  citirte  Stelle:  „dans  les  mäm.  de  Tinst 
imp.  de  Milan,  t.  1,  un  autre  auteur  fait  voir  etc."  bezieht,  habe  ich  nicht 
eruiren  können;  der  betr.  Band  enthält  an  hieher  gehörigem  nur  eine  (unbedeu- 
tende) Abhandlung  von  Ant.  Caccianino,  welcher  im  Gegenteil  fiufGjii  zustimmt. 
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Sinn  eines  Satzes  zu  abstrahiren,  den  praecis  und  verständlich  zu  formn- 
liren  ihm  selbst  nicht  gelungen  ist.  Ähnlich  verhält,  es  sich  auch  mit  der 
Darstellung  seiner  Beweise:  ihren  künstlichen  Bau  beginnt  er  meist  an 
einem  beliebigen  Ende  und  führt  ihn  ein  Stück  weit  in  die  Höhe,  um  dann 
abzuspringen,  an  einem  ganz  andern  Ende  zu  beginnen,  wieder  ein  Stück 
zu  fördern,  von  neuem  zu  wechseln,  bis  er  schliesslich  alle  Stützen  bei- 
sammen hat,  um  das  Werk  mit  einer  fein  zugespitzten  deductio  ad  ab- 
surdum krönen  zu  können.  Dazwischen  lässt  er  den  Fortgang  des  Baues 
auch  wol  einmal  für  längere  Zeit  gänzlich  ruhen,  um  sich  mittlerweile 
erst  mit  Einwendungen  herumzuschlagen,  die  ihm  das  bereits  vollendet 
geglaubte  wieder  zu  unterminiren  drohen. 

Bei  einzelnen  Fragen  ist  es  überhaupt  nicht  möglich,  über  seine  Auf- 
fassung ins  klare  zu  konunen,  indem  seine  Äusserungen  aus  verschiedenen 
Zeiten  zu  sehr  von  einander  abweichen.  (Dieselbe  Unbeständigkeit  der 
wissenschaftlichen  Überzeugung  soll  übrigens  auch  seiner  medicinischen 
Thätigkeit  angehaftet  haben;  so  wird  z.  B.  berichtet,  er  habe  seinen  Zu- 
höhem  Über  die  Natur  des  Typhuscontagiums  jedes  Jahr  eine  andere 
Theorie  vorgetragen.)  Es  gilt  dies  insbesondere  auch  von  der  Frage,  in 
wie  fem  man  berechtigt  ist,  sich  bei  Untersuchungen  über  die  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  auf  die  Betrachtung  rationaler  Functionen  der 
Wurzeln  zu  beschränken.  In  seinen  ersten  Veröffentlichungen  drückt  er 
sich  so  aus,  dass  man  annehmen  muss,  er  habe  überhaupt  gruppentheo- 
retische Sätze  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  irrationale  wie  auf  rationale 
Functionen  der  Wurzeln  anwenden  zu  können  geglaubt.  Später  scheint 
ihm  dies  doch  bedenklich  vorgekommen  zu  sein;  in  dem  zweiten  Teil, 
welcher  der  Erwiderung  auf  Malfatti's  Einwürfe  angehängt  ist,  lässt  er  sich 
über  die  Frage  auf  längere  Erörterungen  ein,  denen  man  zwar  keineswegs 
strenge  Beweiskraft  wird  zuschreiben  können,  die  aber  doch  vielleicht 
neueren,  im  Galois'schen  Ideenkreis  erwachsenen  Anschauungen  nicht  so 
sehr  ferne  stehen.  In  seiner  letzten  Schrift  endlich  täuscht  er  sich  über 
die  ganze  Schwierigkeit  mit  einem  —  man  kann  wol  sagen  Taschenspieler- 
kunststück  hinweg. 

Aber  alle  diese  Mängel  dürfen  uns  nicht  blind  gegen  die  Thatsache 
machen,  dass  in  Buffini's  Schriften  die  Algebra  doch  in  einer  ganzen  Reihe 
von  Punkten  wesentlich  gefördert  worden  ist.  Er  hat  zuerst  das  von 
Waring,  Vandermonde  und  Lagrange  ihren  Nachfolgern  gestellte  Problem 
einer  systematischen  Untersuchung  der  Permutationen,  bei  welchen  rationale 
Functionen  von  n  Grössen  ihren  Wert  ändern  oder  nicht  ändern,  energisch 
in  Angriff  genommen  und  wenigstens  für  n  =  5  zu  einem  gewissen  Ab- 
schluss  gebrach^     Namentlich  hat  er  bereits  den  wichtigen  Satz  vollständig 
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bewiesen,  dass  keine  drei-  oder  vierwertigen  Functionen  von  fünf  oder 
mehr  Grössen  existiren  können.  Er  hat  zuerst  den  fundamentalen  Begriff 
einer  Gruppe  von  Operationen  in  seinem  speciellen  üntersuchungsgebiet 
zur  Geltung  gebracht  und  die  hauptsächlichsten  Arten  von  Gruppen  fdr 
dieses  Gebiet  zu  unterscheiden  gelehrt.  Er  hat  den  Beweis  des  Satzes, 
dass  bei  Benutzung  nur  solcher  Functionen,  welche  sich  rational  durch  die 
Wurzeln  ausdrucken  lassen,  die  Auflösung  der  höheren  Gleichungen  durch 
Badicale  nicht  möglich  sei  —  diesen  Beweis  hat  er  nicht  nur  zuerst  durch- . 
geführt,  sondern  ihn  auch  nach  verschiedenen  Umarbeitungen  auf  die  ein- 
fache Form  gebracht,  welche  Wantzel  zugeschrieben  zu  werden  pflegt.  Er 
hat  endlich  den  Zusammenhang  erkannt,  in  welchem  die  Beducibilität  einer 
Gleichung  mit  der  Intransitivitftt  ihrer  Gruppe,  die  Auflösbarkeit  einer 
Gleichung  durch  Hilfsgleichungen  niediigerer  Grade  mit  der  Imprimitivität 
ihrer  Gruppe  steht. 

Ob  wir  auf  Ruffini's  Inspiration  auch  den  wesentlichen  Inhalt  der 
Arbeit  seines  Freundes  Abbati,  welche  ebenfalls  zwei  grundlegende  Sätze 
dieses  Teils  der  Algebra  zum  ersten  Mal  vollständig  beweist,  zurückzu- 
führen, oder  ob  wir  diesen  jetzt  fast  vergessenen  Mann  neben  Bu£&ni  als 
einen  der  Begründer  der  Gruppentheorie  zu  nennen  haben,  das  wird  sich 
jetzt  wol  nicht  mehr  feststellen  lassen.  Dagegen  dürfen  wir  an  einer  andern 
Frage  nicht  vorübergehen,  die  wol  mancher  Leser  sich  schon  aufgeworfen 
haben  wird:  was  bleibt,  wenn  diese  Darstellung  richtig  ist,  noch  übrig  von 
den  gruppentheoretischen  Verdiensten  Cauchj's,  dem  man  den  grössten 
Teil  der  erwähnten  Sätze  zuzuschreiben  gewohnt  ist?  Sicherlich  ein  bedeu- 
tender Teil:  Cauchj  hat  nicht  nur  den  von  Buffini  überkommenen  einzelnen 
Sätzen  eine  grosse  Anzahl  neuer  hinzugefügt  und  das  Ganze  in  systema- 
tischer Darstellung  zugänglich  gemacht,  sondern  auch  in  Terminologie  und 
Bezeichnungsweise  erst  das  Handwerkszeug  geschaffen,  dessen  dieser  neue 
Zweig  der  Mathematik  zu  seiner  Weiterentwickelung  bedurfte  und  das 
Bufßni  ihm  nicht  in  die  Wiege  gelegt  hatte.  Aber  die  wenigen  Worte, 
mit  welchen  Cauchy  in  seiner  ersten  einschlägigen  Veröffentlichung^)  seines 
Vorgängers  gedenkt,  unbestimmt  und  deutbar  wie  sie  sind,  sind  allgemein 
in  einer  Weise  verstanden  worden,  welche  Buffini's  Leistungen  mehr  zu 
verdunkeln,  als  ins  Licht  zu  setzen  beigetragen  hat,  und  Cauchy  hat  dieser 
für  Ruffini's  Würdigung  verhängnisvollen  Auslegung  seiner  Worte  nicht 
widersprochen. 

1)  Jouraal  de  T^cole  polytechmque  Cah.  17  (1815)  p.  1  und  8.  Die  spätere 
ausführlichere  Darstellang  (exercices  d^analyse  et  de  physique  inath^matique  (t.  III 
p.  151—252;  1844)  enthält  überhaupt  keine  Citate). 


ÜBER  DIE  ZUßÜCKFÜMUM 


DER 


SCHWERE  AUF  ABSORPTION 


UND 


DIE  DARAUS  ABGELEITETEN  GESETZE. 


TON 


C.  ISENKRAHE. 


Abh.  zur  Gesch.  der  Mathom.    VI.  11 


Der  Zweck  folgender  Erörterangen  ist  vor  Allem,  eine  Reihe  der  in- 
teressanteren Versuche,  die  Schwere  auf  Absorption  zurückzufUhren,  nach 
bestimmten  Gesichtspunkten  kritisch  zu  betrachten,  sodann  den  Nachweis 
zu  ftlhren,  dafs  die  Gesetze,  zu  welchen  diese  Theorien  sich  allmählich 
zugespitzt  haben,  in  Bezug  auf  die  wesentlichsten  Punkte  schon  in  den  von 
mir  im  Jahre  1879^)  yerOffentlichien  Formeln  als  specielle  FftUe  enthalten 
sind,  und  endlich,  den  Gültigkeitsbereich  dieser  Formeln,  welche  damals 
unter  der  besonderen  Annahme  unelastischer  ZusammenstOfse  zwischen  den 
kleinsten  Teilchen  des  Äthers  und  der  gravitierenden  Materie  abgeleitet 
wurden,  auf  die  Absorptionstheorien  im  Allgemeinen  auszudehnen. 

L  Absorption  von  Materie. 

Biemann. 

Die  kühnste  Form,  in  welcher  der  Gedanke,  dafs  die  Schwere  auf 
Absorption  zurückzuführen  sei,  meines  Wissens  jemals  ausgesprochen  worden 
ist,  findet  sich  in  einigen  unvollendeten  Aufsätzen  von  Bernhard  Riemann 
Yor,  welche  Prof.  H.  Weber  in  dessen  nachgelassenen  Handschriften  vor- 
gefonden  und  im  Anschlufs  an  die  „Gesammelten  mathematischen  Werke^* 
Riemanns  herausgegeben  hat.')  Diese  Aufsätze  gehören  zu  einer  Gruppe 
von  kleineren  Arbeiten,  welche  unter  der  Rubrik  „Naturphilosophie" 
zusammenstehen  und  die  Überschriften  tragen:  „l)  Molekularmechanik, 
2)  Gravitation  und  Licht,  3)  Neue  mathematische  Principien  der  Natur- 
philosophie." —  Für  unseren  Zweck  kommen  nur  die  beiden  letzten  in 
Betracht,  und  es  wird  aus  einem  besonderen,  später  zu  erörternden  Grunde 
dienlich  sein,  den  dritten  zuerst  ins  Auge  zu  fassen,  um  dann  nachher  auf 
den  zweiten  zurück  zu  greifen. 


1)  „Das  Rätsel  von  der  Schwerkraft'*,  Braonschweig  1879. 

2)  Bernhard  Riemanns  gesammelte  Werke  und  wisBenschaftlicher  Nach- 
lafs,  herausgegeben  unter  Mitwirkung  von  R.  Dedekind  von  H.  Weber, 
Leipzig  1876. 
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Schon  durch  die  Wahl  der  eben  angeführten  dritten  Überschrift  setzt 
Eiern  an  n  diese  Arbeit  zu  Newtons  grofsem  Werk:  Phijosophiae  natu- 
ralis piincipia  mathematica  in  nahe  Beziehung;  er  spricht  sich  darüber 
aber  noch  deutlicher  aus  in  einigen  einleitenden  Sätzen,  welche  die  Auf- 
gabe: „jenseits  der  von  Galilei  und  Newton  gelegten  Grundlagen  der 
Astronomie  und  Physik  ins  Innere  der  Natur  zu  dringen,  ausdrücklich  als 
Zweck  der  ganzen  Untersuchung  hinstellen.  Diese  Vertiefung  der  Galilei- 
Newton  sehen  Naturanschauung  nun  wird  erstrebt  auf  der  Grundlage  einer 
ganz  neuen  Idee,  welche  die  New  ton  sehe  Physik  mit  der  Herbartsclien 
Seelenlehre  auf  die  überraschendste  Weise  verknüpft.  Biemann  trS^ 
diese  Idee  in  folgender  Weise  vor: 

„Der    Grund    der    allgemeinen   Bewegungsgesetze    für   Ponderabilien, 
welche  sich  im  Eingange  zu  Newtons  Principien  zusammengestellt  finden, 
liegt   in    dem    inneren  Zustande    derselben.     Versuchen  wir  aus  unserer 
eigenen  inneren  Wahrnehmung  nach  der  Analogie  auf  denselben  zu  schliefsen. 
Es  treten  in  uns  fortwährend  neue  Vorstellungsmassen  auf,  welche  sehr 
rasch  aus  unserer  Vorstellung  wieder  verschwinden.     Wir  beobachten  eine 
stetige  Thätigkeit  unserer  Seele.     Jedem  Akt  derselben  liegt  etwas  Blei- 
bendes zu  Grunde,  welches  sich  bei  besonderen  Anlässen  (durch  die  Erinne- 
rung)  als  solches  kundgiebt,   ohne   einen  dauernden  Einflnfs  auf  die  Er- 
scheinungen auszuüben.     Es  tritt  also   fortwährend  (mit-  jedem  Denkakt) 
etwas  Bleibendes  in  unsere  Seele  ein,  welches  aber  auf  die  Erscheinungs- 
welt  keinen    dauernden  EinfluTs  ausübt.     Jed^n  Akt  unserer  Seele  liegt 
also  etwas  Bleibendes  zu  Grunde,  welches  mit  diesem  Akt  in  unsere  Seele 
eintritt,   aber  in  demselben  Augenblicke  aus   der  Erscheinungswelt  völlig 
verschwindet. 

Von  dieser  Thatsache  geleitet,  mache  ich  die  Hypothese,  dafs  der 
Weltraum  mit  einem  Stoff  erfüllt  ist,  welcher  fortwährend  in  die  ponde- 
rablen  Atome  strömt  und  dort  mit  der  Erscheinungswelt  (Körperwelt)  ver- 
schwindet. 

Beide  Hypothesen  lassen  sich  durch  die  Eine  ersetzen,  dafs  in  allen 
ponderablen  Atomen  beständig  Stoff  aus  der  Eörperwelt  in  die  Geisteswelt 
eintritt.  Die  Ursache,  weshalb  der  Stoff  dort  verschwindet,  ist  zu  suchen 
in  der  immittelbar  vorher  dort  gebildeten  Geistessubstanz,  und  die  ponde- 
rablen Körper  sind  hiemach  der  Ort,  wo  die  Geisteswelt  in  die  Körperwelt 
eingreift. 

Die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation,  welche  nun  zunächst  aus 
dieser  Hypothese  erklärt  werden  soll,  ist  bekanntlich  in  jedem  Teil  des 
Raumes  völlig  bestimmt,  wenn  die  Potentialfunktion  P  sämtlicher  ponde- 
rabler  Massen  für  diesen  Teil  des  Baumes  gegeben  ist,   oder  was  dasselbe 


^ 
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ist,   eine  solche  Funktion  P  des  Ortes,  dafs  die  im  Innern  einer  geschlos- 
senen Fläche  S  enthaltenen  ponderablen  Massen 


dp 


sind.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  der  raumerfüllende  Stoff  eine  inkom- 
pressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei,  und  dafs  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche  seiner  Masse  proportionale 
Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das  ponderable  Atom 
erfährt  (der  Geschwindigkeit  der  Stoffbewegung  an  dem  Orte  des  Atoms 
proportional  sein?). 

Es  kann  also  die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation  auf  ein  pon- 
derables  Atom  durch  den  Druck  des  raumerfüllenden  Stoffes  in  der  un- 
mittelbaren Umgebung  desselben  ausgedrückt  und  von  demselben  abhängig 
gedacht  werden."  — .  — 

Aus  dem  hier  Dargelegten  müssen  wir  zwei  wesentliche  Gedanken 
absondern  und  von  einander  trennen^  nämlich  erstens,  dafs  die  Erschei- 
nungen der  Gravitation  nicht  auf  Fernwirkung,  sondern  auf  dem  Druck 
beruhen  sollen,  den  jedes  Atom  von  seiner  unmittelbaren  Umgebung  er- 
fährt; zweitens,  dafs  dieser  Druck  verursacht  werde  durch  das  Verschwinden 
materieller  Substanz  an  den  Punkten,  wo  sich  „ponderable  Atome"  im  Baum 
befinden. 

Von  diesen  Gedanken  war  zur  Zeit,  als  Biemann  sie  niederschrieb^), 
der  erste  schon  alt,  der  zweite  vollständig  neu.  Beide  treten  übrigens  aus 
dem  Bahmen  der  damaligen  Physik,  die  —  wenigstens  in  Deutschland  — 
von  dem  Glauben  an  Femkräfte  ganz  beherrscht  war,  völlig  heraus  und 
würden,  wenn  sie  gleich  in  die  Öffentlichkeit  gekommen  wären,  jedenfalls 
als  Hypothesen  von  grofser  Kühnheit  aufgenommen  worden  sein.  Jetzt 
aber  ist  es  schon  nichts  Seltenes  mehr,  den  ersteren  Gedanken  aussprechen 
zu  hi5ren,  den  zweiten  hingegen  finden  wir  heute  noch  eben  so  kühn,  als 
er  zu  Anfang  der  fünfziger  Jahre  sein  mochte,  ja  noch  wohl  kühner  und 
verwegener,  denn  das  Dogma  von  der  Erhaltung  der  Materie  bildet  gegen- 
wärtig mehr  als  jemals  die  Grundlage  aller  physikalischen  und  chemischen 
Theorien.  Nie  ist  auch  meines  Wissens  der  Biemannschen  Ansicht,  dafs 
da,  wo  ponderable  Materie  im  Baum  sich  befindet,  fortwährend  nicht  etwa 
blos  Energie  in  irgend  einer  Form,  sondern  der  substantielle  Träger  dieser 
Energie,  nämlich  die  Materie  selbst,  absorbiert  werde  und  aus  der  Erschei- 
nungswelt verschwinde,  von  irgend  einem  Physiker  beigepflichtet  worden. 


1)  März  1858,  wie  aus  einer  eigenbändigen  Anmerkung  hervorgeht 
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Fragen  wir  nun,  in  welcher  Weise  diese  extremste  aller  Absorptions- 
theorien  von  ihrem  Urheber  weiter  behandelt  und  anf  einen  mathematischen 
Ausdruck  gebracht  worden  ist,  so  genügt  es  an  dieser  Stelle,  das  Eie- 
mann  sehe  Resultat  allein  ins  Auge  zu  fassen  und  bezüglich  der  Ableitung 
desselben  auf  Seite  504  und  505  des  vorhin  erwähnten  Buches  zu  ver- 
weisen. Dieses  Resultat  liegt  vor  in  einem  „Wirkungsgesetze^^  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung: 

t  t  " 

über  die  Bedeutung  desselben  und  namentlich  über  die  Trennung  in  zwei 
Integrale  spricht  sich  Biemann  folgendermafsen  aus^): 

„Die  Wirkungen  ponderabler  Materie  auf  ponderable  Materie  sind: 

1)  Anziehungs-  und  Abstofsungskräfte  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung. 

2)  Ipicht  und  strahlende  Wärme. 

Beide  Klassen  von  Erscheinungen  lassen  sich  erklären,  wenn  man  an- 
ninunt,  dafs  den  ganzen  unendlichen  Raum  ein  gleichartiger  Stoff  erfüllt, 
und  jedes  Stoffteilchen  unmittelbar  nur  auf  seine  Umgebung  einwirkt. 
Das  mathematische  Gesetz,  nach  welchem  dies  geschieht,  kann  zerföllt  ge- 
dacht werden 

1)  in  den  Widerstand,  mit  welchem  ein  Stoffteilchen  einer  Volum- 
änderung, und 

2)  in  den  Widerstand,  mit  welchem  ein  physisches  Linienelement  einer 
Längenänderung  widerstrebt. 

Auf  dem  ersten  Teil  beruht  die  Gravitation  und  die  elektrostatische 
Anziehung  und  Abstofsung,  auf  dem  zweiten  die  Fortpflanzung  des  Lichtes 
und  der  Wärme  und  die  elektrodynamische  oder  magnetische  Anziehung 
und  Abstofsung." 

Für  die  Gravitation  soll  also  nur  das  Integral 
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in  Betracht  kommen.  Von  den  darin  enthaltenen  Gröfsen  ist  gesagt:  „(2F 
bezeichnet  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Stoffteilchens  zur  Zeit  t^ 
dV  das  Volumen  desselben  Stoffteilchens  zur  Zeit  ^'."  In  Betreff  der 
Funktion  Tf;  aber  findet  sich  bei  Biemann  nichts  weiter  vor  als  die  Frage: 


1)  a.  a.  0.  S.  606. 
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„Wie  müssen  nun  die  Funktionen  ifj  und  q)  beschaffen  sein,  damit  Gravi- 
tation, Licht  und  strahlende  Wärme  durch  den  Raumstoff  vermittelt  werden ?'' 
Da  eine  Antwort  hierauf  nirgendwo  gegeben  wird,  so  darf  man  schon 

deshalb   das    Biemannsche  Wirkungsgesetz   wohl  als  ziemlich  inhaltsleer 

dV  —  dV 
bezeichnen:   überdies  aber  haftet  auch  noch  an  dem  Faktor  -j^f —  ein 

nicht  unwichtiges  Bedenken.  Wie  vorhin  angeführt,  hat  Riemann  von 
seinem  „Raumstoff^^  ausdrücklich  vorausgesetzt,  dafs  er  eine  „inkompres- 
sible  homogene  Flüssigkeit'*  sei.  Damit  ist  ausgesprochen,  erstens, 
dafs  jener  Stoff  überall,  wo  er  sich  befindet,  die  gleiche  Dichtigkeit  haben 
müsse,  sonst  wäre  er  nicht  homogen,  und  zweitens  niemals  und  nirgendwo 
dichter  werden  könne,  als  er  eben  ist,  sonst  würde  er  nicht  inkompressibel 
sein.  Daher  bleibt  bezüglich  etwaiger  Veränderungen  seiner  Dichtigkeit 
nur  noch  die  Möglichkeit  übrig,  däfs  dieselbe  mit  der  Zeit  immer  geringer 
würde.  Allein  auch  das  geht  nicht  an,  und  zwar  aus  einem  Grunde, 
dessen  Erörteining  uns  auf  die  Eingangs  erwähnte  Riemannsche  Abhand- 
lung: „Gravitation  und  Licht"  führt,  die  von  Herrn  Prof.  Weber  der 
bis  jetzt  betrachteten  dritten  als  zweite  vorangestellt  worden  ist.  Dort 
heifst  es  nämlich  zunächst:  „Wie^)  sich  aus  den  Bewegungsgesetzen  selbst 
ergeben  wird,  behält  der  Stoff,  wenn  er  in  Einem  Zeitpunkte  überall  gleich 
dicht  ist,  stets  allenthalben  die  gleiche  Dichtigkeit.  Ich  werde  diese  daher 
zur  Zeit  t  überall  =  1  annehmen."  —  Sodann  heifst  es  drei  Seiten  später: 
„Die  Gleichung  (I)  beweist  unsere  frühere  Behauptung,  dafs  bei  der  Stoff- 
bewegung die  Dichtigkeit  ungeändert  bleibe-,  denn 


(^,  +  W,  +  d^)^''^^^*^''^^^^ 


welches  zufolge  dieser  Gleichung  «=  0  ist,  drückt  die  in  das  Raumelement 
dx^dx^dx^  im  Zeitelement  dt  einströmende  Stoffmenge  aus,  und  die  in 
ihm  enthaltene  Stoffmenge  bleibt  daher  konstant." 

Durch  dieses  Resultat  seiner  Rechnung  schliefst  Riemann  also  auch 
die  Möglichkeit  einer  fortwährenden  Verdünnung  seines  Raumstoffes  aus. 
Wenn  daher  irgend  ein  Stoffteilchen  zur  Zeit  t  das  Volumen  d  V  hat,  und 
wenn  es,  „wie  sich  aus  den  Bewegungsgesetzen  ergiebt",  niemals  irgend 
eine  Veränderung  seiner  Dichtigkeit  erleiden  kann,  so  hat  es  zur  Zeit  t' 
offenbar  auch  noch  das  Volumen  dF,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dV=  dV, 
Daher  ist  unweigerlich  für  jeden  beliebigen  Wert  von  t  der  Bruch  (dV'  — 
dV)/dV  gleich  Null  zu  setzen,  und  .damit  wird  dann  das  Riemannsche 
Wirkungsgesetz : 

1)   a.  a.  0.  S.  498. 


I 
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erst  recht  inhaltslos. 

Man  darf  sich  gewifs  darüber  verwnndem,  dafs  Eiemann  in  seiner 
zweiten  Abhandlung  die  allgemeine  Eonstanz  der  Dichtigkeit  und  damit 
die  Yolumkonstanz  jeder  beliebig  gewählten  Stoffmenge  beweist  and  den- 
noch in  der  dritten  auf  die  Yerftndeningen  dieses  Volumens  ein  Wirkungs- 
gesetz für  die  Gravitation  aufbaut.  Dieser  sehr  auffllllige  Widerspruch  ist 
nun  aber,  wie  mir  seheint,  auf  die  folgende  Weise  zu  erklären. 

Aus  der  von  Dedekind  y erfafsten  Lebensbeschreibung Biemanns^)  geht 
heryor,  dafs  letzterer  sich  mit  dem  Grayitationsproblem  zu  zwei  verschiedenen 
Zeiten,  und  beidesmal  sehr  eifrig  und  angelegentlich  beschäftigt  hat.  Zuerst 
war  es  im  Anfang  des  Jahres  1853,  vor  seiner  Habilitation,  dann  aber  nach 
derselben  noch  einmal,  gegen  den  Schlufs  des  Jahres  1853  und  im  Anfang 
von  1854.  Über  diese  zweite  Periode  schreibt  er  selbst  am  28.  Dec.  1853: 
„Meine  andere  Untersuchung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Elektricität, 
Qalvanismus,  Licht  und  Schwere  hatte  ich  gleich  nach  Beendigung  meiner 
Habilitationsschrift  wieder  aufgenommen  und  bin  mit  ihr  soweit  gekommen, 
dafs  ich  sie  in  dieser  Form  unbedenklich  veröffentlichen  kann."  In  einem 
Brief  vom  26.  Juli  1854  erwähnt  er  nochmals,  dafs  er  sich  nach  Fertig- 
stellung der  Habilitationsschrift  wieder  in  seine  „Untersuchung  über  den 
Zusammenhang  der  physikalischen  Grundgesetze  vertieft"  habe,  und  dafs 
er  sogar  „teils  wohl  infolge  zu  vielen  Grübelns,  teils  infolge  des  vielen 
Stubensitzens"  erkrankt  sei.  —  Welche  von  beiden  in  den  „Gesammelten 
Werken"  uns  vorliegenden  Abhandlungen  ist  nun  wohl  die  Frucht  dieser 
zweiten  „Vertiefung?"  Auf  welche  bezieht  sich  die  Äufserung,  dafs  er 
seine  Arbeit  „in  dieser  Form  unbedenklich  veröffentlichen  könne?" 

Die  von  Herrn  Prof.  Weber  an  die  letzte  Stelle  gesetzte  kann  es 
gar  nicht  sein;  denn  Eiemann  selbst  hat  der  Überschrift:  „Neue  mathe- 
matische Principien  der  Naturphilosophie"  die  Bemerkung  beigefügt:  „ge- 
funden am  1.  März  1853".  Will  man  also  nicht  etwa  annehmen,  dafs 
diese  zur  Veröffentlichung  bestimmte  Abhandlung  gänzlich  verloren  ge- 
gangen sei,  so  bleibt  nichts  übrig,  als  die  vorhergehende,  mit  der  Über- 
schrift: „Gravitation  und  Licht"  versehene  dafür  zu  halten. 

Ist  das  richtig,  dann  klärt  sich  der  eben  dargelegte  Widerspruch  sehr 
einfach  auf,  denn  dann  dürfen  wir  einen  wesentlichen  Erfolg  jener  zweiten 
Vertiefung  eben  darin  erblicken,  dafs  das  Resultat  der  ersten,  wie  es  in 


1)  a.  a.  0.  S.  616. 
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dem  „Wirkungsgesetz  der  Orayitation'^  vorliegt,  von  Biemann  selbst  als 
unrichtig  erkannt  und  yerlassen  wurde.  Dieses  Wirkungsgesetz  gründet 
sich  ja  auf  die  yerftnderliche  Dichtigkeit  des  Baumstoffs,  und  letztere  auf 
die  yerwegene  Hypothese  einer  unaufhörlichen  Abnahme  der  in  der  Welt 
vorhandenen  Materie.  In  dem  Aufsatze:  „Gravitation  und  Licht'*  hingegen 
finden  wir  von  dieser  Hypothese  keine  Spur  mehr,  sondern  nur  noch  die 
Annahme  einer  Vermittelung  der  Kraftwirkung  durch  ein  kontinuierliches 
flüssiges  Medium,  und  für  dieses  letztere  wurd  sodann  „aus  den  Bewegungs- 
gesetzen selbst"  die  Eonstanz  der  Dichtigkeit  abgeleitet.  Damit  ist  dem 
ganzen  früheren  Wirkungsgesetz  der  Boden  entzogen.  —  Auf  diese  Weise 
stellt  sich  uns  der  auffällige  Widerspruch  nicht  mehr  als  ein  Fehler,  son- 
dern als  ein  Fortschritt  im  Gange  der  Untersuchung  dar. 

Glücklich  erweise  war  ich  Dank  der  entgegenkommenden  Freundlichkeit 
des  Herrn  Prof.  Weber  in  der  Lage,  denjenigen  Teil  der  hinterlassenen 
Handschriften  Biemanns,  welcher  sich  auf  Naturphilosophie  bezieht,  ein- 
gehend zu  prüfen  und  habe  auch  in  diesen  noch  einige  Anhaltspunkte  für 
die  Bichtigkeit  meiner  Anschauung  entdeckt. 

Auf  einem  mit  Bleistift  geschriebenen  Bogen  befindet  sich  nämlich 
obenan  ein  Teil  des  Aufsatzes  über  die  „Neuen  mathematischen  Principien 
der  Naturphilosophie**,  welcher,  wie  erwähnt,  an  dritter  Stelle  abgedruckt 
ist;  es  sind  dies  einige  Sätze  von  Seite  503,  sowie  die  dort  befindliche 
Fufsnote.  Dann  aber  folgen  nach  einem  kleinen  Zwischenraum  zwei  etwas 
verschiedene  Anfänge  des  Konceptes  für  die  an  zweiter  Stelle  abgedruckte 
Arbeit:  „Gravitation  und  Licht". 

Dieser  umstand  läfst,  wie  mir  scheint,  keinen  Zweifel  daran  übrig, 
dafs  die  ersten  Gedanken  von  No.  2  später  koncipiert  worden  sind,  als 
der  Aufsatz  No.  3.  —  Was  nun  aber  die  weitere  Ausführung  betrifft,  so 
ist  unter  den  vorhandenen  Blättern,  deren  Inhalt  sich  auf  No.  3  bezieht, 
das  deutlichste,  sauberste  und  vollständigste  zweifellos  noch  keine  für  den 
Druck  bestimmte  Beinschrift.  Dies  geht  klar  hervor  aus  den  mancherlei 
darin  vorkommenden  Verbesserungen,  Wiederholungen,  Teztlücken  und  Ge- 
dankensprüngen. Von  No.  2  hingegen  sind  mehrere  gute,  und  darunter 
ein  sehr  sorgfältig  geschriebenes  Manuskript  vorhanden,  auf  welches  eben- 
sowohl äufserlich,  wie  inhaltlich  die  vorhin  angeführte  Briefstelle  Bie- 
manns pafst,  dafs  seine  Arbeit  ,4^  dieser  Form"  für  die  Veröffentlichung 
bereit  sei.^) 


1)  Auf  meine  Darlegung  der  vorstehenden  Gründe  wurde  ich  von  Herrn 
Prof.  Weber,  dem  Heraasgeber  des  Riemannschen  Nachlasses,  durch  eine  zu- 
stimmende Äufserung  erfreut  und  in  einem  späteren  Schreiben  auch  durch  die 
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Aas  all  diesen  Umständen  scheint  mir  hervorzagehen,  dafs  die  Arbeit 
No.  2  eine  spätere  nnd  fertigere^),  No.  3  hingegen  eine  frühere  sei  nnd 
Ansichten  vertrete,  welche  bei  der  zweiten  „Vertiefiing"  des  Autors  in 
seinen  Gegenstand  gänzlich  yerlassen  worden  sind.  Bekanntlich  hielt  Bie- 
mann  in  späteren  Jahren  Vorlesungen  über  Schwere,  Elektricität  nnd 
Magnetismus^  welche  Hattendorf  herausgegeben  hat.  Von  dem  yorhin 
angef^lhrten  „Wirkungsgesetz  der  Gravitation'^  habe  ich  auch  in  diesem 
Buche  keine  Spur  finden  kOnnen. 

II.  Absorption  von  Energie. 

A.  Euler. 

Während  meines  Wissens  Biemann  allein  es  versucht  hat,  die  Er- 
scheinungen der  Schwere  durch  ein  Verschwinden  von  Substanz  zu  er- 
klären, sind  die  Gravitationstheorien,  welche  irgend  eine  Art  vonEnergie- 
Absorption  zu  Grunde  legen,  sehr  zahlreich  und  mannigfaltig.  Bei  all 
diesen  Theorien  kommt  es  offenbar  wesentlich  an  auf  folgende  Fragen: 

1)  Bei  welcher  Substanz  und  in  welcher  Form  ist  jene  Energie  vor 
ihrer  Absorption  vorhanden? 

2)  Wie  und  wo  und  warum  wird  Energie  absorbiert? 

3)  Wie  wird  aus  dieser  Absorption  das  Näherungsbestreben,  die  so- 
genannte Centripetalkraft,  abgeleitet? 

4)  Wie  wird  diese  Kraft  auf  einen  bestimmten,  Ausdruck  gebracht, 
und  zwar: 

a)  in  Bezug  auf  ihre  Abhängigkeit  von  derjenigen  Energiemenge,  von 
welcher  die  absorbierte  Energie  ein  Teil  ist, 

b)  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Entfernung  der  gi*avitierenden 
Körper, 

c)  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Masse  der  letzteren. 

Bezüglich  der  beiden  letzten  Punkte  wird  man  noch,  falls  sich  Ab- 
weichungen von  dem  Newtonschen  Gesetz  ergeben,  seine  Aufmerksamkeit 
auf  die  Frage  zu  richten  haben: 


Mitteilung,  dafs  er  in  der  eben  bevorstehenden  neuen  Auflage  von  Biemann  die 
beiden  Stflcke  UI,  und  III3  vertauschen  und  in  einer  Bemerkung  meine  Grflnde 
anfflhren  werde. 

1)  Auf  den  Inhalt  derselben  braucht  hier  nicht  weiter  eingegangen  zu  werden, 
weil  Biemann  darin  die  Substanz -Absorption  eliminiert  und  keine  andere  Ab- 
sorption irgendwelcher  Art  dafür  eingeführt  hat.  Damit  aber  ist  die  ganze  Über- 
legung aus  dem  Gesichtsfelde  der  gegenwärtigen  Arbeit  herausgeschoben. 
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5)  Wie  werden  die  Abweichungen  von  dem  Newton  sehen  Gesetz  auf 
einen  bestimmten  mathematischen  Ausdruck  gebracht?  — 

Da  ich  eine  Beihe  von  Versuchen  der  eben  bezeichneten  Art  in  meinem 
Buche  „Über  das  Bfttsel  der  Schwerkraft^*  schon  eingehend  besprochen  habe, 
so  beschränke  ich  mich  hier  auf  die  Behandlung  einiger  wichtiger  dort 
übergangener  oder  später  erst  veröffentlichter  Grayitationstheorien  und 
nehme  die  Eul ersehe  zuerst  vor,  weil  diese  mit  den  yorhin  dargelegten 
Gedanken  Biemanns  in  einem  deutlich  erkennbaren  Zusammenhange  steht. 

Biemann  scheint  gewulÜBt  zu  haben,  dafs  er  mit  seinen  Untersuchungen 
über  das  Problem  der  Schwere  wenigstens  zum  Teil  in  den  Fufsstapfen 
Eulers  wandelte.  Zwar  kommt  in  den  yorhin  besprochenen  gedruckten  Ab- 
handlungen Eulers  Name,  soviel  ich  sehe,  nirgendwo  vor,  allein  unter  seinen 
nachgelassenen  Papieren  fand  ich  ein  Blatt,  wo  derselbe  genannt  wird  und 
zwar  in  einer  mit  Bleistift  niedergeschriebenen  Bemerkung,  welche  also  lautet: 

„Im  Folgenden  ist  der  Versuch  gemacht,  die  allgemeinen  Gesetze  der 
toten  Natur  auf  ihren  gemeinschaftlichen  tieferen  Grund  zurückzuftLhren. 
Für  den  dabei  einzuschlagenden  Weg  dienen  als  Norm  die  Sätze: 

1)  dafs  jede  Wirkung  eines  Dinges  auf  ein  anderes,  deren  Grö&e  von 
der  Entfernung  abhängt,  eine  durch  den  Baum  fortgepflanzte  sein  mufs. 

Dieser  Satz  wurde  von  Newton  und  Eul  er  stets  festgehalten;  erst 
später,  durch  den  zusammenwirkenden  Einflufs  der  Encyklopädisten  und 
Kants,  wie  es  scheint,  ist  er  aus  der  naturwissenschaftlichen  Litteratur 
verdrängt  worden. 

In  der  That  ist  es  zwar  nicht  gerade  unmöglich,  den  Umstand,  dafs 
die  Gröfse  einer  Wirkung  von  der  Entfernung  abhängt,  auf  andere  Weise 
zu  erklären,  aber  jeder  Versuch,  dies  zu  thun,  führt  zu  äufserst  künstlichen 
und  daher  unwahrscheinlichen  Annahmen. 

2)  Dafs  die  Fortpflanzung  aller  Wirkungen  von  ponderablen  Körpern 
auf  ponderable  Körper  durch  ein  den  Baum  stetig  erfüllendes  Medium 
geschieht  — " 

Hier  wird  Eul  er  nur  als  Mitvertreter  für  den  ersten  Satz  angeführt, 
thatsächlich  hat  er  aber  nicht  blos  diesen  ersten,  sondern  auch  den  zweiten 
und  überdies  noch  einen  dritten  vertreten,  welcher  dem  Standpunkte  der 
dritten  Biemann  sehen  Abhandlung  vollkommen  entspricht,  den  Satz  näm- 
lich, dafs  die  Ursache  der  Schwere  auf  Absorption  beruhe  und  auf  dem 
Drucke,  welchen  die  Körper  von  dem  raumerffillenden  Stoff,  der  sie  rings 
umgiebt  und  durchdringt,  unaufhörlich  erleiden.  Ja  es  ist  merkwürdig, 
in  wie  enger  und  inniger  Beziehung  die  Biemann  sehe  Theorie  überdies 
noch  zu  einer  bestimmten  Frage  steht,   welche  Eul  er  am  Schlüsse  seiner 
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Untersuchungeii  über  die  Schwere  als  das  erste  Ziel  jeder  weiteren  For- 
schung hingestellt  hatte.  Der  letzte  Hauptsatz  seiner  Abhandlung^)  ent- 
hält nämlich  die  Worte:  „Alles  kommt  demnach  darauf  an,  dafs  man  die 
Ursache  ergründe,  warum  die  elastische  Kraft  (des  Äthers)  von  einem 
jeglichen  Himmelskörper  vermindert  werde  . .  .  /' 

Biemanns  Hypothese  giebt  hierauf  die  bestimmte  Antwort:  Weil 
in  allen  ponderablen  Atomen  unaufhörlich  Äther  verschwindet. 
—  Euler  selbst  würde  zu  einem  solchen  Ausspruche  wohl  kaum  den  Mut 
gehabt  haben;  er  überlftfst  die  Ergründung  jener  „Ursache*^  seinen  Nach- 
folgern und  begnügt  sich  bei  seiner  mathematischen  Entwickelung  des  Pro- 
blems mit  der  Annahme,  dalB  der  Druck  des  Äthers  nicht  überall  gleich, 
sondern  in  der  Richtung  auf  den  Mittelpunkt  eines  jeden  Gravitations- 
centrums  zu  „dergestalt  abnehme,  dafs  die  Verminderung  sich  umgekehrt 
wie  die  Entfernung  davon  verhalte'^ 

Aus  dieser  letzteren  Annahme  wird  derjenige  Teil  des  Newtonschen 
Gesetzes,  welcher  sich  auf  die  Abhängigkeit  der  Schwerkraft  von  der  Ent- 
fernung bezieht,  auf  folgende  einfache  Weise  abgeleitet.  —  Der  angezogene 
Körper  sei  zerlegt  in  Säulen  von  der  Grundfläche  a^  und  der  Höhe  &, 
welche  letztere  gegen  ein  Gravitationscentrum  gerichtet  ist.  Die  Entfer- 
nimgen  der  beiden  Grundflächen  von  diesem  Centrum  seien  x  und  x  '\'h^ 
der  Druck  des  Äthers  in  unendlicher  Entfernung  von  jedem  Gravitations- 
centrum  sei  /t,   dann  ist  der  Druck  auf  die  beiden  Endflächen  der  Säule 

a*  ( Ä )  und  a^\h Xfc)»  wobei  A  irgend  einen  konstanten  Koefß- 

cienten  bedeutet.    Hieraus  ergiebt  sich  in  der  Richtung  auf  das  anziehende 

Centrum  ein  Drucküberschufs  von  der  Gröfse:     .     im'    ^^^  ^'"^  ^  gögen  x 

X  \X  •■f"  0) 

unendlich  klein,  so  geht  dieser  Ausdruck  in  die  Form  — ,—  über,  und 

hieraus  ergiebt  sich  durch   Summation  der  Teile  unter  Vernachlässigung 

A  •  V 
der  Variationen  von  x  schliefslich  der  Bruch  — ,- ,  wobei  F  das  Volumen 

des  angezogenen  Körpers  bedeutet. 

Weniger  einfach  gestaltet  sich  die  Einführung  des  Massenproduktes, 
und  die  beiden  Faktoren  desselben  werden  sogar  auf  verschiedene  Weise 
in  das  Wirkungsgesetz  hineingebracht.  Bezüglich  des  angezogenen  Körpers 
bedient  Euler,  um  statt  des  Volumens  Y  die  Masse  in  den  Zähler  des 
obigen  Ausdrucks  hineinzubringen,   sich  der  in  seiner  Naturlehre  zu  den 


1)  Opera  Postuma  II  Cap.  19.  No.  146.  Vgl.  hierzu  auch  meine  Abhandlung 
über  ,, Euler 8  Theorie  von  der  Ursache  der  Gravitation"  in  der  bist.  lit.  Abteilung 
d.  ZeitBchr.  für  Math.  u.  Phys.  XXVI,  1. 
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mannigfaltigsten  Zwecken  benutzten  Annahme  von  den  zweierlei  Poren,  den 
offenen  und  den  geschlossenen,  die  jeder  Körper  haben  soll.  Dann  bildet 
er  den  Begriff  der  „wahren  Gröfse  eines  Körpers",  welche  gleich  dem 
Beste  ist,  der  übrig  bleibt,  wenn  man  von  seiner  scheinbaren  Gröfse 
das  Volumen  sämtlicher  Poren  abzieht.  Wofern  nun  einerseits  das  Volumen 
der  geschlossenen  Poren  im  Verhältnis  zu  dem  der  offenen  als  gering  an- 
genommen wird,  und  wofern  andererseits  der  Äther  durch  die  letzteren 
völlig  ungehindert  ein-  und  austreten  kann,  so  darf  man  unter  Y  sich  das 
wahre  Volumen  des  Körpers  denken.  Dieses  ist  aber  der  Masse  propor- 
tional, wenn  mit  diesem  Worte  nichts  anderes,  als  die  Menge  der  in  einem 
Körper  vorhandenen  Materie  bezeichnet  wird,  und  hiermit  ist  dann  der 
eine  Faktor  des  Newtonschen  Massenproduktes  in  den  Zähler  des  vorhin 
bezeichneten  Bruches  eingeführt.  —  Der  zweite  Faktor,  die  Masse  des  an- 
ziehenden Körpers  nämlich,  soll  nun  in  der  Gröfse  A  stecken.  Euler 
läfst  ein  imd  dasselbe  Objekt  von  mehreren  Gravitationscentren  zugleich 
angezogen  werden;  die  entsprechenden  Entfernungen  seien  rr,  «/,  jer,  v  etc. 
Dann  ist  die  elastische  Kraft  des  Äthers  am  Orte  des  angezogenen  Kör- 
pers gleich 

A       B        G       B 

h etc., 

X         y         z         V  ' 

und  nun  wird  einfach  bemerkt,  die  Gröfsen  A,  B^  (7,  D  seien  den  Massen 
der  einzelnen  Gravitationscentra  proportional.  Von  irgend  welcher  Begrün- 
dung dieser  Behauptung  aber  findet  sich  keine  Spur,  vielmehr  weist  Euler 
diese  Aufgabe  einfach  seinen  Nachfolgern  zu,  indem  er  den  vorhin  citierten 
Hauptsatz  dahin  ergänzt:  es  müssen  die  Ursachen  ergründet  werden  „warum 
diese  Verminderung  (des  Ätherdrucks)  sich  einesteils  wie  die  Massen  des 
himmlischen  Körpers  und  andemteils  umgekehrt  wie  die  Entfernungen  von 
demselben  verhalten".  Dem  fügt  er  als  einzigen  Fingerzeig  am  Schlüsse 
des  Kapitels  noch  die  Worte  bei:  ;,Der  Grund  mufs  augenscheinlich  in  der 
groben  Materie,  aus  welcher  der  Körper  besteht,  gesucht  werden,  und  die 
grobe  Materie  mufs  in  dem  Äther  eine  Bewegung  veranlassen,  wodurch 
das  Gleichgewicht  gehoben  wird.  Wenn  man  erst  soweit  gekommen,  so  ist 
leicht  zu  zeigen,  dafs  solchergestalt  der  Druck  des  Äthers  vermindert 
werden  müsse." 

Hiermit  schliefst  Euler  seine  Entwickelungen  ab.  Prüfen  wir  die- 
selben nun  nach  den  oben  angezeigten  fünf  Gesichtspimkten,  so  ist  zu  sagen: 

1)  Vorhanden  ist  die  Energie  im  Äther,  und  zwar  nicht  als  kinetische, 
sondern  als  potentielle  Energie,  nämlich  als  Druck  einer  elastischen  Flüs- 
sigkeit. 

2)  Die  Energie    wird    absorbiert    von    den   ponderablen  Körpern    an 
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deren  Oberflächen ,  und  zwar  nicht  nur  an  den  äuTseren,  sondern,  da  die 
Körper  porös  sind,  auch  an  den  inneren  Oberflächen.  Eine  Ursache  ftlr 
diese  Absorption  wird  nicht  angegeben. 

3)  Das  Näherungsbestreben  wird  durch  die  Verschiedenheit  des  Druckes 
begründet,  welchen  der  angezogene  Körper  beiderseits  erleidet;  auf  der  dem 
anziehenden  Körper  zugewandten  Seite  ist  dieser  Druck  nämlich  deshalb 
geringer,  weil  diese  Seite  näher  bei  dem  Orte  ist,  wo  die  Absorption  statt- 
findet. 

4a)  Die  Abhängigkeit  der  absorbierten  Energie  von  der  Energie  des 
Mediums  bleibt  unbestimmt. 

b)  Der  Ausdruck  fUr  die  Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Ent- 
fernung beruht  auf  einer  willkürlichen  Wahl,  welche  getroffen  wurde  blos 
mit  Bücksicht  auf  den  Zweck,  dafs  die  erste  Differenz  einen  Bruch  liefern 
solle,  in  dessen  Nenner  das  Quadrat  der  Entfernung  vorkommt.  Dabei 
müssen  aber  die  Dimensionen  des  angezogenen  Körpers  im  Verhältnis  zur 
Entfernung  yemachlässigt  werden. 

c)  Die  Masse  des  angezogenen  Körpers  wird  eingeführt  auf  Grund  der 
Voraussetzung,  dafs  der  Äther  durch  alle  Poren  desselben  ohne  jedes 
Hindernis  ein-  und  austreten  könne.  Die  Masse  des  anziehenden  Körpers 
wird  ohne  jede  Begründung  eingeführt  mit  dem  Hinweis  auf  künftige 
Forschung. 

5)  In  den  mehrfachen  Vernachlässigungen,  welche  bei  der  Rechnung 
vorgekommen  sind,  wären  wohl  Abweichungen  von  dem  New  ton  sehen 
Gesetze  begründet.  Euler  hat  dieselben  aber  nicht  femer  beachtet,  somit 
auch  nicht  auf  einen  mathematischen  Ausdruck  gebracht. 

B.  Dellingshaiiseii. 

Die  Vorstellung  einer  lückenlosen  Erfüllung  des  Raumes  mit  Materie 
ist  der  gemeinschaftliche  Boden,  auf  welchem  mit  Riemann  und  Euler 
auch  der  Baron  von  Dellingshausen  steht;  in  der  Art  aber,  wie  auf 
dieser  Basis  eine  Lösung  des  Gravitationsrätsels  versucht  wird,  weicht 
letzterer  von  den  beiden  ersten  wesentlich  ab. 

Zunächst  mufs  gesagt  werden,  dafs  die  Dellingshausensche  Theorie 
auch  noch  in  ihrer  letzten  mir  bekannt  gewordenen  Fassung*)  an  einem 
inneren  Widerspruche  leidet,  welcher  das  ganze  Gebäude  einfach  über  den 
Haufen   wirft.     Dieser    Schriftsteller   gehört   nämlich   zu    der    Zahl   jener 


1)  Die  Schwere   oder  das  Wirksam  werden   der  potentiellen  Energie,   von 
Baron  N.  v.  Dellingshausen,  Stuttgart  1884. 
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wenigen  Physiker,  welche  den  zweiten  Teil  des  Galilei  sehen  Trägheits- 
gesetzes nicht  unter  die  Voraussetzungen  aufnehmen  wollen,  auf  die 
sie  ihre  Schlüsse  gründen  und  der  Meinung  sind,  sie  könnten  auch  ohne 
denselben  alle  jene  Erscheinungen  erklären,  welche  man  sonst  auf  das  so- 
genannte Beharrungsvermögen  zurückführt. 

Dies  geschieht  in  dem  erwähnten  Buche  auf  eine  scheinbar  sehr  ein- 
fache Weise.  —  Dellingshausen  zerlegt  in  Gedanken  die  gesamte  kon- 
tinuierliche Materie  in  materielle  „Punkte'^  und  unterwirft  die  Be- 
wegungen der  letzteren  einer  eingehenden  Betrachtung,  wobei  folgende 
grundlegenden  Sätze  vorkommen: 

„Jeder  Punkt  beschreibt  seine  eigene  Bahn  und  niemals  dürfen  die 
Koordinaten^)  zweier  Punkte  . .  .  für  einen  bestimmten  Zeitmoment  gleich 
werden.  . .  .  Keine  Elasticität  oder  sonstigen  Kräfte  treiben  im  Innern  der 
Körper  ihr  geheimnisvolles  Spiel,  sondern  jeder  Punkt  schiebt  und  yrird 
geschoben,  wo  ihm  die  übrigen  Punkte  durch  ihre  Bewegung  Platz  dazu 
lassen;  kein  Beharrungsvermögen  ist  erforderlich,  um  diese  Bewegungen 
aufrecht  zu  erhalten,  sondern  ihre  ununterbrochene  Fortdauer  beruht  auf 
der  vollkommenen  Gegenseitigkeit  aller  Wechselwirkungen,  wodurch  ein 
einzelner  Punkt  nicht  plötzlich  stille  stehen  kann,  während  alle 
übrigen  Punkte  ihre  Bewegungen  fortsetzen." 

Freilich!  ein  einzelner  Punkt,  auch  wenn  er  kein  Beharrungsvermögen 
hätte,  würde  schon  wegen  der  angenomimenen  Undurchdringlichkeit  in  dem 
Gedränge  der  übrigen  nicht  plötzlich  stille  stehen  können.  Aber  warum 
überhaupt  drängen  denn  die  übrigen?  warum  „setzen  sie  ihre  Bewegungen 
fort?" 

Nehmen  wir  einmal  an,  die  materielle  Welt  sei  wirklich  so  eingerichtet 
und  beeigenschaftet,  wie  Dellingshausen  es  angiebt,  und  bis  jetzt  habe 
eine  ausreichende  Zahl  von  irgend  welchen  Ursachen  —  mögen  diese  sein, 
welche  sie  wollen  —  sämtliche  grofsen  und  kleinen  Bewegungen  im  Uni- 
versum hervorgebracht.  Nehmen  wir  femer  an,  von  dem  gegenwärtigen 
Augenblicke  ab  würde  die  Materie  den  genannten  Eigenschaften  ganz  allein 
überlassen,  und  alles,  was  sonst  noch  darin  gewaltet  und  gewirkt  haben 
möchte,  verschwände  plötzlich:  was  müTste  geschehen? 


1)  a.  a.  0.  S.  18.  Dieses  mit  Benützung  eines  mathematischen  Terminns 
anflgedrückte  Verbot  ist  offenbar  mit  der  Voraussetzung,  dafs  die  Materie  un- 
durchdringlich sei,  inhaltlich  einfach  identisch.  D.  aber  erblickt  darin  eine  Be- 
gründung der  Undorchdringlichkeit  und  sagt:  „die  Punkte  schliefsen  sich  daher 
gegenseitig  aus  und  begründen  dadurch  einen  Zustand,  den  man  bisher  als  die 
Undurchdringlichkeit  der  Materie  bezeichnet  hat,  der  aber  allein  auf  der  Har- 
monie der  inneren  Bewegungen  beruht." 


-     176     - 

Jeder  materielle  Pankt  ist  im  Besitze  seiner  eigenen  Koordinaten.  Da 
die  Materie  nndorchdringlich  ist,  haben  wir  nirgendwo  eine  Verdichtung;  da 
sie  kontinuierlich  ist,  nirgendwo  eine  Lücke.  Da  das  Beharrnngsyer- 
mögen  fehlt,  hat  kein  Punkt  das  Streben,  in  der  bis  dahin  beschriebenen 
Bahn  sich  weiter  zu  bewegen.  Da  die  Elasticität  fehlt,  wird  kein  Punkt 
von  seinen  Nachbarn  nach  irgend  welcher  Richtung  hingedr&ngt.  Da  es 
keine  Fernkraft  giebt,  so  bleibt  er  auch  von  den  ihm  nicht  benachbarten 
Punkten  gänzlich  unbehelligt.  —  Also  wird  jeder  materielle  Punkt  von  nun  an 
im  friedlichen,  unangefochtenen  Besitze  seiner  augenblicklichen  Koordinaten 
verharren;  die  ganze  Welt  kommt  sofort  in  Buhe  und  bleibt  in  Ruhe. 

Wenn  daher  die  Dellingshaus ensche  Materie  auch  föhig  i^äre  zu 
Bewegungen,  die  ihr  von  irgendwoher  angethan  würden,  so  ist  sie  doch 
unfähig,  vermöge  ihrer  eigenen  Eigenschaften  allein  irgend  eine  Bewegung 
in  sich  zu  erhalten  und  fortzusetzen.  Daher  würde  mit  einer  solchen 
Weltsubstanz  ein  Philosoph,  welcher  nicht  nur  einen  primus  motor,  sondern 
auch  noch  einen  unaufhörlich  weiter  wirkenden  immateriellen  Treiber  und 
Lenker  zu  Hülfe  nimmt,  vielleicht  arbeiten  können,  die  „kinetische  Natur- 
lehre"  aber  kann,  wenn  sie  konsequent  sein  wül,  mit  diesem  Stoffe,  soviel 
ich  abzusehn  vermag,  nicht  das  mindeste  anfangen.  Das  ganze  Gebäude 
der  „kinetischen"  Gravitationstheorie  und  alle  Schlüsse,  welche  Dellings *- 
hausen  auf  die  Fortdauer  irgend  welcher  Bewegungen  gründet,  werden 
daher  durch  seine  vorhin  angeführten  grundlegenden  Sätze  völlig  unter- 
graben. Überhaupt  würde  er  nichts,  auch  nicht  den  kleinsten  Schritt  zu 
Stande  gebracht  haben,  wenn  er  das  abgewiesene  und  ausgemerzte  „Be- 
harrungsvermögen" nicbt  nachher  doch  wieder  durch  eine  Hinterthür 
hereingebracht  hätte.  Dieser  interessante  Vorgang  vollzieht  sich  auf  fol- 
gende sonderbare  Weise: 

Dellingshausen  sagt^):  „Die  inneren  Bewegungen  der  Körper  sind 
die  letzten  mechanischen  Ursachen,  welche  allen  Naturerscheinungen  zu 
Grunde  liegen.  .  . .  Keine  Erscheinung  .  . .  darf  als  erklärt  betrachtet  werden, 
bevor  sie  nicht  auf  diese  Bewegungen  zurückgeführt  ist;  sie  selbst  aber 
bedürfen  keiner  weiteren  Erklärung  mehr .  .  .  weil  an  den  einzelnen 
(materiellen)  Punkten  überhaupt  nichts  mehr  zu  erklären  übrig  bleibt .... 
Die  inneren  Bewegungen  der  Körper  tragen  daher  ihre  Ursache  in  sich 
selbst,  und  es  liegt  keine  Veranlassung  vor,  nach  einer  weiteren  Erklärung 
zu  suchen,  wodurch  unserem  Kausalitätsbedürfnis  vollkommen  genügt  wird." 
—  Und  auf  die  Frage,  von  welcher  Art  denn  diese  innere  Bewegung  der 
materiellen  Punkte    sei,    antwortet   Dellingshausen:    „Die    inneren    Be- 


1)  a.  a.  0.  S.  12. 
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weguDgeQ   der  ruhenden   Körper  sind  Botationen Ans  der  Yer- 

einigung  der  rotierenden  und  translatorischen  Bewegungen  eines 
Punktes  resultieren  aber,  wie  leicht  ersichtlich  ....  schraubenförmige 
Kurven,  welche  uns  somit  die  wahre  Form  für  die  Bewegungen  der  Punkte 
im  Räume  daratellen/' 

Diese  ),schraubenfÖrmigen  Kurven^'  also  sind  diejenigen  Bewegungen, 
bei  denen  nach  D.  unser  Kausalitätstrieb  sich  zufrieden  giebt  mit  dem 
Bescheide:  dieselben  geschehen  von  selbst;  Ursachen  dafür  zu  suchen 
„liegt  keine  Veranlassung  vor^^  -*-  Demgegenüber  sagt  bekanntlich  die 
Physik  seit  Galilei:  Ein  bewegter  Körper  oder  ein  materieller  Punkt  be- 
hält die  Bichtung  und  Geschwindigkeit  seiner  Bewegung  in  gerader  Linie 
„von  selbst^^  bei;  erst  wenn  er  eines  oder  das  andere  oder  beides  nicht 
beibehält,  fragen  wir  nach  Ursachen,  d«  h.  nach  der  Kraft,  welche  diese 
Veränderung  bewirkt  habe. 

Das  ist  also  der  ganze  Unterschied:  Unser  bisher  geradlinig  ge- 
wesenes „Beharrungsvermögen"  hat  Dellingshausen  zu  unbestiinmten 
Schraubenlinien  zusammen  gekrümmt  und  es  dann  in  dieser  Form  seiner 
Theorie  wieder  einverleibt! 

Auf  diese  Weise  setzte  er,  wie  es  scheint,  seine  Materie,  weicht  sonst 
hoffnungslos  stagniert  haben  würde,  wiederum  in  den  Stand,  allerlei  kreisende 
und  wirbelnde  Bewegungen  annehmen  und  fortsetzen  zu  können;  allein 
nicht  ohne  Grund  wirfb  ihm  schon  Bosenberger^)  vor,  er  habe  gar  nicht 
nachgewiesen,  wie  in  einer  „homogenen,  unzusammendrückbaren,  kontinuier- 
lichen Materie  einzelne  Bewegungen  auch  nur  möglich"  seien.  Dafs 
diese  Möglichkeit  keineswegs  auf  der  Hand  liegt  ^  ergiebt  sich  z.  B.  aus 
den  von  Paul  du  Bois-Beymond  gegen  dieselben  gemachten  Angriffen.^) 

Allein  wenn  man  davon  auch  ganz  absieht,  so  scheint  mir  völlig  klar 
zu  sein,  dafs  auf  dem  Boden  einer  physikalischen  Grundvorstellung,  welche 
jedem  einzelnen  materiellen  Punkte  unter  Entbindung  von  aller  Grund- 
beifügung  die  Bewegung  in  unbestimmten  Schraubenlinien  gestattet^  der 
Aufbau  einer  Mechanik  der  Materie  ganz  unmöglich  ist.  — 

Vielleicht  wäre  es  gerechtfertigt,  hiermit  die  Besprechung  der  Del- 
lingshausen sehen  Theorie  abzubrechen,  aber  ich  will  doch  noch  die  früher 
aufgestellten  fünf  Hauptfragen  auch  auf  dieselbe  anwenden  und  in  Kürze 
beantworten. 

1)  Die  bei  der  Gravitation  in  Betracht  kommende  Energie  ist  nach 
Dellingshausen    eine    dreifache.      Zunächst   nämlich    wird   die   Voraus- 

1)  Gesch.  d.  Phya.  III  691. 

2)  „Über  die  Grundlagen  der  Erkenntnis  in  den  exakten  Naturwissenschaften' ^ 
S.  24  u.  25. 

Abh.  zur  Gesch.  der  Maihem.  VI.  12 
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Setzung  gemacht,  dafs  die  den  Weltenranm  kontinnierlich  ansftlllende,  an- 
dnrchdringliche  Substanz  von  wellenförmigen  Bewegungen  durchzogen  sei 
Hierunter  befinden  sich  sowohl  stehende  als  fortlaufende  Wellen,  und  jede 
Gattung  wird  zu  besonderen  Zwecken  verwandt. 

Gegen  diese  Grundvoraussetzung  ist  zu  erinnern,  dafs  Wellen  in  einem 
solchen  Fluidum  etwas  der  heutigen  Physik,  soviel  ich  weifs,  Fremdes 
sind.  Sie  entsprechen  offenbar  weder  dem,  was  wir  unter  Lufkwellen, 
noch  was  wir  unter  Wasserwellen  uns  vorzustellen  gewohnt  sind;  noch 
weniger  können  sie  den  wellenförmigen  Bewegungen  in  festen  Körpern 
gleichen.  Bei  Luftarten  nehmen  wir  ja  die  Zosammendrückbarkeit  der  Sub- 
stanz, bei  Flüssigkeiten  eine  freie  Oberfläche,  bei  festen  Körpern  ersteres 
oder  beides  zu  Hülfe,  um  Wellenbewegungen  zu  erzielen.  Wie  D.  sie  nun 
ohne  Zusammendrückbarkeit  bei  einer  den  ganzen  Weltraum  kontinuierlich 
erfüllenden  Substanz  zu  Stande  bringen  will,  darüber  suche  ich  bei  ihm 
vergebens  Aufklärung.  Ebensowenig  finde  ich  den  Hinweis  auf  irgend  eine 
Litteraturstelle ,  wo  die  Möglichkeit  solcher  Bewegungen  nachgewiesen  ist. 
Wahrscheinlich  ist  es  dieser  fundamentale  Mangel,  welcher  Herrn  Rosen- 
berger  zu  dem  Ausspruch  veranlaJGst  hat:  „Bevor  nicht  der  Mathematiker 
die  Wellenbewegungen  und  die  Interferenzen  derselben  in  Dellingshausens 
Materie  aus  den  einfachen  Bewegungsgleichungen  abgeleitet  hat,  eher  wird 
auch  dem  Physiker  nicht  die  ganze  Theorie  als  etwas  mehr,  denn  ein  Pro- 
dukt dichtender  Phantasie  erscheinen." 

Der  zweite  Teil  des  bei  den  Gravitationserscheinungen  in  Betracht 
kommenden  Energievorrats  steckt  in  den  schraubenförmigen  Bewegungen 
der  einzelnen  Teilchen  der  gravitierenden  Körper,  ist  also,  wie  der  eben 
beschriebene  erste,  kinetischer  Natur.  Im  Gegensatz  dazu  wird  der  dritte 
Teil  dieses  Vorrats  „potentiell"  genannt  und  seine  Existenz  folgendermalsen 
erläutert:  Wenn  ein  materieller  Punkt  von  zwei  einander  entgegengesetzten 
Wellen  gleichzeitig  getroffen  wird,  so  kommt  der  Punkt  in  Buhe  und 
verliert  also  seine  kinetische  Energie  vollständig.  In  diesem  Falle  jedoch 
erhält  er  eben  das,  was  D.  potentielle  Energie  nennt. 

Worin  besteht  also  die  potentielle  Energie  der  ruhenden  Punkte?  — 
Darin,  dafs  in  ihnen  die  Wellen  „ohne  sich  zu  vernichten,  sich  gegen- 
seitig neutralisieren."  —  Der  dritte  Vorrat  ist  demgemäfs  „die  Energie 
der  interferierenden  und  sich  gegenseitig  neutralisierenden*)  Bewegungen". 

2)  Was  nun  die  Absorption  der  Energie  betrifft,  so  äufsert  Del- 
lingshausen darüber  Folgendes:  „In  derselben  Weise,  wie  gegen  die  Licht- 


1)  a.  a.  0.  S.  29.    Das  Wort  ist  da,  aber  eine  Angabe  über  die  zugehörige 
mechanische  Vorstellung  fehlt. 


—     179     — 

und  Wannewellen,  mttssen  die  Körper  sich  auch  gegen  die  sie  treffenden 
Atherwellen  verhalten  und  durch  ihre  Absorption  .  .  .  eine  störende 
Wirkung  .  .  .  auf  die  Bildung  der  stehenden  Wellen  in  dem  Weltäther 
ausüben  ...  die  Energie  der  Grayitationswellen  wird  durch  ihre  Central- 
körper  bestimmt,  da  für  jede  Ätherwelle,  welche  derselbe  absorbiert, 
andere  Ätherwellen  als  fortschreitende  Wellen  weiter  bestehen  und  zur 
Bildung  der  Grayitationswellen  beitragen  müssen.  .  .  .  Durch  die  Bewegungen, 
welche  die  Qravitationswellen  den  Weltkörpem  (indem  letztere  die  ersteren 
absorbieren)  ununterbrochen  zuführen,  müfste  die  Temperatur  derselben 
beständig  zunehmen  und  zuletzt  ins  Unermeüsliche  steigen.  Da  solches 
nicht  eintritt,  so  ist  damit  der  Beweis  geliefert,  dafs  der  beständigen  Zu- 
fuhr Ton  Bewegung  eine  ebenso  beständige  Ableitung  entgegenwirkt.  .... 
Durch  das  Gleichgewicht  der  jsinstrahlenden  Grayitationswellen  und  der 
ausgestrahlten  Licht-  und  Wärmewellen  wird  die  Eigenwärme  der  Welt- 
körper bestimmt^'  etc. 

Wie  aus  diesen  Äuüserungen  hervorgeht,  besteht  die  sogenannte  Ab- 
sorption bei  Dellingshausen  lediglich  darin,  dafs  die  Körper  die  ein- 
strömenden Gravitationswellen  einfach  in  Licht-  und  Wärmewellen-  um- 
wandeln und  sie  als  solche  wieder  herauslassen.  Auf  welche  Weise  die 
Körper  das  aber  machen,  darüber  suche  ich  bei  ihm  vergebens  Auskunft, 
doch  ist  wenigstens  angegeben,  wie  er  sich  den  unterschied  dieser  beiden 
Wellenarten  denkt.  Derselbe  soll  nämlich  weder  in  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, noch  in  der  Wellenlänge,  noch  in  der  Schwingnngsdauer 
gesucht  werden  dürfen,  sondern  in  Folgendem:  „Während  sich  die  Licht- 
und  Wärmewellen  als  transversale  Schwingungen  erwiesen  haben,  können 
die  Bewegungen  in  den  Grayitationswellen  sich  vielleicht  (!)  durch  eine 
longitudinale  Komponente  auszeichnen  xmd  deshalb  besonders  dazu  geeignet 
sein,  Bewegungen  ...  in  der  Richtung  der  Fortpflanzung  hervorzubringen.'^^) 

Also  läuft  die  ganze  Absorption  darauf  hinaus,  dafs  von  den  in  einen 
Körper  eindringenden  Wellen  diejenigen,  welche  eine  „longitudinale  Kom- 
ponente^^ besitzen,  ohne  diese  letztere  aus  dem  Körper  wieder  austreten.  — 
D.  sagt  in  dem  eben  angeführten  Satze,  es  „könne  vielleicht^^  so  sein,  wie 
er  es  darstellt.  Ob  es  aber  so  ist,  und  ev.  wie  diese  Absorption  zugehe, 
und  warum  sie  so  geschehe,  das  fügt  er  nicht  bei.  und  doch  ist  der 
Punkt,  um  den  es  sich  bei  dieser  longitudinalen  Komponente  handelt,  ein 
sehr  wichtiger,  nämlich  die  Beantwortung  der  Hauptfrage: 

3.  Wie  wird  aus  der  Absorption  die  Centripetalkraft  abge- 
leitet?  —    Der    Zweck    nämlich,    weshalb    die   Körper   den    eintretenden 


X)  a.  a.  0.  S.  33. 
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Wellen  gerade  ihre  longitndinalen  Komponenten  w^piehmen,  besteht 
darin,  da(s  ihre  eigenen  Massenpnnkte  mit  Hülfe  dieser  Komponenten  in 
die  Lage  kommen  sollen,  ihre  korkzieherartigen  Bahnen  etwas  mehr  aus- 
einander ZQ  dehnen.  Wenn  nnn  diese  Dehnung  beharrlich  nach  einer 
Bichtnng  hin  geschieht,  so  würde  das  gleichwertig  erseheinen  mit  einer 
beschlennigten  Bewegung  des  ganzen  Körpers  nach  dieser  Seite;  and  wenn 
nachgewiesen  würde,  dals  das  eben  die  Seite  ist,  nach  welcher  hin  sich  in 
einiger  Entfenmng  ein  anderer  Körper  befindet,  so  wäre  damit  eine  Art 
von  Centripetalkraft  konstroiert  Diesen  Haaptteil  seiner  Theorie  tr&gt  D. 
folgendermafsen  ror.^) 

„Indem  die  Gravitationswellen  den  frei  beweglichen  Körpern  nene 
Bewegungen  zuführen  . . .  werden  notwendigerweise  gewisse  BichtungsSlnde- 
rungen  der  inneren  Bahnen  der  Körper  hervorgebracht.  Lassen  sich  nun 
diese  Bichtungsändemngen  in  einem  freibeweglichen  Körper  als  eine  Za- 
nähme  des  Steigungswinkels  seinen  inneren,  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  gerichteten,  schraubenförmigen  Bewegungen  darstellen,  so  erkennt 
man  leicht,  dals  die  unmittelbare  Folge  davon  eine  relative  Bewegung  des 
Körpers  in  Bezug  auf  die  Erde  sein  mofs.  Durch  die  Zunahme  des  Stei- 
gungswinkels wird  n&mlich  . . .  seine  Bewegung  in  derselben  Richtung  be- 
schleunigt. Wiederholt  sich  dieser  Vorgang  best&ndig  von  neuem,  so  . .  . 
wird  (der  Körper)  dadurch  in  eine  gleichförmig  beschleunigte,  nach  dem 
iMittelpunkte  der  Erde  gerichtete  Bewegung  versetzt,  d.  h.  in  eine  Bewegung, 
die  wir  als  das  FaUen  der  Körper  bezeichnen.  Die  Beschleunigung  der 
fallenden  Körper  ist  somit  (!)  eine  tmmittelbare  Folge  der  Formver&nde- 
mngen,  welche  die  inneren  Bewegungen  unter  dem  Einflüsse  der  Gravita- 
tionswellen erleiden  . .  .^^ 

Diese  ganze  Beweisftlhrang  ruht  auf  den  Schultern  der  beiden  Sfttze: 
„Lassen  sich  .  .  .  darstellen'^  und:  „Wiederholt  sich  dieser  Vorgang  best&ndig 
von  neuem."  Beide  stehen  aber,  wie  man  sieht,  blos  als  Bedingungs- 
sätze da,  und  ob  und  warum  diese  Bedingungen  wirklich  zutreffen,  ist 
weder  ausgeführt,  noch  durch  den  Ort,  wo  diese  Ausführung  zu  finden 
wftre,  begründet  worden.  Daher  finde  ich  das  „somit"  am  Schlüsse  un- 
berechtigt und  kraftlos.  —  Die  Möglichkeit,  dafs  umgekehrt  die  Schrauben 
von  ihren  eigenen  „longitndinalen  Komponenten"  einen  Betrag  an  die  Wellen 
abtreten  könnten,  hat  D.,  soviel  ich  sehe,  gar  nicht  besprochen,  also  auch 
nicht  ausgeschlossen.  Solange  aber  keine  mechanischen  Gründe  dafür  an- 
gegeben werden,   warum  dieser  Komponentenaustausch  immer  in  dem  von 


1)  a.  a.  0.  S.  40. 
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ihm  Torausgesetzten  Sinne  stattfinden  muTs,  schwebt  der  Nachweis  einer 
centripetalen  Wirkung  der  Absorption  in  der  Luft. 

Die  eben  angeftihrten  Sätze  stehen  dort,  wo  es  sich  um  die  Kon- 
struktion der  irdischen  Schwere  handelt.  In  einem  späteren  Abschnitte, 
nämlich  da,  wo  die  kosmische  Seite  der  Frage  ins  Auge  gefafst  wird, 
mufste  der  vorliegende  Punkt  No.  3  natürlich  wieder  zur  Sprache  kommen. 
Aber  bei  dieser  Gelegenheit  wird  der  gerügte  Mangel  nicht  etwa  gehoben, 
sondern  es  heifst  dort')  einfach  ohne  Ortsangabe:  „Wir  fanden,  dafs 
durch  die  Veränderungen  der  inneren  Bewegungen,  welche  die  Gravitations- 
wellen  in  den  freibeweglichen  Körpern  hervorbringen,  diese  in  eine  be- 
schleunigte,  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtete  Bewegung  versetzt 
werden  .  .  .  Genau  denselben  Einflufs  .  .  .  üben  die  Gravitationswellen  auch 
auf  die  einzelnen  Weltkörper  aus  und  versetzen  dieselben  dadurch  in  eine 
gegen  einander  gerichtete  Bewegung.^^ 

4)  Bezüglich  der  Frage  nach  der  mathematischen  Formulierung  des 
absorbierten  Energiebetrages  ist  wenig  zu  bemerken.  Die  Abhängigkeit 
desselben  von  der  Energie  des  Mediums  wird  als  einfache,  direkte  Propor- 
tionalität hingestellt.^)  Die  Abhängigkeit  von  der  Entfernung  wird  durch 
das  Verhältnis  der  Kugeloberflächen  zum  Radius  in  bekannter  Weise  be- 
gründet. Bei  der  Einführung  der  Massen  finde  ich  folgenden  Widerspruch. 
Dellingshausen  sagt: 

a)  Die  Gravitationswellen  verlieren  beim  Durchgang  durch  die  Körper 
an  Energie.^ 

b)  Der  Betrag  der  von  einem  Körper  absorbierten  Energie  ist  pro- 
portional der  Energie  der  ihn  durchströmenden  Gravitationswellen.  ^) 

c)  Die  Beschleunigung,  welche  ein  Körper  durch  Gravitation  bewirkt, 
ist  proportional  der  von  ihm  absorbierten  Energie.^) 


1)  a.  a.  0.  S.  64. 

2)  a.  a.  0.  S.  67. 

3)  8.  41  heilst  es:  „. .  .  damit  soll  jedoch  nicht  gesagt  sein,  dafs  die  Gra- 
vitationswellen, indem  sie  die  Körper  durchströmen  uod  ihnen  einen  Teil  ihrer 
Bewegungen  abgeben,  nicht  auch  dabei  einen  entsprechenden  Teil  ihrer  Energie 
einbüfsen.**  —  So  gering  aleo  auch  nach  D.  dieser  eingebüfste  Teil  sein  mag,  so 
ist  er  doch  auf  keinen  Fall  gleich  Null. 

4)  S.  67  „.  .  .  zugleich  ist  notwendigerweise  die  Menge  der  von  ihnen  (den 
gravitierenden  Körpern)  absorbierten  .  .  .  Energie  um  so  gröfaer  oder  kleiner,  je 
gröfser  oder  kleiner  die  Energie  der  ihn  durchströmenden  Gravitationawellen 
selbst  ist.*^ 

6)  S.  67.  „Deshalb  ist  auch  die  Beschleunigimg  eines  ponderablen  Körpers 
stets  der  Energie  der  von  ihm  absorbierten  oder  ihn  durchströmenden  Gravitations- 
wellen  proportional.'^ 
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Nun  denke  ich  mir  eine  Bleikugel  von  dem  Volumen  2  t;,  umgebe 
dieselbe  mit  einer  bleiernen  Hobikugel,  deren  Volumen  ebenfalls  2v  ist, 
schneide  das  Ganze  mitten  durch  und  nehme  aus  der  einen  Hälfte  den 
halbkugeligen  Kern  heraus,  dann  verhalten  sich  die  übrig  bleibenden  Hassen 
offenbar  wie  2v  Kubikmeter  Blei  zu  It;  Kubikmeter  Blei,  also  wie  2:1. 
Nun  stelle  ich  die  gefdllte  und  die  leere  Schale  so  im  Welträume  aui^ 
dafs  die  ebenen  Teile  der  Oberflächen  einem  und  demselben,  mitten  da- 
zwischen liegenden  dritten  Körper  x  zugewandt  sind:  Wie  mUssen  sich 
dann  die  Beschleunigungen,  welche  letzterer  von  den  beiden  ersteren  er- 
fährt, zueinander  verhalten? 

Hierauf  giebt  Dellingshausen  die  Antwort:  Wie  die  absorbierten 
Mengen  von  Energie. 

Nun  absorbieren  zunächst  die  beiden  gleichen  Schalen  gleichviel 
Energie,  aber  der  Kern  der  einen  Schale  kann,  eben  weil  diese  letztere 
schon  einen  Teil  der  Energie  der  durchpassierenden  Gravitationswellen  ab- 
sorbiert hat,  trotz  seiner  ebenso  grofsen  Masse  doch  nicht  mehr  soviel 
Energie  absorbieren,  als  die  Schale,  da  ja  nach  dem  vorhin  unter  b  auf- 
gefUhrten  Satze  das  absorbierte  Quantum  dem  durchpassierenden  proportional 
ist.  Daher  kann  nach  Dellings  hausen  das  Verhältnis  der  Beschleuni- 
gungen nicht  gleich  2:1,  d.  h.  nicht  gleich  dem  der  Massen  sein.  Den- 
noch aber  läfst  er  aus  seinen  eben  angefahrten  Sätzen,  ohne  dabei  über 
das  Verhältnis  der  Wirksamkeit  innerer  Teile  zu  der  der  äufseren  noch 
erst  zu  reden,  sich  sogleich  den  Schlufs  ergeben,  „dafs  die  Beschleu- 
nigung der  Weltkörper  zueinander  der  Masse  des  Centralkörpers 
direkt  . .  .  proportional  ist.^' 

Dellingshausen  setzt  sich  hier  über  die  gröfste  Schwierigkeit  aller 
kinetischen  Erklärungen  der  Schwere  hinweg,  ohne  sie  ernstlich  ins  Auge 
gefafst  zu  haben.  Mit  all  seinen  Bemühungen,  das  über  dem  Begriff  der 
Masse  lagernde  Dunkel  aufzuhellen,  ist  hier  nicht  viel  geholfea  Denn  bei 
gleichartigen  Körpern  tritt  statt  des  Massen  Verhältnisses  das  Verhältnis 
der  Volumina  auf.  Der  dunkle  Begriff  ist  dadurch  vollständig  eliminiert, 
aber  die  Schwierigkeit  ist  ganz  so  grofs  geblieben,  wie  sie  war.  Wie  kann 
nämlich  die  Absorption  in  den  inneren  Schichten  genau  ebensogrofs  sein, 
als  in  den  äufseren  Schichten  von  gleichem  Bauminhalt?  (Der  Versuch, 
die  Absorption  gleich  Null  zu  setzen,  ist  natürlich  auch  aussichtslos;  denn 
mit  Annulierung  der  Ursache,  und  wenn  sie  nach  D.  auch  nur  eine  „ver- 
anlassende Ursache''  sein  sollte,  wird  auch  die  Wirkung  einfach  annulliert) 

Ich  glaube,  darauf  verzichten  zu  können,  einige  andere  Funkte  in  den 
Dellings  hausen  sehen  Erörterungen,  welche  mir  ungereimt  erscheinen 
und   welche  speziell  mit  seiner  Unterscheidung  zwischen  den  blos  veran- 
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lassenden  und  den  eigentlichen  Ursachen  der  Schwere  zusanunenhängen, 
noch  besonders  zu  besprechen  und  wende  mich  nunmehr  zu  den  in  den 
letzten  Jahrzehnten  immer  mehr  und  mehr  entwickelten   Stofstheorien. 

O.    Lesage,  W.  Thomson,  Tolver  Freston« 

Vorab  ist  hier  zu  bemerken,  dafs  es  xmter  den  Vertretern  der  auf 
Stofswirkungen  gegründeten  Erklärungen  der  Schwere  einige  giebt,  welche 
gegen  die  Einfügung  ihrer  Systeme  in  die  allgemeine  Klasse  der  „Ab- 
sorptionstheorien^^  vielleicht  lebhaften  Widerspruch  erheben  würden,  weil 
sie  von  Energieabsorption  nichts  wissen  wollen  und  des  Glaubens  sind,  sie 
hätten  auch  ohne  solche  ihr  Ziel  erreicht.  Allein  diese  Meinung  scheint 
mir  —  was  ich  im  Späteren  noch  begründen  werde  —  irrig  und  verdankt 
ihre  Entstehung  wohl  nur  einem  Mangel  an  Klarheit  und  Anschaulichkeit, 
der  den  betreffenden  Theorien  an  gewissen  wichtigen  Punkten  anhaftet. 

Zwar  gehen  alle  Stofstheorien  von  der  Annahme  aus,  dafs  es  einen 
gasförmigen  Äther  gebe,  d.  h.  ein  Medium,  bestehend  aus  unermefslich  vielen, 
sehr  kleinen  Körperchen,  welche  mit  aufserordentlich  grofser  Geschwindig- 
keit nach  allen  Richtungen  hin  den  Weltraum  durchfliegen.  Wenn  wir 
nun  aber  schon  unsere  erste  Hauptfrage  aufstellen  und  sagen:  Ist  denn 
nun  die  in  diesen  Körperchen  vorhandene  lebendige  Kraft  diejenige  Energie, 
deren  Absorption  die  Erscheinungen  der  Schwere  zur  Folge  hat?  Dann 
gehen  die  Meinungen  schon  sehr  auseinander,  unbedingt  bejahen  können 
wir  dies  nur  bezüglich  derjenigen  Theorien,  welche  die  Ätherteilchen  als 
unelastische  Körper  behandeln.  So  oft  diese  letzteren  nämlich  init  den 
gravitierenden  Massen  zusammenstofsen,  geht  nach  bekannten  mechanischen 
Gesetzen  lebendige  Kraft  verloren,  und  dieser  absorbierte  Betrag  steht,  sobald 
die  Frage  nach  der  Herkunft  der  Energie  fallender  Körper  erhoben  wird,  zur 
freien  Verfügung.  Freilich  wird  man  dabei  nicht  umhin  können,  sich  wegen 
der  Benutzung  unelastischer  Stöfse  mit  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  auseinander  zu  setzen.  —  Ich  habe  über  diesen  Punkt  an  mehreren 
Stellen  meines  Buches  über  „das  Rätsel  von  der  Schwerkraft^^  ^)  sowie  in 
meiner  Schrift  über  die  Femkraft  und  das  Ignorabimus  von  Paul  du 
Bois-Reymond^)  eingehend  gesprochen.     Zwar  schon  Redecker   1736 


1)  u.  a.  in  der  Vorrede,  S.  70  Anm.    S.  73  Anm.    S.  152. 

2)  S.  15  Anm.  Ich  will  hier  noch  den  Hinweis  anf  einen  naheliegenden 
Gedanken  beifügen.  Man  kann  den  Versuch  unternehmen,  einerseits  auf  Grund 
der  blofsen  Trägheit  und  Undurchdringlichkeit,  also  unter  Verzicht  auf  jede  ela* 
atische  Kraft  solche  Bewegungen  der  sinnfölligen  Materie  zu  konstruieren,  welche 
sich  von   dem  nach  den  Newtonschen  Gesetze   erfolgenden  unmerkbar  wenig 
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und  etwas  später  Lesage^)  hatten  mit  unelastischen  Atomen  die  Absorption 
begründet,  allein  in  jener  Zeit  war  die  bezeichnete  Schwierigkeit  natürlich 
noch  nicht  vorhanden,  weil  damals  ja  die  Möglichkeit  eines  Verlustes  an 
lebendiger  Kraft  bei  manchen  physikalischen  Vorgängen  nicht  bestritten 
wurde.  Alle  übrigen  Stofstheoretiker  aber,  soviel  mir  bekannt,  haben  ge- 
glaubt mit  dem  Energiegesetz  dadurch  in  Frieden  auszukommen,  dafs  sie 
entweder  die  Ätherteilchen  elastisch  machten  oder  dieselben  zwar  unela- 
stisch  liefsen,  aber  dennoch  die  für  elastische  Körper  geltenden  Stofsgesetze 
zur  Anwendung  brachten.  Letzteres  geschieht  z.  B.  von  Fritsch,  welcher 
übrigens  seine  in  meinem  Rätsel^)  kritisierten  Deduktionen  seitdem  aufge- 
geben und  durch  andere  ersetzt  hat.^)  Zu  den  Anhängern  der  elastischen 
Atome  aber  gehören  u.  a.  Schramm,  Thomson,  Tolver  PrestoD; 
Rys&neck. 


nnterscbeiden,  also  innerhalb  der  jetzigen  Grenzen  unserer  Naturbeobachtang 
jfkonservativ^  sind,  sodann  andererseits  auf  Grund  dieses  konservativen  Charakters 
der  Bewegungen  die  Herrschaft  des  Energiegesetzes  in  den  bezeichneten  Grenzen 
abzuleiten,  und  man  würde  hiemach  einen  Widerspruch  dieses  Gesetzes,  sowie 
der  physikalischen  Empirie  überhaupt  nicht  mehr  zu  befürchten  haben. 

1)  Die  hier  gebotene  Gelegenheit  möchte  ich  benutzen,  um  einen  in  meinem 
„Rätsel"  S.  72  geäufserten  Zweifel  zu  beseitigen.  ~  Aus  den  dort  angegebenen 
Quellen  war  nicht  mit  Bestimmtheit  zu  ersehen,  ob  Lesages  „corpuscnles  nltra- 
mondains'^  elastisch  oder  unelastisch  waren.  Dafs  letzteres  ans  der  von  mir  da- 
mals citierten  Stelle  Thomsons:  „Auf  diese  Weise  wird  die  von  Lesages  Theorie 
geforderte  Bedingung  erfüllt,  ohne  die  neuere  Thermodynamik  zu  verletzen*^  schon 
mit  Gewifsheit  hätte  erschlossen  werden  müssen,  wie  eine  Hallenser  Dissertation 
Ton  Herrn  Wilhelm  Stoss  (S.  19)  behauptet,  scheint  mir  irrig.  Denn  wenn 
Herr  Stoss  meint,  auf  die  Frage:  „Was  ist  das,  womit  Lesage  nach  Thomsons 
Ansicht  die  neuere  Thermodynamik  verletzt?*'  wäre  nur  die  Antwort  möglich  ge- 
wesen: „Ohne  Zweifel  die  absolute  Härte  der  Atome'S  so  ist,  ganz  abgesehen 
davon,  ob  dies  wirklich  die  einzig  mögliche  Antwort  gewesen  wäre,  in  obigen 
Worten  Thomsons  die  Berechtigung  dieser  Fragestellung  überhaupt  nicht  ent- 
halten. Thomson  behauptet  darin  ja  gar  nicht,  dafs  Lesage  die  Thermodyna- 
mik verletzt  habe,  sondern  sagt  einfach,  Lesages  Theorie  fordere  eine  Bedingung, 
und  diese  Forderung  verletze  die  Thermodynamik  nicht.  Übrigens  führt  Thom- 
son in  dem  oben  citierten  Satze  unmittelbar  fort  mit  den  Worten:  „und  in  Über- 
einstimmung mit  Lesage  mögen  wir  uns  hierbei  beruhigen  etc.*'  Da  nun 
Thomson  selbst  mit  elastischen  Gebilden  arbeitete,  so  schien  mir  wohl  die 
Wahrscheinlichkeit,  wenigstens  aber  doch  die  Möglichkeit  vorzuliegen,  dafs  Le- 
sage dasselbe  thue.  —  Aus  dessen  eigenen  Schriften  und  hinterlassenen  Manu- 
scripten  geht  aber  hervor,  dafs  seine  „corpuscules**  unelastisch  waren.  Auch  bat 
W.  Thomson  an  anderen  Stellen,  die  mir  damals  nicht  vorlagen,  hierfiber  keinen 
Zweifel  gelassen. 

2)  S.  96  u.  ff. 

3)  Programm  des  Realgymn.  in  Königsberg  1886. 
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Schramm  läTst  die  Ätheratome  nach  ihrem  Zasammenstofs  mit  den 
Eörpermolekülen  ebenso  schnell  zurückfliegen,  wie  sie  ^angekommen  sind. 
Er  hält  also  die  für  vollkommen  elastische  Körper  übliche  Vorstellung  fest; 
zu  der  gewünschten  Absorption  aber  gelangt  er  nur  mit  Hülfe  eines 
Bechenfehlers.  ^) 

Tolver  Preston  hat  sich  um  den  Nachweis  der  Absorption  weiter 
keine  Mühe  gegeben.  Er  steht  in  dieser  Beziehung  einfach  in  den  Schuhen 
W.  Thomsons  und  spricht  sich  darüber  folgendermafsen  aus^):  „Thomson 
hat  zuerst  (Philosophical  Magazine  Mai  1873  8.  329)  die  Erklärung  von 
diesem  Geschwindigkeitsverlust  in  Einklang  mit  der  vollkommenen  Elasticitftt 
der  Atome,  resp.  mit  der  Erhaltung  der  Kraft  gebracht.  Seine  Erläute- 
rung könnte  principiell  folgendermafsen  in  etwas  veränderter  Form  gegeben 
werden.  Wegen  der  verhältnismäfsig  sehr  grofsen  Dimensionen  des  groben 
Moleküls  kann  das  kleine  Qravitationsatom  bei  seinem  Anprall  nur  ge- 
wissermafsen  einen  einzigen  Punkt  der  Oberfläche  des  groben  Moleküls  be- 
rühren. Deshalb  wird  natürlich  die  innere  Bewegung  des  groben  Moleküls 
durch  den  Stofs  kaum  afficiert  (oder  das  Molekül  wird  kaum  erschüttert). 
Dagegen  kann  das  Gravitationsatom  seiner  Kleinheit  wegen  voll  mit  seiner 
ganzen  Fläche  auf  das  grobe  Molekül  anschlagen,  und  das  Atom  vnrd  da- 
durch heftig  erschüttert  —  resp.  in  starke  innere  Bewegung  (Vibration  und 
Rotation)  versetzt.  Diese  innere  Bewegung  des  Atoms  kann  aber  selbst- 
verständlich nicht  aus  Nichts  erzeugt  werden.  Deshalb  verliert  das  Atom 
beim  Stofse  einen  Teil  seiner  translatorischen  Bewegung  durch  Umwand- 
lung derselben  in  innere  Bewegung.  Man  könnte  diese  Thatsache  leicht 
experimentell  illustrieren  beim  Werfen  irgend  eines  kleinen  elastischen 
Körpers,  z.  B.  eines  Stahlringes  gegen  die  Oberfläche  eines  harten  Ambosses. 
Der  Stahlring  springt  mit  einer  Verminderung  seiner  translatorischen  Be- 
wegung zurück  —  wegen  Umwandlung  derselben  in  Vibrationsbewegung. 
Wenn  man  also  nur  die  ungeheure  Verschiedenheit  der  Dimensionen  (und 
deshalb  die  Verschiedenheit  der  Biegsamkeit  oder  Starrheit)  zwischen  Atom 
und  Molekül  in  Bechnung  zieht,  so  wird  man  erdehn,  dafs  der  Verlust  an 
translatorischer  Bewegung  schon  im  Voraus  als  eine  notwendige  Deduktion 
sich  ergiebt,  auch  wenn  die  Erklärung  der  Gravitation  nicht  zu  dieser  An- 
nahme führen  würde."  ^ 

Bevor  ich  diese  Darlegung  vom  rein  mechanischen  Standpunkte  aus 
in  Betracht  ziehe,  möchte  ich  nicht  versäumen,  zuerst  in  aller  Schärfe  noch 


1)  „Rätsel  etc."  S.  77. 

2)  Sitzungsb.  der  k.  Akad.  der  Wissensch.    II.  Abt.    Aprilheft  1888.    S.  7 
Anmerkung. 


-     186     — 

einmal  darauf  hinzuweisen,  welche  Hypothese  es  eigentlich  ist,  die  unter 
der  Flagge  der  „Elasticitftt^^  hier  fast  unvermerkt  eingeschmuggelt  wird. 

Nach  Thomson  fliegt  das  Projektil  nach  dem  Stofse  weg  mit  kleinerer 
translatorischer  Geschwindigkeit,  aufserdem  aber  rotiert  und  vibriert  es.  — 
Dafs  es  abfliegt  mit  irgend  einer  Geschwindigkeit  und  dafs  es  rotiert:  beides 
IftTst  sich  bekanntlich  aus  der  Undurchdringlichkeit  und  der  Trftgheit  der 
Materie  in  aller  Strenge  ableiten,  auch  ohne  Elasticität.  —  Warum  aber 
vibriert  es? 

Nehmen  wir  z.  B.  einen  kreisförmigen  T.  Prestonschen  Stahlring  oder 
noch  einfacher  eine  elastische  Kugel  und  denken  uns,  diese  sei  infolge  ihres 
Anstofses  zu  einem  (Botations-)  Ellipsoid  abgeplattet  worden.  Nach  dem 
Abprallen  vibriert  sie  nun,  d.  h.  ihre  Form  wird  abwechselnd  ellipsoidisch, 
rundet  sich  wieder  zur  Kugel  ab,  wird  darauf  entgegengesetzt  ellipsoidisch, 
nmdet  sich  nochmals  ab,  und  wechselt  in  dieser  Weise  ihr  Thun  unauf- 
hörlich. —  Fassen  wir  jetzt  einmal  den  Moment  ins  Auge,  wo  die  Haupt- 
axe  des  Ellipsoids  eben  ihre  gröfste  Ausdehnung  hat.  Was  verhindert  den 
Körper,  grade  so,  wie  er  eben  ist,  zu  bleiben?  —  Welche  Ursache,  welcher 
Kobold,  könnte  man  fast  sagen,  steckt  denn  in  diesem  Ellipsoid  und  be- 
wirkt, unzufrieden  mit  der  augenblicklichen  Form  desselben,  daHs  die  End- 
partikel der  längeren  Axe  einander  sich  wieder  nähern  müssen?  —  Paul 
du  Bois-Beymond  meint,  diese  Ursache  könne  nur  wieder  eine  Femkraft 
sein,  und  daher  laufe  die  Benutzung  der  Elasticität  bei  der  Konstruktion 
der  Schwere  lediglich  darauf  hinaus,  dafs  man  eine  Fernkraffc  durch  eine 
andere  Femkraft  erkläre.  —  Ich  möchte  nicht  soweit  gehen,  aber  ich  sage, 
wenn  die  Ursache  der  Vibrationen  auch  vielleicht  keine  Femkraft,  keine 
„actio  in  distans"  zu  sein  brauchte,  wie  die  Gravitation,  so  ist  sie  doch 
erstens  eine  „qucUitas  occulta",  grade  wie  die  Gravitation,  und  zweitens 
eine  „veränderliche  Ursache*',  ebenfalls  wie  die  Gravitation.  —  Letzteres 
könnte  man  zu  bezweifeln  geneigt  sein,  aber  es  folgt  sofort  aus  dem  Um- 
stände, dafs  bei  der  oscillierenden  Kugel  die  Geschwindigkeitskomponenten 
der  einzelnen  Teile  periodische  Funktionen  der  Zeit  sind.  In  den  extremen 
Lagen  nämlich  ist  die  Geschwindigkeit  all  dieser  Teile  (bezogen  auf  ein 
mit  dem  Mittelpunkt  fest  verbundenes  Koordinatensystem)  gleich  Null, 
kehrt  daselbst  ihr  Vorzeichen  um,  wächst  nachher  so  lange,  bis  die  Kugel- 
form  erreicht  ist,    nimmt  dann   wieder  ab  etc.^)     Es  bleibt  also  für  die 


1)  So  wflrde  es  wenigstens  den  BewegungifigeBetzen  der  gewöhnlichen  ela- 
stischen Körper  entsprechen.  Allein  Tielleicht  nimmt  ein  Vertreter  der  elastischen 
Stofatheorie  sich  die  Freiheit,  tlber  die  vibrierende  Bewegung  seiner  Projektile 
eine  andere  Hypothese  zu  ersinnen.   Wie  er  sich  die  aber  auch  zurechtlegen  mag: 
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Forschung  nicht  blos  die  Frage  ttbrig:  Welche  Ursache  bewirkt,  dafs  die 
Teilchen  nach  dem  Stofse  fortfahren,  sich  relativ  zu  einander  zu  bewegen, 
sondern  auch  die  weitere  Frage:  welche  Ursache  bewirkt,  dafs  die  erstere 
Ursache  in  ihrer  Wirkungsweise  sich  verändert,  dafs  nicht  etwa  blos  die 
Geschwindigkeiten,  sondern  auch  die  Beschleunigungen  jener  Teilchen 
gröfser  und  kleiner  werden,  dafs  sie  bald  diese,  bald  die  entgegengesetzte 
Bichtung  haben? 

Auf  diese  Fragen  wird  vom  Standpunkte  aller  Atom-Elastiker  nur  die 
Antwort  geboten:  Solche  Ursachen  können  wir  nicht  nftber  angeben.  Wir 
behaupten  nur,  dafs  sie  existieren,  legen  ihnen  den  Namen  Ela&ücität  oder 
elastische  Kraft  bei  und  kümmern  uns  nicht  weiter  darum.  Herr  Tolver 
Preston  ftLgt  noch  hinzu:  „Die  Erklärung  dieser  Elasticität  mag  wohl  ein 
sehr  interessantes  Problem  ftlr  die  Zukunft  sein/^^)  — 

Nun  aber  wollen  wir  von  alledem  ganz  absehn  xmd,  zur  rein  mecha- 
nischen Betrachtung  zurückkehrend,  die  Frage  auf  werfen,  ob  Thomson 
durch  die  vorhin  mitgeteilte  Erörterung  denn  wirklich  „die  Erklärung  von 
diesem  Geschwindigkeitsverlust  in  Einklang  mit  der  vollkommenen  Elasti- 
cität der  Atome  .  .  gebracht"  hat.  —  Wann  nennen  wir  eine  Elasticität 
denn  vollkommen?  —  Thomson  denkt  sich  die  Moleküle  der  sinnfälligen 
Materie  imgeheuer  grofs  und  ungeheuer  starr  im  Vergleich  mit  den  Gra- 
vitationsatomen. Nehmen  wir  also,  um  die  Sache  zu  veranschaulichen, 
eine  sehr  grofse  starre  Wand  und  lassen  gegen  dieselbe  eine  Kugel  an- 
fliegen. Diese  möge  einen  gewissen  Grad  von  Elasticität  haben,  fliegt  also 
mit  irgend  einer  Geschwindigkeit  zurück,  und  je  mehr  diese  letztere  der 
Fluggeschwindigkeit  vor  dem  Stofse  sich  annähert,  desto  gröfser  schätzen 
wir  den  Grad  von  Elasticität,  den  die  Kugel  besitzt.  Wann  aber  nennen 
wir  diese  Elasticität  eine  vollkommene?  —  Nach  dem  in  der  Mechanik 
bisher  üblichen  Sprachgebrauch,  soviel  ich  weifs,  nur  dann,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Stofs  der  ursprünglichen  gleichkommt.  Der  Unter- 
schied dieser  beiden  Geschwindigkeiten  müfste  gleich  Null  sein,  wenn  die 
Elasticität  eine  vollkommene  genannt  werden  soll,  und  der  Tolver  Pres- 
ton sehe  „Einklang^'  zwischen  Geschwindigkeits Verlust  und  dieser  Voll- 
kommenheit der  Elasticität  ist  hiernach  einfach  begrififlich  ausgeschlossen; 
seine  Herstellung  kann  überhaupt  versucht  werden  nur  auf  Grund  einer 
Umänderung  des  Begriffes  der  vollkommenen  Elasticität. 

an  der  Veränderlichkeit  kommt  er  auf  keine  Weise  vorbei,  da  esjaimWeae» 
der  Vibrationsbewegnng  liegt,  dafa  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  in  ge- 
wissen Aogenblicken  ihr  Vorzeichen  umkehren. 

1)  a.  a.  0.  S.  2.  —  Sein  Aussprach  S.  8:  „Ich  wende  (bei  der  Erklärung  der 
Gravitation)  keine  Kräfte  an**,  ist  offenbar  irrig. 
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Es  nützt  nichts,  zur  Entgegnung  darauf  hinweisen  zu  wollen,  wie  in 
Wirklichkeit  alle  bekannten  Körper  nach  dem  Stofse  einen  Geschwindig- 
keitsverlust  zeigen,  und  wie  man  diese  Thatsache  mit  dem  Gesetze  von  der 
Erhaltung  der  Eüergie  ja  doch  auf  einfache  Art  in  Einklang  zu  bringen 
gewufst  habe.  Denn  eben  die  Thatsache,  dafs  bei  jedem  Stofs  translato- 
rische Energie  in  Wärme,  d.  h.  in  eine  andere  Art  von  kinetischer  Energie 
umgesetzt  wird,  pflegt  man  ja  als  einen  Beweis  von  unvollkommener 
Elasticität  zu  betrachten  und  zu  sagen:  Vollkommen  elastische  Körper 
kennen  wir  nicht,  keineswegs  aber  zu  sagen:  Wenn  trotz  des  Geschwindig- 
keitsverlustes die  Summe  der  änfseren  und  inneren  kinetischen  Energie 
erbalten  bleibt,  so  dürfen  wir  die  stofsenden  Körper  deswegen  voUkommen 
elastische  nennen. 

Also  die  Leistung,  welche  nach  Tolver  Preston  Herrn  W.  Thomson 
„zuerst"  gelang,  involviert  notwendig  eine  Begriffsumänderung,  und  es 
fehlt  auch  nicht  an  Anhaltspunkten  dafür,  dafs  dieser  umstand  Herrn 
Thomson  nicht  entgangen  sei.  Tolver  Preston  beruft  sich  nämlich 
auf  einen  Artikel  im  Philosophical  Magazine,  und  in  diesem  Artikel  wird 
von  Thomson  selbst  der  §  301  des  bekannten  Lehrbuches  beigezogen, 
welches  er  mit  Tait  unter  dem  Titel:  „Natural  Philosophy"  herausgegeben 
hat.  Nun  ist  aber  fUr  die  vorliegende  Frage  weniger  §  301,  als  vielmehr 
§  302  wichtig,  welcher  die  Überschrift:  „Verteilung  der  Energie  nach  dem 
Stofse"  trägt.  Dort  wird  mit  klaren  Worten  gesagt,  dafs  bei  aufeinander 
stofsenden  elastischen  Körpern  „stets  ein  Teil  der  Mheren  kinetischen 
Energie  in  der  Form  von  Vibrationen  zurückbleibe",  und  dafs  man  diesen 
Verlust  „unpassend  die  Wirkung  der  unvollkommenen  Elasticität  nenne^'.^) 
—  Nun  mögen  Thomson  und  Tait  ja  wohl  ihre  guten  Gründe  haben, 
wenn  sie  es  im  allgemeinen  passend  finden,  auch  solche  Körper  noch 
vollkommen  elastisch  zu  nennen,  welche  nach  dem  Stofse  langsamer  fliegen, 
als  vor  dem  Stofse,  jedenfalls  aber  leuchtet  ein,  dafs  die  Lösung  des  Rät- 
sels von  dem  „Einklang",  welche  auf  diese  Weise  Herrn  W.  Thomson 
„zuerst  gelungen"  ist,  in  der  bezeichneten  terminologischen  Änderung  ihre 
eigentliche  Wurzel  hat.  Wir  wollen  daher  von  dieser  Wortfrage  im  Fol- 
genden ganz  absehn  und  unser  Augenmerk  auf  den  mechanischen  Kern 
richten. 

Wenn  die  gesamte  Energie  jedes  Thomson  sehen  Atheratoms  aus  den 
drei  Sunmianden:  translatorische,  rotatorische,  vibratorische  Energie  besteht, 
so  können  diese  einzelnen  Summanden  durch  das  Zusammenprallen  mit  den 


1)  Zitiert  nach  der  von  Helmholtz  uid  Wertheim  besorgten  denischen 
Ausgabe  1.  S.  237. 
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Eörpermolekülen  zwar  offenbar  auf  mannigfache  Weise  verändert  und  in- 
einander übergeführt  werden,  ohne  dafs  die  Summe  selbst  sich  zu  ändern 
braucht.  Allein  die  von  Thomson  vertretene  Theorie  hätte  vor  allem, 
weil  sie  ja  darauf  baut,  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  diese  Umwandlung 
—  im  Durchschnitt  gerechnet  —  wesentlich  auf  Kosten  des  ersten  Sum- 
manden geschieht.  Ein  solcher  Nachweis  aber  ist  zunächst  bei  Tolver 
Pres  ton  nicht  vorhanden.  Femer  ist  er  in  der  von  ihm  angeführten 
Thomson  sehen  Abhandlung  im  Philosophical  Magazine  nicht  vorhanden, 
vielmehr  finde  ich  dort  den  Satz:  „Selbst  für  den  einfachsten  Fall,  nämlich 
den  der  weichen  elastischen  Kugeln,  hat  noch  niemand  durch  abstrakte 
Dynamik  das  schliefsliche  (d.  h.  nach  dem  Stofse  stattfindende)  mittlere 
Verhältnis  der  vibratorischen  und  rotatorischen  Energie  zu  der  translato- 
rischen ermittelt."^)  —  Das  läfst  schon  vermuten,  dafs  der  fragliche  Be- 
weis überhaupt  noch  fehlt.  An  der  entscheidenden  Stelle  jenes  Artikels, 
dort  nämlich,  wo  die  Behauplung  von  der  verlangsamten  Geschwindigkeit 
nach  dem  Stofse  aufgestellt  ist,  wird  der  vorhin  schon  erwähnte  §  301 
beigezogen.  Ich  habe  aber  weder  in  diesem  Paragraphen,  noch  überhaupt 
in  dem  Buche  von  Thomson  und  Tait  jenen  Beweis  finden  können.  Da- 
gegen steht  in  §  305  der  Satz:  „die  mathematische  Theorie  der  Vibrationen 
fester  elastischer  Kugeln  ist  noch  nicht  ausgearbeitet  worden,  und  ihre 
Anwendung  auf  den  Fall  der  durch  einen  Stofs  erzeugten  Vibrationen  bietet 
beträchtliche  Schwierigkeiten  dar.^' 

Hierdurch  wird  die  Vermutung,  dafs  die  oben  erwähnte  unterste  me- 
chanische Grundlage  bisher  noch  nicht  gelegt  sei,  wiederum  bestärkt. 
Weiterhin  kommt  aber  noch  eine  Stelle  in  Betracht,  worin  Thomson  von 
der  Möglichkeit  spricht,  dafs  der  verminderte  translatorische  Energie-Sum- 
mand auch  wieder  auf  Kosten  der  beiden  anderen  vermehrt  werden  könne, 
nämlich  durch  die  Zusammenstöfse  der  Ätheratome  mit  ihresgleichen.  Er 
spricht  dies  aus  in  Form  des  Satzes:  „Das  Verhältnis  der  Gesamtenergie 
der  Körperchen  zu  dem  translatorischen  Teil  ihrer  Energie  ist  im  Durch- 
schnitt nach  dem  Zusammenstofs  mit  mundaner  Materie  gröfser,  als  nach 
dem  Zusammenstofs  mit  ultramundanen  Körperchen'^  und  diesen  Satz  be- 
zeichnet er  ausdrücklich  als  eine  blofse  Annahme  („supposition^'),  keines- 
wegs aber  als  das  Resultat  irgend  einer  mechanischen  Deduktion.  Dafs  er 
nicht  im  Besitze  einer  solchen  war,  scheint  daher  wohl  angenommen  werden 
zu  dürfen,  und  wenn  wir  mit  Bücksicht  hierauf  die  Frage  stellen,  in  welcher 


1)  Even  for  the  simplest  case  —  that  namely  of  amooth  elaatic  globes  — 
no  one  bas  yet  calculated  by  abstract  dynamics  the  ultimate  average  ratio  of  the 
vibrational  to  the  translational  energy. 
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Weise  die  Grundlagen  der  Oravitationstheorie  Lesages  durch  Thomson 
umgestaltet  worden  sind,  so  ist,  wie  mir  scheint,  zu  sagen,  dafs  Letzterer 
den  Hypothesen  des  Ersteren  noch  drei  weitere  beigefügt  hat,  nämlich 
erstens:  es  giebt  eine  unbekannte,  veränderliche  Ursache,  welche  die  Äther- 
atome fortdauernd  in  Stand  setzt,  alle  erlittenen  Formveränderungen  wieder 
auszumerzen;  zweitens:  die  Ätheratome  sind  weicher  als  die  Eörperatome; 
drittens:  die  „mathematische  Theorie^^  des  Zusammenstofses  elastischer  Kugeln 
wird  das  Resultat  ergeben,  dafs  der  translatorische  Teü  ihrer  Energie  durch- 
schnittlich einen  kleineren  Bruchteil  der  gesamten  Energie  ausmacht  nach 
ZusammenstOfsen  mit  härteren,  als  nach  Zusammenstöfsen  mit  weicheren 
EOrpem.  -— 

Auf  diesen  Annahmen  ruht  der  unterste  Grundstein  der  Thomson  sehen 
und  Tolver  Pres  ton  sehen  Gravitationstheorie,  aber  dieselben  reichen  doch 
noch  nicht  einmal  aus^  um  unsere  erste  Hauptfrage:  aus  welcher  Quelle 
stammt  die  Energie,  die  ein  fallender  Körper  gewinnt?  zu  beantworten.  — 
Soviel  ich  weifs,  hat  Lesage  die  Frage  überhaupt  nicht  prägnant  gestellt, 
aber  die  Antwort  würde  ihm,  wie  Allen,  welche  unelastische  Stöfse  zu 
Grunde  legen,  nicht  schwer  gefallen  sein,  weil  ja  nach  dieser  Theorie  die 
Atheratome  aus  den  gravitierenden  Massen  mit  Energieverlust  heraustreten. 
Thomson  aber  hat  sich  diese  Quelle  ausdrücklich  verstopft,  indem  er  sagt, 
die  austretenden  Körperteilchen  müfsten  dieselbe  Energie  wieder  mit  heraus- 
nehmen, die  sie  auch  hereingebracht  haben  (must  carry  away  the  same 
energj  with  them,  as  thej  brought.  S.  329).  —  Unter  diesen  Umständen 
wird  die  Frage  nach  der  Herkunft  der  Fallenergie  sehr  unbequem  und  in 
der  That  habe  ich  weder  bei  Thomson  noch  bei  Tolver  Pres  ton  eine 
Antwort  darauf  gefanden.  Es  ist  aber  ebenso  interessant  als  wichtig  zu 
untersuchen,  auf  welche  Antwort  eine  konsequente  Durchführung  dieser 
Theorie  hinauslaufen  mufs. 

Wenn  z.  B.  der  vom  Gipfel  eines  Felsens  losgebröckelte  Stein  herab- 
saust, und  wenn  er  die  kinetische  Energie,  welche  er  während  des  Fallens 
erwirbt,  nicht  von  der  Anziehungskraft  der  Erde  enthält,  die  ja  per  hy- 
pothesm  ausgeschlossen  ist;  wenn  er  sie  zweitens  nicht  von  dem  Äther 
erhält,  der  ja  ohne  Energie verlust^)  aus  dem  Steine  wieder  heraustritt; 
wenn  drittens  nach  der  Theorie  Erde,  Äther  und  Stein  die  einzigen  bei 


1)  Hierdarch  wird  auch  der  etwa  noch  denkbaren  Annahme,  dafs  die  Fall- 
energie zwar  nicht  von  der  Anziehung,  aber  vielleicht  von  irgend  einem  anderen 
in  der  Erde  steckenden  geheimnisvollen  Energiequantam  herrühren  und  durch 
den  Äther  nach  dem  Steine  transportiert  würde,  ein  Riegel  vorgeschoben.  Der 
Äther  soll  ja  seine  gesamte  in  den  Stein  hineingebrachte  und  transportierte  Energie 
auch  wieder  aus  ihm  mit  hinwegnehmen. 
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der  Erkl&rung  des  Phänomens  in  Betracht  kommenden  Faktoren  sind,  so 
hleibt  offenbar  nar  übrig  zu  sagen:  die  lebendige  Kraft  des  fallenden  Steines 
stammt  aas  deni  Steine  selbst,  mit  anderen  Worten:  sie  steckte  schon  vor 
dem  Falle  in  demselben,  und  während  des  Fallens  wird  ein  gewisser  Pro- 
zentsatz dieser  früher  verborgenen  Energie  umgewandelt  in  diejenige  kine- 
tische Energie,  mit  welcher  der  Stein  auf  der  Erde  anlangt. 

Die  Notwendigkeit  einer  solchen  Annahme  scheint  mir  unausweichlich, 
und  Dellingshausen  hat  sich  ja  auch  schon  zu  derselben  bekannt,  ob- 
schon  bei  ihm  der  Äther  noch  mit  einigem  Energieverlust  aus  dem  fal- 
lenden Körper  heraustritt.  Bei  Thomson  hingegen,  der  dies  leugnet, 
bleibt,  soviel  ich  irgend  absehe,  keine  andere  Fundgrube  für  die  Fall- 
energie übrig. 

Was  folgt  nun  aber  aus  der  Notwendigkeit,  eine  solche  Hypothese 
der  Theorie  Thomsons  unter  die  FüTse  zu  schieben?  —  Zunächst  die 
weitere  Notwendigkeit,  irgend  eine  mechanische  Ableitung  dafür  zu  geben, 
wie  durch  die  Stöfse  des  elastischen  Äthers  die  in  einem  fallenden  Körper 
verborgen  vorhandene  Energie  in  die  lebendige  Kraft  der  Fallbewegung 
umgewandelt  wird.  Eine  solche  Ableitung  ist  aber  gar  nicht  möglich, 
wenn  nicht  eine  bestimmte  mechanische  Vorstellung  von  der  Natur  jenes 
verborgenen  Energievorrats  zu  Grunde  gelegt  wird,  und  diese  fehlt,  soviel 
ich  sehe,  bei  Thomson  sowohl,  wie  bei  Tolver  Preston. 

Wäre  aber  auch  diese  mechanische  Grundlage  wirklich  gelegt,  so 
würde  jeder,  der  wie  Thomson  den  Anspruch  erhebt,  die  Stofstheorie  mit 
dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  in  Einklang  gebracht  zu  haben, 
noch  eine  andere  und  grölsere,  in  den  näheren  Beziehungen  der  Gravitations- 
wirkungen zu  Zeit  und  Baum  begründete  Schwierigkeit  hinweggeräumt 
haben  müssen.  Er  müfste  —  um  zunächst  ganz  einfache  Fragen  anzu- 
führen —  mechanisch  abgeleitet  haben,  warum  in  dem  Apfel,  der  am  Stiele 
hängt,  die  durchpassierenden  Ätheratome  alle  innere  Energie  in  ihrem  Zu- 
stande belassen  y  warum  sodann  bei  der  Loslösung  vom  Baume  der  üm- 
wandlungsprozefs  seinen  Anfang  nimmt  und  sich  in  der  Weise  vollzieht, 
dafs  im  ersten  Zeitteilchen  ein  gewisser  Energiebetrag,  im  zweiten  deren 
aber  drei,  im  dritten  fünf  umgewandelt  werden  etc.;  warum  der  Knabe, 
welcher  den  Apfel  aufhebt  und  zu  seiner  alten  Stelle  wieder  heraufbringt, 
durch  diese  Arbeit  —  mag  sie  in  beliebiger  Zeit  und  auf  beliebigem  Wege 
ausgeführt  werden  —  eben  jene  während  des  Fallens  in  lebendige  Kraft 
umgewandelte  Energie  in  dem  Apfel  wieder  in  ihren  ursprünglichen  latenten 
Zustand  zurückverwandelt.  Er  müfste  sodann  bezüglich  der  kreisenden 
und  Wurfbewegungen  gezeigt  haben,  warum  die  Umwandlung  der  inneren 
Energie  im  allgemeinen  weder  der  Zeit,  noch  dem  Wege,  noch  der  Ge- 
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schwindigkeit  proportional  ist;  er  müTste  die  enge  Beziehung  derselben  zum 
Badiasvektor  dargelegt  haben,  müfste  überhaupt  in  jener  bekannten  Oleichung, 
welche  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  ausdrückt,  denjenigen 
Summanden,  welcher  bei  der  bisherigen  Attraktionshjpothese  unter  dem 
Namen  der  „potentiellen  Energie"  aufgeführt  ¥rird,  durch  eine  andere 
Energie  ersetzen  und  die  Schwankungen  dieses  Summanden  aus  seiner 
mechanischen  Theorie  heraus  so  begründen,  dalis  bei  allen  Schwankungen 
der  „kinetischen  Energie",  wie  sie  die  auf  Gravitation  beruhenden  Fall-, 
Wurf-  und  Rotationsbewegungen  mit  sich  bringen,  dennoch  die  erw&hnte  Glei- 
chung stets  befriedigt  bleibt.  —  Da  dies  alles  bei  Thomson  und  Tolver 
Pres  ton  fehlt,  so  scheint  mir  die  Behauptung,  ihre  Theorie  sei  mit  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Energie  in  Einklang  gebracht,  irrig.  — 

Hiermit  sind  wir  aji  dem  Punkte  angelangt,  wo  wir  die  Besprechung 
der  von  diesen  Forschem  vertretenen  Theorie  mit  einem  Bückblick  auf 
unsere  fünf  kritischen  Fragen  zum  Abschlufs  bringen  können. 

1)  Wo  die  Energie  fallender  Körper  vor  dem  Falle  gewesen  ist,  bleibt 
dunkel. 

2)  Wie  die  Umwandlung  in  Fallenergie,  und  zwar 

3)  mit  centripetaler  Richtung  sich  vollzieht,  dafür  wird  keine  ge- 
nügende mechanische  Ableitung  gegeben. 

4)  Ein  bestimmter  Ausdruck  für  die  Beziehung  der  Fallenergie  zu 
der  Gesamtenergie,  von  welcher  sie  stammt,  ist  nicht  vorhanden.  Bezüg- 
lich des  Einflusses  der  Entfernung  und  Masse  bewendet  es  bei  den  Besul- 
taten  Lesages. 

5)  Abweichungen  von  dem  Newton  sehen  Gesetze  bleiben  aufser 
Betracht. 

D.   EyB&neok  und  Faul  du  Bois-Eeymond. 

Im  24.  Bande  von  Exners  „Bepertorium  der  Physik^^  hat  Prof.  Adal- 
bert  B7s4neck  unter  dem  Titel  „Versuch  einer  dynamischen  Erklftrung 
der  Gravitation^^  eine  Theorie  veröffentlicht,  welche  der  Lesage-Thomson- 
Tolver  Pre st on sehen  sehr  verwandt  ist,  aber  doch  in  einzelnen  Punkten 
davon  abweicht  und  namentlich  in  Bezug  auf  die  mathematische  Durch- 
führung wesentlich  über  dieselbe  hinausgeht. 

Was  zunächst  die  mechanische  Grundlage  dieser  Theorie  betrifft,  so 
heilst  es  darüber  gleich  in  der  Einleitung  (S.  90)  folgendermafsen:  „um 
•  .  .  auf  das  Gravitationsgesetz  zu  kommen,  nahm  ich  meine  Zuflucht  za 
der  • .  .  Annahme,  dafs  der  Schweräther  auf  dem  Wege  durch  die  Himmels- 
körper einen  Teil   seiner  Energie,  und  zwar  proportional   der  im  Körper 
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zurückgelegten  Strecke  und  der  daselbst  vorhandenen  Massendichte  ver- 
liere. ...  Die  absorbierte  Energie  geht  teils  auf  die  Atome  der  groben 
Materie,  teils  auf  die  des  Lichtäthers  über,  wobei  Schweräther  und  Licht- 
äther als  voneinander  verschiedene  Stoffe  aufzufassen  sind.^^ 

Hiermit  ist  nicht  nur  im  allgemeinen  die  Zugehörigkeit  zu  den  Ab- 
sorptionstheorien deutlich  ausgesprochen,  sondern  auch  schon  unsere  erste 
Frage  bestimmt  beantwortet,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs  die  Energie  der 
fallenden  Körper  in   dem   postulierten  Schweräther  ihre  Quelle  haben  soll. 

Stellen  wir  nun  aber  die  zweite  Frage:  auf  welche  Weise  denn  die 
Energieabsorption  eigentlich  vor  sich  gehe,  dann  stehen  wir  auch  bei  By- 
s  an  eck  sofort  wieder  vor  dem  alten  Rätsel.  Ich  lese  darüber  Folgendes: 
„Damit  nun  dieses  Medium  den  Himmelskörpern  Bewegung  mitteilen  könne, 
soll  angenommen  werden,  dafs  es  selbst  in  Bewegung  sei  und  dafs  diese 
Mitteilung  durch  Stöfse  geschehe.  .  . .  Auf  dem  Wege  (durch  die  Himmels- 
körper) stöfst  ein  Teil  des  Schweräthers  mit  der  groben  Materie  zusammen, 
wobei  es  zu  einem  Verluste  der  kinetischen  Energie  desselben 
konmit,  welche  eine  Erwärmung  des  durchdrungenen  Körpers  zur  Folge 
hat.  Wenn  es  sich  nun  um  die  Berechnung  des  Energieverlüstes  handelt, 
so  kann  man  die  Betrachtung  so  anstellen,  als  ob  man  es  mit  dem  Stofse 
unvollkommen  elastischer  Atome  zu  thun  hätte.  Damit  soll  aber  durchaus 
nicht  die  vollkommene  Elasticität  des  Schweräthers  aufgegeben  werden; 
denn  durch  diese  StÖfse  geht  von  der  Gesamtenergie  nichts  verloren." 

Wie  wird  denn  nun  trotz  der  vollkommenen  Elasticität  der  Verlust 
an  kinetischer  Energie  mechanisch  begründet?  —  Einfach  gar  nicht;  und 
so  steckt  denn  ziemlich  das  ganze  Hypothesen -Nest,  welches  wir  vorhin 
bei  Thomson  bez.  Tolver  Preston  fanden,  auch  in  der  Theorie  von 
Rys&neck.^) 

Eine  kleine  Polemik,  welche  letzterer  in  seiner  „Einleitung"  gegen 
mich  richtet,  könnte  übrigens  einigermafsen  geeignet  sein,  über  diesen 
Mangel  in  der  mechanischen  Begründung  den  Leser  hinwegzutäuschen, 
weshalb  ich  mit  einigen  Worten  darauf  eingehen  mufs.  Es  heifst  u.  a. 
dort  (S.  91): 

„Wenn  Wärmestrahlen  von  einem  Körper  absorbiert  werden,  oder  wenn 
zwei  Bleikugeln  zusammenstofsen ,  so  erfolgen  die  Stöfse  zwischen  den 
Körper-  und  Ätheratomen  so,  dafs  dabei  an  Energie  nichts  verloren  geht. 
Wir  können  diese  Eigenschaft  der  Atome  mit  dem  Namen  Elasticität  be- 

1)  Herr  Rys&neck  äuf«ert  bezüglich  einer  Theorie  von  Odstrcil,  welche 
er  auf  S.  92  seiner  Abhandlung  kurz  bespricht:  „die  Schwerkraft  tritt  hier  wieder 
als  qtuilitas  occuUta  in  der  Elasticität  auf.  —  Diese  Bemerkung  trifft,  wie  mir 
scheint,  ihn  selbst  nicht  weniger,  als  Herrn  Odstrcil. 

Abb.  zur  Gesch.  der  Mathem.    VT.  13 
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Eeichnen,  jedoch  würden  wir  die  Grenzen  der  Physik  Überschreiten,  wollten 
wir  auch  auf  die  inneren  Vorgänge  in  den  Atomen  bei  dieser  Bewegangs- 
Übertragung  eingehen.  (Ich  meine  im  Gegenteil,  die  Physik  würde  Heriii 
R.  vermutlich  dafür  dankbar  gewesen  sein,  wenn  er  diese  Vorgänge  auf 
eine  plausible  mechanische  Grundlage  gestellt  und  damit  auch  seiner  Theorie 
ein  solides  Fundament  gegeben  hätte.)  Zur  Annahme  unelastischer  Atome 
liefs  sich  Isenkrahe  durch  die  Beti'achtung  verleiten,  dafs  unter  der  Vor- 
aussetzung vollkommener  Elasticität  die  Gegenwart  eines  Eörperatoms  auf 
den  Bewegungszustand  des  ringsumherfliegenden  Schweräthers  keinen  Ein- 
flufs  ausübt.  Denken  wir  uns  ein  Eörperatom  an  der  Grenze  eines  Mole- 
küls zwar  ringsumher  von  Schweräther,  aber  auf  einer  Seite  in  der  näch- 
sten Nähe  auch  von  Körper-  und  Lichtatomen  umgeben,  so  werden  die 
'StÖfse,  die  es  auf  der  einen  Seite  vom  Schweräther  empfängt,  auf  der 
anderen  Seite  nicht  immer  wieder  auf  den  Schweräther  Übergehen,  sondern 
auch  zum  Teil  an  die  Licht-  und  Eörperatome,  und  diese  übertragene 
Energie  kann  als  Wärme  entweichen." 

Ich  weifs  nicht,  was  Herr  Rysaneck  mit  dieser  Überlegung  dargethan 
zu  haben  glaubt.  Gegen  denjenigen  Teil  meiner  Entwickelung  (Rätsel 
von  der  Schwerkraft  S.  135  u.  136),  wonach  „unter  der  Voraussetzung  voll- 
kommener Elasticität  die  Gegenwart  eines  Eörperatoms  auf  den  Bewegungs- 
zustand des  ringsumherfliegenden  Schweräthers  keinen  Einflufs  ausübt", 
wendet  er  ja  nichts  ein.  Nun  unterscheidet  er  bei  einem  solchen  Körper- 
atom, welches  „an  der  Grenze  des  Moleküls"  liegt,  die  eine  und  die  andere 
Seite;  die  StÖfse,  die  es  auf  der  einen  empfängt,  sollen  —  so  behauptet 
er  —  auf  der  anderen  nicht  immer  wieder  auf  den  Schweräther  übergehen. 
Um  die  andere  Seite  handelt  es  sich  aber  zunächst  gar  nicht,  sondern  um 
die  eine.  Warum  gehen  die  StÖfse,  die  das  Grenzatom  bekommt,  eben 
an  derselben  Seite,  wo  es  sie  bekommt,  nicht  wieder  auf  den  Schweräther 
über?  —  Bei  der  vorausgesetzten  „vollkonmaenen  Elasticität"  bedürfte  ein 
solcher  Verlust  eines  besonderen  Grundes;  den  finde  ich  aber  bei  Bysäneck 
nicht.  Fehlt  dieser  Grund,  so  bleibt  die  Stofsenergie  an  der  einen,  der 
auswendigen  Seite,  dem  Schweräther  erhalten.  Und  wenn  ich  nun  diese 
Betrachtung  auf  sämtliche  Grenzatome  des  ganzen  Moleküls  ausdehne,  so 
springt  in  die  Augen,  dafs  der  Äther  um  das  ganze  Molekül  herum  seine 
Energie  einfach  beibehält. 

Es  wäre  also  gar  nicht  nötig,  die  andere,  inwendige  Seite  der  Grenz- 
atome überhaupt  in  Betracht  zu  ziehen.  Zieht  man  sie  aber,  wie  By84neck 
es  thut,  wirklich  in  den  Kreis  der  Deduktion  hinein  und  behauptet,  die 
von  auswärts  herkommende  Stofsenergie  ginge  auf  der  Linenseite  zum  Teil 
an    die    benachbarten   Licht-   und   Körperatome    über,    so   fragt  sich   doch, 
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warum  diese  denn  das,  was  sie  erhalten,  da  sie  doch  vollkommen  elastisch 
sind,  nicht  auch  ¥rieder  weiter  und  weiter  geben,  bis  schliefslich  am  ent- 
gegengesetzten Ende  das  dort  liegende  Grenzatom  die  Rückgabe  jenes 
Energiebetrages  an  den  umgebenden  Äther  besorgt.  —  Und  wenn  man 
femer  behauptet,  ein  Teil  dieser  Energie  ginge  in  Wärme  über  und 
könne  als  solche  entweichen,  so  wird  der  Mechaniker  natürlich  fragen: 
Wie  geschieht  denn  die  Umwandlung  der  Atomstöfse  in  die  wellen- 
förmige Bewegung  desjenigen  Stoffes,  vermittelst  dessen  die  Wärmestrahlen 
„entweichen?" 

Das  alles  ist  dunkel,  und  ich  darf  demgemäfs  auf  unsere  zweite  kri- 
tische Frage  wohl  nur  die  Antwort  geben:  Wie  und  warum  in  den  gravi- 
tierenden Körpern  Energie  absorbiert  wird,  ist  in  der  Theorie  Bjsanecks 
nicht '  entwickelt  worden.  Da  dieselbe  aber  in  ihrem  ganzen  Aufbau  eben 
auf  dieser  Absorption  beruht,  so  fehlt  es  ihr  an  der  nötigsten  mecha- 
nischen Grundlage. 

Was  die  dritte  Frage,  die  Ableitung  der  Centripetalkrafk  aus  der  Ab- 
sorption betrifft,  so  ist  diese  bei  Bjsaneck  dieselbe,  wie  bei  den  vorhin 
erörterten  anderen  Stofstheorien. 

Bezüglich  des  vierten  Punktes  jedoch,  nämlich  der  Entwickelung  eines 
mathematischen  Ausdrucks  für  diese  Kraft  finden  wir  eine  Reihe  von  Formeln, 
auf  die  näher  eingegangen  werden  mufs.  —  Zuvörderst  ist  zu  bemerken, 
dafs  Herr  Bjsaneck  seine  Ätheratome  mit  Geschwindigkeiten  fliegen  läfst, 
welche  nach  dem  Maxwell  sehen  Gesetze  verteilt  sind.  Unter  einer  hin- 
reichend grofsen  Anzahl  N  von  Atomen  besitzen  also  „eine  zwischen  v  und 
V  -}-  dv  liegende  Geschwindigkeit  N(v)  Atome,  welche  gegeben  sind  durch 
die  Gleichung: 

Niv)  =  N^(2 1')~  *■  e"  ^^  ■  v*dv ." 

So  oft  es  sich  aber  um  irgend  eine  Schlufsformel  handelt,  welche  für 
die  Gravitationstheorie  Geltung  haben  soll,  wird  dieser  Ausdruck  natürlich 
nach  V  integriert  von  0  bis  oo.  Hierdurch  kommen  sämtliche  Ather- 
atome  in  Rechnung,  und  statt  N(v)  tritt  dann  einfach  die  Gesamtzahl  N  in 
die  Formel  ein,  während  gleichzeitig  statt  der  Einzelgeschwindigkeit  v  irgend 
ein  Mittelwert  derselben  auftritt.  Demnach  hat  die  Einftihrung  des  Max- 
well sehen  Gesetzes  auf  die  Schlufsresultate  der  Rechnung  gar  keinen 
Einflufs.  —  Dieses  zeigt  sich  denn  auch  in  dem  für  die  centripetale  Kraft 

abgeleiteten  Ausdruck  (S.  105) 

18* 
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worin  ja  die  Funktion  N(v)  fehlt. 

Indem  wir  diesen  Ausdrack  nun  nach  den  früher  angegebenen  drei 
Gesichtspunkten  einer  näheren  Erörterung  unterziehen,  haben  wir  zuerst 
die  Beziehung  dieser  centripetalen  Energie  zu  derjenigen  Energie  ins  Auge 
zu  fassen,  aus  welcher  sie  durch  Absorption  oder  Umwandlung  entstanden 
ist,  also  zur  Energie  des  Äthers. 

Diese  Beziehung  liegt  in  dem  Faktor  JV^— r— ,  einer  Gröfse,  für  welche 

auf  S.  106  das  einfache  Symbol  JEJ  eingeführt  wird,  und  die  nichts  anderes, 
als  „die  mittlere  kinetische  Energie  des  Schwerüthers  in  der  Eaumeinheit^' 
bedeutet.  Der  in  obiger  Gleichung  bezeichnete  Wert  von  "k  ist  also  dieser 
mittleren  Energie,  und  damit  auch  dem  Quadrate  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit^) der  Ätheratome  proportional. 

In  den  Ausdrücken,  welche  ich  selbst  (Rätsel  S.  174  u.  flf.)  für  die 
Centripetalkraft  abgeleitet  habe,  erscheint  dieselbe  (nach  Ausscheidung  des 
Einflusses  der  Entfernung  und  Masse)  proportional  dem  Produkte  v  •  r, 
wobei  c  ebenfalls  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Ätheratome  bedeutet. 
Diese  Gröfse  tritt  also  bei  Rys4neck  in  der  zweiten,  bei  mir  in  der  ersten 
Potenz  auf,  und  es  könnte  deshalb  scheinen,  als  ob  eines  von  diesen  beiden 
Bechnungsresultaten  falsch  sein  müsse.  Dies  ist  indessen  nicht  der  Fall, 
vielmehr  stimmt  Bys4necks  Resultat  in  diesem  Punkte  mit  dem  meiuigen 
vollständig  überein,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst  Die  Konstante  v  bedeutet 
nämlich  bei  mir  „die  Anzahl  von  Ätheratomen,  welche  in  der  Zeiteinheit 
durch  eine  beliebig  im  freien  Baume  fixierte  Ebene  von  der  Gröfse  1  hin- 
durchpassieren" (S.  143).     Im  Anschlufs  daran  habe  ich  (S.  169)  das  Be- 

sultat   abgeleitet:    „In  der  Baumeinheit  befinden  sich  durchschnittlich  — 

Ätheratome."     Aus  .^  =  —  folgt  aber  v  =  -^ ,  und  wenn  dieser  Wert  in 

das  Produkt  vc  eingesetzt  wird,  so  erscheint  ebenfalls  die  Geschwindigkeit  c 
in  der  zweiten  Potenz.  —  Es  ist  also  gleichgültig,  ob  man  sagt,  die  Schwere 
sei  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Ätheratome,  oder  dem  Quadrat  dieser 
Geschwindigkeit  proportional,  wenn  man  nur  im  ersten  Falle  die  Zahl  der 
in  der  Zeit  Eins  durch  die  Fläche  Eins  hindurchpassierenden,  im  anderen 
Falle  die  Zahl  der  im  Baume  Eins  vorhandenen  Atome  als  zweiten  Faktor 
hinzufügt. 


1)   Auf  die  in  der  kinetischen  Gastbeorie  gebräuchlichen  verschiedenen 
Mittelwerte  und  deren  Unterschiede  brauchen  wir  hier  nicht  näher  einzugehen. 
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Was  nun  femer  den  Einünfs  des  Abstandes  betrifift,  so  ist  bei  allen 
Stofstheorien  der  Nachweis  der  Übereinstimmung  mit  dem  New  ton  sehen 
Gesetz,  wenigstens  für  gröfsere  Entfernungen,  leicht  zu  führen.  In  der 
vorhin  angegebenen  Formel  Bysanecks  tritt  diese  Beziehung  nicht  so  klar 
hervor,  weil  die  negative  zweite  Potenz  des  Abstandes  nicht  ausdrücklich 
darin  auftritt.  Dieselbe  ist  aber,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst,  in  dem  letzten 
Faktor  der  Formel  enthalten.  Kurz  nach  Entwickelung  derselben  heifst  es 
nämlich  bei  Rys&neck  (S.  106):  „Das  Eörperelement  . .  hat  . .  die  Masse 
l^dtvd2äV^  Wenn  man  hierüber  das  Integral  nach  Z-ninmit  zwischen  den 
Grenzen  l^  und  ^2  "^^^  ^^^  dadurch  entstehende  Masse  mit  M  bezeichnet, 
so  entsteht: 

dw  f  d^dl  =  „  , 

und  die  Einführung  dieser  Substitution  an  das  Ende  der  Rys&n eckschen 
Formel  ergiebt  die  Newton  sehe  Beziehung  der  Gravitation  zur  Entfernung; 
denn  l  kann  bei  Bjs&neck,  sobald  die  Dimensionen  der  Körper  im  Verhältnis 
zu  ihrem  Abstände  klein  sind,  als  das  Mafs  des  letzteren  betrachtet  werden. 
Wir  konmien  nun  zum  dritten  und  wichtigsten  Punkte,  zur  Frage 
nämlich,  wie  die  Centripetalkraft  zu  der  Masse  der  Körper  sich  verhält. 
In  dieser  Beziehung  stützt  sich  die  Deduktion  der  Rys  an  eckschen  Kraft- 
formel (S.  105)  ausdrücklich  auf  eine  frühere  Überlegung  (S.  100),  worin 
der  Satz  vorkommt:  „Die  (an  die  Körpermoleküle)  anstofsende  Schweräther- 
masse ist  der  Dichte  des  durchdrungenen  Körpers  und  dem  in  ihm  zurück- 
gelegten Wege  proportioniert."  —  Der  mathematische  Ausdruck  dieses 
Satzes  ist  enthalten  in  der  Gleichung: 

Letztere  aber  entstand  aus  der  Gleichung: 

^'=^(1  —  e-i^.(>.';tf) 

dadurch,   dafs   in  der  Exponentialreihe  auTser  dem  absoluten  und  linearen 
Gliede  alle  übrigen  vernachlässigt^  wurden. 

Was  nun  die  Ableitung  der  Funktion  c"^*^*'"  angeht,  so  hatte  Herr 
Eysaneck  den  anziehenden  Körper  ebenso,  wie  ich  es  im  16.  Kapitel  meines 
Buches  schon  gethan,  senkrecht  zur  Richtung  der  Anziehung  in  MAekül- 
schichten  zerlegt.  Die  geometrische  Reihe,  welche  sich  ihm  wie  mir  dabei 
ergiebt,  hat  er  sodann  dadurch,  dafs  er  wiederum  einige  Gröfsen,  nament- 
lich auch  den  gegenseitigen  Abstand  der  Schichten,  als  verschwindend 
klein  vernachlässigt,  mit  Hülfe  einer  Reihe  von  Rechnungsoperationen  in 
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die  obige  Exponentialfunktion  umgewandelt.  —  Der  mathematische  Kern 
dieser  Summation  einer  Beihe,  bei  welcher  die  Glieder  schliefslich  unend- 
lich dicht  aneinander  gerückt  werden ,  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  eine 
Integration,  und  die  entsprechende  physikalische  Anschauung  läuft  darauf 
hinaus,  dafs  die  Körper  nicht  mehr  betrachtet  werden  als  aus  Molekülen 
bestehend,  die  durch  verhältnismäfsig  grofse  Zwischenräume  voneinander 
getrennt  sind,  sondern  einfach  als  eine  absorbierende  Masse,  welche  zwischen 
den  Grenzen  jener  Integration  den  Baum  stetig  erfüllt.  In  der  That  ge- 
langt man  auf  Grund  einer  solchen  Anschauting  sehr  rasch  zu  derselben 
Exponentialfunktion. 

Läfst  man  nämlich  durch  irgend  ein  stetiges,  homogenes  Medium  in 
einer  bestimmten  Richtung  irgend  ein  absorbierbares  Etwas  (sei  es  ein 
Stoff,  sei  es  Wärme,  Licht  oder  eine  andere  Form  der  Energie)  hindurch- 
gehn,  teilt  senkrecht  zu  dieser  Richtung  das  Medium  in  unendlich  dünne, 
gleiche,  ebene  Schichten  von  der  Dicke  dl^  setzt  dann  die  Absorption  pro- 
portional einerseits  dieser  Dicke,  andererseits  einer  konstanten  Grofse  k^ 
so  hat  man  dafür  das  Produkt  Je  *  dl.  Bezeichnet  man  femer  das  ursprüng- 
liche Quantum  jenes  absorbierbaren  Objekts  mit  a,  den  vor  seinem  An- 
langen an  einer  beliebig  ausgewählten  Schicht  schon  absorbierten  Teil  des- 
selben mit  Xj  den  wirklich  anlangenden  Best  also  mit  a  —  x  und  den  in 
der  Schicht  selbst  zur  Absorption  kommenden  kleinen  Betrag  mit  dx^  so 
folgt  aus  der  Homogenität  des  Mediums,  dafs  das  Verhältnis  zwischen 
diesem  Betrag  und  dem  anlangenden  Quantum  überall  dasselbe  ist,  mithin 
hat  man  die  Differentialgleichung: 

dx 

=  k  •  dl^     woraus:     log  (a  —  a;)  =  —  kl  -^  Eonst. 


a  —  x 


Da  mit  l  auch  x  zu  Null  wird,  ist  die  Eonstante  gleich  log  a,  und  man 

findet  sehr  rasch: 

X  =  a(l  —  c~*'), 

ein  Resultat,  worin  man  die  Bys  an  eck  sehe  Funktion  wiedererkennen  wird. 
Bei  dieser  Überlegung  waren  die  Schichten  eben  und  von  gleicher 
Ausdehnung  gedacht.  Läfst  man  aber  |^as  absorbierbare  Etwas  von  allen 
Seiten  her  nach  einem  Centrum  sich  bewegen,  giebt  dem  absorbierenden 
Eörper  die  Form  eines  Eugelschalenstücks  von  beliebiger  Dicke  und  Um- 
grenztlng,  so  kommt  man  zu  genau  demselben  Resultat.  Denn  wenn  auch 
die  Schichten  dieses  Eurpers  in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  hin 
an  Flächenausdehnung  abnehmen,  so  wächst  doch  andererseits  die  Eoncen- 
tration des  absorbierbaren  Objekts  genau  in  demselben  Verhältnis,  und  die 
Dififerentialgleichung  bleibt  dieselbe.  —  Einen  singulärenFall  hiervon,  bei 
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welchem  es  sich  nm  einen  abgestumpften  Ereiskegel  mit  parallelen  sphä- 
rischen Grandflächen  handelt,  hat  Herr  Paul  du  Bois-Reymond  im 
dritten  Jahrgang  der  Naturwissenschaftlichen  Bundschau  (S.  27  u.  28)  be- 
handelt. Er  ist  natürlich  zu  dem  gleichen  Kesultate  gekommen  und  be- 
trachtet dasselbe  als  einen  wesentlichen  Beweispunkt  für  die  ümnöglichkeit 
einer  mechanischen  Erklärung  der  Schwerkraft.  Auf  seine  diesbezüglichen 
Argumente  bin  ich  in  meiner  Schrift:  „Über  die  Femkraft  und  das  durch 
Paul  duBois-Bejmond  aufgestellte  dritte  Ignorabimus^^  S.  24  u.  ff.  aus- 
führlich eingegangen.  Herr  B7s4neck  erblickt  in  ganz  derselben  Expo- 
nentialfunktion keine  Instanz  gegen  seine  Theorie  und  geht  über  die  darin 
liegende  Schwierigkeit  hinweg  mit  den  Worten:  „FaUs  aber  N^Q^^nl  eine 
sehr  kleine  Zahl  ist,  so  kann  man  auch  setzen:  fi  =»  fiN2^Q2^^^-  ^^^  ^^~ 
stofsende  Schweräthermasse  ist  also  (I)  der  Dichte  des  durchdrungenen 
Körpers  und  dem  in  ihm  zurückgelegten  Wege  proportional.  Dieses  Re- 
sultat führt  dann  in  seinen  weiteren  Folgen  zum  Newton  sehen  Gravi- 
tationsgesetze."    (1.  c.  S.  100.)  — 

Fassen  wir  nunmehr  die  Antwort  auf  unsere  vieiiye  kritische  Frage 
knapp  zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  Theorie  Bysänecks  bietet 
bezüglich  der  Abhängigkeit  der  Fallenergie  von  der  Energie  des  Äthers 
und  von  der  Entfernung  der  gravitierenden  Körper  nichts  wesentlich  Neues. 
Bezüglich  ihrer  Abhängig&eit  von  der  Masse  aber  wird  unter  Vernachlässi- 
gung einiger  kleinen  Werte  zunächst  eine  Exponentialfunktion  entwickelt 
und  sodann  aus  dieser,  um  die  Übereinstimmung  mit  dem  Newtonschen 
Gesetze  zu  erzielen,  ein  einfaches  Produkt  abgeleitet,  und  zwar  dadurch, 
dafs  die  Exponentialreihe  schon  gleich  hinter  dem  linearen  Gliede  abge- 
schnitten wurde. 

Hiermit  ist  auch  schon  ein  Teil  der  fünften  Frage,  welche,  wie  früher 
bemerkt,  die  Abweichungen  vom  Newtonschen  Gesetze  zum  Gegenstande 
hat,  beantwortet.  Ein  zweiter  Teil  dieser  Frage  betrifft  diejenige  Abwei- 
chung, welche  durch  die  Bewegungen^ der  gravitierenden  Massen  begründet 
wird.  Ich  selbst  habe  schon  im  18.  Kapitel  meines  Buches  über  diesen 
Punkt  gesprochen.  H^rr  Bysaneck  nun  stellt  eine  Reihe  von,  wie  mir 
scheint,  nicht  ganz  einwandfreien  Rechnungen  an,  welche  in  ihrem  Verlauf 
und  auch  in  ihren  SchluCsresultaten  noch  so  kompliziert  sind,  dafs  es  kaum 
thunlich  sein  würde,  iu  Kürze  darauf  einzugehen.  Ich  mufs  also  in  dieser 
Hinsicht  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen  und  kann  nur  hervorheben, 
dafs  —  wie  ja  vorauszusehen  war  —  der  Einflufs  der  Bewegung  auf  das 
Kraftgesetz  um  so  mehr  verschwindet,  je  gi'öfser  die  Geschwindigkeit  des 
Äthers  angenommen  wird. 
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Sohlxifs. 

Wir  stehen  nunmehr  zunächst  vor  der  Aufgabe,  das  Resultat  der  Ent- 
Wickelungen  Bysanecks,  welche  unter  den  mir  bekannt  gewordenen  die 
am  weitesten  durchgeführten  sind,  mit  den  in  meinem  Buche  abgeleiteten 
Formeln  zu  vergleichen  und  darzulegen,  wieweit  jene  in  diesen  als  Spezial- 
fälle schon  enthalten  sind. 

Die  von  mir  im  17.  Kapitel  entwickelte  „vierte  Annäherung"  schliefst 
ab  mit  der  fOr  die  einzelnen  Schichten  aufgestellten  Reihe: 

Jv/tc{l—  ^--^Y       +  f{pn) , 
deren  Samme  gleich 

oder  gleich      v  •  c  •  I  1  —  (l •  — )  J  +  ^^  f{p*^}      ist. 

1 

Fassen  wir  den  zweiten  Summanden  zuerst  ins  Auge.  Die  Einführung 
desselben  beruhte  auf  der  Überlegung,  dafs  eine  gewisse,  wenn  auch  kleine 
Zahl  von  Ätheratomen  bei  ihrem  Wege  durch  den  gravitierenden  Körper 
möglicherweise  an  mehreren  Atomen  einer  und  derselben  Schicht  anstofsen, 
auch  sogar  auf  vorhergehende  Schichten  zurückgeworfen  werden,  überhaupt 
gewisse  „überschüssige  Reflexionen"  und  damit  auch  überschüssige  Energie- 
schwächungen erleiden  könnten,  welche  in  dem  ersten  Summanden  nicht 
berücksichtigt  worden  sind.^)  Herr  Rysaneck  läfst  diese  Art  von  Stöfsen 
ganz  aufser  Betracht,  also  werden  wir  unserem  zweiten  Summanden  in 
seinen  Rechnungen  nicht  begegnen. 

Was  nun  den  ersten  betrifft,  so  kann  der  in  der  Klammer  enthaltene 
Ausdruck   (auf   den    es    bezüglich   des  Masseneinflusses   allein  ankommt) 

ersichtlicherweise,  weil  ja  identisch  rc  =  r°**  ist,   ohne  Weiteres   auch   so 
aufgeschrieben  werden: 


1)  Rätsel  etc.  S.  194. 


[ 


e 
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Hier  bezeichnet   —   das  Verhältnis   zweier  Zahlen,   von   welchen  die 

erstere  angiebt,  wieviel  Atome  bei  den  Molekülen  der  ersten  Eörperschicht 
anstofsen,  die  letztere,  wieviel  Atome  bei  dieser  Schicht  überhaupt  anlangen. 
Um  dieses  Verhältnis  in  den  Eonstanten  Bjsanecks  auszudrücken,  nennen 
wir  mit  ihm  den  Eadius  der  Wirkungssphäre  zwischen  EörpermolekÜl  und 
Ätheratom  ^g,  die  mittlere  Entfernung  der  ersteren  d,  die  Zahl  der  in  der 
Eaumeinheit  vorhandenen  Moleküle  N^^  dann  ergiebt  sich  leicht,  u.  a.  schon 
aus  meiner  Entwickelung  S.  169^),  dafs: 

ZU  setzen  ist.  Sodann  ist  klar:  wenn  in  jeder,  also  auch  in  einer  würfel- 
förmigen Raumeinheit  N^  Moleküle  angetroffen  werden,  dann  befinden  sich 

längs  der  Eante  deren  N^\  also  in  der  Grenzfläche  deren  N^^.  Diese 
sperren  dem  Ätherhagel   von  jeder  Flächeneinheit  einen  Teil  ab,  welcher 

gleich  N^'  (>2*7r  ist,  also  haben  wir 


de 
Was  nun   den  zweiten  Bruch  —  betrifft,  so  drückt  dieser  das  Ver- 

c  ' 

hältnis  des  Geschwindigkeits Verlustes,  welchen  ein  stofsendes  unelastisches 
Ätheratom  erleidet,  zur  ganzen  Geschwindigkeit  aus,  welche  dasselbe  vor 
dem  Stofse  hatte.  Diesen  Verlust  habe  ich  in  meinem  14.  Eapitel  be- 
stinunt  und  als  eine  einfache  Funktion  der  beiden  Massen  dargestellt. 

Da  Bjsaneck  vollständige  Elasticität  voraussetzt  und  dennoch  zu 
seinen  Rechnungen  einen  Geschwindigkeitsverlust  gebraucht,  so  ist  sein 
dafür  abgeleiteter  Ausdruck  unbestimmt  und  enthält  eine  nicht  genügend 
fundierte,  willkürliche  Gröfse  q.  Dazu  kommt,  dafs  er  in  seinen  Rech- 
nungen die  Fälle  nicht  mit  einschliefst,  wo  die  durch  den  gravitierenden 
Eörper  hindurchpassierenden  Ätheratome  mehr  als  einmal  gegen  Moleküle 
anprallen.  Dadurch  wird  der  Von  diesem  Geschwindigkeitsverlust  herrüh- 
rende Faktor  von  der  Schiclitenzahl  unabhängig  und  scheidet  sich  aus  der 

1)  Da  ja  Ruhe  und  Bewegung,  bo  lange  weder  Verdichtung  noch  Verdünnung 
eintritt,  in  Bezug  auf  diese  Eonstanten  keinen  unterschied  begründen,  die  Glei- 
chungen also  für  ruhende  Eörpermoleküle  dieselben  bleiben,  wie  für  die  dnrch- 
einanderfliegenden  Ätheratome. 

Abh.  zur  Gescb.  der  Mathem.  VI.  "  13** 
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hier  in  Rede   stehenden  Klammer  heraus.     Innerhalb  derselben  fehlt  aus 

diesem  Grunde  bei  Rysaneck  eine  unserem  Bruche  — ,  den  wir  übrigens 

im  Folgenden  der  Kürze  halber  mit  i  bezeichnen  wollen,  entsprechende 
Gröfse. 

Nach  diesen  Substitutionen  geht  unsere  letzte  Formel  über  in: 

1  —  e 

^  Will  man  nun   statt  der  Schichtenzahl  p  noch  die  Ausdehnung  der- 
selben in  der  Richtung  der  Centripetalkraffc,  d.  h.  die  R7s4n  eck  sehe  GrÖfse 

l  einführen,  so  ist  dies  leicht,  weil  ja  längs  der  Längeneinheit  ^2  Mole- 
küle sind,  demnach  längs  einer  Strecke  von  l  Einheiten  auch  N^  *  l  Mole- 
küle angetroffen  und  daher  ebensoviele  Schichten  gebildet  werden  müssen. 
Hiernach  hat  man: 

j  ^A'jif.logCl  — iV.^e»''*^) 

oder  auch,  was  dasselbe  ist: 

,  _  /■»['-  (»)•-<]. 

Von  diesem  Ausdruck  nun  enthält  die  oben  angefdhrte  Rjsanecksche 
Foimel  denjenigen  Spezialfall,  welcher  entsteht,  wenn  man  (nach  Ausschei- 
dung von  ^)  den  Logarithmus  in  eine  Reihe  entwickelt  und  diese  schon 
gleich  hinter  dem  linearen  Gliede  abbricht.    Li  der  That  ergiebt  sich  dann: 

1  _  6-7(7)*^, 
oder,  was  wiederum  dasselbe  ist: 

Dieses  sein  Resultat  (vgl.  die  Klanuner  auf  S.  197)  geht  daher  nicht 
über  die  von  mir  abgeleitete  Reihe  hinaus,  sondern  hat  vielmehr  eine  ein- 
geschränktere Gültigkeit.  — 

Gehen  wir  nunmehr  dazu  über,  das  Ergebnis  der  im  vorigen  Abschnitte 
unter  Voraussetzung  einer  stetigen  und  homogenen  RaumerftLllung 
innerhalb  des  absorbierenden  Körpers  ausgeführten  Integration  mit  der 
unter  Voraussetzung  einer  diskontinuierlichen  Raumerfüllung  berechneten 
Summenformel  zu  vergleichen,  so  zeigt  sich,  dafs  der  Bau  der  in  beiden 
Fällen  erhaltenen  Funktionen  keinen  Unterschied  aufweist,  und  dafs  nur 
statt  des  im  ersten  Falle  benutzten  konstanten  Koefficienten  k  im  zweiten 
Falle  der  Ausdruck 
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i.iog[i_(5)'„f] 

auftritt.  Diese  Gröfse  ist  abhängig  erstens  Yon  der  mittleren  Entfernung 
d  der  Eörpermoleküle,  zweitens  von  dem  Radius  (»2  ^^^  Wirkungssphäre 
zwischen  den  Körper-  und  Äthermolekülen,  drittens  von  dem  in  der  Gröfse 
^  steckenden  Massenverhältnis  dieser  beiden.  Will  man  nun  noch  den 
Schritt,  der  yon  Manchen  als  notwendig,  ja  als  selbstverständlich  hingestellt 
worden  ist,  thun  und  in  letzter  Instanz  die  Einerleiheit  aller  Materie  an- 
nehmen, dann  tritt  statt  dieses  Massenverhältnisses  das  Yolumverhältnis 
ep,  und  damit  ist  dann  überhaupt  der  dunkle  und  vielumstrittene  Begriff 
der  Masse  aus  dem  Gravitationsgesetze  weggeschafft.  Alle  noch  darin  vor- 
kommenden Gröfsen  sind  räumliche  und  zeitliche  Bestimmungen. 

Dies  gilt  auch  von  denjenigen  Faktoren,  welche  vor  der  zuletzt  in 
Bede  stehenden  Klammer  sich  befinden.  Yon  diesen  sind  vorhin  schon  die 
Gröfsen  v  und  c  erörtert  worden;  dazu  müfste  allerdings  noch  das  Symbol 
fi  für  die  Masse  der  Äthermoleküle  hinzukommen,  allein  statt  dessen  kann 
ebensogut  das  Volumen  derselben  eintreten,  wenn  wir  dasselbe  mit  irgend 
einem  konstanten,  von  der  Wahl  der  Einheiten  abhängigen  KoefQcienten 
multiplizieren.  —   — 

Die  geometrische  Beihe^),  deren  Summe  nach  der  Multiplikation  mit 
fi  von  der  Punktion: 

gar  nicht  verschieden  ist,  wurde  von  mir  zwar  unter  bestimmten,  in  meinem 
Buche  angegebenen  Voraussetzungen  abgeleitet.  Es  ist  aber  leicht  einzu- 
sehen, dafs  ihr  Gültigkeitsbereich  weiter  geht. 

Das  Produkt  (i  -  v  -  c  bedeutet  die  Bewegungsquantität  derjenigen 
Menge  von  Ätheratomen,  welche  in  der  Zeiteinheit  von  allen  Seiten  her 
durch  eine  in  den  Baum  beliebig  hineingelegte  Ebene  von  der  GrÖfse  Eins 
hindurchpassieren.     Wegen  der  Substitution: 

^=       ,    also    fi'V-c^ N^-^  ='  E 

C  o 

bedeutet  es  ebensowohl  die  lebendige  Kraft  der  in  der  Baumeinheit  durch- 
schnittlich vorhandenen  Äthermenge.  Wir  dürfen  uns  als  Besitzer  dieser 
Energie  aber  auch  statt  der  durcheinanderschwirrenden  Atome  irgend  etwas 
anderes  vorstellen  (wenn  wir  das  können),  z.  B.  irgend  eine  Substanz,  welche 
wellenförmige   oder  sonst  wie  beschaffene  Bewegungen  macht.     Lassen  wir 


1)  Siehe  „Bätsei*'  S.  194. 
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dann  diese  Energieform  kpncentrisch  darch  ein  absorbierendes  Engel- 
schalenstück  von  der  Dicke  l  und  von  stetigem,  homogenem  Stoffe  hin- 
durchpassieren  und  bezeichnen  den  Absorptionskoe^cienten  mit  Je,  so  resul- 
tiert daraus  eine  Schein-Anziehung,  welche  nach  dem  Früheren  propoiüonal 
ist  dem  Ausdrucke: 

E{1  —  e-*0- 

Wird  das  Kugelschalenstück  jedoch  nicht  als  ein  stetig  den  Raum 
erfüllender  Körper  betrachtet,  ISLTst  es  sich  aber  in  unter  sich  gleichartige 
Schichten  zerlegen,  welche  um  den  Abstand  d  von  einander  entfernt  sind, 
und  bezeichnet  man  in  diesem  Falle  den  durch  den  Bau  der  einzelnen 
Schichten  begründeten  Absorptionkoefficienten  mit  x,  so  ergiebt  sich  das 
Resultat: 

f  ^log(l-x)1 

E'\_l-e^  J. 

Zwischen  den  Konstanten  k  und  x  besteht  die  Relation  x  ■»  1  —  c""**^. 

Für  das  Orayitationsproblem  stellen  diese  Formeln  aber  offenbar  immer 
nur  eine  mehr  oder  minder  enge  Annäherung  dar,  da  bei  ihrer  Ableitung 
die  Voraussetzung  zu  Grunde  liegt,  einerseits  dafs  jede  Schicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  durchaus  gleichmäfsig  absorbiere,  die  am  Rande  liegenden 
Teile  nicht  mehr  noch  weniger  als  die  inneren,  andererseits  dafs  die  Wir- 
kung einer  Schicht  (aufser  von  ihrer  eigenen  Ausdehnung  und  Struktur) 
lediglich  abhängig  sei  von  denjenigen  Schichten,  welche  dem  angezogenen 
Objekte  abgewandt  sind,  von  den  übrigen  aber  nicht.  Dafs  letzteres, 
wenn  auch  in  yerhältnismSfsig  geringem  Betrage,  dennoch  der  Fall  sein 
könne,  ist  aber  durch  die  Grundannahmen  der  Theorie  keineswegs  ausge- 
schlossen.   Daher  hatte  ich  meinen  Formeln  am  Schlüsse  die  unbestimmte, 

p 
vorhin  in  dem  Ausdruck  ^^  f{p^)  zusammengefafste  Funktion  beigefügt, 

1 
um   über   den   allen   Torhergegangenen  Rechnungen   (wie   überhaupt  allen 
bisherigen    Gravitationstheorien)    anhaftenden  Charakter    der   blofsen    An- 
näherung meinerseits  keinen  Zweifel  zu  lassen. 


■*♦*- 
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Volkmann,  P.,  ausserordentl.  Professor  der  theoretischen  Physik 
an  der  Universität  Königsberg  i/Pr.,  Vorlesungen  Über  die 
Theorie  des  Lichtes.  Unter  Rücksicht  auf  die  elastische 
und  die  elektromagnetische  Anschauung.  Mit  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.  [XVI  u.  432  S.]  gr.  8.  1891.  geh.  n.JC  11.20. 

"Weyer,  Dr.  G.  D.  B.,  Professor  an  der  Universität  in  Kiel,  Ein- 
führung in  die  neuere  konstruierende  Geometrie.  Zum 
Gebrauch  für  Studierende.  Mit  68  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.     [VI  u.  68  S.]     gr.  8.     1891.     geh.  n.  JC  1.20. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Bemerkungen  zur  Rhythmomachie. 

Von 

Dr.  E.  Wappler 

in  Zwiokan. 


H er i  mann  der  Lahrae'hat  mehrere  mathematische  Schriften  hinterlassen. 
Hiervon  sind  die  Bücher  über  das  Astrolabium  schon  im  vorigen  Jahrhun- 
dert von  Pez*  herausgegeben  worden.  In  neuester  Zeit  hat  Treutlein** 
die  REGVLE  HERIMANNI .  QVALITER  MVLTIPLICATIONES  FIANT 
IN  ABACO  veröffentlicht.  Noch  unedirt  ist  Her imann's  Rhythmomachie. 
Dass  H er i mann  über  die  Rhythmomachie  geschrieben  hat,  bezeugt  zuerst 
Jakob  Philipp  von  Bergamo***.  Von  diesem  wird  Herimann  eine 
Abhandlung  De  conflictu  rythmimachiae  beigelegt.  Der  Zweite,  der  Heri- 
mann als  Verfasser  einer  Rhythmomachie  nennt,  ist  Trithemiust. 
Nach  diesem  hat  Herimann  einen  Tractat  De  conflictu  rythmimachiae  ver- 
fasst,  der  beginnt:  Qui  peritus  arithmet.  Ein  Manuscript  mit  der  üeber- 
schrift:  DE  CONFLICTU  RITHMIMACHIE  und  dem  Anfang:  Qui  peritus 
arithmetic^  huius  inuentionis  noticiam  curet  habere  findet  sich  im  cod. 
Monac.  14836  s.  XI  Bl.  «S'~  4'.  Dieses  Manuscript  ist  zwar  anonym ,  doch 
sprechen  dafür,  dass  Herimann  der  Verfasser  desselben  ist,  ausser  den 
angeführten  Zeugnissen  noch  zwei  umstände«  Erstens  stammt  der  cod. 
Monac.  14836  aus  dem  Jahrhundert,  in  das  Herimann 's  Lebenszeit  fällt, 
und  zweitens  enthält  er  neben  dem  beregten  Manuscript  drei  andere  Manu- 

*  Thesaurus  anecdotorum  novissimus.  T.  III,  p.  U.  Augnstae  Vindelicorum 
et  Graecii  1721,  p  93-140. 

**  Intorno  ad  alcuni  scritti  inediti  relativi  al  calcolo  delV  abaco  im  Bullettino 
di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.    T.  X,  p.  643-647. 
**♦  SVPPLEMENTVM  Supplementi  Chronicarum  ab  ipso  Mundi  Exordio  vsque 
ad  redemptionis  Nostrae  Annum.    M.CCCCG.X.    Veuetiis  1513.    Bl.  208. 

f  Catalogus  scriptoram  eccleaiasticorum.  Coloniae  1531,  p.  64.  —  Tritbe- 
miuB  ist  wieder  der  Gewährsmann  für  Mezler  (De  yiris  illustribus  monasterii 
S.  Galli  libri  II  bei  Pez,  Thes.  anecdot. nov.  T.  I,  p.  III,  p.582),  Egon  (Liber  de 
yiris  iUustribus  monasterii  Augiae  maioris  bei  Pez,  Thes.  anecdot.  nov.  T.  I, 
p  III,  p.  688),  Jöcher  (Allgemeines  Gelehrten -Lexicon.  Leipzig  1750.  Zweiter 
Theil.  S.  1535),  Fabricius  (Bibliotheca  Latina  mediae  et  infimae  aetatis.  Pa- 
tavii  1754.  T.  III,  p.  238)  imd  Neugart  ^Episcopatas  Consta ntiensi 8.  S.  Blasii 
1808.     T.  I,  p.  1,  p.  614). 

Hiat.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitsobr.f.  Math.  n.  Pbyi.  XXXVII,  1 .  1 


Historisch  •literarisehe  Abtheilung. 


Scripte,  die  sicherlich  Herimann  gehören*.  Die  Schrift  De  confiictn 
rythmimachiae  mnss  ziemlich  verbreitet  gewesen  sein ,  da  sich  yon  ihr  aach 
Handschriften  in  Paris,  Montpellier,  Ayranches  and  EU>m  finden**.  Sie 
hat  jedenfalls  die  Grandlage  zn  einer  zweiten,  im  11.  Jahrhundert  yer- 
fassten  Bhythmomachie  gebildet  Ein  Exemplar  davon  ist  enthalten  im 
cod.  Monac.  14836  und  zwar  yon  Bl.  4'  — 6^  Dieses  Exemplar  hat  den 
Titel:  1T£  DE  BIHTM  und  beginnt:  Qainqae  genera  ineqnalitatis  ex  eqna- 
litate  procedere  manifestum  est-,  ex  libris  aritbmetice .  multiplex .  snperpar- 
ticalare.snperparciens.  Sed  reiectis  dnobas  compositis.  ex  tribns  simplici- 
bos  hninsmodi  conflictam«  qnidam  ex  clero  Wir  hibargensi.  si  periti  indi- 
cent  dabit  posteritati.  Andere  Exemplare  yon  der  in  Rede  stehenden 
Rhythmomachie  werden  in  Paris,  Rom  und  Dresden  aufbewahrt***.  Cod. 
Paris.  7377  C,  dem  13.  Jahrhundert  angehörend,  fängt  so  an  (BL  17'): 
Quinqne  genera  inequalitatis  ex  equalitate  procedere  manifestum  est  ex 
libris  arithmetic^  multiplex .  superparticulare .  superpartiens .  multiplex  super- 
particularis •  multiplex  superpartiens.  Sed  reiectis.  duobus.  compositis.  ex 
tribus  simplicibus  hninsmodi  conflictum  .  quidam  ex  clero  Wirzeburgensi 
nomine  asilo.  si  periti  iudicentnr  dabit  posteritati.  Eine  Note,  die  auf  dem 
linken  Rande  yon  Bl.  17'  steht,  enthält  gleichfalls  deu  Namen  Asilo.  Da 
diese  Note  noch  nicht  genau  mitgetheilt  worden  istf,  so  lasse  ich  dieselbe 
yoUständig  abdrucken.     Ihr  Wortlaut  ist  der  folgende: 


*  Von  Bl.  16'— 24  erstreckt  sich  der  Liber  Herimanni  de  mensura  astro* 
labii;  auf  Bl.  144'— 166'  und  1 — 2  befindet  sich  ein  Fragment  der  Libri  dao  Heri- 
manni de  utilitatibuB  astrolabü;  Bl.  6'- 10'  umfasst  die  REGVLE  HBRIMANNI. 
QVALITEB  MVLTIPLICATIONES  FIANT  IN  ABACO,  denen  jedoch  der  Anfang 
(ABBACI  tabula  tali  linearam  distinctione  diaisa  est  —  ipse  summam  ueraciter 
diffiniait  multiplicationiB)  fehlt  (vergl.  auch  Treutlein  a.  a.  0.  S.  591  und  692). 
Diese  Mannscripte  sind  ebenfalls  ohne  Angabe  des  Verfassers. 

•♦  Vergl.  Pertz  Archiv  Bd.  VIII,  S.  882—383  und  Bd.  XU,  S.  232—238  und 
297—298.  Der  cod.  Paris.  7186^  scheint  im  12.  Jahrhundert  gefertigt  zu  sein.  Die 
im  15.  Jahrhundert  geschriebene  Handschrift  830  der  Arsenal biblioUiek  in  Paris 
hatte  früher  die  Signatur:  66  S.  A.  L.  Der  ehemals  als  Nr.  146  bezeichnete  Codex 
der  Stadtbibliothek  in  Ayranches  trägt  jetzt  die  Nr.  236.  Die  Ebuidschrift  366^ 
der  Bibliothek  der  mediciuischen  Schale  in  Montpellier  entstammt  dem  14.  Jahr- 
hundert. 

••♦  Vergl.  Pertz  Archiv  Bd.  VIII,  S.  882—383  und  Bd.  XII,  S.  232—238.  Im 
cod.  Paris.  7186  schliesst  sich  an  die  Rhythmomachie  des  Herimann  die  des 
Würzburger  Geistlichen  an.  Beide  Stficke  sind  bis  jetzt  als  ein  einziges  aufgefasst 
worden.  Aehnlich  dürfte  es  sich  aach  verhalten  mit  cod.  830'  der  Arsenalbiblio- 
thek in  Paris  und  cod.  Chr.  698  der  Vatikanischen  Bibliothek  in  Rom.  Das  der 
Königl.  Öffentl.  Bibliothek  in  Dresden  gehörige  Exemplar  findet  sich  im  cod. 
C  80  8.  XV  Bl  258  -268'. 

t  Vergl.  Pertz  Archiv  Bd.  VIU,  S.  383  und  Peiper,  FORTOLFI  RYTH- 
MIMAGHIA  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Supplement  zur  histo- 
risch-literarischen Abtheilung  des  XXV.  Jahrgangs.    S.  216. 


Bemerkungen  zur  Rhjtbmomachie. 


c^sar 
Nomen  id  expelle .  quod  dicis  a  aselle.     Asilo  dicor  ego.  cui  «si  tria. 

grammata  tollo  A.  remanebit  et.  0.  quid  erit  prestantias  illo. 

Die  Bb jtbmomacbie  des  Asilo  bat  0  d  o  mit  geringen  Aenderungen  in  seine  Be- 

gulae  de  Rbjtbmimacbia  aufgenommen*.    Um  dies  augenscbeinlicb  zu  macben, 

tbeile  icb  ein  paar  Stellen  aus  beiden  Scbriften  mit.     Man  liest  in  der 


Bbytbmomacbie  des  Odo 

Sit  tabula  ad  latitudinem  longitu- 
dine  distincta  campis,  super  qua  ex 
alterutra  parte  disponantur  in  ultimis 
locis  omnes  species  trium  generum, 
multiplicis ,  superparticularis  et  super- 
partientis,  usque  ad  decuplam  pro- 
portionem  (Gerbert  I,  p.  285). 

Item  retro  minores  nigros  octo 
existant  maiores  albi  ex  genere  super- 
particulari,  ut  sesquitertii  iuncti  eint 
triplis,  sesquiquinti  quincuplis;  ses- 
quiseptimi  septuplis,  sesquinoni  non- 
uplis  (p.  285). 

In  illa  parte,  ubi  ex  pari  babent 
denominatas  proportiones ,  est  XCI. 
pjramis  (p.  286). 

Nemo  existimet,  me  inconfuse  et  in- 
ordinate  bos  calculos  poBuis8e(p.286). 

Qui  quaerit  binariam  monadem,  si 
ternariam  triplicet,  si  quaternariam 
quadruplicet,  si  quinariam  quintup- 
licet,  si  senariam  sescuplicet  (p.  286). 


Bbytbmomacbie  des  Asilo 

Sit  tabula  ad  longitudinem  et  lati- 
tudinem distincta  campis .  supra  quam 
ex  ulterutra  parte  disponantur  usque 
ad  decuplam.  proportionem .  omnes 
trium  generum  predictorum  species 
(Cod.  Monac.  14836  Bl.  4'—  5). 

Item  retro  nigros  ex  eodem  genere 
.VIII.  maiores  existant  albi.ut  ses- 
quitercii  iuncti  sint  triplis.  sesqui. 
qninti  quincuMis  .  sesquiseptimi  sep- 
tuplis .  sesquinoni  nonuplis  (Bl.  5). 

n 
In  illa  parte  ubi  denomitantur  pro- 

est 
portiones  omnes  ex  pari.posita  XCI. 

pyramis  perfecta  (Bl.  5'). 

Nemo  arbitretur  confuse  et  inordi- 
nate  nuraeros  hos  positos  esse  (Bl.  6^). 

Qui  desiderat  superficiem  binariam . 
dnplicet  monadiam .  si  ternariam  .trip- 
licet. si  quaternariam.  quadruplicet. 


si  quinariam  .  quinduplicet .  si  sena- 
riam. sescuplicet  (Bl.  6'). 
Da  Odo  die  Bbytbmomacbie  eine  novella  plantatio  nennt**,  so  kann  er 
nicht  lange  nach  Asilo  geschrieben  haben.  Wenn  nun  dieser  die  Bhyth- 
momachie  vor  1077  bearbeitete***,  so  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die 
REGÜLAE  DOMNI  ODONIS  DE  BHYTHMIMACHIA  noch  dem  11.  Jabr- 

•  Odo'8  REGÜLAE  DE  BHYTHMIMACHIA  wurden  von  Gerbert  (Scrip- 
tores  ecclesiastici  de  musica.  T.  I.  San  -  Blasianis  1784,  p.  285—295)  aus  einem 
Wiener  Codex  a.  XIH  edirt.  -  -  DasB  Odo  in  seine  Arbeit  die  eines  anderen  Schrift- 
stellerß  aufgenommen,  hat  bereits  Friedlein  (Das  Bechnen  mitColumnen  vor  dem 
10.  Jahrhundert  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik.  IX.  Jahrg.  S.827)  erkannt. 
**  VergJ.  Gerbert  T.  I,  p.  292. 

♦♦*  Nach  Bethmann  (Fertz  Archiv  Bd.  XH,  S.  282)  ist  der  cod.  Vat.  Lat. 
3101,  der  unter  anderm  die  Bhythmomachie  des  Asilo  enthält,  „im  Jahre  1077 
von  Benedictus  accolytus  mon.  S.  Arsacii  in  Süddeutschland  geschrieben." 
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hundert  angehören.  Eine  weitere  Stütze  hierfür  glaubte  ich  in  dem  Stück  zu 
finden,  welches  cod.  Monac.  6369  s.  XI  Bl.  66 — 66'  enthält.  Ich  bin  jedoch  in 
meiner  Erwartung  getäuscht  worden.  Das  fragliche  Stück  ist  nicht,  wie  sich 
nach  Peiper*  annehmen  iSsst,  „eine  wörtliche  Abschrift  einiger  Capitel  von 
Odo's  Werk**.  Damit  ein  Jeder  die  Richtigkeit  meiner  Behauptung  prüfen 
kann,  setze  ich  das  betreffende  Stück  vollständig  iiierher.     Dasselbe  laatet: 

Ex  innumera  uarietate  numerorum . pauci  et  numerabiles  inuenti  sunt, 
qui  sibi  ad  efficiendam  musicam  conuenirent.  Sunt  autem  omnes  sex.Epi- 
tritus  .  Emiolius  .  Duplaris  .  Triplaris  .  Quadruplaris  .  Epogdous  .  Est  epitritns 
cum,  ^duobus  numeris . maior  habet  totum  minorem**. et  insuper  eins  terciam 
partem.ut  sunt. IUI  ad.  III;  nam  in. IUI. sunt. III. et  tercia  pars  trium. 
id  est.I.  et  hie  numerus  uocatur  epitritus.de  quo  nascitur  simphonia  que 
appellatur  diatessaron;  Emiolius  est  curo,^^duobus  numeris .  maior  habet 
totum  minorem***  et  insuper  eins  medietatem . ut  sunt.  III.  ad.  II;  nam 
in.  III.  sunt.  II.  et  media  pars  eorum.id  est.  I.  ex  quo  nascitur  simphonia 
qne  appellatur  diapente;  Duplaris  numerus  est  cum  de  duobus  numeris 
minor  bis  in  maiore  numeratur.ut  sunt.  IUI.  ad.  IL  et  ex  hoc  nascitur 
simphonia  cui  nomen  est  diapason .  Triplaris  autem  cum  de  duobus  numeris 

minor  quater   in  maiore  numeratur.ut  sunt.  III.  ad.  I.  et  ex  hoc  procedit 

kai 
simphonia    qu^    dicitur    diapason    Kediapente .  Quadruplaris    est    cum    de 

duobus  numeris  minor  quater  in  maiore  numeratur.ut  sunt.  IUI.  ad.  I. 
qui  numerus  facit  simphoniam  quam  dicunt  bis  diapason;  Epogdous  est  qui 
intra  se  habet  minorem. et  insuper  eius  octauam  partem.ut.  Villi,  ad.  YIII. 
quia  in  Villi.  YIII.  sunt,  et  insuper  octaua  pars  eorum  id  est.  I.  hie  nume- 
rus sonnm  parit .  quem  tonvm  musici  uocauerunt.  Sunt  igitur  simphoniae 
Vl.id  est.  Diatesseron  Diapente . Diapason . Diapason  Kediapente.  Bis  dia- 
pason.  Epogdous.  Sed  hie  numerus  simphoniarum  ad  musicam  petinet.quem 
vel  flatus  humanus  intendere  vel  capere  potest  humanus  auditus.  Simphonia 
diatesseron .  constat  ex  duobus  tonis  et  semitonio .  et  fit  ex  epitrito.  Diapente 
autem  ex  tribus  tonis  et  semitonio  et  fit  de  emiolio.  Diapason  constat  ex  quin- 
que  tonis  et  duobus  semitoniis  minoribus  et  fit  ex  -  .  plari .  Diapason  Kedia- 
pente ex  octo  tonis  et  tribus  semitoniis  minoribus  et  fit  de  triplari.  Diapason 
continet  tonos.  X.  et  quattuor  semitonia  minora.  Epogdous  contiuet  tonuni. 
Meiner  Meinung  nach  ist  das  eben  mitgetheilte  Stück  der  Harmonica  Institutio 
des  Regino  Prumiensist,  die  jedenfalls  auch  Odo  benutzt  hattt,  entlehnt ttt. 


*  A.  a.  0.  S.  217. 
**  minorem  corrigirt  aus  minoram. 
***  minorem  corrigirt  aus  minorum. 
t  Vergl.  Gerbert  T.  I,  p.  237-238  und  289. 
tt  Vergl.  Gerbert  T.  I,  p.  287—288. 

ttt  Das  Stück,  welchcB  Gerbert  T.  I,  p.  25  aus  einer  Wiener  Handschrift 
B.  Xm  yeröffentlicht  hat,  ist  nicht  von  Isidor  von  Sevilla.    Wenn  es  von  ihm 
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Im  12.  Jahrhundert  schrieb  Fortolfus  eine  „Rhytbmimachia^.  Seine 
Arbeit  hat  Peiper*  nach  der  Handschrift  der  Stadtbibliothek  zu  Breslau 
n^  54  s.  XII  herausgegeben.  Fortolfus  stimmt  mit  Odo  und  Asilo  in 
drei  Stellen  fast  wörtlich  überein**.     Man  vergleiche : 

Fortolfus 

Duobus  igitur  huic  ta- 
bulae  assidentibus  legi- 
timi  ex  alteimtra  parte 
alternatim  fiant  tractus, 
ita  ut  multiplices  tra- 
hantur  in  secundum  cam- 
pum^  in  ante,  retro,  dex- 
trorsum,sinistrorsum,an- 
gulariter ;  superparticu- 
lares  eodem  modo  in  ter- 
cium,  superpartientes  in 
quartum(P  e  i  p  e  rS.  1 79). 

Quicumque  ergo  nu- 
merus contrariae  partis 
numerum  suo  legitimo 
tractu  offenderit,  aufe- 
rat  eum  (S.  180). 


Odo 
Eis  ita  dispositis  legi- 
timi  fiant  tractus  ex 
alterutra  parte  alterna- 
tim, ut  multiplices  tra- 
hantur  in  secundum  ante 
retro,  dextrorsum,  sinis- 
trorsum,  angulariter :  su- 
perparticulares  in  ter- 
tinm ,  superpartientes  in 
quartnm  (Gerb er t  I, 
p.  285). 


Tali  praedae  subia- 
ceant  omnes  pariter  pa- 
res  uel  pariter  impares, 
im  pariter  pares,  secundi 
et  compositi.  Soli  primi 
et  incompositi  uagentur 
tuti ,  nisi  ita  sunt  aduer- 
sariis  septi ,  ut  per  legi- 
times tractus  euadere 
non  possint  (S.  182). 


luicumque  numerus 
contrariae  partis  nume- 
rum in  suo  legitimo 
cursu  ofTendit ,  illum,  qui 
sit  eiusdem  quantitatis 
auferat  (p.  285—286). 
Tali  praedae  subia- 
cent  omnes  pariter  par- 
tes, aut  pariter  im- 
pares, yel  secundi  et 
compositi;  sed  primi  et 
compositi  vagentur  tuti, 
non  ita  sint  adversariis 
circumsepti ,  ut  per  legi- 
times cursus  non  pos- 
sint evadere  (p.  286). 


Asilo 
His  ita  dispositis  ex 
alterutra  parte  alterna- 
tim trahuntur  omnes  spe- 
cies  multiplicis .  in  ante . 
retro .  dextrorsum  sinis- 
tro^sum  .  angulariter .  in 
campum  secundum .  su- 
perparticularis  in  ter- 
cium  superparcientis  in 
quartum  (Cod.  Monac. 
14836  Bl.  5'). 


juicumque  numerus 
in  suo  legitimo  tractu 
alium  eiusdem  quanti- 
tatis offendat  auferat 
(Bl.  5'). 

Tali  prede  subiaceant 
omnes  pariter  pares .  vei 
pariter  impares. yel  im- 
pariter  pares .  vel  secundi 

et  compositi .  soli   primi 

,    .  com       ...  , 

et  m       positi  uagentur 

tuti .  nisi  ita  undique 
sint  circumsepti  aduer- 
sariis.ut  per  legitimum 
tractum  non  possint  eua- 
dere (B1.6). 


wäre,  80  fehlte  es  sicher  nicht  in  dem  1483  zu  Venedig  gedruckten  liber  etymo- 
logiaram  iBidori  hispaieDsis  episcopi.  MöglicherweiBe  ifit  es  den  BEQULAE 
DOMNI  ODONIS  DE  RHYTHMIMACHIA  entnommen  (vergl.  dazu  Gerbert  T.  I, 
p.  287—288).  Hierfür  spricht  besonders  seine  Ueberschrilt.  Dieselbe  lautet:  Hoc 
excerptum  est  de  Rhjthmimachia.  Aus  den  Rhythmomachien  des  Herimann 
und  Asilo  kann  das  in  Rede  stehende  Stück  deshalb  nicht  entlehnt  sein,  weil  es 
sich  darin  nicht  findet.  Dasselbe  gilt  von  den  drei  Rhythmomachien,  von  denen 
nun  im  Texte  zn  handeln  ist. 
*  A.  a.  0.  S.  169—197. 

**  Die  üebereinstimmung  zwischen  Fortolfus  und  Odo  hat  schon  Peiper 
S.  179,  180  und  182  bemerkt. 


6  Qistorisch- literarische  Abtheilang. 

Aus  dem  12.  Jahrhundert  stammt  auch  eine  anonyme  Rhythmomachie. 
Beleg  dafür  ist  die  Handschrift,  welche  im  Libri 'sehen  Katalog  (1859) 
unter  Nummer  483  beschrieben  wird*.  Ein  zweites  Exemplar  von  der  in 
Frage  stehenden  Bhythmomachie  enthält  ohne  Zweifel  das  Msc.  Dresd.  C  19 
Nr.  3  s.  XV.     In  demselben  liest  man: 

Non  aliter  rithmachia  presentat  opere  Arithmetice  quam  Musica  in 
cytharis  et  organis  et  dependet  musicis  instrvmentis .  et  geometria  in  Abaci 
opere  et  astronomia  in  horoscopis  et  astrolabij  solercia  consistit  (Bl.  1). 

(I)Nuentor  ludi  Boecius  apud  Romanos  fuit  (Bl.  1). 
Nach  Libri  (S.  104)  stand  in  der  erwähnten  Handschrift: 

Non  enim  aliter  arismetice  opus  rithmachia  representat  quam  musica 
in  cytharis  et  organis ,  et  geometria  in  abaci  opere  et  astronomia  in  hosco- 
pis  et  astrolabii  sol^ertia  consistit.  Inventor  ludi  hujus  apud  Romanos 
Boetius  fuit,  quemadmodum  arismetice  apud  Graecos  Pytagoras  et  Nico« 
macus  et  alii  quapropter  bis  premissis  ad  negotium  transeamus. 
Das  beregte  Dresdner  Manuscript  hat  noch: 

Ex  parte  imparium  multiplices .  tripli  quincupli  septupli  (Bl.  1'). 

Piramis  alia  par  alia  impar  |  Par  est  qui  paris  numeri  aggregacione 
constat  (B1.4'). 

In  dem  Facsimile,  welches  Libri  (pl.  XXIX)  von  der  Handschrift  n®  483 
giebt,  ist  zu  lesen: 

imparium  multiplices  •  tripli  quincupli  septupli. 

Pyramis  alia  par. alia  impar . par . que **• 
Das  Msc.  Dresd.  C  19  Nr.  3  zerfällt  in  48  Abschnitte.     Die  üeberschriften 
der  48  Abschnitte  lauten  wörtlich: 

1.  Prelocucio  De  Rithmachia  (Bl.  1). 

2.  De  Nomine  et  materia  ludi  (Bl.  1). 

3.  De  intencione  et  fine  et  cuT  parte  phiiozophie  supponatur  (Bl.  1). 

4.  De  inventore  ludi  (Bl.  1). 

5.  De  Tabula  Rithmachie  (Bl.  V). 

6.  De  Numeris  Tabule  (Bl.  1'). 

7.  Quid  Numerus  et  diuisio  eins  (Bl.  T). 

8.  Diuisio  paris  et  impais  numeri  et  de  pariter  pari  (Bl.  1'). 

9.  Sic  cognoscas  pariter  pares  (BJ.  2). 

10.  De  Pariter  impari  (Bl.  2). 

11.  Vt  scias  ynde  nascantur  (Bl.  2). 

12.  De  impariter  pari  et  eins  natiuitate  (Bl.  2). 

13.  Quod  predicti  ex  parte  vtraque  numeri  inueniantur  (Bl.  2). 

*  Auf  diese  Handschrift   bin  ich   durch   Peiper  S.   213—214  aufmerksam 
geworden. 

♦*  Zwei  weitere,  aber  weniger  belangreiche  Uebereinetimmungen  Ewischen 
dem  FacBimile  von  der  Handschrift  u9  483  und  dem  Dresdner  Manuscript  C  19 
Nr.  3  werde  ich  später  erwähnen. 
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14.  Dinisio  imparis  nnmeri  et  de  primo  et  incomposito  (Bl.  2'). 

15.  De  Secundo  et  incomposito  (Bl.  2').  ii  et  in 

16.  De    per    se     secandis    compositis    ad    alios    primis  ||   compositis 
(Bl.  2'). 

17.  Quid  sit  qaod  parium   et  imparinm  species  in  tabula  confuse  in- 
veniuntnr  (Bl.  2'). 

18.  De  primis  et  incompositis  et  perfectis  et  diminutis  et  superfluis  (Bl.  2'). 

19.  Vnde  cognosoas  perfectos  (BL  3). 

20.  De  numeris  relatiuis  et  quid  multiplex  nel  superparticularis  (Bl.  3). 

21.  Quid  Numerus  superparciens  (Bl.  3). 

22.  Quid  alij  multiplices  superparticulares  et  multiplices  snperparcientes 
(Bl.  3).  II  ad 

23.  De  Natiuitate  numerorum  |  aliquid  (Bl.  3). 

24.  Regula  natiuitatis  ipsarum  (Bl.  3). 

25.  De  recte  positis  superparticularibus  et  superparercientibus  (Bl.  3'). 

26.  De  Beuocacione  numerorum  in  snam  originem  (BL  3'). 

27.  Regula  Reuocacionis  (Bl.  3'). 

28.  Racio  tractuum  in  tabula  (BL  4). 

29.  De  bis  qui  licite  in  omnes  campos  eunt  (BL  4). 

30.  Quomodo  eant  piramides  (BL  4). 

31.  De  Trigonis  (Bl.  4). 

32.  Quomodo  trianguli  et  multanguli  fiant  (BL  4). 

33.  Quomodo  ex  triangulis  formentur  omnes  (BL  4'). 

34.  De  Solidis  numeris  et  Piramide  (BL  4'). 

35.  Diffinicio  diuersorum  solidorum  numerorum  (BL  5). 

36.  De  Spericis  Numeris  (Bl.  5). 

37.  De  constitucione  Cuborum  (Bl.  5). 

38.  Regule  aufferendi  in  tabula. et  de  Armoniaca  inferendi  (BL  5). 

39.  Quod  nuUus  numems  armoniam  ledere  potest  (BL  5). 

40.  Quid  sind  Medietates  (BL  5). 

41.  Quot  sint  Medietates  (BL  5'). 

42.  De  Arithmetica  medietate  (BL  ö'). 

43.  De  Geometrica  (Bl.  5'). 

44.  De  Armonica  (BL  5'). 

45.  Qui  ex  parte  parium  trium  medietatum  sint  numeri  (BL  5'). 

46.  Qui  ex  parte  Imparium  (BL  5'). 

47.  Quarum  medietatum  numeri  magis  uel  minus  babundent  (BL  5') 

48.  De  consonancijs  que  sunt  in  armoniacis  medietatibus  (BL  5'). 
Die    Prelocucio     De     Ritbmacbia*     beginnt     mit    den    Worten     (BL  l) 
(Q)Vandoquidem  fortiter  in  tbeatro  pbilosopbi^  sudantes  ardua.     Der  Ab- 


*  Libri's  Handschrift  tq9  483  hatte  den  Titel:   Incipit  Rithmachia.    VergL 
Pl.  XXIX. 
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schnitt  De  Nomine  et  materia  ludi  fängt  so  an  (Bl.  1):  (N)Omen  Indi  est 
Bithmachia:  Et  dicitur  Bithmachia  quasi  numerorum  pugna  Nam  Bith 
numerus  machia  pugna  interpretatur  Pugnat  quippe  ibi  pulcherrime  virtus 
numeri  Materia  est  par  et  impar  numerus.  Der  Abschnitt  De  intencione 
et  ßne  et  cui  parte  philozophie  supponatur  schliesst  mit  den  Worten  (Bl.  1): 
Non  aliter  riihmachia  presentat  opere  Ariihmetice  —  et  astrolabij  solercia 
consistit  Der  Abschnitt  De  inventore  ludi  beginnt  (Bl.  1):  (I)Nuentor 
ludi  Boecius  apud  Bomanos  fuit  cuius  petre  ac  tabnle  pro  memoriali  aduc 
seruantur  et  ostenduntur  in  palacio  Salnstiano  Borne,  Der  Abschnitt,  der 
die  üeberschrift  hat:  Begule  aufferendi  in  tabula. et  de  Armoniaca  inferendi, 
fängt  so  an  (Bl.  5):  (M)Odo  post  multa  dicendnm  est  quomodo  numerus 
numerum  auffert  Trabe  eos  sicut  trahendi  sunt  quod  prediximus.et  istas 
serua  regulas  Quicumquer  numerus  contrarie  partis  numerum  eiusdem  quan- 
titatis  in  suo  legittimo  tractu  offendit  auffert  eum.  Der  letzte  Abschnitt 
beginnt  (Bl.  5'):  (P)roponamus  duas  armonias  parem  et  imparem  und  schliesst 
(Bl.  6):  Nam  par  armonia  propter  impares  partes  Impar  dicetnr  et  econ- 
uerso*.  Auf  dem  rechten  Bande  von  Bl.  1  steht  von  der  Hand  Johann 
Widmann^s  von  Eger**: 

Hie  habetur  quod  nisi  arte  maxima  compertus  Bithmachie  ludum  non  attingat. 

Hie  ponit  nominis  Inierpretationem. 

Hie  que  sit  ludi  istius  materiam  ostendit. 
Da  Widmann  auch  den  Abschnitten,  welche  betitelt  sind:  Begula 
natiuitatis  ipsarum,  De  Solidis  numeris  et  Piramide  und  De  constitucione 
Cuborum  Figliren  hinzugefügt  hat,  so  dOrfte  die  Annahme  nicht  unge- 
rechtfertigt sein,  dass  das  Dresdner  Manuscript  G  19  Nr.  3  einst  im  Be- 
sitze Widmann's  gewesen  ist. 

Der  cod.  Paris.  7377  C,  welcher,  wie  erwähnt,  dem  13.  Jahrhundert 
angehört,  enthält  auf  Bl.  16 — 17  auch  eine  anonyme  Bhythmomachie. 
Diese  beginnt  ohne  Titel:  Omnis  in^qualitas  ex  equalitate  procedit.ut 
boetius  in  libris  arithmetice  .  dicit.  Inequalitatis  species.  V.  sunt .  Multi- 
plex .  superparticularis  Superparciens  .  Multiplex  .  superparticnlaris  .  Multiplex 
superparciens  Sed  tribus  primis  et  simplicibus  assumptis .  ex  his  uero 
compositis  duabus  reiectis .  quidam  si  iudioio  placet  sapientium  .huiusmodt 
constituit  numerorum  conflictum.  Vergleicht  man  damit  den  Anfang  der 
Asilo'schen  Bhythmomachie  (s.  S.  2),  so  bemerkt  man  eine  grosse  Aehnlich- 


*  Libri's  Handschrift   u^  483  endigte:  tur  Explicit  über  felidter.    Amen; 
Vergl.  pl.  XXIX. 

**  Wid mannte  Handschrift  kenne  ich  aus  dem  cod.  Dresd.  C  80.  In  diesem 
Codex  sind  mehrere  Stücke  und  zahlreiche  Notizen  von  Widmann  ei|;enh&ndi^ 
geschrieben.  Vergl.  dazu  mein  Programm :  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra 
im  16.  Jahrhundert  Zwickau  1887  und  meine  Abhandlung:  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Mathematik  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Supplement  sur 
historisch -literarischen  Abtheilung  des  XXXiV.  Jahrgangs. 
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keit.    Bl.  16'  endigt  mit  den  Worten:  Ez  impari  proportione  minimi  erunt 

nigri.VIII.  medii  albi.  VIII.  maximi  uiridis  coloris.  VIII.  nnd  B1.17  föngt  so 

an:  ^  medietates  armonicf.     Ez  pari  proportione  statnende  sunt 

tripli  dupli  tripli  dapli  quincupli 

.n.ni.VI.vel.VLVIII.Xn.vel.Un.Vl.XII.vel.XV.XX.XXX.vel.VIIU.XV.X/V. 

Zwischen  mazimi  uiridis  coloris.  VIII.  und  ^  medietates  armonice  ist  meines 
Erachtens  eine  kleine  Lücke.  Der  Schluss  stimmt  mit  einer  Stelle  von  Odo's 
Regulae  de  Rhythmimachia  fast  völlig  überein.  Er  lautet:  Ez  pari  proportione. 
II.  ab  hostibus  undique  circumuentus  captiuatur.Vnus.  IUI.  cum  pyramide  cadit 
alter .  Illl.potest  ab  hostibus  obsideri.  non  tamen  auferri.  VI.  per  ternarium 
in  secundo  campo  cadit.VIII.  per  coniunctos . V.  et.  III.  —  .  CXXL  per  XVI. 
in  septimo  .  remanente.  Villi,  vel.  C .  XX.  per  .  XX.  in  sexto  .  CXXV.  per 
XXV.  in  nono.CCC/XI.  per  X2VIIII.  in  septimo . remanente.  XXV.*  Ausser 
der  in  Rede  stehenden  ist  mir  keine  Rhythmomachie  aus  dem  13.  Jahr- 
hundert aufgestossen.  Peiper**  irrt,  wenn  er  behauptet,  Jordanus 
Nemorarius  habe  eine  Rhythmomachie  verfasst.  Die  Schrift,  welche 
Jacobus  Faber  Stapulensis  unter  dem  Titel:  Rithmimachie  ludus  qui 
et  pugna  numerorum  appellatur  edirt  hat***,  ist  nicht  von  Jordanus.  Wenn 
sie  von  ihm  wftre,  so  stände  sicher  am  Ende;  Rithmimachie  Jordani  Finis 
und  nicht  blos  Rithmimachie  Finis.  Die  drei  anderen  Schriften,  welche 
zusammen  mit  dem  Rithmimachie  ludus  qui  et  pugna  numerorum  appellatur 
gedruckt  worden  sind,  haben  am  Schluss:  Decimi  elementorum  Arithmetices 
Jordani  finis,  Quarti  elementorum  Musices  Jacobi  Stapulensis  finis  und  Epi- 
tomes  librorum  Arithmeticorum  Boetij  finis. 

Im  14.  Jahrhundert  ist  nach  dem  Werke  von  Asilo  eine  siebente 
Rhythmomachie  verfasst  worden.  Von  derselben  kenne  ich  vier  Manuscripte; 
eins  findet  sich  im  cod.  Ampi.  Q  2  s.  XIV  Bl.  37 — 37 't,  eins  im  cod. 
Ampi.  Q  325  s.  XIV  Bl.  45  und  46 'tt,  eins  im  cod.  Dresd.  C  80  Bl. 
267 ' —  268  und  ein  viertes  im  Codez  830  der  Bibliothöque  de  T Arsenal  in 

*  Vergl.  dazu  6  erb  er  t  T.  I,  p.  286  und  287. 

♦♦  A.  a.  0.    S.  224. 

***  Es  giebt  zwei  Ausgaben.    Beide  erschienen  in  Paris  (1496  und  1514).    Ich 
citire  nach  der  zweiten  Ausgabe. 

t  Zu  diesem  Manuscript  gehören  noch  ein  Abschnitt  (Ita  tamen  quod  sicut 
maximus  se  habet  ad'minimum  —  has  itaqne  victorias  seu  armonias  studiosi  lec- 
toris  ingenio  relinqoimas  assignandas)  yon  Bl.  1  und  drei  Figuren  (die  Haupt- 
figur stellt  die  Tafel  des  Spieles  dar)  auf  61.  l^ 

tt  Dieses  Manuscript  beginnt  ohne  Titel :  (f  quinque  sunt  genera  inequalitatis 
ex  equalitate  procedere  secundum  arismetice  libros  est  manifestum  -|^  sunt  autem 
hec  genus  multiplex  genus  superparticnlare  genus  superpartiens  genus  multiplex 
superparticulare  genus  multiplex  superpartiens  =|  relictis  itaque  duobus  compositis 
eX  tribus  simplicibus  restat  dicendum  ,'  ...  ex  hijs  tribus  generibus  scilicet  ez 
multiplice  et  superparticulari  et  superpartienti  nascitur  quid  am  conflictus  qui  rich- 
marchia  nuncupatur  id  est  numerorum  pungna  und  schliesst:  has  itaque  victorias 
siue  armonias  studiosi  lectoris  ingenio  relinquimus  assignandas  quas  super  pre- 
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Paris*.  Diese  Manuscripte,  welche  sftmmtlich  anonym,  sind  wahrscheinlich 
Abschriften  von  der  Bhjthmomachie  des  Thomas  Bradwardinns.  Aaf 
diese  Vermnthiing  haben  mich  zwei  Handschriften  gebracht,  welche  früher 
in  der  Bibliotheca  Amploniana  zu  Erfurt  vorhanden  waren**.  Die  eine  dieser 
Handschriften  enthielt:  Item  liber  profundi  mathematici  Bracwerdin  de 
rithmimachia ,  id  est  de  pugna  numerorum,  optimus.  Calcnlas  Victorii  de 
arismetrica.  Tractatas  Boecii  de  nnmero,  pondere  et  mensnra  totas  arisme- 
tricas.  Tota  arismetrica  Boecii  cum  figuris  et  notis  nt  sapra  und  die 
andere:  Item  rommentum  super  tractatum  Bracwerdin  de  rithmimachia. 
Algorismns  de  minuciis  per  totum.  Liber  de  proporcionibns  bonns.  Prac- 
tica geometrie.  Canones  astrolabii  cum  multis  aliis.  Qaestiones  super 
spera  materiali.  Commentum  bonum  super  computo  cyrometnüi.  Brevilo- 
quium  Almanzoris  in  astrologia***. 

Ein  Anonymus,  der  im  15.  Jahrhundert  gelebt,  hat  die  Bhythmoma- 
chie  des  Asilo  durch  Zusätze  erweitert.  Seine  Arbeit  ist  enthalten  im 
cod.  Vindob.  6216  s.  XV  DK  59—62.  Der  Titel  des  Ganzen  lautet:  De  Ludo 
Bichomachie  und  der  Anfang:  QVinque  genera  Inequalitatis  ex  equalitate 
procedere  manifestum  est  ez  libris  arismetrice  multiplex  |  superparticulare  | 
Superparciens  |  Multiplex  superparticulare  Multiplex  superparciens  Si  reiectis 
duobus. .  .compositis  ex  tribus  simplicibus  huiusmodi  conflictum  quidam 
ex    clero    Wirtembergensit    Si    periti     ludicent    dat    posterioritati.      Die 

miesa  sereno  cordis  oculo  nullatenue  ignorabit  et  hec  de  rithmachia  intellegenti 
lectori  dicta  sufficiant. 

*  MittheÜDugen  über  dieses  Manascript  verdanke  ich  Herrn  Henri  Martin 
in  Paris. 

**  Nach  Pommersfelden,  wo  mehrere  AmplonianiBche  Handschriften  sich 
befinden,  sind  die  in  Frage  stehenden  nicht  gekommen  (Briefliche  Mittheilung 
vom  Gräfl.  v.  Schönborn 'sehen  Domänenamt  in  Pommersfelden). 

***  Vergl.  Schum,  Beschreibendes  Verzeichniss  der  Amplonianisohen  Hand- 
schriftensammlang  in  Erfurt.  Berlin  1887.  8.798  und  799.  —  Das  Stück,  welches 
im  cod.  Ampi.  Q  2  Bl.  38—50'  —  ich  zähle  die  angehefteten  Zettel,  auf  denen 
Glossen  von  zweiter  Hand  stehen,  nicht  als  Blätter  —  umfasst,  beginnt  ohne 
Titel:  Ouidius  qui  philosopbus  fuit  atque  poeba  und  schüesst:  Pondere  mensnra 
namero  qui  cuncta  creauit  Ezplicit  theorica  namerorum  Magistri  bragwerdin. 
Amplonius  hat  es,  obwohl  in  ihm  die  Rhythmomachie  mit  keinem  Worte 
erwähnt  wird,  bezeichnet  als:  Liber  metricus  Rithmimachie  i^  e.  de  pugna  nume- 
rorum,  optimus  et  subtilissimus  profundi  mathematici  Bragwerdin,  deserviens 
valde  premissis  libris  Ovidii  de  vetula  et  arismetrice  (vergl.  Seh  um  a.  a  0. 
S.  791).  Zur  Aufstellung  dieses  falschen  Titels  ist  Amplonius  jedenfalls  durch 
den  Index  veranlasst  worden.  In  demselben  liest  man  (Vorderseite  des  Vorblattes): 
2®  liber  Rithmimachie  id  est  de  pugna  numerorura. profundi  mathematici  i^rag- 
werdinj  et  desernit  libris  de  vetula. econtra  liber  de  vetula  ipsi.  Da  mit  n° 2  ohne 
Zweifel  das  Stück  gemeint  ist,  welches  von  Bl.  38—50'  sich  erstreckt,  so  hat 
auch  der  Schreiber  des  Index  sich  geirrt. 

t  Die  Bezeichnung  wirtembergensis  stimmt  nicht  zu  derVermuthung  Peiper 's 
(a.  a.  0.  S.  215  und  216),  dass  man  bei  dem  vielfach  genannten  Asilo  an  Adalbero, 
Grafen  von  Lambach,  der  1045  Bischof  von  Würzburg  wurde,  denken  könne. 
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ZasStze  beginnen  (Bl.  60^):  Seqnitnr  prima  regnla  Ex  pari  proporcione 
binarins  ab  bostibus  vndiqae  circnmuentns  captinatnr  vnus  qnaternarins 
cum  piramide  91.  caditj  alter  potest  ab  bostibus  obsideri  non  tarnen  auf- 
ferri  |  trinarius  aduersarie  partis  senarius  In  campo.  Secundo  |  bis  In  tria 
6.  sunt  I  nouenarius  In  tercio  |  ter  quippe .  3 .  nonem  erunt  und  endigen 
(Bl.  61'):  Superoctiparciens  289  ad  153  Superans  eum  octo  partibus  id 
est  octies  17  nonies  17  153  Sepcies  decies  17.289.8npemoniparciens 
361  ad  190  Superans  eum .  9 .  partibus  id  est  nonies  19  361  Si  quis  bec 
plane  viderit  Bicbomacbiam  scire  valebit  et  cetera.  Den  Scbluss  des  Ganzen 
bilden  drei  Figuren.    Hiervon  stellt  die  Hauptfigur  die  Tafel  des  Spieles  dar*. 

Dem  16.  Jabrhundert  gehört  die  erste  Bearbeitung  der  Bhythmoma- 
chie  in  deutscher  Sprache  an.  Sie  rührt  von  Abraham  Biese,  dem 
zweiten  Sohne  des  Bechenmeisters  Adam  Biese,  her.  Die  beiden  Tbeile, 
aus  denen  sie  besteht,  bilden  zusammen  den  cod.  Dresd.  C  433  s.  XVI. 
Der  erste  TheiF  (Bl.  2-21')  ist  betitelt:  Arithmomachia  Durch  Abraham 
Biesen  und  der  zweite  (Bl.  26— 44'):  Endliche  erclerung  Chnrfurstlicher 
Sexischer  Arithmomachiae.  Durch  Abraham  Biesen  Anno  1562.  Der  Titel 
des  zweiten  Theils  ISsst  vermuthen,  dass  die  ganze  Arbeit  für  Kurfürst 
August  gemacht  worden  ist**.  Abraham  Biese  benutzte  entweder  das 
Werk  des  Asilo  oder  eine  Nachbildung  dieses  Werkes.  Dies  erhellt  schon 
aus  dem  Anfang  seiner  Arithmomachia.  Derselbe  lautet  folgendermassen 
(Bl.  2 — 2'):  Das  die  fnnff  genera  Proportionis  inaequalitatis,  aus  der  Pro- 
portion  aequalitatis  ihren  vrsprung  haben,  Daruon  ist  genugsam  in  Arith- 
metica  Speculatiua  gehandelt.  Die  funff  genera  aber  Proportionis  inaequa- 
litatis seindy  Multiplex,  Superparticulare ,  Superpartiens,  Multiplex  super- 
particulare ,  vnd  Multiplex  Superpartiens.  Vnder  diesen  seind  Drey  genera, 
als  Multiplex,  Superparticulare,  vnd  superpartiens.  Zwischen  welchen  ein 
Kampf,  Schlacht  vnd  streich  aus  Zwiespaltt,  von  wegen  der  geraden  vnd  vnge- 
raden  tzalen  sich  ehrheben ,  Vnd  dieser  kampff  wurdt  Arithmomachia  genandt. 

Im  Anscbluss  an  die  vorstehenden  Bemerkungen  erlaube  ich  mir,  den 
vollständigen  Text  der  Bhythmomachien  des  H er i mann  und  Asilo  aas 
der  Münchener  Handschrift  n^  14836  mitzutheilen. 


*  Die  Zusätze  des  Anonymus  und  einiges  andere  findet  man  in  der  Dresdner 
HandBchrifb  C  80  auf  Bl.  269—265'.  Zur  Ausfüllung  des  leeren  Baumes  von 
61.  260  und  260'  hat  Johann  Widmann  von  Eger  Bemerkungen  (sind  von 
Bl.  263  abgeschrieben)  und  eine  Figur  (stellt  die  Tafel  der  Bbythmomachie  dar) 
beigefügt.  Bemerkt  sei  noch,  dass  BL  268—268'  (vergl.  dazu  Seite  2,  Note  3) 
und  Bl.  259—265'  zwei  verschiedene  Hände  geschrieben  haben. 

**  Eine  vreitere  Stütze  hierfür  liegt  darin,  dass  Abraham  Riese  auf  Wunsch 
des  Kurfürsten  August  die  in  den  Dresdner  Handschriften  C  81  und  C  81^  enthal- 
tenen „künste**  verfasst  bat.  Die  von  Beriet  (Ueber  Adam  Biese.  Programm 
der  Realschule  zu  Annaberg  fSr  1865.  S.  XXXI)  aus  diesen  „kunsten"  mitge- 
theilten  Worte  habe  ich  mit  einigen  Abweichungen  in  der  Handschrift  C  81  auf 
B1^76  gefunden. 
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Bl-  8'.  II  DE  CONPLICTU  RITHMIMACHIE. 

c 

Qui  peritus  arithmetic^  huius  innentionis  noticiam  curet  habere .  certus  sit 
omnes   species   trium  generum .  multiplicis .  superparticularis .  superpartientis . 

usque   ad   decuplam   proportionezn  in  hoc  conflictu  repperiri.ita.at  consti- 

Qve  ve 

^  tuantur  ex  altera  parte  tabul^     q      deuominantur  ez  pari. ex  altera    q    ex 

*  *i 

iopari   .   Species  multiplicis    legitimos    tractus    habeant    in   ante  .  retro  • 

sinistrorsum 
dextrosum;    angulariter    in    campum    secundum  .  superparticularis    in    ter- 

cium.     superpartiens  in   qaartum.      Quicumque    numerus    ex    altera    parte 

alium    numernm    eiusdem    quantitatis   per    hos   tractus    offendat .  auferat. 

10  Et     si     numerus    contraria     partis     circumponatur     partibus     que     multi- 

plicate  aut   coniunct^;  effic/ant  eiusdem  summam  auferatur.aut  si  quantitas 
camporum   interiacentium   alienum    et   proprium  cum    proprio   multiplicata 

alieni  efficiant .  summam  auferatur.     In  illa  parte  tabule  ubi  omnes  species 

ra 
denominantur  ex  pari . posita  est  py    mis.XCI.   Quam  si  offendat  sua  basis . 

15  XXXVI. aut  numerus   qui   cum  quantitate  interiacentium  camporum  basim 

Bl.  4.  efficiant .   I  non  solum  pyramidem .  sed  omnes  tetragonos  unde  existat  auferat. 

piramide  ^ 

Idem   fiat  de  puranude   contraria  partis  .  CXC  .  cuius   basis  est  /XUII .  Qui 

vel  motis 

tendat  ad  ui  toriam  ex  alterutra  parte  omnibus;  modis  a  prime  positionis 

ti  ce 
locis.studeat  in  parte  contraria  medietatis  efficere.armonicam  arithmedicam. 

2)  innentioniB  corrigirt  aus  inueoti.  —  13)  auferatur  corrigirt  aus  auferat. 


1)   DE   CONFLICTÜ  RlTHMIMACHipj    LVDVS   QVI   DICITVR  RITHMl- 

MACHIA  P  (mitP  bezeichne  ich  den  cod.  Paris.   7186).  —  2)  arithmetic^]  arhime- 

ticf  P;  inuentionis]  inuenti  P;   curet]   curat  P.  —  3)  superpartientis]   auperpar- 

qve 
cientis  P.  —   4)  repperiri]  reperire  P.  —  6)  9]  qu?  P;  pari]  inpari  P;  ex  vor 

ve  Einistrorsum 

altera  fehlt  in  P;  9]  qu^P.  —  6)  inpari]  pari  P.  —  7)  angulariter]  siniBtrosum.angu- 

ti  .   • 

lariter  P.  —  8)  superpartiens]  superparcientis  P.  —  9)  eiusdem]  eiuequeP.  —  10)  que] 

qu§  P.  —  10-11)  multiplicat^]  multiplicate  P.  —  11)  coniunct^]  iunct^P;  effic/ant] 

faciant    P;     aut]    Aut    P.     —      13)    efficiant]     efficiat    P;     species]     denomi- 

ra 
natiui  P.  —   14)  pari]   inpari  P;  py  mis]  piramis  P;  XCI]  nonaginta  unus  P.  — 

16)  XXXVI]  triginta  sexP;  interiacentium  camporum]   camporum  interiacentium 

P.  —    15-16)    basim  efficiant]   efficiat   basim  P.  —    16)    pyramidem]   piramidem 

piramide 
P;  vor  omnes  hat  P  noch:  et;  existat]  existit  P.  —  17)  puranude]  pira...eP; 

CXC]  centum  nonaginta  P;  {XII II]  sexaginta  quattuor  P.  —  18)  .tendat]  tendit  P; 

vel  motifl 
ui  toriam]  uictoriam  P;  modis]  modis  P;  prime]  prim^  P;  positionis]  posicionisP. 

—  19)  contraria]  contraria  P;   medietatis]  medietates  P;  hinter  armonicam  steht 

ti  ce        1 
in  P  noch:  et;  arithmedicam]  arimeticam  P. 
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minitno 
Quarum    utraque  in   tribus  termi   constans  .  maximo  .  medio  .  tSciriiS^  •  tali 

diligentia  ponenda  est.ut  nullus  ex  alienis  terminis  possit  interrepere.     £!t 

vel  ex  terminis  utraque 

qui  primuB  ex  terminus  ponitnr  indicetur  aduersario.   In  altera  parfce  copia 

t, 
est  arithmedicam  cum  propriis  efficere.   Ad  armonicam  necesse  est  acquirere 

I 
unum   per   predam.ut  cum   in  altera  parte  sint  armonici   VIII .  et  VI .  ex    ^ 

t 
altera   parte   Xll.sit  .acquisitus.     Idem   ad   XV. et  XX. XXX. ad   XXV. et 

X/V . CC .  XXV . ad  VII .  et  Xll.X/II.ad  XC.et  XXX. X/V. Quorum  oranium 

proprietas  est.ut  sicnt  maximus  est  ad  minimum.ita  differencia  sit  maximi 

t 
et  medii  ad  differenciam  medii  et  minimi .  Arithmedicorum  autem   quoniam 

facilior  inuentio  est .  unum   pono  exemplum  .  ut  /VI .  XXXVI .  XVI .  Quorum  lo 

proprietas  est  ut  differencia   que  est  inter  maximum.et  medium. sit  inter 

vel  get 
medium  et  minimum.  II  Ceteros  inuestiger  si  quem  bis  diligentiam  adbibereBl.4'. 

test 
delectat  Qui  sie  non  possit uenire  ad  uicioriam  perfectam.et  maximam  conetur 

ponere  armoniam.  que .  IUI  .existens  terminis .  XII  .Villi .  VIII .  VI.  ternas  in  se 

continet  medietates.et  insuper  omnium  musicarum proportiones  simpboniarum.  15 

1)  Nach  termi  findet  sich  das  Zeichen  ,.   Unter  Wiederholong  dieses  Zeichens 
steht  auf  dem  rechten  Rande:  nis. 


nimimo 
1)  termij  terminis  P;  vor  constans  hatP  noch:  est:  t8e^^S8J  minimo  P:  hinter 

vel  ex  terminis  utraque 

minimo  steht  in  P  noch:  Et;  tali]  talis  P.  —  8)  ex  terminus]  ex  terminis  P;  altera] 

t 
utraque  P.  —  4)  arithmedicam]  arhimeticam  P;  cum  propriis  fehlt  in  P;  armonicam] 

armoniamP;  acquirere]  adquirereP.  — 5)  predam]  pr§damP;Vlll]  nouemP;VI]8exP. 

t 

—-6)  parte  fehlt  inP;  XIIJ  duodecimP;  sit  acquisitus]  adquirendi  sunt  P;  Idem] 

Item  P.  -  6-7)  XV. et  XX. XXX. ad  XXV. et  XfV.CC.XXV.ad  VII. et  XU. 
XlU  .ad  XC  .  et  XXX  .  XZV]  quindecim . et  uiginti .  triginta.  Ad  uiginti  quinque. 
et  quadraginta  quinque .  ducentos  uiginti  quinque  Ad  septem  et  duodecim  .qua- 
draginta  duo  Ad  nonaginta .  et  triginta. quadraginta  quinque.  —  7)  vor  Quorum 
hat  P  noch :  Ad  uiginti  v  .  et  ducentos  uiginti  quinque .  quadraginta  quinque. 
8)  differencia]    differentia  P.  —   9)  differenciam]  differentiam  P;    medii]    maximi 

t 
P;  ArithmedicorumJ  ArhimeticoromP;  quoniam]  quiaP.-lO)  JVI.  XXXVI .  XVI]  quin- 
quaginta.sex.  triginta  sex.sedecim  P;  Quorum]  quorum  P.  —  11)  differencia]  dif- 

vel  get 
ferentia  P;  que]  qu§  P  —  12)  inuestiger]  inuestiget  P.  —  13)  delectat]  delectetP; 
test 

possit]  possit  P.  —  14)  lin]  quatuor  P;  XII  .VnH.  VIII  .VI]  duodecim  .  neuem 
Septem. sex  P.  —  16)  continet]  recontinet  P;  proportiones  simpboniarum]  sympho- 
niarum  proportiones  P. 


14  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

vt  /XV.  Villi .  V . /XXXI .  Villi . etVlH  .XV.  III  .  et  V  .  XC  .  VI .  et  XV. 
C  .  XXV  .  et  IIIIXVI.IIII  .  et  IIP  .  C  .  XXVI  .et  XX  .  VUII  .  V  .  et 
III. XVI.  Villi  et  VII. /XXXI. m. XXXIII. et  XX . XXVIII . XX . et  VIII . 

Pjramis  XCI.consttt  ex  teragonis.XXXVI.XXV.XVI.VIIII.III.I.et  uocat 

6  perfecta. caiiis  basis  est  XXXVI.    Basi  latera  Villi . et  III.    Pyramis.CXC. 

x/VIIII 
constot  ex  teragonis  X/IIII.^mm.XXXVI.XXV.XVI.et  tercurta  uocatur. 

Cuius  basis  est  /Xllll.basi  latera .  VIII .  et  XVI. 

ITE  DE   RIHTM. 

Quinque  genera  in^qualitatis  ex  equalitate  procedere  manifestum  est.  ex 
10  libris  arithmetice.maltiplex .  superparticulare. superparciens.  Sed  reiectis duobas 

8 

compositis .  ex  tribus  simplicibns  bninsmodi  conflictum .  quidam  ex  clero  Wir  hi- 

burgensi .  si  periti  iudicent  dabit  posteritatL     Sit  tabula  ad  longitudinem  et 

131. 5.  lati  I  tudiuem  distincta  campis .  supra  quam  ex  ulterntra  parte  disponantar  osque 

ad  decuplam .  proportionem .  omnes  trium  generum  predictorum  species.  Hinc 

10  Nach  superparciens  steht  das  Zeichen  ^d  und  auf  dem  unteren  Bande  steht 

sab  8ub 

n  ich  dem  Zeichen  t)^  Folgendes:  multiplex  superparticulaie. multiplex  saperpartiens. 


1-3)  vt  /XV.VUII  .V  .  iXXXI .  VnU  .  et  VIII .  XV  .  III .  et  V  .  XC  .  VI .  et  XV. 

C  .  XXV  .  et  UnXVl .  Un .  et  Uli.  C  .XXVI .  et  XX.VDII .  V .  et  DI  .XVI .  VUH .  et 

VU  jXXXI.ZVl.XXXIlI.et  XX.  XXVIII.  XX.  et  VUI]  ut  quadraginta  quinque. 

nouem  .  et  quinque .  octoginta  unna.nouem.et  neuem. quiudecim.trea. et  quinque. 

nonaginta  .sex .  et  quindecim .  centum   uiginti  ▼ .  et   quatuor .  sedecim  •  qnatuor .  qua- 

tuor  •  centum    uiginti .  sex .  uiginti .  ducenti   uiginti  quinque  .  nouem .  duodecim .  et 

i  •  . 

nouem. quinque. et  quatuor . sedecem. nouem. septem.octoginto  unus.qniaquaginta. 

sex  .  et   uiginti  quinque  quinquaginta  sex  .et  uiginti  quinque  quinquaginta  sex. 

triginta  unus.  uiginti. uiginti  octo. uiginti. et  nouem  P,  —  4)  PyramisJ  Piramis  I*; 

a 
XCIj  nonaginta  P;  coostttj  constat  P;  teragonis]  tetragonis  P;   XXXVI .  XXV  . 

XVI .  VUII .  III .  I]  triginta  sex.  uiginti  quindecim.  nouem  .quatuor.  unus  P;  uocat] 

uocatur  P.  ~  6)  XXXVlJ  triginta  sex  P;  Basi]  basis  P;  Villi,  et  ülj  nouem. et 

tres  P:   Pvramis]  Piramis  P:  CXCj  centum  nonaginta  P.  —  6)  teragonis]   tetra- 

X(VIH1 
gonis  P;  /XIIII .  xJVilS  .  XXXVI .  XXV .  XVi]  sexaginta  nouem. uiginti  VI. uiginti 
quinque .  sedecim  P;  tercurta]  tercurtata  P.  —  7)  /XUII]  sexaginta  IUI  P;  basi] 
basis  P;  VIII.  et  XVIJ  octo. et  sedecim  P.  -  8)  ITE  DE  RIHTM  ]BEQVLA   DE 

na 
KIT  ü  MACH lA  id  est  de   numeri  pvg  p  (mit  p  bezeichue  ich   den   cod.  Paris . 

7S77  C).  —    9)    equalitate]    ^qualitate   p,    —     10)    arithmeUce]    arithmeÜc^     p; 

superparciens]    superpartiens  p\    vor  Sed    hat  p   noch:    multiplex   superparticu- 

6 
laris. multiplex  superpartiens.—  11-12)  Wir  hiburgensi]  Wirzeburgensi  p,-^  12)  vor 

si  steht  in  p  noch:  nomine  asilo;  iudicent]  iudicentur  p\  ad]  in  p\  longitudinem 

longitudine  p,  —  13)  latitudinem]  latitudine  p\  vor  distincta  hat  p  noch:  ut  cer- 

nitis;  ulterutra]  alterutra  p;  nach  parte  steht  in  p  noch:  in  ultimis  campis.  — 

14)  trium  generum   predictorum]  predictorum  trivm  generum  p;   Hinc]  Hie  p.  — 
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VIII .  albi  minores  ez  pari  denominatas  habentes  proportiones .  dnplam  vt 
IUI.  ad  II  .  quadruplam  vt  XVI.  ad  IIU  sescnplam  vt  XXX  VI.  ad  VI. 
octuplam  ut  /XIIII .  ad  VIII.  Eis  opponantur  eiusdem  generis  VIII .  nigri . 
minoris   ex  impari   denominatas   habentes   proportiones  .  triplam  •  vt  Villi . 

ad    III  .  quincu^lam  .  vt    XXV  .  ad    V  .  septuplam  .  vt  X/ Villi  .  ad   VII .    6 

nonu  Jam  .  ut .  /XXXI  .  ad  Villi.  Retro  albos  .  VIII  .  existant  rubri  ex 
genere  superparticulari .  ut  sesqualteri  iuncti  sint  duplis  .  sesquiquarti  qua- 
druplis  .  sesquisexti  sescuplis  .  sesquioctaui  octuplis.  Item  rctro  nigros  ex 
eodem  genere .  VIII .  maiores  existant  albi .  ut  sesquitercii  iuncti  sint  triplis . 

sesquiquinti   quincu^iis  .  sesquiseptimi  septuplis .  sesquinoni  nonuplis.     Retro  lo 
rubros  .  Villi .  existant   maiores  nigri  ex  genere  superparcienti .  ut  superbi- 

parcientes    sesquiqnartis  .  supersexpa^cientes  sesquisextis  •  superoctoparcien- 

tes   sesquioc  II  tauis.      Item    retro    albos    maiores  .  VIII .  existant   ex  eodem  BI.5'. 

genere  coloris  et  uiridis  .  ut  supertriparcientes  iuncti  sint  sesquiterciis  .  su- 

quinque 
per,  partientes    sesquiquintis  .  superseptemparcientes  sesquiseptimis  .  sesqui-  in 

nonis .  super  Villi .  parcientes.  His  ita  dispositis  ex  alterutra  parte  alter- 
natim  trahuntur  omnes  species  multiplicis  .  in  ante  .  retro .  dextro^sum 
sinistro^sum .  angulariter  .  in  campum  secundum  .  superparticularis  in  tercium 

V 

superparcientis   in   quartum.     Et  si  per  bos  legitimos  tractus  aliquem  con- 

11  12)  Nach  superbipardentes  findet  sich  das  Zeichen  :.  und  unter  Wiederholung 
dieses  Zeichens  steht  auf  dem  unteren  Bande  FoIgendeB:  iuncti  sint  sesqualteris . 
euperquadripartientea. 


1)  Vin]  octo  jp;  minores]  minore  j);  habentes]  multiplices  08tendant|);  vt]  ut 

n 
p.  —  2)  vt]  utjp;  sescuplam]  Sescaplamp;  vtj  utp.  -  8)  opponantur]  opponartur  p.  — 

4)  minoris]  minores  p;  vt]  ut  p.  —  5)  quincu  lam]  Quincuplam  p;  vtJ  ut  p;  sep- 

P 
tuplam]  Septuplam  p;  vt]  ut  p,  —  6)  nonu  lam]  NonupIam|>.  —  7)  superparticu- 
lari] superparticur  p\  sesquiqartij  Sexquiquarti  p.    -  8)  sesquisexti]  Sexqui  VI  p; 
sesquioctaui]  Sexqui  VIII  p,  —  9)  sesquitercii]  VI  quitercii  p.  —  10)  sesquiquinti] 

p 
Sexquiquinti  p;  quincu  lis]  quintnplis  p;  sesquiseptimi]  Sexqui  VII  p;  sesquinoni] 

Sexqui  Villi p.  —  11)  Villi]  VIIIp;  superparcienti]  superpartienti  p.  —  11-13)  saper- 

biparcientes  sesquiqnartis. supersexpa'^cientes  sexquisextis.superoctoparcientes  ses- 
quioctauis]  superbipartientes  iancti  sint  VI  qualteris.  Superquadripartientes.  VI 
qniquartis.     Saper  VI.  partientes  .  VI    quisextis  .  super   VIII    partientes .  VI   qui- 

octavis  p.  —  14)  et  fehlt  inp;  supertriparcientes]  supertripartientesp;  sesquiterciis] 

quinque 
VI  quiterciis  p.  —  14-15)  super,  partientes]  Snperquinispartientes  p.  —  15)  ses- 
quiquintis.  superseptemparcientes]  VI .  quiquintis.     Super  VIII   partientes   p.    — 

15-16)  sesquinonis. super  VI III. parcientes]  Super  Villi  partientes. sesquinonis  p.  — 

r  r 

17}  trahuntur  omnes]  •'•  omnes  •'•  trahuntp;  dextro  sum]  dextrorsvm  p.—  18)  siuistro  - 

8um]  sinistrorsum  p;  tercium]  tercivm  p.  —  19)  superparcientis]  superpartientisp; 

V 

quartum]  quartvm  p;  tractus]  tractus  p. 


16  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

irarie  partis  numerum  ita  offendant .  ut  qaantitatis  interiacentium  camporam 
per  illos  ducta  eundein  efficiai  auferant .  aat  si  contrarias  numerus  in  angu- 
lis  aut  in  lateribus  circumponatur  his  partibus  que  in  se  multiplicat^  aut 
iunctf  reddant  eiusdem  summam  .  auferatur.      Quicumque  numerus  in  suo 

^  legitimo    tractu   alium  eiusdem  quantitatis   ofifendat  auferat.     In  illa  parte 

^  est 

ubi    denomitantur    proportiones    omnes    ex    pari  .  posita       XCI  .  pjramis 

perfecta.     Quam   si .  XXXVI .  offenderit  sua  basis  .  que   militat  in  aduersis 

Bl.  C.  castris  .  per  legitimos  .  non   solum   ipsam  II  piramidem  .  auferat  .  sed    omnes 

quibos  id  est 
tetragonos  quidSz  Idem   fiat    de    pyramide   CXC .  contrarie    partis    similiter 

.im. 

10  ex  tetragonis  composita .  et  tercurta  nominata .  cuius  basis   est  /X.V.     Non 

d 
solum   modo  his  basibus  iXllU .  et  XXXVI .  pjramites  auferantur  .  sed  qui- 
cumque numeri  cum  quantitate  spaciorum  multiplici  easdem  bases  efficiant . 
pjramides   auferant.     Tali  prede  subiaceant  omnes  pariter  pares .  yel  pari- 

ter  impares .  vel   impariter  pares .  vel    secundi   et  compositi .  soli  primi   et 

com 
15  m  positi  uagentur  tuti .  nisi  ita  undique  sint  circumsepti  aduersariis  •  ut  per 

legitimum  tractum  non  poesint  euadere.  Quocies  hoc  eueniat .  toctes  aufer- 
antur.    Tali  altercatione  alternorum  tractuum  omnibus  motis  a  primf  posi- 

cionis  locis .  qui  uictoriam  desiderat .  in  campis  aduersarii  festinet  medietates 

t 
ponere  .  arithimedicam  .  armonicam  .  quarum  utraque  ex  tribus  terminis  con- 

so  stans .  maximo  .  medio  .  minimo  .  siue  fiat  per  angulos  .  siue  in  directum  .  non 

tituletur  uictori^ .  dum   alienus   aliquis   terminos  earum  possit  interreperre. 

utrimque  vel  nee 

Qui    primus    utrumque    ponatur  .  indicetur    aduersario.      Illam    ne    liceat 

17)  motis  corrigirt  aus  modis. 


^  u 

1)  qaantitatis]  qaantitas  p;  interiacentium]  interiacentivm  j9.  —  2)  aot]  Act 

n 
p.  —  3)  aut]  avt  p\  que]  qu^  p,  —  6)  denomitantur]   denominant^r  (nominantur 

steht  auf  dem  linken  Rande)  p\  vor  proportiones  steht  in  p  noch:  eßse;   pari] 

imparip;  posita      XCI]  composita  est  XCI  p.—  7)  que]  qu§jp.  —  8)  legitimos]  legi- 

quibus  id  est 
timum  p\  piramidem]  pyramidem  p.  —  9)  tetragonos]  tetragonas  p\  qnidez  Idem] 

•  A  1 1  I  • 

quibuB  consiatat.  Idem  p\  pyramide]  piramide  p.  —  10)  ZX  Vj  llLiWlp.  —  11)  pyra- 

d 
mites]  pyramides  |>;  sedj  Sed  i?.  -  12)  multiplici]  multiplicati  jp ;  efficiant]  efBcian- 

com 
tur  p,  —  13)  prede]  pred^  p,  —  14)  soli]  Soli  p,  —  16)  in  positij  incompositi  p ; 

nisi]  non  jp.  —   1'6)  legitimum]  legitimym  p\  tractum   non]   tractüviip;  Quocies] 

Quoties  p\  tocies]  totiens  p,  —  17-18)  posicionis]  positionis  p.  —  18)  desiderat]  de- 

ti 

sideretp.  —  19)  arithimedicam  •armonicam]  armonicam.  arithmeticamj?. —  19-20)  ter 

medio 
minis  constans]  constans  terminis  j9.— 20)  maximo.  medio.  minimo]  maximo  minutioj),— 

utrimque  vel  nee 

22)  utrumque]  utrumque  p\  indicetur]  iudicetur  p:  Illum]  illum  p\  ne]  nee  p. 
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il  postea  ex  illo  loco  trahi  •  nee  ab  aduersario  auferri.    Ex  atraque  parte  com-  Bl.6'. 

plures  inneniuniar  idonei  ad  omnes  terminos  arithmeticos*    Armonici  autem 

non  ex  altera  parte  inaeniuntur  omnes .  sed  vero  tercias  per  predam  debet 

acquiri.     Nemo  arbitretur  confase  et  inordinate  nameros  hos  positos  esse. 

sed    memor    triam    preceptorum    boetii .  quibus    omnem '  inequalitatem    ex    6 

yel  roonadiam 
equalitate  indicat  nasei .  certus   sit  omnem  hanc  monaticam  saperficiem  ex 

tribus  nnitatibus  proereari .  tercio  precepto  tantummodo  neglecto.     Qui  desi- 

derat    superficiem    binariam  .  duplicet   monadiam  .  ei    ternariam  •  triplicet .  si 

c 
quaternariam  •  qaadrnplicet  .  si  quinariam .  qaindaplicet  .  si  senariam  .  ses- 

cuplicet.  10 


3)  non]  necp\  sed  vero  tercias]  Si  aero  tantvm.tertias.i?.  —  4)  acquiri]  ad- 
quiri  p.  —  5)  triam]  triym  p-,  boetii]  boetii  p\  inequalitatem]  inequalitatem  p.  — 
6)  equalitate]  equalitate  p,  —  6-10)  certus  sit  —  sescuplicet]  Qui  desideret  superficiem 
binariam  duplicet  monadiam  si  ternariam  triplicet. si  quaternariam  quadroplicet 
Si  quinariam  qoincuplicet.si  senariam  sexcuplicet.  Certus  sit  omnem  hanc  mona- 
diam superficiem  bis  tribus  nnitatibus  proereari  «tercio  precepto  tantummodo  p. 


Hist.-Ht.  Abihlg^.  d.  ZeiUohr.  f.  M»th.  u.  Pliyt.  XXXYU,  1. 


Kecensionen. 


tJeber  die  Onmdlagen  der  Erkenntnis  in  den  exakten  Wissensckaften, 
yon  Paul  du  Bois- Retmond.  Nach  einer  hinterlassenen  Handschrift. 
Mit  einem  Bildnis  des  Verfassers.  —  Tübingen  1890,  Verlag  der 
H.  Laupp'schen  Buchhandlung.     VI,  130  S.     Preis  M.  3,60. 

Der  aus  dem  Nachlasse  Paul  da  Bois-Beymond's  yeröffentlichten 
Schrift  schickt  der  Herausgeber,  Ouido  Hauck,  ein  Vorwort  voraus,  aus 
dem  zu  ersehen  ist ,  dass  wir  es  in  der  vorliegenden  Arbeit  mit  dem  erkennt- 
nisstheoretischen Bekenntniss  des  Verfassers  zu  thun  haben,  dass  ^^das  wohl 
ausgereifte  Lebensresultat  eines  tiefen  Denkers  und  weitblickenden  Gelehrten'' 
vor  uns  liegt.  Möge  das  folgende  Referat,  das  nur  einen  schwachen  Begriff 
von  der  Bedeutung  und  Reichhaltigkeit  des  Inhalts  geben  kann,  Veranlas- 
sung werden,  dass  recht  Viele  diesem  metaphysischen  Testament  ein  ein- 
gehendes Studium  widmen ,  das  die  Arbeit  in  hervorragendem  Masse  verdient. 

Die  Schrift  zerfällt  in  acht  Abschnitte,  deren  Inhalt  kurz  wieder- 
gegeben werden  möge. 

I.  Einleitung.     (S.  1—15.) 

Nach  einer  Unterscheidung  wissenschaftlicher  Probleme  in  solche,  deren 
ünlösbarkeit  bewiesen,   und  solche,   deren  Lösung  zur  Zeit  (mit  den  vor- 

• 

handenen  Mitteln,  Methoden,  Principien)  nicht  gelingt ,  will  Verfasser  zu 
den  ersteren  gerechnet  wissen  die  letzten  Abstractionen,  das  allgemeine 
Grenzproblem  der  ezacten  Wissenschaften ,  die  Mechanik,  die  Einwirkungen 
der  Körper  aufeinander.  Das  Problem  wechselt  in  diesen  Bespielen  sein 
Gebiet,  es  wird  ans  einem  metaphysischen  ein  psychologisches.  Als 
specielle  Beispiele  werden  u.  A.  Darwin*s  Princip,  der  Zusammenhang 
zwischen  organischer  und  anorganischer  Chemie,  schliesslich  das  Leben 
selbst,  das  Bewusstsein  ausgeführt.  Doch  nicht  das  Seelische  im  Gegen- 
satz zu  den  Wissenschaften  der  Naturkunde  will  Verfasser  behandeln,  son- 
dern das  Forschungsgebiet  der  ezacten  Wissenschaften,  z.  B.  Mathematik, 
Mechanik  untersuchen ;  er  will  bis  zu  den  letzten  Gründen  der  Erscheinungen 
vordringen.  Dieses  Streben  giebt  sich  in  einer  ganz  bestimmten  Denkform 
kund,  nämlich  in  der  Zurückfuhr ung  auf  möglichst  wenige  und  einfache, 
gleichartige  Mechanismen ,  die  selbst  Räthsel  sein  dürfen  und  wirklich  sind. 
Trotzdem  sagt  man  in  diesem  Falle,  dass  man  das  Problem  „erklärt"  habe, 
dass  man  es  „begreife",  „verstehe^.     Und  doch  ist  es  keine  wirkliche  L5- 
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susg  der  Probleme ,  sondern  nur  eine  neue  Reihe  von  Problemen ,  die  Ver- 
fasser —  yielleicht  ohne  hier  auf  allgemeine  Zustimmung  rechnen  zu  dürfen 
—  als  für  immer  unlösbar  bezeichnet.  Der  Schluss  der  Einleitung  be- 
schäftigt sich  noch  eingehender  mit  dem  Begriff  „  erklSren ",  als  dessen  zum 
Theil  bessere  Synonyma  „darstellen,  beschreiben,  construiren"  aufgestellt 
werden. 

II.  Allgemeines  über  die  Ziele  der  Naturforschung;   die 
drei  Richtungen.     (S.  16  —  22.) 

Die  drei  Richtungen,  die  Verfasser  für  die  Methoden  der  Naturfor- 
schung unterscheidet,  sind  die  empirische,  mechanische,  metamechanische. 
Die  empirische  stützt  sich  auf  Beobachtung  und  Versuch  (hierher  gehören 
Experimentalphysik  und  Chemie).  Die  mechanische  ist  gekennzeichnet 
durch  das  Streben,  die  Erscheinungen  mechanisch  zu  construiren  (s.  Ein- 
leitung, Schluss),  d.  h.  sie  zurückzuführen  auf  möglichst  wenige  Grund- 
formen, als  deren  Gemeinsames  die  Naturgesetze  sich  darstellen;  die  mecha- 
nische Richtung  ist  der  empirischen  gewissermassen  entgegengesetzt,  ihr 
Gebiet  sind  vorwiegend  die  Femkr&fte  aller  Art  (hierher  gehört  die  theo- 
retische Physik).  Die  metamechanische  Richtung  endlich  strebt  nach 
vollem  Genügen,  sie  will  die  letzten  Gründe  aufdecken,  sie  fragt  nach 
Materie,  dem  Wesen  der  Fernkraft,  nach  Raum  und  Zeit  (Naturphilosophie, 
wie  sie  der  Verfasser  bezeichnet,  nach  allgemeinem  Sprachgebrauch  Meta- 
physik). 

Verfasser  geht  dann  noch  genauer  ein  auf  die  Unterscheidung  dieser 
drei  Richtungen,  indem  er  zugleich  die  Geometrie  in  ihrer  Entwickelung 
zur  Vergleichung  heranzieht.  Wenn  Verfasser  glaubt,  dass  diese  Unter- 
scheidung nur  nach  Ziel  und  Inhalt  giltig  sei,  dass  sich  jedoch  dem- 
entsprechend keine  wissenschaftlichen  Epochen  unterscheiden  Hessen,  so 
kann  dies  nur  bedingt  zugegeben  werden :  die  Reihenfolge  der  Epochen  war 
allerdings  weniger  glücklich. 

ill.  Continuirliche   und    atomistische    Ranmausfüllung 
durch  die  Substanz.     (S.  23— 29.) 

Verfasser  spricht  sich  gegen  die  stetige  und  ununterbrochene  Raum- 
erfüllung durch  die  Substanz  aus,  da  mit  der  stetigen  Raumausfüllung  unter 
Anderem  auch  die  Eigenschaften  der  Zusammendrückbarkeit  und  Ausdehn- 
barkeit in  offenem  Widersprach  stehen.  Die  stetige  Substanz  —  eine  rein 
geometrische  und  höchst  unphysikalische  Vorstellung  —  müsste  in  sich  un- 
beweglich, undurchdringlich,  also  auch  absolut  hart  sein.  Daher  ist  die 
Substanz  nicht  stetig,  sondern  porös,  und  zwar  —  nach  der  herrschenden 
Ansicht  —  staubartig  porös,  nicht  schwammartig  porös.  Den  hier- 
durch gewonnenen  Staubkörnern  legt  Verfasser  den  Namen  Korpuskel 
bei,    deren  Form   gleichgiltig   ist  und   die  nur  als  Träger  der  Femkr&fte 

charakterisirt  sind.     Sie   sind  von  den  Körpern  unserer  Erscheinungswelt 
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ganz  verschieden  und  erhalten  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  unendlich 
klein  sind  und  nur  die  Eigenschaften  der  Kraft  und  Trttgheit  haben ,  den 
Namen  Atome. 

IV.  Die  Fern  kraft.     (S.  30-52.) 

Dieses  Capitel  scheint  ein  wörtlicher  Abdruck  der  bekannten  Abhand- 
lung zu  sein,  die  Verfasser  im  III.  Jahrgang  Nr.  14  der  Naturwissenschaft- 
lichen Rundschau  veröfifentlicht  hat  und  die  Yon  Isenkrahe  bekämpft 
worden  ist  in  dessen  Schrift:  Ueber  die  Fernkraft  etc.  Leipzig,  Teubner. 
1889.  Als  Resultat  kann  kurz  angegeben  werden,  dass  diese  Frage  in  das 
Gebiet  der  Erkenntnisstheorie  yerwiesen  oder  dass  sie  nicht  als  mechanische, 
sondern  als  metamechanische  Yom  Verfasser  gekennzeichnet  wird. 

V.  Einzelne  Synthesen.     (S.  53— 72.) 

Theils   das   durch   die  Deductionen  des  Capitels  IV  gewonnene  ,,  fern- 
wirkende Atom"  wurde  zar  Construction  mechanischer  Erscheinungen  benutzt, 
theils   das   in   Capitel  III   charakterisirte  Korpuskel.      Es  kamen   nun  die 
sogenannten  Molekularkräfte  hinzu:   zur  Construction  der  Veränderung  «ler 
Aggregatzustände  genügten   nämlich   auch  die  fernwirkenden  Atome  nicht; 
es  traten  in  Gegensatz  materielle   Substanz  und  Aether,   man  führte  das 
materielle  Atom  mit  seiner  Aetherhülle  ein.     Dies  das  Theorem  der  älteren 
Wärmetheorie,    die   Verfasser    als   „statische   Molekularhypothese '^    unter- 
scheidet von  der  „kinetischen  Molekulartheorie ^^  wie  er  die  mechanische 
Wärmetheorie   bezeichnet.     Als  Hauptvoraussetzung  wurde  postulirt,   dass 
beim  Anprallen  kein  Verlust  an  Geschwindigkeit  oder  lebendiger  Kraft  statt- 
findet; es  handelt  sich  folglich  hier  um  eine  absolute  Eigenschaft,  näm- 
lich  vollkommene  Elasticität.     Da  aber  auch  die  kinetische  Theorie   öfter 
versagt  (Veränderung  der  Aggregatzustände),  so  muss  eine  Verbindung  von 
statischer   und   kinetischer   Molekulartheorie   aushelfen.     Leider   ist   dieser 
Gedanke   nicht   weiter  ausgeführt.     Verfasser   giebt   dann  eine  Reihe   von 
Anwendungen   aus   dem   Gebiete   der  Optik  und  Elektricität  —  bei  denen 
man  mit  dem  Herausgeber  den  Schmerz  theiit,  dass  es  dem  Verfasser  nicht 
mehr  vergönnt  war,  die  Hertz'schen  Versuche  kennen  zu  lernen  — ,  kommt 
dann  auf  den  Unterschied  zwischen  Physik  und  Chemie  zu  sprechen,  v^obei 
er   sich    ausführlicher  über   die  Chemie   verbreitet  —   Referenten   will    es 
scheinen,  als  seien  z.  B.  Ostwald's  Arbeiten  nicht  genügend  gewürdigt  — , 
die   noch  nicht  reif  sei  für  mechanische  Synthese  und  für  die  das  femwir- 
kende  Atom    der   Physik   nicht  ausreiche,    weist  auf  die  Wichtigkeit   des 
Pr  out 'sehen  „Gesetzes*^  über  die  Atomgewichte  hin  und  postulirt  in  änsaer- 
ster  Consequenz  den  Wasserstoff  als  anorganischen  ürstoff  (Analogie  mit  der 
Philosophie   der  Alten).     Bei  der  Synthese  des  Organischen  wird  es  gehen, 
wie  bei   der  Fernkraft;    das  Gebiet  wird  empirisch  erweitert  und  vertieft 
werden,  es  werden  Elementarmechanismen  ersonnen  werden,  die  Construc- 
tionen  gestatten:  aber  schliesslich  wird  man  auf  unlösbare  Probleme  stoseen. 
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VI.  Die  idealistifiohe  nnd  empiristische  Weltanschauang. 
(S.  73-93.) 

Verfasser  stellt  zuerst  den  Begriff  der  Grenze  fest  (anter  Hinweis  auf 
seine  allgemeine  Functionentheorie  I),  dann  denjenigen  der  „vollkommenen 
Genauigkeit'*,  prScisirt  Vorstellung  und  Begriff  und  Idealismus.  Vorstel- 
luDgsfremde,  äusserste  Eigenschaften ,  die  sonst  als  absolut  bezeichnet 
werden,  nennt  er  ideal  oder  idealistisch  und  giebt  hierfür  eine  Reihe 
von  Beispielen;  auf  den  Unterschied  zwischen  unbegrenzt  gross  und  unend- 
lich wird  näher  eingegangen :  das  unbegrenzt  Grosse  für  vorstellbar  erklärt, 
das  Unendliche  als  nicht  vorstellbar.  Aus  der  Behandlung  der  Frage  nach 
dem  wirklichen  Vorhandensein  ergiebt  sich  das  Resultat:  y,Der  Idealist 
glaubt  an  das  irgendwie  beschaffene  Vorhandensein  unwahrnehmbarer,  un- 
vorstellbarer, durch  unsern  Denkvorgang  erzeugter  Wortabschlüsse  von  Vor- 
stellangsfolgen.  Der  Empirist  verwirft  dergleichen  unvorstellbare  Ab- 
schlüsse und  nimmt  als  vorhanden  oder  Vorhandenem  entsprechend  nur  das 
in  sein  Denken  auf,  was  vorstellbar  ist.** 

VII.  Atomistik   und  Fernkraft   in  Bezug   auf  Absolutes. 
(8.  94—104.) 

Durch  eine  genauere  Beschreibung  und  Feststellung  der  Korpuskeln, 
die  nach  allen  Richtungen  hin  ein  idealistischer  Abschluss  von  Vorstellungs- 
folgen köi-perlicher  Eigenschaften  sind  und  deshalb  einen  absoluten  Cha- 
rakter haben,  wird  ein  natürlicher  Uebergang  gewonnen  zur  idealistischen 
Atomtheorie,  für  die  sich  Verfasser  gegen  die  empiristische  entscheidet.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  die  Fernkräfte  selbst  der  idealistisch- empiristischen 
Kritik  zu  unterziehen:  das  Kernproblem  der  metamechanischen  Forschungs- 
richtung. Verfasser  kommt  zu  dem  Resultat,  dass  die  Femkraft  etwas 
Gegebenes  sei,  was  wir  nicht  auf  einfachere  Vorstellungen  von  irgendwel- 
chen Wirkungen  der  Substanz  zurückführen  können;  der  Träger  der  Fern- 
kraft verliert  an  Interesse,  an  seine  Stelle  tritt  die  Fernkraft  selbst,  die 
eine  immanente  Eigenschaft  der  Materie  ist,  ja  „Fern kraft  und  Ma- 
terie sind  Eins*^ 

VIII.   Ueber  Weltanschauungen.     (S.  105—130.) 

Die  naive  Weltanschauung  lässt  die  Wahrnehmungen  auf  sich  wirken, 
„wie  das  Kind  eine  Theatervorstellung,  das  nicht  darnach  fragt,  was  hinter 
den  Coulissen  vorgeht**.  Diese  Naivetät  wird  zerstört  durch  die  mecha- 
nische Forschung;  schliesslich  gelangt  man  metamechanisch  zu  einem  (Ge- 
sichtspunkte ,  von  dem  aus  alle  früheren  Anschauungsweisen  naiv  erscheinen. 
Verfasser  unterscheidet  das  ewig  Unvorstellbare,  das  physische  Jenseits  oder 
auch  die  extraphänomenale  Welt  (Alles  ausser  uns)  und  die  Wirklichkeit 
(unser  Ich  eingeschlossen).  Das  Absolute  bildet  die  Grenze  unseres  Vor- 
stellens,  ja  es  liefert  den  Beweis,  dass   die  Welt  mit  unserem  Vor* 
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stellen  noch  nicht  zu  Ende  ist.  Doch  es  fehlt  uns  für  das  Wirkliche 
das  Organ  und  wir  haben  daher  keine  Aassichten  auf  ein  Begreifen  des 
Wirklichen:  wir  sind  auf  die  Welt  der  reinen  Wahrnehmungen  und  auf 
die  Welt  der  Vorstellungen  und  Begriffe  beschränkt.  Deshalb  ist  im  Streben 
nach  gelungener  Synthese  das  erreichbare  Ziel  der  Forschung  zu  erblicken, 
niemals  giebt  es  eine  Erkenntnis  der  letzten  Dinge. 

Zum  Schluss  sei  dem  Herausgeber,  Herrn  Guido  Hauck,  der 
gebtthrende  Dank  ausgesprochen ,  dass  er  uns  diese  schöne  erkenntnisstbeo- 
retische  Leistung  seines  allzufrühe  der  Wissenschaft  entrissenen  Freundes 
vermittelt  hat.  ^ 

Sohmalkalden,  den  7.  Mai  1891.  Dr.  H.  Sohottbn. 


Laitfitden  dar  daritellandan  Oaometrie.  Von  Franz  Dickmbtheb,  kgl. 
Reallehrer.  München  1890.  Verlag  der  J.  Lindauer'schen  Buch- 
handlung.   Mit  108  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.   66  S.    8^. 

Elemente  der  daritellenden  Geometrie,  zum  Schulgebrauche  zusammen- 
gestellt Yon  Wbmzbslaus  Pözl  ,  Professor  für  Mathematik  und  dar- 
stellende Geometrie  an  der  k.  Industrieschule  zu  München.  München, 
bei  Theodor  Ackermann,  k.  Hofbuchhftndler.  1890.  116  in  den 
Text  gedruckte  Abbildungen.     107  8.     8^ 

Bisher  war  an  den  bayerischen  Realschulen  der  erste  Band  des  Kl  in* 
gen  fei  d 'sehen  Lehrbuchs  für  darstellende  Geometrie  in  Gebrauch.  Konnte 
einerseits  den  älteren  Auflagen  dieses  Buches  gegenüber,  so  anerkennens- 
werth  es  seiner  Zeit  war,  keinem  Lehrer  der  Wunsch  verdacht  werden, 
den  Stoff  kürzer,  anziehender  und  moderner  behandelt  zu  sehen,  so  bietet 
andererseits  die  verdienstvolle  Neubearbeitung  von  W.  Marx  schon  etwas 
zu  viel  des  Guten  für  den  Zweck  einer  Mittelschule. 

Dieser  Sachlage  dürften  die  beiden  obigen  kurzen  Lehrbücher  ihre 
Entstehung  verdanken.  Sie  schliessen  sich  an  den  bestehenden  Lehrplan 
an  und  reflectiren  auf  Einführung  in  den  Mittelschulen;  ihre  Gestalt  ist 
daher  ziemlich  genau  vorgezeichnet,  und  man  darf  von  ihnen  keine  Neuer- 
ungen erwarten.  In  beiden  ist  die  Bezeichnungsweise  der  Klingen fe Id- 
Mar loschen  nachgebildet,  mit  einigen  motivirbaren  Aenderungen;  in  beiden 
läuft  neben  dem  theoretischen  Theile  ein  völlig  ausreichender  Apparat  von 
200—300  Aufgaben  resp.  Uebungsbeispielen  her,  welche  zum  Theil  gemein- 
samer Quelle  entstammen  (Joachim  Steiner *s  Sammlung  von  Matnritäts- 
Aufgaben  österreichischer  Realschulen). 

Das  Dicknether 'sehe  Lehrbuch  enthält  präcis  den  für  bajerische 
Realschulen  vorgeschriebenen  Lehrstoff  und  behandelt  demgemäss:  Punkte, 
Gerade,  Ebenen,  Dreikante,  Prismen,  Pyramiden  und  reguläre  Polyeder, 
sowie  Schnitte  dieser  Körper  mit  Ebenen   und  Geraden,   dargestellt  durch 
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senkrechte  Projection  in  zwei  zu  einander  senkrechte  Tafeln.  Ohne  abstrus 
zu  wirken,  ist  es  möglichst  knapp  gefasst.  Trotzdem  wird  man  nichts 
Wesentliches  vermissen,  wenn  man  beachtet,  dass,  um  den  theoretischen 
Theil  möglichst  zu  entlasten,  einige  principiell  wichtige  Aufgaben ,  wie 
z.  B.:  Bestimmung  des  kürzesten  Abstandes  zweier  Geraden,  Construction 
einer  Geraden,  die  mit  den  Tafeln  gegebene  Winkel  einachliesst,  mit  an- 
gefügter Besprechung  unter  die  üebungsbeispiele  verwiesen  sind.  Die 
Figuren,  dem  Formate  des  Buches  entsprechend  etwas  klein,  sind  übrigens, 
insbesondere  für  ein  billiges  Schulbuch,  ungemein  exact  und  zierlich  aus- 
geführt. 

Das  PözTsche  Lehrbuch  ist  etwas  breiter  gehalten  als  das  vorige, 
enthftlt  die  ausführliche  Besprechung  einer  grösseren  Anzahl  von  Aufgaben 
und  beschränkt  sich  nicht  ganz  auf  den  in  bayerischen  Realschulen  zu 
erledigenden  Lehrstoff.  Es  werden  über  die  oben  angeführten  Gegenstände 
hinaus  die  gegenseitigen  Durchdringungen  von  convexen  Polyedern  behan- 
delt, ein  paar  Grnndthatsachen  der  Centralprojection  gegeben  und  die  Be- 
griffe collinearer  und  affiner  Figuren  nach  Vorgang  des  Marx*schen  Lehr- 
buches eingeführt;  letzteres  wie  bei  Marx  an  Beispielen,  die  insofern  ein- 
seitig sind,  als  sie  stets  perspectivische  Lage  voraussetzen  und  auch  keine 
Anmerkung  auf  das  Allgemeinere  der  Begriffe  hinweist.  —  Die  Erweiterung 
des  Stoffes  gerade  nach  dieser  Richtung  vorzunehmen ,  entspricht  zweifellos 
dem  herrschenden  Geschmack  in  der  darstellenden  Geometrie.  Ob  es  für 
den  Zweck,  dem  eifrigeren  Schüler  über  den  vorgeschriebenen  Rahmen 
hinaus  einige  nützliche  und  anregende  Anschauungen  mitzugeben ,  nicht  vor- 
theilhafter  wäre,  ohne  jede  Rücksicht  auf  theoretische  Vollständigkeit  Einiges 
über  Kegel,  Cylinder,  Kngel  und  Schraubenlinie  zu  bieten,  könnte  wohl 
discutirt  werden.  Ein  paar  höchst  einfache  Beispiele  aus  dem  angedeuteten 
Gebiet  geometrischer  Gestaltungen  würden  genügen,  den  wichtigen  Begriff 
der  krummen  Fläche  und  Ranmcurve  zu  beleben,  das  ewige  Einerlei  von 
Geraden  und  Ebenen  za  unterbrechen ,  und  eine  richtige  Beurtheilung  einiger 
in  Architektur   und  Technik   stets  wiederkehrender  Formen   zu  vermitteln. 

Dem  Verfasser  eigenthümlich  scheint  der  Ausdruck  „gelehnt"  für 
Gerade,  welche  senkrecht,  und  für  Ebenen,  welche  parallel  zur  Achse  des 
Tafelsystems  laufen.  Wenn  es  in  §  19  heisst:  „Windschiefe  Gerade  haben 
keinen  Punkt  gemeinsam,  also  auch  ihre  Risse  nicht*',  so  ist,  wie  aus  dem 
Zusammenhange  ersichtlich,  das  Richtige  zwar  gemeint,  gewiss  aber  bleibt 
der  höchst  zweideutige  Satz  mit  „also**  besser  ganz  weg.  Die  Bezeichnung: 
zwei  39 erste'*  resp.  „zweite'*  Deckgerade  für  Gerade,  deren  erste  resp. 
zweite(n)  Risse  sich  decken,  scheint  mir  nicht  glücklich  (§  20).  Auch  die 
von  Marx  herübergenommene  Bezeichnung  „räumlich  coliinear*'  für  zwei 
nicht  in  einer  Ebene  liegende,  coUineare  ebene  Figuren  (§  88)  ist  ange- 
sichts des  allgemein  angenommenen  Ausdrucks  „räumliche  Collineation** 
und  „räumlich    collineare  Systeme''  im  Sinne  von   „ Coilineation  von  Räu- 
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men*  und  ,,  collineare  BSnme  *  nicht  empfehlenswerth.  --  Da,  wo  Yon  dem 
speciellen  Falle  der  Parallelitftt  zweier  perspectiTischeii  Ebenen  die  Bede 
ist  9  und  dem  noch  specielleren ,  bei  dem  ausserdem  das  PerspectiYcentnmi 
in  unendliche  Feme  rfickt,  heisst  es:  j,dann  heissen  die  immer  noch  Ter- 
wandten  Figuren  Shnlich'  (§  81),  resp.:  ,|man  nennt  solche  Figuren  con- 
gruent''  (§  82).  In  Anbetracht,  dass  dem  Schüler»  wenn  er  an  diese 
Stelle  kommt,  die  Begriffe  der  Aehnlichkeit  und  Congruenz  iSngst  ans  der 
elementaren  Geometrie  in  anderer  Definition  gelSnfig  sind,  muss  statt  der 
obigen  Fassung  gesetzt  werden:  „dann  sind  die  Figuren  ähnlich,  resp. 
congruent"  und  ist  anzudeuten,  warum. 

Die  Figuren  bei  Pözl  sind  in  einem  etwas  kräftigen,  aber  dem  Auge 
wohlthuenden  Styl  gehalten«  In  dem  Capitel  der  Polyederdnrehdringnngen 
bilden  sie  leider  einen  wunden  Punkt  des  im  Allgemeinen  nicht  schlechten 
Buches.  Dort  sind  sie  in  Bezug  auf  Sichtbarkeit  und  Unsichtbarkeit  mit 
vielen  Fehlern  behaftet,  so  dass  sie  nur  verwirrend  auf  den  Schüler  wirken 
kOnnen.  Wie  ich  hOre,  wird  indess  der  Verleger  durch  Beigabe  einer  cor- 
rigirten  Tafel  dem  üebelstande  abhelfen. 

Zum  Schluss  noch  eine  Bemerkung,  die  auf  beide  besprochene  Lehr- 
bücher gleichmässig  Anwendung  findet:   Bezüglich  der  Coordinatenbestim- 
mung  eines  Punktes  herrscht  in  den  Lehrbüchern  der  Klingenfeld 'sehen 
Richtung  eine  ungerechtfertigte  Vorliebe  für  die  inconcinnen  Bezeichnungen : 
Abscisse,  erste  und  zweite  Ordinate  (s.  z.  B.  Dicknether  S.  5,  Aufg.  10: 
0, ,  0, ,  Abscisse)   und  es   wird   ein  unnOthiger  Gegensatz  zwischen  „  Ordi- 
nate^ und  „Abstand*  statuirt.     Da  man  die  Tafeln  als  erste,  zweite,  dritte 
bezeichnet,  so  wird  man  auch  am  besten  von  einer  ersten,  zweiten,  dritten 
Coordinate  sprechen,  welche  nichts  anderes  ist  als  die  Entfernung  von  der 
ersten,    zweiten,    dritten  Tafel,   versehen    mit   dem  richtigen  Vorzeichen. 
Auch  ist  es  entgegen  dem  Gebrauche  in  der  hier  massgebenden  analytischen 
Geometrie,  den  Begriff  „erste  und   zweite   Ordinate*'   eines  Punktes  a  so 
eng  zu  fassen,  dass  darunter  allein  die  Strecken  a^a  und  o^a  in  den  beiden 
Tafeln   (aj,   Og,  a  bedeuten  die  Projectionen  des  Punktes  a  auf  die  erste 
und  zweite  Tafel   und  die  Achse)  verstanden  werden,  welche  nur  specielle 
Repräsentanten  der  „Oglinaten''  genannten  Bestimmungsstücke  sind.     Sollen 
diese  Strecken   absolut  eine  eigene  Benennung  haben,  was  mir  unnOthig 
erscheint,  so  kann  man  sie  nach  Klingenfeld   als  „Kantenloth  eins  und 
zwei''    oder   ähnlich    bezeichnen.     Auch   gegen   den   Ausdruck   j,Höhe''   im 
Sinne  des  Perpendikels,  das  von  der  Spitze  einer  Pyramide  auf  die  Grund- 
fläche gefällt  wird   (siehe  P($zl  S.  73  unten   |,je  nachdem  die  Höhe  die 
Grundfläche  in  ihrem  Mittelpunkte  trifft  oder  nicht)  muss  protestirt  werden. 
Man  darf  die  weichen  Gehirne  der  Schüler  nicht  an  eine  solche  Zusammen  > 
knetung  glücklich  errungener  allgemeiner  Begriffe  mit  speciellen  Erscheinungs- 
formen derselben  gewöhnen. 

Hebmann  Brunn. 
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Anigewälilte  Abgohnitte  am  einer  lynthetischen  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte von  F.  H.  0.  F18CHBR.  Abhandlaug  zn  dem  Jahresbericht 
der  stftdt.  Realschule  zu  Leipzig  für  das  Schnljahr  Ostern  1889 — 1890. 
Leipzig,  Druck  von  C.  0.  Naumann.  1890.  Programm  Nr.  ÖÖ9« 
35  S.     l  Tafel. 

Zur  Charakterisirung  dieser  Abhandlung  diene  folgende,  dem  Vorwort 
entnommene  Stelle:  „üeber  die  Art  der  Behandlung  des  Gegenstandes 
bemerken  wir,  dass  zunSchst  aus  der  Erklärung  der  Kegelschnitte  der  Satz 
von  Carnot  und  darauf  aus  diesem  die  weiteren  Eigenschaften  der  Linien 
abgeleitet  werden.  Als  bekannt  werden  dabei  die  SStze  über  das  Doppel- 
verhältniss  von  4  Punkten  oder  Strahlen  und  die  Sätze  über  Strahlen- 
involution vorausgesetzt.  In  einer  umfassenden  Darstellung  der  Kegel- 
scbnittlehre ,  aus  der  der  Verfasser  hier  nur  eine  Auswahl  bietet,  werden 
demnächst  diese  Sätze  ebenso  wie  die  oben  angeführten  über  die  Secanten 
und  Tangenten  der  Kegelschnitte  eingehend  behandelt  werden. ** 

Der  erwähnte  Satz  von  Carnot  ist  der  in  folgender  Gleichung  aus- 
gesprochene : 

wo  5|  und  ^2,  ti  und  t^,  ti^  und  u^  resp.  die  Schnittpunkte  der  Seiten  tu^ 
uSf  st  eines  Dreiecks  mit  einem  Kegelschnitte  bezeichnen. 

Man  sieht  schon  aus  diesem  Fundamentaltheorem,  auf  dem  sich  Alles 
aufbaut,  dass  der  Verfasser  eine  synthetische  Geometrie  nicht  im  Sinne 
V.  Standts,  sondern  in  Chasles'scher  Manier  schreibt.  Die  Schlüsse 
stellen  sich  fast  durchweg  im  Gewände  von  Streckengleichungen  dar.  In 
den  vorliegenden  Capiteln,  die  natürlich  keinen  sichern  Schluss  auf  den 
Charakter  des  zu  erwartenden  Ganzen  gestatten,  erscheint  die  Ableitung 
der  Einzelsätze  als  Hauptziel ,  das  Arrangement  der  Beweise  befleissigt  sich 
möglichster  Kürze,  auf  die  Hervorhebung  allgemeiner  Principien  wird  wenig 
Text  verwendet.  Jedenfalls  wird  man  vom  Ganzen  eine  gute  Sammlung 
der  bekannteren  Kegelschnittsätze  erwarten  können,  vielleicht  reichhaltiger, 
als  die  gebräuchlichsten  Lehrbücher  sie  bieten;  auch  manche  weniger 
bekannte  Sätze  sind  eingefügt,  wie  z.  B.  die  an  die  Namen  F regier, 
Faure,  Townsend  sich  knüpfenden  (§§  24,  63,  64,  74);  die  Ver- 
allgemeinerung des  letzten  stammt  wohl  vom  Verfasser  selbst. 

Die  Capitelüberscbriften  lauten:  I.  Kegelschnitt  und  Gerade;  II.  Pol 
und  Polare,  Durchmesser  und  Mittelpunkt;  III.  zugeordnete  Punkte  und 
Gerade;  IV. Durchmesser  und  Achsen;  V.Brennpunkte,  Leitlinien,  zu  einander 
senkrechte  Tangenten;  VI.  Kegelschnitt  und  Kreis  (seil,  in  Verbindung). 

Die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  in  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln 
bleibt  ohne  Einfluss  auf  die  Disposition  des  Stoffes;  es  wird  bei  jedem 
einzelnen  Satze  auf  diese  Formen  specialisirt. 
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PascaTs  und  Brianchon's  Satz,  denen  mau  an  manchen  Stellen  zu 
begegnen  erwartet,  sind  wohl  für  eines  der  noch  nicht  pnblicirten  Capitel 
aufgespart  Der  Sinn  you  Strecken  wird  nicht  durch  plus  und  minus 
unterschieden,  was  doch  empfehlenswerth  wSre.  Infolgedessen  erscheinen 
z.  B.  in  §  21  die  Gleichungen  zweier  „Ergftnzungskegelschnitte"  in  der 
ununterscheidbaren  Form 

Eine  Kleinigkeit,  die  mir  auffiel,  war  femer,  dass  der  Verfasser  die 
Worte  „gleichlaufend^  und  „ gegenlaufend ^  bei  involutorischen  Gebilden 
durchweg  in  einem  der  Anschauung  und  dem  Gebrauche  gerade  entgegen- 
gesetzten Sinne  anwendet. 

Hermamn  Brumn. 

Frinoipien  der  Flächentheorie.  Zweiter  Theil  des  Lehrbuchs  der  analj- 
tischen  Geometrie  von  Dr.  B.  Hoppe,  Professor  der  Mathematik 
und  Philosophie  an  der  Universität  Berlin.  Zweite  vermehrte  Auf- 
lage. Leipzig  1890.  C.  A.  Eoch's  Verlagsbuchhandlung  (J.  Seng- 
busch). 

Die  Principien  der  Flächentheorie  von  B.  Hoppe,  zuerst  1876  voll- 
ständig erschienen ;  schliessen  sich  nun  in  zweiter  Auflage  als  zweiter  Theil 
eines  Lehrbuchs  der  analytischen  Geometrie  an  das  1880  erschienene  Lehr- 
buch der  analytischen  Curventheorie  des  nämlichen  Verfassers  an. 

In  §  2  sind  einige  Transformationsformeln,  in  §  27  und  §  30  eine 
Bemerkung  und  zwei  Sätze  über  Mittelpunktsflächen  hinzugekommen.  Der 
Nachweis  der  Geradenschaaren  auf  Flächen  zweiter  Ordnung  in  §  54  ist  in 
bedeutend  elementarere  Form  gebracht.  Eine  Aenderung  in  §  3,  die  in 
der  Vorrede  behauptet  wird ,  lässt  sich  nicht  ausfindig  machen. 

Ausserdem  ist  nur  noch  das  Inhaltsverzeichniss  neu,  und  wir  können 
also  den  Leser  auf  die  Inhaltsangabe  zurückverweisen,  welche  Band  XXII 
dieser  Zeitschrift  in  der  Recension  der  ersten  Auflage  darbietet.  Doch 
möge  hier  noch  der  eigenthümliche  Gesammtcharakter  der  Schrift,  der  dort 
kaum  angedeutet  ist,  mit  einigen  Worten  kenntlich  gemacht  werden. 

Breite  führt  zur  Deutlichkeit,  Knappheit  zur  üebersicht.  Beide  Vor- 
züge lassen  sich  ohne  Wiederholungen  in  einer  Darstellung  nicht  voUstSndi^ 
vereinigen.  An  den  Autor  eines  Lehrbuches,  der  mit  Bewusstsein  seinen 
Standpunkt  auf  dem  einen  Extrem  nimmt,  .wäre  es  ungerecht,  die  Forder- 
ungen des  andern  Extrems  zu  stellen.  Hoppe's  Flächentheorie  ist  eines 
der  kürzestgefassten ,  zugleich  in  seiner  Ai-t  vortrefflichsten  Lehrbücher.  In 
dem  die  Formeln  verbindenden  Texte  ist  jedes  Wort  prägnant;  die  Haupt- 
begrifife  und  der  Gedankengang  der  Beweisführung  treten  überall  auFs 
Klarste  hervor;  die  Ausführung  der  Nebenrechnungen,  das  Aufsuchen  spe- 
cieller,  erläuternder  Beispiele  und  mancher  Deiailschluss  dagegen  wird  dem 
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Leser  ttberlassen.  Zu  glaaben,  dass  aus  einer  solchen  condensirten  Dar- 
stell ang,  die  der  gereifte  Mathematiker  als  die  kürzeste  nnd  zugleich 
genügende  herausarbeitet,  der  noch  gänzlich  Unbewanderte  völlige  Klarheit 
schöpfen  könne,  hiesse  allerdings  sehr  optimistisch  vom  menschlichen  Geiste 
denken;  aber  Jedem,  der  sich  das  erste  Yerständniss  des  Gegenstandes  aas 
einer  ansfflhrlicheren  Fassung  in  Schrift  oder  Wort  angeeignet  hat,  kann 
das  Hoppe 'sehe  Buch  zur  WeiterfClhrung ,  zur  Orientirung  über  das  Wesent- 
liche, zur  geistigen  Trainirung,  diejdas  Ueberflüssige  wieder  abfallen  lässt, 

aufs  Beste  empfohlen  werden. 

Hbbmann  Brunn. 

Vorlesungen  über  Oeometrie,  unter  besonderer  Benutzung  der  Vorträge 
von  Alfred  Clebsoh  bearbeitet  von  Dr.  Ferdinand  LindemanN; 
ordentlichen  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr.  Zweiten 
Bandes  erster  Theil:  Die  Flächen  erster  und  zweiter  Ordnung  oder 
Classe  und  der  lineare  Complex.  Mit  vielen  Figuren  im  Text. 
Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1891.    VIII  u.  650  8.  g.« 

Anderthalb  Decennien  nach  der  Publication  des  ersten ,  die  ebene  Geo- 
metrie enthaltenden  Bandes,  welcher  in  dieser  Zeitschr.  Bd.  XXII,  hist-lit. 
Abth.  p.  72  vom  Referent  besprochen  worden  ist,  erscheint  der  erste  Theil  des 
zweiten  Bandes  der  Vorlesungen ,  der  Raumgeometrie.  Wenn  diese  Fortsetzung 
kaum  mehr  erhofft  werden  konnte,  so  ist  sie  doch  auch  heute  noch  will- 
kommen, da  das  Werk  seiner  ganzen  Anlage  nach,  die  Wissenschaft  bis 
zum  neuesten  Standpunkte  fortzuführen,  ein  Veraltetsein  des  dargestellten 
Stoffes  ausschliesst.  Im  Gegentheil  ist  zu  erwarten,  dass  um  so  Neueres 
und  dieses  in  um  so  reiferer  Form  geboten  wird. 

Als  Grund  fOr  die  lange  Verzögerung  wird  vom  Bearbeiter  neben  Abhalt- 
ung durch  anderweitige Thätigkeit  angegeben,  dass  demselben  „die  Freude 
an  der  Arbeit  wesentlich  beeinträchtigt  war,  theils  durch 
mehrfach  ungünstige  Urtheile  über  die  Art  nnd  Weise,  wie  er  im 
ersten  Bande  über  den  ursprünglichen  Inhalt  von  Clebsch^s  Vorlesungen 
durch  Bearbeitung  neuerer  Untersuchungen  hinausgegangen  war,  theils 
durch  das  Bewnsstsein,  in  der  Tbat  nicht  immer  das  vorgesteckte  Ziel 
^reicht  zu  haben.  ^Gleichwohl''  — <  fügt  er  hinzu  —  „konnte  kein  Zweifel 
darüber  entstehen,  dass  eine  Fortsetzung  des  Werkes  nur  unter  denselben 
Gesichtspunkten  geschehen  könne,  welche  für  die  Geometrie  der  Ebene 
massgebend  gewesen  waren;  doch  glaubte  er,  den  thatsächlichen  Verbält- 
nissen mehr  als  beim  ersten  Öande  im  Titel  des  Werkes  Rechnung  tragen 
zu  sollen.^ 

Sollte  der' erste  Theil  dieser ^Aeusserung  sich,  wie  es  scheint,  auch 
auf  die  in  dieser  Zeitschrift  erschienene  Recension  beziehen ,  so  würde  hier- 

* 

durch  auf  jene  Besprechung  ein  so  falsches  Licht  geworfen ,  dass  Referent 
nicht  umhin  kann,  darauf  zurückzukommen;  denn  in   derselben   war  der^ 
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allgemeine  Standpunkt  des  Heraasgebers,  der  ein  Bild  der  heutigen  geo- 
metrisch-algebraischen Forschung  unter  einheitlichem  Gesichtspunkt  ge- 
währte, nicht  nur  gebilligt,  sondern  als  der  allein  mögliche  gegenüber  einer 
Herausgabe  Yon  Clebsch'schen  Vorlesungen  eingehendst  nachgewiesen. 
Insoweit  sich  die  Herausgabe  innerhalb  dieses  selbstgewählten  richtigen 
Standpunktes,  auch  weit  hinaus  über  den  ursprünglichen  Inhalt  von  G.'s 
Vorlesungen,  bewegte,  war  derselben  aneingeschränkte  Zustimmung  aus- 
gesprochen worden;  erst  da,  wo  sie  über  diesen  Standpunkt  der  einheit- 
liehen  Bearbeitung  neuer  vorhandener  Untersuchungen  ins  Ungewisse  hinaus« 
schritt  —  in  „bisher  kaum  betretene  Gebiete,  auf  welche  erst  ein  noch 
ungewisses  Licht  geworfen  ist",  also  nicht  durch  Bearbeitung,  sondern 
durch  den  nothwendigerweise  unreifen  Versuch  der  Schaffung  ganz  neuer 
üntersuchungsgebiete,  —  war  eine  grössere  Beschränkung  als  angezeigt 
erwähnt  worden. 

Ein  Blick  auf  den  vorliegenden  Theil  der  Raumgeometrie  zeigt  nun, 
dass  wenigstens  in  diesem  ersten  Theile  die  damals  gewünschten  „erleich- 
ternden Beschränkungen*  in  der  That  angenommen  sind,  ohne  Beeinträch- 
tigung des  allgemeinen  hohen,  übersichtlichen  Standpunktes.  Auch  die  an- 
gemessene Aenderung  des  Titels  entspricht  ganz  der  vom  Becensenten 
damals  vertretenen  Auffassung,  auch  den  ersten  Band  als  ein  Werk  des 
Herrn  Lindemann  zu  beurtheilen. 

Der  Plan  des  ersten  Theiles  des  II.  Bandes  ist,  ein  ziemlich  vollstän- 
diges Bild  von  den  Eigenschaften,  besonders  den  projeotivischen ,  der  FiSchen 
2^®'  Ordnung  und  des  linearen  Complexes  zu  geben.  Verglichen  mit 
der  ebenen  Geometrie,  entspricht  der  Inhalt,  nur  unter  ZufQgung  einer 
eingehenden  geometrischen  Begründung  der  projectivischen  Massgeometrie, 
welche  das  letzte  Drittel  des  Buches  als  3.  Abtheilung  (p.  433 — 637)  füllt, 
lediglich  den  beiden  ersten  der  7  Abtheilnngen  des  I.  Bandes:  er  liegt 
(mit  Ausnahme  des  eine  Zwischenstellung  einnehmenden  Capitels  über  die 
ebene  eindeutige  Abbildung  einer  Fläche  2*^  Ordnung)  ganz  innerhalb 
des  Projectiven,  mit  den  Anwendungen  auf  die  Metrik,  geht  im  Allgemeinen 
nicht  über  die  Gebilde  2**^  Ordnung  hinaus  und  verspart  sogar  auch  hierin 
die  eigentlich  formentheoretischen  Betrachtungen  für  eine  der  späteren  Ab* 
theilungen.  Diesen  ist  also  ein  fast  unabsehbarer  Stoff  vorbehalten.  Der 
Stoff  der  ersten  Abtheilung  über  „Punkt,  Ebene  und  Gerade **  (p.  1  — 130, 
in  8  Capitel  gegliedert)  ist  zum  grösseren  Theile  einer  Clebsch'schen  Vor- 
lesung des  Wintersemesters  1871/72  und  einem  ganz  kurzen  Mannscript 
desselben  entnommen,  ebenso  gegen  die  erste  Hälfte  der  zweiten  Abtheilung 
„die  Flächen  2**'  Ordnung  und  2*«  Classe**  (p.  131-^432,  in  21  Capiteln); 
alles  Uebrige,  gegen  7s  ^^^  Buches,  ist  vom  Bearbeiter  hinzugefügt.  Jene 
von  G leb  seh  übernommenen  Capitel  —  über  Punkt,  Ebene  und  Gerade 
und  die  Erzeugnisse  projectiver  Gebilde,  in  gewöhnlichen  und  homogenen 
Coordinaten;  über  Polarentheorie  der  Flächen  2**'  Ordnung;  die  Beziebun^^en 
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dieser  Flächen  zur  anendlich  fernen  £bene  und  zu  einander,  insbesondere 
die  Theorie  der  confocalen  FlSchen  —  sind  als  die  mehr  elementaren  zu 
bezeichnen;  die  ZufOgnngen  haben  im  Allgemeinen  einen  etwas  weiter- 
gehenden Charakter.  Sie  betreffen  eine  Darstellung  der  v.  Stand  tischen 
Theorie  der  imaginären  Elemente  (p.  104 — 130),  die  in  Bd.  I  nur  erst 
algebraisch,  ohne  geometrisches  Substrat,  eingeführt  waren ;  die  Heranziehung 
der  von  den  Achsen  einer  linearen  Schaar  von  linearen  Complexen  gebil- 
deten Fläche  3*®'  Ordnung;  eine  eingehende  analytische  Unterscheidung 
der  Beziehungen  der  F^  zu  der  unendlich  fernen  Ebene;  eine  Ausfuhrung 
der  gleichzeitigen  Transformation  zweier  F^  auf  die  Normalformen  für  die 
Fälle  der  13  besonderen  gegenseitigen  Lagen,  ausgehend  nicht  von  der 
Weierstrass'schen  Methode,  sondern  von  geometrischen  Betrachtungen. 
Die  ausgedehntesten  Zufügungen  aber  sind: 

1.  Zwei  Capitel  (p.  289—342)  über  die  Theorie  der  Krttmmungs-  und 
geodätischen  Curven  auf  den  F^^  und  zwar  sogleich  unter  Einführung  der 
bekannten  projectiven  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Coordinaten,  also 
für  eine  Schaar  allgemeiner  Flächen  zweiter  Classe;  aber  dieselbe  Verall- 
gemeinerung in  Durchführung  auf  jene  13  speciellen  Fälle,  ja  sogar  auf 
die  Schaaren  von  Kegel-  und  Cylinderflächen. 

2.  Fünf  Capitel  (p.  343—414)  über  die  gleichzeitige  Transformation 
einer  Fläche  2*"  Ordnung  und  eines  linearen  Complexes  in  die  kano- 
nischen Formen,  mit  deren  Anwendungen;  wiederum  von  geometrischen 
Betrachtungen  aus  zu  den  Formelsystemen  aufsteigend.  Diese  Anwendungen 
betreffen  an  sich  wichtige  Probleme: 

a)  die  eigentlichen  linearen  Transformationen  einer  F^  in  sich;  dieselbe 
würde  etwas  durchsichtiger  geworden  sein,  wenn  aus  den  Gleich- 
ungen d)y  4),  5)  von  XVII  2^UjtTjt  =  0  als  einzige  Bedingung 
gefolgert  worden  wäre,  was  zugleich  die  Verificirung  1£) — 14)  von 
3)  überflüssig  gemacht  hätte.  Für  die  uneigentlichen  Transforma- 
tionen der  F^  in  sich ,  welche  die  Erzeugenden  der  beiden  Schaaren 
vertauschen,  wird  eine  directere  Behandlung  angeschlossen; 

h)  die  linearen  Transformationen  des  Raumes,  welche  einen  Kegel- 
schnitt in  sich  überführen  („Bewegungen**); 

c)  diejenigen,  bei  welchen  ein  linearer  Complex  erhalten  bleibt; 

d)  die  allgemeinste  Correlation  des  Raumes  in  sich. 

Zu  bemerken  ist  dabei ,  dass  auch  alle  diese  Probleme  nicht  nur  gene- 
rell, sondern  im  Verfolg  der  speciellsten  Lagen  studirt  werden  (zum  Theil 
an  ein  Mannscript  des  verstorbenen  Fr  ahm  anschliessend).  So  werthvoll 
es  ist,  alle  diese  Gegenstände  zum  ersten  Male  im  Zusammenhange  behan- 
delt und  geometrisch  ausgestaltet  zu  finden ,  so  haben  die  Zufügungen  doch 
nicht  nur  im  Inhalt  —  wie  schon  gesagt  — ,  sondern  auch  in  der  Dar- 
stellungsweise einen  von  den  Clebsch'schen  Vorlesungen  etwas  abweichenden 
Charakter.     Wenn  Clebsch   auch   rasch   in  die  Höhe  zu  allgemeinen  Ge- 
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danken  vorschritt,  denen  die  einzelnen  Probleme  untergeordnet  worden,  so 
▼ergass  er  doch  nie ,  vorher  den  induotiven  Weg  über  einzelne  wenige  Fälle 
hinweg  wirklich  zurückzulegen.  Hier  aber  werden  möglichst  allgemeine 
Methoden  unTcrmittelt  geboten,  so  dass  der  leitende  Gedanke  in  der  ab- 
stracten  Form  nicht  leicht  erfasst  werden  kann.  So  mOchte  zum  richtigen 
Verst&ndniss  der  Transformationscapitel  fast  eine  historische  Eenntniss  der 
vielerlei  Einzelforschungen  erforderlich  sein,  aas  denen  ihr  umfassender 
Plan  hervorgegangen  ist.  Und  während  den  Lesern  von  weit  vorgeschrit» 
tenem  Standpunkte  es  gerade  besonders  lehrreich  sein  wird,  diese  Capitel 
zu  studiren,  bleibt  durch  sie  das  Werk  den  Anfängern  verschlossen. 

Ohne  in  dieser  Besprechung  auf  viele  Einzelheiten  eingehen  zu  wollen, 
sei  doch  erwähnt,  dass  es  erwünscht  gewesen  wäre,  das  Problem,  die  beiden 
Erzeugenden  in  einem  Punkte  der  F^  zu  trennen  (p»  146),  bis  zu  Ende, 
nämlich  bis  zur  Aufstellung  der  ]/H{F)^  durchgeführt  zu  sehen;  und  dass 
es  auch  vielleicht  innerhalb  des  Rahmens  des  Buches  gelegen  hätte,  die 
Hauptachsen  der  ebenen  Schnitte  der  Fläche  zu  behandeln  (wenn  nicht 
etwa  die  Absicht  vorliegen  sollte,  dies  erst  bei  Gelegenheit  des  Normalen - 
Problems  und  Achsencomplezes  invariantentheoretisch  nachzuholen). 

Die  dritte  Abtheilung,  „die  Grundbegriffe  der  projectivischen  und 
metrischen  Geometrie''  in  13  Capiteln,  giebt  in  selbständiger  Bearbeitung, 
wenn  auch  vielfach  an  F.  Klein  anschliessend ,  eine  Grundlegung  unserer 
projectivischen  und  metrischen  Begriffe,  sowie  einige  Anwendungen  der 
Nicht -Euklidischen  Geometrie.  Wer  den  uralten  Kampf  um  die  Herrachaft 
zwischen  Metrischem  und  Projectivischem  verfolgt  und  weiss,  dass  derselbe 
erst  durch  die  v.  Stau  dt 'sehe  Theorie  der  Würfe  und  die  darauf  zu  grün- 
dende Cajley-Kl  ein 'sehe  Nicht -Euklidische  Massgeometrie  zu  Gunsten 
der  Ueberordnung  der  projectivischen  Begriffe  entschieden  worden  ist,  dem 
wird  die  sjflätematische  Zusammenfassung  dieser  principiell  bedeutenden  Be- 
trachtungen in  hohem  Masse  erwünscht  sein.  So  findet  man  hier  zunächst 
(Cap.  I)  den  von  metrischen  Begriffen,  insbesondere  den  die  3  Geo- 
metrien unterscheidenden  Merkmalen,  noch  unabhängigen  Aufbau  der  pro- 
jectiven  Geometrie,  mit  Hilfe  der  Begriffe  Punkt,  Gerade,  Ebene,  4**'  har- 
monischer Punkt;  aus  den  hieraus  abzuleitenden  Doppel  Verhältnissen  die 
projectivische  Definition  der  Coordinaten  (Oap.  II);  sodann  erst  die  Spal- 
tung in  die  3  Geometrien ,  und  zuerst  Behandlung  der  hyperbolischen  Geo- 
metrie der  Ebene  (Cap.  III^,  mit  ihrer  Trigonometrie  (Cap.  IV^  und  Aus- 
dehnung auf  den  Raum  (Cap.  V),  weiterhin  analog  die  elliptische  (Gap.  VI) 
und  die  parabolische  (Euklidische^  Geometrie  (Cap.  VII^.  Aus  dem  Gange 
der  Betrachtungen  ist  bemerkenswerth ,  dass  jeweils  erst  der  Begriff  der 
„Bewegungen'',  succe&sive  zerlegt,  zu  den  verschiedenen  Annahmen  über  das 
Unendlich  -  Ferne  der  Geraden  und  damit  zu  den  entsprechenden  Transfor- 
mationsgruppen (speciellen  Coliineationen)  und  zu  den  übrigen  metrischen 
Begriffen  führt  (wobei  übrigens  in  der  parabolischen  Geometrie  noch  weiter 
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eine  expliciie  Annahme  über  die  Ueberführnng  rechter  Winkel  in  einandei 
und  die  Erhaltung  der  Lage  bei  vollständiger  Umdrehung  nöthig  wird). 
Dies  ist,  wie  in  VI  aasgeführt  wird,  gerade  entgegengesetzt  dem  Gange 
Ton  Biemann  etc.,  von  verschiedenen  metrischen  Annahmen  aus,  wie 
etwa  über  die  Form  des  Linienelements,  zu  den  verschiedenen  Auffassungen 
des  Unendlich  -  Fernen  zu  gelangen.  Aus  den  Resultaten  sei  das  bekannte  an- 
geführt, dass  man  aus  den  Eigenschaften  der  Ebene  allein,  ohne  Hinaustreten  in 
den  Raum,  nicht  zu  entscheiden  vermag,  ob  man  in  einer  Euklidischen  Ebene, 
oder  in  einer  sog.  Grenz fl&che  des  hyperbolisch  gemessenen  Baumes  von 
3  Dimensionen  (einer  F^  dieses  Baumes,  welche  die  absolute  Fläche  A  desselben 
möglichst  eng  berührt,  Kugelfläche  des  Baumes  mit  auf  v^  gelegenem  Mittelpunkt) 
sich  befindet;  und  Analoges  gilt  für  unsern  Euklidischen  Baum  selbst. 

Da  eine  völlige  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Euklidischen 
Postulate  und  Axiome,  insbesondere  was  das  5*®  Postulat  (sog.  W^"^  oder 
Parallelen  -  Axiom)  betrifft,  in  Bezug  auf  Vollständigkeit  und  Nothwendig- 
keit  ihrer  Voraussetzungen  erst  durch  ^den  Aufbau  der  Nicht  -  Euklidischen 
Geometrie  gekommen  ist,  wird  das  nun  folgende  Capitel  VIII,  welches 
die  Euklidischen  Voraussetzungen  eingehend  prüft,  besonders  interessant. 
Das  Besultat  des  Verfassers  ist  eine  völlige  inhaltliche  Uebereinstimmung 
dieser  Voraussetzungen  mit  den  vom  Verfasser  zur  Einführung  der  Metrik 
der  parabolischen  Geometrie  nach  und  nach  gemachten  Aufstellungen.  So 
schliesst  z.  B.  der  Satz:  „dass  zwei  Gerade,  die  mit  einer  dritten  Geradm 
zwei  innere  Winkel  bilden,  deren  Summe  kleiner  als  2  R^  sich  schneiden", 
die  hyperbolische  Geometrie  aus,  und  die  ZufÜgnng  „und  zwar  auf  der 
Seite  der  inneren  Winkel"  auch  die  elliptische  Geometrie  aus;  denn  in  dieser 
zerfällt  die  Ebene  durch  eine  Gerade  überhaupt  nicht  in  zwei  getrennte 
Theile. 

Zu  diesen  begründenden  Capiteln  gesellen  sich  nun  noch  Anwendungen 
der  Vorstellungen  der  elliptischen  Geometrie:  in  Cap.  IX— XI  Discussion 
der  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  in  dieser  Geometrie,  also  auch 
der  endlichen  Gruppen  von  Botationen  um  einen  festen  Punkt  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  wobei  Gelegenheit  genommen  wird,  die  Untersuchungen  von 
Clebsch  über  das  10 -fach  Brianchon'sche  Sechseck  und  die  Zurück- 
führung  der  Gleichungen  ö*®°  Grades  auf  die  elliptischen  Modulfunctionen 
v^iederzugeben ;  in  Cap.  XII  Darstellung  der  allgemeinen  linearen  Trans- 
formationen einer  complexen  Variablen  durch  die  Collineationen  des  Baumes, 
welche  eine  Kugel  in  sich  überführen.  Den  Schluss  des  Werkes  bildet 
(Cap.  XIII),  im  Interesse  der  Systematik,  eine  Darlegung  des  Zusammen- 
hangs der  gewöhnlichen  Argand  Gauss 'sehen  Darstellung  der  complexen 
Variablen  mit  der  v.  S tau d tischen  Interpretation  des  Imaginären,  unter 
Vermittlung  der  imaginären  Kreispunkte,  wobei  die  Constructionen  der 
letzteren  Interpretation  an  vielen  Beispielen  mit  denen  der  gewöhnlichen 
Darstellung  in  Beziehung  gesetzt  werden. 
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Die  historischen  Angaben  sind  ziemlich  reichlich  and  anch  im  All- 
gemeinen richtig.  Die  Note  pag.  190  über  die  Herstellung  von  Carton- 
modellen  der  Flächen  2^*^'  Ordnung  aus  ihren  Ereisschnitten  möchte  den 
Antbeil  von  A.  Brill  gegenüber  He nrici  nicht  vollständig  würdigen;  denn 
das  zur  Zeit  der  Angaben  BrilTs  bekannt  gewesene  eine  Modell  bestand 
nur  aus  Halbkreisen  und  war  deshalb  zur  Vervielfältigung  nicht  geeignet. 

In  den  15  Jahren  seit  Erscheinen  des  I.  Bandes  hat  sich  der  Stand- 
punkt der  geometrischen  Literatur  sichtlich  gehoben:  es  existirt  heute  in 
den  beiden  grossen  Gebieten,  welche  durch  die  linearen  und  durch  die 
rationalen  Transformationsgrnppen  charakterisirt  sind ,  eine  grössere  Einsicht 
in  die  die  Wissenschaft  beherrschenden  Ideen  und  Zusammenhänge  and 
zugleich  ein  stärkeres  Rückgreifen  auf  die  Originalabhandlungen.  Sollte  der 
erste  Band  hierzu  mitgewirkt  haben,  so  wird  von  dem  fertiggestellten 
zweiten  eine  noch  höhere  Wirksamkeit  erwartet  werden  dürfen. 

Erlangen.  M.  Noether. 

ElliptiBche  Fanctionen  and  algebraiiohe  Zahlen.  Akademische  Vorlesungen 
von  H.  Weber.     Braunschweig.    1891. 

Das  in  der  üeberschrift  genannte  Werk  zerfi&llt  in  drei  Theile:  in 
einen  analytischen ,  algebraischen  und  zahlentheoretischen  Theil.  Der  schwer 
wiegende  Unterschied,  welcher  zwischen  ihm  und  allen  bisherigen  Werken 
über  elliptische  Functionen  besteht,  liegt  im  zweiten  und  vor  Allem  im 
dritten  Theile,  von  denen  der  zweite  die  Transformationstheorie  in  einer 
neuen,  bisher  noch  nicht  in  Lehrbüchern  behandelten  Weise  enthält,  während 
der  dritte  ein  völlig  neues,  bisher  nur  in  Einzelarbeiten  behandeltes  Gebiet 
dem  grösseren  Publikum  erschliesst. 

Ausser  in  Theile,  wird  das  Werk  in  16  Abschnitte  und  120  Para- 
graphen eingetheilt.     Die  Bezeichnungsweise  ist  eine  durchgehende. 

Als  Vorarbeiten  für  dasselbe  können  drei  Aufsätze  des  Herrn  Verfas- 
sers angesehen  werden,  die  sich  im  6.  und  11.  Bande  der  Acta  Mathe- 
matica  und  im  33.  Bande  der  Mathematischen  Annalen  finden. 

Die  Art  der  Einführung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wird 
immer  von  der  Individualität  und  dem  Geschmack  des  einzelnen  Autors  ab- 
hängen. Herr  Weber  sieht  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  als  den 
naturgemässesten  und  verständlichsten  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  an ,  aber  in  anderer  Weise ,  als  frühere  Autoren ,  wie 
z.  B.  Herr  Königsberger.  Mit  Hilfe  einfacher  Transformationen  and 
Reductionen  wird  die  Theorie  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  so  weit 
gefördert,  dass  sich  die  Legendre'sche  und  Weierstrass'sche  Normal- 
form des  elliptischen  Differentials  und  die  drei  Gattungen  der  elliptischen 
Integrale  ergeben.  Hieran  knüpft  sich  das  Additionstheorem  für  die  Inte- 
grale erster  Gattung  und  die  Definition  der  drei  elliptischen  Functionen 
sn  u^  cn  u^  dn  u  mit  Hilfe  der  ümkehrung  des  Integrales: 


/ 
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Die  Eigenschaft  der  doppelten  Periodicität  der  drei  elliptischen  Functionen, 
die  aber  nicht  bewiesen ,  sondern  als  thatsächlich  bestehend  angeführfc  wird, 
sieht  Herr  Weber  als  das  Bindeglied  an,  welches  ihn  zu  den  elliptischen 
Functionen  und  damit  zu  dem  zweiten  Abschnitt  überführt. 

Die  Theorie  derselben  wird  anabhängig  von  den  bisherigen  Betrachtungen 
auf  die  Theorie  einer  ganzen  transcendenten  Function  von  u  —  T{u)  —  auf- 
gebaut, die  den  Bedingungsgleichungen  Genüge  leistet: 

T(tt  +  «,)  =  e-»«(«i  P«  •♦•  «i3  +  *») .  T(u) , 

worin  a|,  a^»  ft, ,  h^  constante  d.  h.  von  u  unabhängige  Grössen  sind.  Diese 
Functionen  gehören  zu  den  wichtigsten  der  höheren  Analjsis  und  bilden 
einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  doppelt  periodischen  Functionen  dritter 
Art,  Ihre  Haupteigenschaften  werden  auf  Grund  einiger  Sätze  über  com- 
plexe  Integrale  aufgebaut.  Einfache  Beductionen  führen  zu  der  Theorie 
der  Thetafnnctionen ,  deren  elementare  Eigenschaften  entwickelt  werden. 
Ihr  Modul  wird  durch  &  bezeichnet  Bei  Gelegenheit  der  Productdarstel- 
Inng  der  Thetafunctionen  führt  Herr  Weber  vier  neue  Functionen  von  o>, 
17(0)),  f((o)^  /i(g»)i  fi(^)  Gii^i  d^o  ^^  seinen  späteren  Untersuchungen  sich 
von  grosser  Bedeutung  zeigen. 

Die  soeben  skizzirten  Theorien  bilden  den  Gegenstand  des  zweiten  Ab- 
schnitts. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  die  Transformationstheorie  der  Theta* 
functionen,  die  auf  derjenigen  der  T- Functionen  basirt  wird.  Unter  der 
letzteren  definirt  Herr  Weber  die  Darstellung  der  Functionen  T'  mit  den 
Perioden  co^,  (o\  durch  T- Functionen  mit  den  Perioden  a^  und  o>2,  wenn 
zwischen  den  Perioden  die  bekannten  linearen  Relationen  bestehen.  £s 
folgen  die  Sätze  Über  die  Zusammensetzung  von  Transformationen  und  die 
Anwendung  derselben  auf  die  verschiedenen  bisher  eingeführten  Functionen« 
Ausführlicher  wird  die  lineare  und  die  Transformation  2^®"  Grades  bespro- 
chen. Die  lineare  Transformation  giebt  Aulass  zur  systematischen  Ab- 
leitung der  Weierstrass'schen  <;•  Functionen,  deren  Beziehungen  zu  den 
Thetafunctionen  aufgestellt  werden. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  elliptischen  Functionen. 
Durch  Quotientenbildung  von  Thetafunctionen  ergeben  sich  doppelt  perio- 
dische Functionen.  Durch  Differentiation  gelangt  man  zu  dem  Zusammen- 
hange zwischen  den  doppelt  periodischen  Functionen  und  den  Integralen 
erster  Gattung,  auf  welchen  schon  im  ersten  Abschnitt  hingedeutet  wurde, 
so  dass  jetzt  die  doppelte  Entstehung  der  drei  Functionen  sn  v^  cn  v,  dn  v 
klargelegt  ist 

Htot.-lli.  Abthlff.  d.  ZcitMbr.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXXYII,  1.  3 


34  Historiscli-literariscbe  Abtheilnng. 

Die  einfachsten  Eigenschaften  derselben  können  aus  den  Eigenschaften 
der  Thetafunctionen  unmittelbar  abgeleitet  werden.  Die  lineare  Transfor- 
mation giebt  Anlass  zur  systematischen  Darstellung  der  Weierstrass- 
schen  p  -  Function  und  der  wichtigen  Invariante  i  (©).  Hieran  scbliesst  sich 
die  Betrachtung  der  elliptischen  Transcendenten  2***  und  S'«'  Gattung  nach 
Jaoobi  und  Weierstrass  und  endlich  eine  kurze  Entwickelung  der  ellip- 
tischen Functionen  in  Partialbrüche  und  trigonometrische  Reihen. 

Der  fünfte  Abschnitt  trttgt  die  üeberschrift :    „Die  Modulfunctionen". 

Es  wird  zunächst  ein  äusserst  wichtiges  Problem  gelöst  Bei  den  bis- 
herigen Betrachtungen  waren  die  zu  Grunde  gelegten  Veränderlichen  im 
Wesentlichen  die  Argumente  und  die  Moduln  co  der  Thetafunctionen.  Bei 
dem  ümkehrproblem  der  elliptischen  Integrale  muss  aber  zur  TöUigen 
Durchführung  das  Argument  und  der  Modul  Ä;'  der  elliptischen  Functionen 
als  bekannt  angenommen  worden.  Es  fragt  sich  vor  Allem ^  wie  hieraus  o) 
zu  bestimmen  ist.  Mit  diesem  Problem  hat  sich  schon  Jacobi  in  seiner 
nachgelassenen  Arbeit  beschäftigt,  die  sich  am  Ende  des  ersten  Bandes 
seiner  Werke  findet.  Indessen  blieb  hier  eine  Lücke,  die  erst  später  von 
anderen  Mathematikern,  vor  Allem  Herrn  Weierstrass  ausgefüllt  wurde. 
Herr  Weber  giebt  eine  einfache  Lösung  des  Problems.  Dieselbe  beruht 
auf  der  Lösung  der  Frage,  wann  zwei  Functionen  i  (a>)  und  ^^(a»')  einander 
gleich  sind.  Damit  ist  der  üebergang  zu  der  Definition  und  der  Ent- 
wickelung der  einfachsten  Eigenschaften  der  Modulfunctionen  von  selbst 
gegeben.  Den  Schluss  bilden  einige  wenige  Entwickelungen  der  elliptischen 
Functionen  nach  Potenzen  ihres  Argumentes. 

Der  sechste  Abschnitt  enthält  zwei  Anwendungen  der  vorausgegangenen 
Theorie  auf  die  Bestimmung  der  Oberfläche  des  Ellipsoides  und  auf  die 
Rotation  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt. 

Damit  ist  der  erste  Theil  beendet.  Die  Darstellung  ist  kurz  und 
klar.  An  einigen  principiell  wichtigen  Stellen  würde  mancher  Leser 
eine  etwas   grössere  Ausführlichkeit  dankbar  empfinden.     Ich   meine   etwa 

die  Stelle  pag.  37 ,  wo  für  das  Verhältniss  —  von  vornherein  beschränkende 

Bedingungen  eingeführt  werden,  deren  Bedeutung  nicht  ersichtlich  ist, 
ferner  die  Vorzeichenbestimmung  des  Factors  Ä  auf  Seite  77,  drittens  die 
Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Functionen  auf  Seite  134  etc. 

Der  zweite,  der  algebraische  Theil ,  umfasstdie  Abschnitte  7— 10  inclusive. 

Der  siebente  Abschnitt  bringt  eine  Reihe  von  Hilfssätzen  aus  der  Algebra. 
Unter  Fortlassung  alles  üeberflüssigen  wird  im  Galois 'sehen  Sinne,  aber 
theilweise  anderen  —  Dedekind 'sehen  —  Bezeichnungsweisen  die  Gruppen- 
theorie der  algebraischen  Gleichungen  entwickelt  und  hieran  einige  Sätze 
über  ganze  algebraische  Zahlen  und  ganze  algebraische  Functionen  einer 
Veränderlichen  geknüpft  und  zwar  im  Anschluss  an  Dedekind 's  Darstel- 
lung im    11.  Supplement  der  Dirichlet'schen  Zahlentheorie.     Bei  dieser 
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Gelegenheit  möge  bemerkt  werden,  dass  die  Anschauungen  von  Herrn  De- 
dekind,  wie  Herr  Weber  in  der  Einleitung  bemerkt,  für  die  Darstellung 
der  einzelnen  Theorien  sich  von  mannigfacher  Bedeutung  gezeigt  haben. 

Der  achte  Abschnitt  bringt  zunftchst  eine  kurze  Theorie  der  Multipli- 
cation  der  elliptischen  Functionen ,  wobei  es  dem  Herrn  Verfasser  wesentlich 
darauf  ankommt,  die  Ausdrucksformen  f^r  snnVj  cnnv,  dnnv  in  ihrer 
allgemeinen  Gestalt  zu  erhalten.  In  ähnlicher  Weise  wird  die  Function  p 
behandelt.  Das  umgekehrte  Problem  ist  das  Divisionsproblem ,  welches  zu- 
nächst für  den  Fall  n  =  2  gelöst  wird.  Hier  ergiebt  sich  das  Resultat, 
dass  die  Theilung  durch  2  und  mithin  durch  jede  Potenz  von  2  durch  eine 
Kette  von  Quadratwurzeln  ausgeführt  werden  kann.  Unter  solchen  Um- 
ständen ergiebt  sich  die  Berechtigung,  sich  auf  die  Theilung  durch  ungerade 
Zahlen  zu  beschränken. 

Hier  ergeben  sich  zwei  Probleme.  Das  erste  besteht  in  der  Auflösung 
der  allgemeinen  Theilungsgleichung  vom  Grade  fi*,  die  der  Herr  Verfasser 
in  die  Form  bringt: 

D(x^)sn  t^xAUx?)=0,    x==sn-" 

Es  zeigt  sich  die  algebraische  Auflösbarkeit  dieser  Gleichungen,  wenn  der 
Rationalitätsbereich  in  bestimmter  Weise  gewählt  wird. 

Das  zweite  Problem  wird  kurz  als  Theilung  der  Perioden  bezeichnet 
und  besteht  in  der  Discussion  der  Gleichungen,  denen  die  Grössen: 


Xy^li,'  s=sSW 


n 


Genüge  leisten.  Es  wird  die  Galois'sche  Gruppe  derselben  bestimmt  und 
zwar  unter  Zugrundelegung  zweier  Rationalitätsbereiche.  Der  eine  besteht 
aus  rationalen  Zahlen  und  rationalen  Functionen  von  %',  der  zweite  aus 
denselben  Grössen  und  n^^  Einheitswurzeln.  Hierbei  zeigen  sich  die  so- 
genannten AbePschen  Relationen  von  Bedeutung. 

Die  Theilungsgleichungen  werden  in  eigentliche  und  uneigentliche  ein- 
getheilt.  Erstere  sind  solche,  bei  denen  die  Zahlen  ^^  (i\  n  keinen  gemein» 
samen  Theiler  besitzen ,  während  bei  den  letzteren  diese  Beschränkung  nicht 
besteht.  An  dieser  Stelle  nun  findet  der  Uebergang  zu  den  Transforma- 
tionsgleichungen statt.  Schon  seit  längerer  Zeit  ist  es  bekannt,  dass  die 
Moduln ,  resp.  gewisse  Wurzeln  derselben  und  die  Multiplicatoren ,  die  nach 
einer  Transformation  n^^^  Grades  der  elliptischen  Functionen  sich  ergeben, 
gewissen  algebraischen  Gleichungen  Genüge  leisten,  die  als  Modular-  und 
MultipHcatorgleichungen  bezeichnet  wurden.  Daneben  wurden  auch  weitere 
Gleichungen  betrachtet,  denen  transformirte  Grössen  Genüge  leisten,  die 
durch  Product-  und  Quotientbildung  aus  den  transformirten  Thetafunctionen 
resp.  gewissen  Wurzeln  derselben  entstanden  sind.  Der  Ezistenzbeweis 
aller  dieser  Gleichungen  kann  auf  ein  gemeinsames  Princip  gebracht  werden. 
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Es  zeigt  sich  nttmlich,  dass  die  Warzeln  aller  dieser  Gleichungen  sich  in 
bestimmter  Weise  aus  den  Wnrzeln  der  Theilnngsgleichnngen  zusammen- 
setzen lassen.  Aus  dieser  Zusammensetzung  und  aus  den  Eigenschaften  der 
Theilungsgleichung  folgt  dann  leicht  der  Existenzbeweis. 

In  Folge  dessen  ist  Herr  Weber  berechtigt,  in  der  folgenden  allge- 
meinen Weise  vorzugehen. 

Er  denkt  sich  die  eigentliche  Theilungsgleichung  vorgelegt  und  die 
Wurzeln  in  folgender  Weise  in  Reihen  geordnet.  Man  w&hle  eine  nach 
Belieben  aus: 


und  bilde  die  Reihe  der  Grössen  sn'hSl^^  worin  A  ein  vollständiges  System 
incongruenter  zu  n  theilerfremder  Zahlen  durchlSuft.  Ist  snSt^  eine  in 
dieser  Reihe  nicht  enthaltene  Wurzel,  so  bilde  man  die  zweite  Reihe  snliSi^ 
etc.  Man  erhttlt  auf  diese  Weise  eine  Anzahl  von  Reihen.  Wir  wollen 
dieselbe  durch  v  bezeichnen.  Nun  sei  \  eine  rationale  Function  der  Wur- 
zeln einer  Reihe,  so  lässt  sie  sich  rational  durch  eine  derselben  darstellen, 
üeberdies  möge  £  die  Eigenschaft  besitzen,  unge&ndert  zu  bleiben,  falls 
diese  eine  Wurzel  durch  eine  andere  derselben  Reihe  ersetzt  wird.  Es 
erhält  dann  \  durch  Anwendung  der  Substitutionen  der  Gruppe  v  Werthe 
li)  £sf*£y*  Sind  dieselben  alle  von  einander  verschieden,  so  sind  sie 
Wurzeln  einer  irreductibeln  rationalen  Gleichung  v**°  Grades,  welche  mit 
dem  Namen  einer  Transformationsgleichung  bezeichnet  wird.  Die 
Theorie  der  Theilungsgleichungen  kann  dann  auf  die  Theorie  dieser  Trans- 
formationsgleichnngen  reducirt  werden. 

Als  besondere   Ausdrücke,   welche  als  Wurzeln   von  Transformations - 
gleichungen  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  werden  die  Producte  gewählt: 

h 

wo  q>  eine  beliebige  rationale  Function  ist  und  h  die  Reihe  der  Z^len 
durchläuft  1,  2,  ...  n— 1.  Wenn  dann  q){x)  eine  gerade  Function  ist,  so 
zeigt  es  sich,  dass 

A 

i7(Ä)=  n  (p(snhSl) 

eine  Wurzel  einer  Transformationsgleichung  ist,  die  mit  dem  Namen  einer 
Modulargleichung  bezeichnet  wird.  Wenn  dagegen  tp  eine  ungerade 
Function  ist,  so  ist  11  (Sl)^  und  nur  wenn  n  eine  Quadratzahl  ist,  11  (^)  selbst 
Wurzel  einer  Transformationsgleichung,  die  als  Multiplicatorgleichung 
bezeichnet  wird. 

Die  Aufgabe  der  Transformationsgleichungen  ist  nun  eine  dopp^te. 
Erstens  handelt  es  sich  um  die  Coefficienteneigenschaften  und  die  Con-- 
struction  von  Transformationsgleichungen,    [zweitens    um   die  Anwendung 
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auf  algebraische  Probleme.  Dem  ersten  Problem  ist  Abschnitt  9  ge- 
widmet In  demselben  betrachtet  Herr  Weber  eine  ganze  Reihe  von 
Transformationsgleichnngen ,  bei  denen  vor  Allem  die  im  ersten  Theile  ein- 
geführten Functionen  17(0»),  f{m)y  /*}(<»))   f%{oi)j  )(a)   einie   Bolle  spielen. 

Bei  Gelegenheit  der  Invariantengleichungen,  welchen  die  Functionen  ^( 

Genüge  leisten ^  wird  auf  einen  zweiten  Weg  hingedeutet,  auf  welchem  zu 
Transformationsgleichungen  gelangt  werden  kann  und  zwar  mit  Hilfe  von 
Modulfunctionen.  Aus  dem  reichen  Inhalt  dieser  Untersuchungen ,  in  welchen 
Arbeiten  von  Jouberti  Kiepert,  Klein,  Sohläfli  u.  a.  Verwendung 
finden ,  möge  §  78  besonders  herausgegriffen  werden.  Das  Problem  Trans- 
formationsgleichnngen für  einen  allgemeinen  Werth  von  n  aufzustellen, 
ist  ein  äusserst  schwieriges  und  nur  die  Zukunft  kann  lehren,  wie  weit 
sich  dasselbe  flir  die  eine  oder  die  andere  Art  von' Gleichungen  wird  lösen 
lassen.  Unter  solchen  Umstibiden  hat  man  schon  seit  längerer  Zeit  ver- 
sucht, auf  anderem  Wege  vorwärts  zu  gelangen  und  zwar  durch  Betrach- 
tung der  sogenannten  irrationalen  Modulargleichnngen.  Im  Sinne  von 
Herrn  Weber  sind  das  Gleichungen,  denen  die  Functionen  /*,  f^y  f^  zu 
gleicher  Zeit  Genüge  leisten,  indessen  kann  die  Definition  auch  anders  ge- 
fasst  werden.  Hier  zeigen  sich  theil weise  überraschend  einfache  Resultate, 
und  es  ist  anzunehmen ,  dass  sich  hier  noch  viele  wichtige  Untersuchungen 
ergeben  werden.  Diesen  Gleichungen  ist  der  vorhin  genannte  Paragraph 
gewidmet.  £&  möge  sofort  hier  bemerkt  werden,  dass  dieselben  im  folgen- 
den Theile  auch  zu  der  Berechnung  von  Classeninvarianten  gebraucht  werden. 

Die  zweite  Aufgabe  der  Transformationsgleichungen,  die  im  zehnten 
Abschnitt  behandelt  wird,  ist  rein  algebraischer  Natur.  Hierbei  wird  der 
Grad  als  ungerade  Primzahl  angenommen.  Die  Gruppe  wird  mit  und  ohne 
Adjunction  von  p*®°  Einheits wurzeln  aufgestellt.  Die  Untersuchung  der 
Divisoren  der  Gruppe  führt  zu  der  Erledigung  der  wichtigen  und  viel  behan- 
delten Frage,  wann  eine  Modulargleichung  erniedrigt  werden  kann.  Es 
ergiebt  sich  das  bekannte  Resultat,  dass  eine  Erniedrigung  bis  p  =  11  incl. 
möglich  ist,  darüber  unmöglich.  Der  Fall  |)  =  5  führt  zu  der  Auflösung 
def  Gleichungen  b^"*^  Grades. 

Blicken  wir  auf  die  Untersuchungen  des  ersten  und  zweiten  Theiles 
nochmals  zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  Transformation  in  denselben  die 
Hauptrolle  spielt.  Es  wird  zunächst  das  Transformationsproblem  der  ellip- 
tischen Integrale  behandelt.  Schon  hier  tritt  der  Begriff  der  Modular-  und 
Multiplicatorgleichungen  auf.  Dann  wird  die  Transformationslheorie  der 
T- Functionen  und  aus  ihr  die  der  mannigfachen  von  Herrn  Weber  ein- 
gefCLhrten  Functionen  behandelt,  endlich  werden  die  Transformationsgleich- 
ungen im  Anschluss  an  die  Theilungsgleichungen  in  allgemeiner  Weise  defi- 
nirt  und  untersucht.  Der  Zusammenhang,  der  zwischen  diesen  einzelneu 
Theorien  besteht,  wird  an  verschiedenen  SteUen,  so  pag.  17 ,  118  etc.  etc. 
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angedeutet,  die  ausftLhrliche  Darlegnng  der  Einheit  des  Transformationspro- 
hlems  liegt  dagegen  leider  nicht  im  Rahmen  der  Web  er 'sehen  Betrachtangen. 

Der  letzte,  der  zahlentheoretische  Theil,  hat  die  complexe  Multiplica- 
tion  zum  Gegenstand.     Er  umfasst  die  Abschnitte  11 — 16. 

Schon  Abel  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Moduln  derjenigen 
elliptischen  Functionen,  für  welche  complexe  Mulüplication  stattfindet, 
sämmtlich  durch  Wurzelzeichen  darstellbar  sind.  Ein  Beweis  findet  sich 
nicht  vor.  Erst  im  Jahre  1857  wurde  dieser  Satz  von  Herrn  Kronecker 
nebst  einer  Fülle  weiterer  Eigenschaften  der  Gleichungen  für  die  singnlftren 
Moduln  in  einer  seiner  bedeutendsten  Arbeiten  eingehend  erörtert.  Bei  der 
Schwierigkeit  des  Stoffes  drang  aber  auch  diese  Arbeit  zunächst  nur  in 
kleinere  Kreise,  bis  endlich  vor  wenigen  Jahren  durch  eine  Reihe  von  Ar- 
beiten der  Herren  Pick,  Weber,  Greenhill  u.  A.  der  genannte  Gegen- 
stand weiteren  Kreisen  zugänglich  gemacht  wurde. 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit  und  Schönheit  der  betreffenden  Theorien 
muss  es  Herrn  Weber  zu  besonderem  Verdienste  angerechnet  werden,  dass  er 
es  zum  ersten  Male  unternimmt  ^  dieselben  in  einem  Lehrbuche  zu  verarbeiten. 
Wie  in  der  Theorie  der  Transformationsgleichungen,  so  ist  auch  hier  das 
Fundament y  auf  welchem  Alles  beruht,  von  vornherein  ein  erweitertes. 

Die  Moduln  lo,  für  welche  complexe  Multiplication  stattfindet,  leisten 
einer  quadratischen  ganzzahligen  Gleichung: 

Genüge,  für  welche  B'-^AÄC  negativ  ist  und  umgekehrt  Die  dazu 
gehörenden  Werthe  der  Modulfunctionen  nennt  Herr  Weber  singulare 
Werthe  derselben  und  betrachtet  zunächst  die  singulären  Werthe  der  Inva- 
riante ^(co).  Es  zeigt  sich,  dass  dieselben  ganze  algebraische  Zahlen  sind, 
dass  sie  femer  nicht  nur  zu  einer  quadratischen  Form  mit  negativer  De- 
terminante gehören,  sondern  zu  einer  bestimmten  Formendasse,  die  sie  von 
allen  anderen  Classen  derselben  Determinante  unterscheidet.  Daher  wird 
){m)  als  Classeninvariante  bezeichnet.  Die  Gleichung  von  ^ (cd)  kann 
dann  so  zerlegt  werden,  dass  ^(oo)  einer  ganzzahligen  Gleichung  Genüge 
leistet,  deren  Grad  gleich  der  Classenanzahl  der  entsprechenden  quadratischen 
Formen  ist.     Diese  Gleichungen   werden  als  Classengleichungen  bezeichnet. 

Jede  Classen  Variante  /  (o))  giebt  Anlass  zu  einem  algebraischen  Zahl- 
körper. Jede  primitive  Zahl  desselben  leistet  einer  analogen  Gleichung  von 
demselben  Grade  wie  ^(o))  Genüge.  Durch  dieselbe  kann  danni(ci))  rational 
dargestellt  werden,  unter  solchen  umständen  wird  jede  primitive  Zahl 
des  soeben  definirten  Körpers  als  Classeninvariante  bezeichnet  und 
ebenso  unter  Classengleichung  eine  jede  Gleichung  verstanden,  deren 
Wurzeln  die  verschiedenen  Werthe  einer  Classeninvariante  sind. 

Hiermit  ist  eine  Grundlage  von  grosser  Allgemeinheit  gefunden.  In 
einer  ganzen   Reihe   von  Paragraphen   werden   Classeninvarianten   wirklich 
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berechnet,  wobei  sich  die  Grössen  und  Gleichungen  von  besonderer  Be- 
deutung zeigen,  die  im  l.  und  2.  Theile  aufgestellt  worden  sind.  Dann 
wird  gezeigt,  wie  durch  Adjunction  Ton  Quadratwurzeln  die  Classengleich- 
ung  in  Factoren  zerlegt  werden  kann ,  welche  den  Geschlechtern  der  Formen- 
classen  entsprechen  und  unter  Zuhilfenahme  der  Composition  der  quadra- 
tischen Formen  der  fundamentale  Satz  bewiesen,  dass  die  Classengleichung 
eine  AbeTsche  Gleichung  ist,  also  durch  Wurzelzeichen  aufgelöst  werden 
kann,  üeberdies  wird  die  IrreductibilitSt  derselben  nachgewiesen ,  der  Grad 
des  oben  erwähnten  Körpers  bestimmt  und  die  Gruppe  der  Gleichung  wirklich 
bestimmt. 

Die  Untersuchungen,  die  zu  den  genannten  Besultatei)  führen,  sind 
überdies  mit  einigen  Anwendungen  auf  Probleme  des  zweiten  Theiles  und 
auf  die  bekannten  Kroneck  er 'sehen  Classenzahlrelationen  verweben. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  die  Untersnchung  der  Normen  der 
Classeninvarianten  f{(o)  und  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen  mit 
singulären  Moduln. 

Als  Anhang   wird  ein  Yerzeichniss  von  Classeninvarianten  beigegeben. 

Dresden,  April  1891.  Martin  Krause. 


Johannes  Marens  Marci  a  Grönland,  sein  Leben  und  gelehrtes  Wirken. 
Festvortrag,  gehalten  bei  der  am  31.  Jänner  1891  stattgehabten 
Jahresversammlung  der  königl.  Böhm.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften von  Prof.  Dr.  F.  J.  Studnioka.  Prag  1891.  Verlag  der 
königl.  Böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.    XXXII  Seiten. 

Johannes  Marcus  Marci,  der  seit  seiner  Adelung  1654  den  Bei- 
namen von  Grönland  führte,  ist  1595  geboren  und  1667  gestorben,  nach- 
dem er  seit  einem  Jahre  erblindet  war.  Er  war  Leibarzt  zweier  Kaiser, 
Ferdinand  III.  und  Leopold  I.,  und  Professor  der  Medicin  an  der  Univer- 
sität Prag.  Trug  seine  ärztliche  Thätigkeit  ihm  die  Bewunderung  der  Zeit- 
genossen und  reiche  Schätze  ein,  so  weiss  die  Geschichte  der  Physik  zwei 
bleibende  Verdienste  des  Marci  zu  erzählen.  Im  Jahre  1639  entdeckte  er 
die  Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper,  im  Jahre  1648  die  Dispersion 
des  Lichtes.  Herr  Studniika  erörtert  namentlich  die  erstgenannte  Ent- 
deckung, welche  Huygens  zwar  1653  in  selbständiger  Weise  nachentdeckte, 
aber  dann  Kenntniss  erhielt,  dass  er  in  dem  böhmischen  Gelehrten  einen 
Vorgänger  besass.  Aus  den  Briefen  von  Huygens  geht  hervor,  dass  er 
die  Schrift  „De  proportions  motus^  im  Jahre  1654  gelesen ,  aber  nicht  ganz 

80  gewürdigt  hat,  wie  dieses  Werk  es  verdiente.  ^ 

Cantor. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


PSELLUS    SUB   DIOPHANTE. 

Par 

Paul  Tannery. 


Le  fragment  grec,  publik  ci  apr^s  pour  la  premiöre  fois,  se  tronve: 

1.  A  la  bibliothöqoe  de  TEscorial,  dans  le  manascrit  T— 7i/ — 12, 
f°  73  suiv. ,  soas  le  titre:  'Ano  tfjg  Aiotpaviov  a^i^ftt^iix^g; 

2.  A  Florence,  dans  le  Laurentianus  LVIII,  29,  f"  196  suiv., 
oü  il  est  au  contraire  iiitital6:  IJQoXaiißavdfiEva  vrjg  kut  agt^^irj' 
rixrjv  alyvniiaKflg  (le^oöov  jov    Wikkov. 

Ces  deux  manuscrits,  dont  je  d^signerai  respectivement  les  le9on8  au 
mojen  des  lettres  E  et  F^  8ont  ind^pendants  Tun  de  Tautre.  Ils  pa- 
raissent  provenir  d'un  arcb6type  relativement  fantif  et  difficile  a  lire  en 
certains  passages ;  ils  semblent  ä  peu  prös  du  möme  äge  (vers  le  XI V^  si^cle) 
et  aucun  d^eux  ne  m^rite  uoe  pr6f§rence  marqu^e  sur  Tautre. 

Je  dois  la  copie  du  texte  de  Florence  k  Tobligeance  du  savant  philo- 
logue  H.  Vitelli;  j'ai  pris  moi-mOme  celle  du  manuscrit  de  TEscorial. 

Ce  fragment  forme  le  d6but  d'un  extrait  d'une  lettre  adress^e  ä  Tun 
de  ses  correspondants  par  le  poljgrapbe  byzantin  Michel  Psellus 
(1020 — 1105?),  auquel  on  attribue*  d'ordinaire  un  traitö  De  quatuor 
mathematicis  scientiis,  plusieurs  fois  6dit6  au  XVI*  sidcle.  Dans  la 
suite  de  Vextrait,  se  trouve  une  copie  litt^rale  (avec  les  fautes  grossi^res 
des  manuscrits  du  XVP  siöcle,  Paris ini  (1642  et  2361)  de  divers  pro- 
bldmes  de  st6reom6trie  du  recueil  Heronis  mensurae.**  Psellus  termine 
HB,   lettre  en  refusant  au  contraire  de  renseigner  son  correspondant  sur  les 


"*  Cette  attribution,  mise  en  deute  par  le  premier  ^ditenr.    Arsänius  de  Mo- 

nembasie  (Venise,  1632),  ne  peut  guöres  se  soutenir,  ce  trait^  ^tant  express^mcnt 

dat^^  dans  la  partie  astronomique,  de  Tan  du  monde  6516,  soit  1008  apr^B  J.-C- 

**  Heronis     Alexandrini     Qeometricorum     et    Stereometricornni 

Reliquiae.    Ed.  Hultach,  Berlin,  Weidmann,  1864,  pages  188  et  suiv. 

IIist.-llt.  Abtblg.  d.  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phyi.  XXXYII,  ?.  4 
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absardes  proc6d6s  divinatoires  de  la  lettre  de  Petosiris  a  Neeepso    et   do 
Tlkiv^iöiov  de  Pjthagore.* 

Dans  le  texte  qne  je  pablie,  on  reconnaltra  facilement  les  passages 
litt^ralement  copi^s  ou  iid61ement  transcrits,  quant  au  sens,  des  Arith- 
m6tiqnes  de  Diophante  (Livre  I,  d^f.  1,  2,  3).  J'ai  fait  d^aatre  part 
ressortir,  en  espa^ant  les  caractdres,  certaines  additions  faites  par  Psellus 
et  dont  rimportance  ponr  Thistoire  des  math^matiques  est  consid^rable; 
je  considöre  comme  tr^s  -  probable  que  Psellus  a  emprunte  ces  additions  a  des 
scholies  marginales  de  Fezemplaire  de  Diophante  quUl  avait  toas  les  yeun. 
L'auteur  de  ces  scholies  avait,  de  son  cöt6,  du  utiliser  sur  6crit  sur 
Tarithm^tiqae  (ou  plutöt  la  logistique)  d'Anatolias  d^ Alexandrie ,  leqnel 
vivait  dans  la  seconde  moiti6  da  III«  si^cle  de  notre  dre.^ 

L'ezistence  d^nn  mannscrit  de  Diophante  portant  de  pareilles  scholies 
est  d*ailleurs  prouy^e  par  le  fait  qa'une  annotation  marginale,  d^rivant 
d'une  nomenclature  due  4  Anatolins,  a,  par  suite  d^une  confusion,  pass6  dans 
le  texte  de  Diophante  et  entrain^  une  corraption  que  permet  de  corriger 
sürement  Teztrait  de  Psellus  (voir  les  notes  f  et  1  du  texte). 

rkcttpVQoaxaTr^v  nagiiixcti  igslav  x^  xcero!  xovg  aQi&fiovg  oIkovo^Ig 
%al  1}  xat'  Alyvnxiovg  xtov  agi^(iav'^^  (lid'oöoQf  öl  '^g  oiKovo[iBivai  xa 
Haxa  xtjv  avakvxiKi^v^^  nQoßktffiCixa,  Jbi  6i  ac  7tq>iSxov  jtaxavoijcai  xa  xcSv 
itfiQ  avxoig  agiQ'iAav  ovofAUxa  xcrl  xlva  SvvaiAiv  sxaaxov  xiuxr/xai'  sau 
yag  nag  avxoig ^  tag  öi  KCti'^^  neig  ij/mTv,  pLOvag  xo^'  il]v  ^nacxov  ror 
ovTOOv  Sf  Xiytxai^'  dgi&^og  6€  nag*  avxoig  lötaixsgov  kiysxai  6  fitiöiv  iiiv'^ 
löltoiia  nxriadfiBvogy  l^^v  Sh  iv  i<fvxfp  Ttki^^og  (lovddaav  dogiaxov^^'  %alHxai 
6i  ttvxolg'^  6  agi^fiog  ovxog  xcrl  nkevgd, 

/IvvayLig  8i  iaxiv  oxav  agt^fxog  iq>*eavx6v  nokkankaaiaa&y'  roiJxo  6i 
xakelxat  %al  xsxgdymvog  dgt&iiog'  tl  ovv  VTts&lfit^a  xov  dgi&nov  fiovdÖiow 
ß^  ij  Svvaiiig   ^axat  novddtov  ö, 

Kvßog  öi  iaxtv  oxav  agid'fiog  inl  tijv  dvva^iLv  nokkankaaiaa^ '  oFor 
vno^uifAB^a  xov  dgi^^iov  fAovdSoav  ß'  ty  övvofAtg  avrov  xd  ö  idv  l;rl  xi]v 
nkivgdv  xd  ß  nokkankaoiaß^yj  ytvi^Cixat  6  tj  dgi&iidg''\  og  di}  Kvßog  ißxL 

dvvafiodvvaiiig  8i  iaxiv  oxav  rj  övvafiig  iq>*  iavxfjv  Ttokkajckacttto^ij' 
olov  »J  ö  i(p*  iavrifv')  xal  ylvBxai  6^^   ig, 

JvvaiAOKvßog  öi  iaxiv^^  oxav  tj  övvanig  in\  Kvßov  TtoXlankaaiaady' 
äßntg   o   ö  inl   xov  ti   xal    yivBxai    kß' %a\   nakslxat  akoyog^  ngaxog 

*  Voir  ma  Notice  sur  des  fragments  d'onomatomancie  arith- 
m^tique  (Not.  et  Extr.  des  mss.  XXXI,,  1885). 

**  Je  consid^re  comme  an  mSme  personnage  le  maitre  de  lambliqac  et  l'^v^que  de 
Laodicde;  voirmon  ouvragetLa  Gäom.  grecqae  etc.  (Paris, Gauthier- Villars  1887). 

a)  xor'  alyvnxiovg  xmv  dgid'fifSv  F  alyvnxtaxrj  E  h)  dvdkvatv  F  c)  xol  F 
faxi  E  d)  cf  Euclide,  VII  def.  1.  F  ^crit  Fxaör«  et  omet  iy  •  J&  omet  rwy  oft©» 
e)  filv  om.  F  f)  Mot  du  texte  de  Diophante,  auquel  est  snbstitud  dans  les  ma- 
nuscrita  de  cet  auteur  celui  d'äloyog  (von  Note  l)  g)  avxog  E  h)  dgt^fibg  om  E 
t)  i9'(avant  iavx^v)  om.  F    j)  6  om  F     k)  ioxtv  om.  E     l)  F  &  en  niarge  le  glos- 
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{ovTB  yaQ  ttTQayi»v6g  iötiv  ovte  Kvßog)  xai  agi^fiog  Tcifinrog'  ngd- 
TOff*  yciQ  cfnkovg^^  aQi^fiog  '  ösvtbqoq  övvccfiLig'  zgltog  Kvßog' 
ritagtog  övvaiAOÖvvafug'  xal  nifinrog  ovxog  6  dvvafioxvßog. 

KvßoKvßog  öi  iaxiv  otav  xvßog  i<p*  iavrov  TcolXanXaaiaadBig  agi^fiov 
noifjity. 

*'A\oyog  dl  dzvxtQog  agi^fiog  iariv  oxciv  äyvctfiig  ini  Skoyov 
nQiüxov  noXXunXaCittad'r^'  xifg  yag  Swansag  ovötig  ^ovddav  8^  mg 
sl^gritatj  xov  dh  TtQoixov  aXoyov  novaöcov  Xßy  x6  iSti  avxav  ?(sxai  (loviöcDV 
Qxrjy  oTiSQ  xaXshcti  SXoyog  ösvxtQog'  KuXelxai  6i  o")  avxog  xal  ägidfiog 
eßöoiiog, 

TtxQanXfi  8h  ivvafilg  iaxiv  oxav  ivvaiiig  ini  Kvßdxvßov 
TtoXXanXaCtoca^ri. 

Kvßog  6h  i'^eXixxog  iaxtv  oxav  dvvamg  ini  SXoyov  dev- 
xtQov  TCoXXanXaoiaa^^, 

TcSv  8h  xoiovxmv  apt^ftcov^'  xori  xa  ofioSvvfia  fiigia  o(ioloiig  xovxotg 
KXri^^asxai.' xov  fihv  agid'iiov  agidnocxoV xijg  8h  8vvaii£ag  8vvafioCx6v*xov 
8i  Kvßov  xvßoaxov'x^g  8h  8vvafio8vvafii(og  8vva(io8vva(io0xov* xov  8h  8vva(iO' 
Kvßov  8vvaiAOKvßoGi6v '  XOV  8h  xvßoKvßov  %vßoxvßo0xdv, 

Iligl  8h  xijg  alyvnxtayiijg  ^e&o8ov  xavxr^g  ^loqxivxog  fihv  8iiXaßiv  a^gi- 
ße6T(govy  6  8h  Xoyiaaxaxog  AvaxoXiog  xa  cvviKxiKoixaxa  (ligri  x'^g  xax 
IksIvov  iniaxrifjLrig  dnoXi^dpLtvogj  exigotg  Aiotpavxov^^  avvoitxMatxaxa*)  ngoC" 
tq>avfiat'%a\  n  xig  xdg  ivxiv^sv  fiE&68ovg  d8tlri^  xd  ngoßaXXdfiiva  ivloig  iv 
xotg  i^fjtlxgoig  iniyga^yLaaiv  agi^[irixixd  ngoßX'qfiaxa  aaq>iaxaxa  8iaXv6He' 
xa  filv  yag  xovxcdv  8iaXvixai  8ia  xov8s  xov  ^saagfjfAaxog  xijg  aiyvnxtaxfjg 
dvaXvcemgj  xd  8h  81  iiigoV  8h  ydg  xov  ngoßeßXtjfiivov  dgidfiov  8iBXeiv  rj 
iv  initgtxo)  Xoym  rj  iv  iTtixBxdgxo)  rj  iv  ivigto  xoiovxto'  aal  and  xtjg  xoiavxtig 
Statgiaemg  svcvvonxov  x6  ngoßsßXrniivov  ysvi^asxai.  Kai  xavxa  (ihv  ini 
xocovxov  6oi'K 

Je  crois  inutile  de  donner  une  traduction  de  ce  texte  trds-facile  ä 
comprendre.  Je  me  bornerai  donc  4  quelques  remarques  sur  les  points 
essentiels. 

1.  Les  expressions  i/  nax  Atyvnxlovg  fxi&o8ogy  17  alyvnxiaxi/i  dvdXvCig^ 
appliqu^es  k  ce  que  nons  appelons  la  m^thode  alg^brique  de  Diopbante, 
souliveut  an  probldme  d'autant  plus  grave  qu'on  ne  peüt  guöres  les  croire 
forgees  par  Psellus. 


s^me  dvalriog.  m)  Fsl  ngtSxov  ei  ensuite  Sivngov,  xgirov,  xiragxov,  niftnvov  (xal 
ätant  omis).  J^  a  de  m^me  xgixov  et  xixagxov  n)  anlag  EF  0)  o  om.  E  p)  xov 
81  xoiovvov  Fy  zAv  81  *axa  x(ov  E  q)  htsga  ^lotpdvtcß  EF,  comme  si  Anatolius 
avait  d^di^  son  onvrage  k  an  second  Diopbante,  sens  que  je  crois  peu  admissible; 
mais  on  pourrait  peut  Stre  conserver  dtotpavTco^  en  faiaant  rägir  ce  mot  par  ngdg, 
qui  marquerait  une  addition  (ä  Diopbante)  r)  ^vvtHtinoixatm  E  (comme  si  ia 
ligne  pr^cädente      a)  001  om.  E. 

4« 


44  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Dans  la  scholie  math6matdqae  sar  le  Charmide  de  Piaion,  que  je 
crois  empruDt^e  ä  Anatolius*,  on  lit  sur  la  logistiqae:  fii^ij  6e  ctvTtjg 
al  ^Ekkrivtaai  xal  jilyvnxianta  xoAovfASVtf»  ^i&oSoi  iv  noXkaTcXaCiaoftrOig  xcrl 
fA€Qi6(ii,olg  x.T.c.  Mais  il  semblerait  qu'il  s*agit  U  de  tont  aiitre  chose,  c^est- 
a-dire  de  diff^rents  proc^d^s  de  calcul  pour  les  Operations  ^l^mentaires. 

Faut-il,  d'aprds  le  fragment  de  Psellus,  entendre  que  la  m^thode 
^gyptienne  pour  les  multiplications  et  divisions  de  la  scholie 
du  Charmide  consiste  essentiellement  dans  la  disiinction  et  la  nomenclature 
des  diverses  puissances  successives  de  Tinconnue  et  de  leurs  inverses,  et  dans 
les  relations  qui  subsistent  entre  elles  pour  leurs  produits  et  leurs  quo- 
tients?  Mais  on  peut  opposer  ä  cette  bjpothdse  le  grave  t^moignage 
d'un  auteur  certainement  ant^rieur  a  Anatolius  et  tr^s  probablement  a  Dio- 
phante.  Les  Philosophumena**  attribuent  en  effet  a  Pjthagore  la 
s6rie  des  sept  degr^s  de  Tunitö  au  cubocube  (sixiöme  puissance),  c*est  a 
dire  la  seule  s^rie  que  reconnaisse  Diophante. 

Je  suis  donc  port6  a  croire  que  le  commentateur  de  Diophante  qui  aura 
compil6  Anatolius,  a  fait  quelque  coufusion  sur  le  sens  dans  leqnel  ce 
dernier  a  pu  emplojer  Texpression  de  m6tbode  6gjptienne. 

2.  Quoiqu*il  en  soit  k  cet  6gard,  le  fragment  de  Psellus  nous  prouve 
clairement  que  la  s6rie  des  sept  degr6s  de  Pythagore  et  de  Diophante  avait 
6t6  prolong^e  jusqu'ä  diz  par  Anatolius  et  que  celui-ci  avait  soit  pro- 
pos6  soit  an  moins  mentionn6  une  nomenclature  dififörant  essentiellement, 
sur  certains  points,  de  la  seule  que  nous  connaissions  d'apr^s  Diophante. 

Cette  nomenclature,  incompl^tement  rapport6e  par  Psellus,  est  la  sai- 
vante: 

Anatolius.  Diophante. 

0  Movctg.  lAOvdg, 

1  ngmxog    agi^iiog  —  aQi9(iog  (anXovg)    —  nkivQa,  —  ctQ^^fiog. 

2  devxsQog  agi^fiog  —  xsx^ceYmvog'Svvafiig,  övvafiig. 

3  xQixog     agid-iiog    — nvßog.  Kvßog, 

4  xixaQiog  agid'fiog ,  —  övvaiAOÖvvafiig ,  dvvafioövvaftig 

5  ni^iTtxog  dgt&fiog  —  akoyog  ngdSxog.  övva^iOHvßog 

6  ?xT09  oQid'fiog .      —  ?  Kvßonvßog . 

7  ?ßdoiiog  dQid'^iog. —  akoyog  öevxtgog 

8  {oydoog  dgi^^idg)  — xsxQankij  övvamg, 

9  (ßvvaxog  aQi^iAog)  —  Kvßog  i^ekiKxdg . 

Cette  nouvelle  nomenclature  est  d'ailleurs  elle-möme  double;  sous  une 
forme,  eile  exprime  aussi  nettement  que  possible  la  notion  des  pnissaace» 
successives,  class6es  d'aprds  leur  degre.  II  eüt  suffi  de  traduire  cette  notion 
par  un  Symbole  appropri6  pour  obtenir  la  notation  exponentielle. 


*  Voir  ma  Geometrie  Grecque,  p.  4,  8. 
♦*  Doxographi  Greeci  äd.  Diele,  p.  557,  4. 
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Sous  la  seconde  forme,  la  nomenclature  d'Anatolius  a  une  singuliöre 
relation  avec  celle  des  alg^bristes  italieDS  de  la  renaissance  qui  d^nommaient 
les  puissances  d'aprös  la  composition  en  facteurs  de  lears  exposants  (et 
non,  comme  Diophante^  d'aprds  la  composition  additive  de  ces  exposants). 
Le  rapprochemeut  sMmpose  particuli^rement  pour  la  d6nomination  des 
puissances  ä  exposant  premier;  Skoyog  7üQ(aTog  =  r%lB,io  primo;  Skoyog 
d£i;rf^o^  =  relato  secondo.  II  y  aarait  6Yidement  h  rechercher  si  entre 
ces  denx  nomenclatures ,  il  n'j  a  pas  en  un  interm6diaire  arabe,  encore 
inconnu. 

3.  II  semble  ressortir  inelnctablement,  tant  du  t^moignage  du  scho- 
liaste  copi6  par  Psellus,  que  de  la  diff<§rence  des  nomenclatures  dont  nous 
yenons  de  parier,  que  Diopbante  a  compos^  son  ouvrage  avant  qu'Anato- 
lius  ait  r6dig6  le  sien.  Le  fait  a  son  importance,  puisque  Tepoque  d^ 
Diophante  n'est  d6termin6e  par  des  preuves  süffisantes  qu'entre  Hypsiclds 
(IP  sidcle  avant  notre  ere)  et  Th6on  d*Alexandrie  (IV*  siicle  de  notre  dre). 

J'estime  d'ailleurs  que  si  Diophante  avait  v6cu  assez  longtemps  avant 
Anatolius  pour  que  sa  r^putation  ait  6t6  assise  comme  eile  T^tait  par 
exemple  dds  le  temps  de  Th6on  d'Alexandrie  et  d'Hjpatia,  les  fragments 
sur  la  logistique  que  nous  poss^dons  de  r6v6que  de  Laodic^e  «t  oü  il  est 
fait  mention  de  probl^mes  du  genre  de  ceux  que  traitent  les  Arith- 
m^tiques,  contiendraient  une  allusion  plus  nette  a  cet  ouvrage.  Je 
considdrerais  donc  Diopbante  comme  k  peu  prt^s  contemporain  d' Anatolius, 
mais  tandis  qu'avant  de  decouvrir  le  fragment  de  Psellus,  je  Taurais  plutöt 
regard6  comme  post^rieur,  je  dois  aujourd*hui  affirmer  son  anteriorit^. 

4.  La  fin  du  fragment,  dans  laquelle  Psellus  explique,  comme  il  la 
con9oit,  Tusage  que  Ten  peut  faire  de  la  m6thode  de  Diophante,  semble 
devoir  ^tre  laiss^e  k  son  compte  et  non  attribu^e  au  scholiaste,  comme  ce 
qui  pr^c^de.  II  ne  s*M^ve  pas  de  fait  au  delä  du  probldme  1 , 2.  Nous 
savons  que  Leonard  de  Pise  a  trouv6  k  Constantinople  au  moins  un  arith- 
meticien  qui  gardait  encore  la  tradition  des  probldmes  d'analjse  ind^ter- 
minee.  L'ignorance  dont  fait  preuve  Psellus  n'6tait  donc  pas  g6n6rale 
parmi  ses  contemporains,  quoique  le  mauvais  6tat  du  texte  de  Diophante 
et  le  fait  que  les  manuscrit«  actuels  d6rivent  tous  d'un  möme  exemplaire 
du  VIIl*  ou  IX*  sidcle  tres-fautif,  prouvent  assez  que  cet  auteur  6tait  ab* 
solument  n6glig6  chez  les  Byzantins. 

£n  r^snm^,  le  fragment  que  j*ai  pnbli6  ci  dessus  me  paralt  soulever 
des  probl^mes  historiques  nouveaux  sur  lesquels  j*ai  indiqu6  mon  opinion, 
mais  qne  je  ne  pr^tends  nuellement  avoir  r^solus  d6finitivement.  Je  serais 
heureux  que  leur  discussion  apport&t  quelqne  nouvelle  lumiöre,  dont  je 
pourrais  profiter  pour  l'^dition  de  Diophante  que  je  pr6pare  et  dont,  {e 
Tesp^re,  Tapparition  ne  sera  d6sormais  plus  retard6e. 


Zur  Erinnerung  an  Paul  Günther. 

Von 
A.    GüTZMEB. 


In  der  schönsten  und  hofifhungsvoUsten  geistigen  Entwicklang  begriffen^ 
noch  bis  zum  letzten  Tage  mit  mathematischen  Problemen  beschäftigt,  ist 
Panl  Günther  am  27.  September  1891  zu  Berlin  einem  langen ,  schweren 
Leiden  erlegen.  Wiewohl  ihm  nur  eine  sehr  kurze  Frist  zum  Forschen 
und  Wirken  bestimmt  war,  hat  er  doch  eine  Reihe  wichtiger  und  schwie- 
riger Untersuchungen  unternommen,  die  auch  Denen,  welche  ihn  nicht 
persönlich  kannten,  zu  erkennen  geben,  was  die  Wissenschaft  noch  yon 
dem  Talent  und  dem  analytischen  Geschick  des  Dahingeschiedenen  zu  er- 
warten hatte.  Der  Erinnerung  an  den  uns  allzu  früh  Entrissenen  und  an 
seine  Arbeiten  seien  die  folgenden,  von  Freundeshand  verfassten  Zeilen 
gewidmet. 

Paul  GtLnther  wurde  am  2.  April  1867  zu  Bernburg  als  der  jüngste 
Sohn    des    Gjmnasialdirectors    Prof.    Dr.   Friedrich   Günther   geboren    und 
empfing   seine  Schulbildung   auf   dem    vom  Vater    geleiteten  Gymnasium. 
Nach  dem  im  Jahre  1875  erfolgten  Tode  des  Vaters  überwachte  die  Mutter 
mit  grösster  Sorgfalt  die  Erziehung  des  etwas  schwächlichen  Knaben.    Der 
Letztere   machte   geistig   so   schnelle  Fortschritte,   dass  er  bereits   Ostern 
1884  die  Reifeprüfung  aufs  Glänzendste  bestand.    Schon  als  Schüler  hatte 
er    sich    eigenen    mathematischen,    meteorologischen    und    astronomischen 
Studien  hingegeben,   und   zwar  in  durchaus  eiaoter  und  wissenschaftlicher 
Weise.     Als   er  zu   Ostern  1884  die  Berliner  Universität  bezog,  um  sich 
dem  Studium  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  zu  widmen ,  war  er 
mit  der  Algebra  und   der  Lehre  von  den  Determinanten  bereits  in  hohem 
Masse  vertraut,   so   dass  er  in  seinem  zweiten  Semester  der  Kronecker* 
sehen  Vorlesung  über  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  mit  Ver- 
ständniss    und    Erfolg    zu    folgen  vermochte.     Neben    einer   sehr    grossen 
Zahl    mathematischer   Vorlesungen   hörte   er    astronomische,    physikalische 
meteorologische,  naturwissenschaftliche  und  philosophische  Collegien,  überall 
seinen    ausdauernden  Fleiss,    seine   schnelle    und    scharfe  Auffassungsgabe 
beweisend. 

Mit  der  ausgesprochen  wissenschaftlichen  Begabung  waren  bei  Günther 
die  schönsten  menschlichen  Tugenden  vereinigt;  liebenswürdig,  gesellig-  und 
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heiter,  dabei  bescheiden  und  im  höchsten  Masse  rücksichtsvoll,  war  er 
trotz  seiner  Jugend  eine  in  sieh  abgeschlossene  Persönlichkeit ^  die,  frei  von 
allem  Streberthum,  in  der  wissenschaftlichen  Arbeit  ihre  innere  Befriedig- 
ung fand. 

Auf  die  mathematische  Ausbildung  Paul  Gttnther's  hatten,  ausser  den 
Vorlesungen  von  Fuchs,  Eronecker  und  Weierstrass,  namentlich 
seine  persönlichen  Beziehungen  zu  den  Herren  Fuchs  und  Hamburger 
einen  nachhaltigen  Einfluss.  Die  Fortschritte,  welche  Günther  machte, 
waren  sichtbare;  er  reifte  geistig  ausserordentlich  schnell,  —  um  so  be- 
klagenswerther  ist  sein  frühes  Ende. 

Paul  Günther  hat  im  Ganzen  sieben  Arbeiten  druckfertig  hergestellt, 
von  denen  fünf  bereits  veröffentlicht  sind,  während  sich  die  beiden  andern 
bei  der  Bedaction  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik 
befinden.  Die  in  diesen  Arbeiten  niedergelegten  Untersuchungen,  welche 
theils  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  theils  dem  Gebiete 
der  elliptischen  Functionen  und  theils  der  allgemeinen  Functionentheorie 
angehören,  mögen  im  Folgenden  kurz  charakterisirt  werden;  sie  zeigen  den 
Verfasser  in  verschiedenen  Gebieten  der  höheren  Mathematik  gleich  wohl 
bewandert  und  gleich  glücklich  in  seinen  Forschungen. 

In  seiner  Dissertation,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Bd.  105,  auf  Grund  deren  er  nach  einer  mit  dem  Prädicate 
I, summa  cum  laude^  bestandenen  Prüfung  am  15.  März  1889  die  philo- 
sophische Doctorwürde  erlangte,  beschäftigt  sich  Günther,  im  Anschluss 
an  eine  Arbeit  des  Herrn  Hamburger  (a.  a.  0.,  Bd.  103),  mit  linearen 
Differentialgleichungen,  deren  Integrale  nur  einen  singulären  Punkt  im 
Endlichen  besitzen  und  sich  im  Unendlichen  regulär  verhalten;  und  zwar 
handelt  es  sich  dabei  um  die  Existenzbedingungen  und  die  Darstellung  der 
diesen  Differentialgleichungen  genügenden  Normalintegrale.  Bekanntlich 
kommt  es  dabei  auf  die  Bestimmung  des  sogenannten  determinirenden 
Factors  und  eines  gewissen  Exponenten  Ä  an.  Herr  Hamburger  hatte 
sich  bei  dem  genannten  Problem  darauf  beschränkt,  dass  die  algebraische 
Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  des  höchsten  Coefficienten  der  im  Ex- 
ponenten des  determinirenden  Factors  auftretenden  ganzen  Function  dient, 
nur  einfache  Wurzeln  besitzt.  Hier  setzt  Günther's  Arbeit  ein.  Mit  Hilfe 
eines  wohlbestimmten  Bechnnngsverfahrens ,  das  in  allen  Fällen  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  erledigt  er  den  Fall 
gleicher  Wurzeln  vollkommen.  Dabei  erwies  es  sich  als  nothwendig,  dass 
man  sich  nicht  auf  den  grösstmöglichen  Werth  des  Grades  des  Exponenten 
des  determinirenden  Factors  beschränkt ,  sondern  gleich  allgemein  die  Fälle 
in  Betracht  zieht,  in  denen  der  Grad  dieses  Exponenten  alle  möglichen 
Werthe  annimmt.  Ist  der  determinirende  Factor  ermittelt,  so  handelt  es 
sich  noch  um  die  Bestimmung  einer  Potenzreihe ;  hierzu  muss  der  erwähnte 
Exponent  Ä  vermittelst  einer  gewissen,    von  Herrn  Hamburger  ange- 
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gebenen  algebraischen  Gleichung  bestimmt  werden.  Es  ist  nnn  ein  sehr 
bemerkenswerthes  Resultat  der  Dissertation  Gttnther's,  dass  er  die  beiden 
bisher  erforderlichen  algebraischen  Gleichungen  durch  eine  einzige  ersetzt 
welche  sowohl  den  determinirenden  Factor,  als  auch  den  Exponenten  Ä  liefert. 

Die  beiden  nächsten  Publicationen  ^  auf  Grund  deren  sich  Paul  Günther 
im  Sommer  1890  an  der  Universität  Berlin  habilitirte,  behandeln  die  Be- 
stimmung der  Fundamentalgleichungen  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen. Die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichang, 
welche  im  Falle  irregulärer  Integrale  bekanntlich  die  Ermittlung  transcen- 
denter  Xjf rossen  erfordert,  war  von  Herrn  Hamburger  auf  die  Berech- 
nung gewisser  anderer  Grössen  zurückgeführt  worden.  Für  diese  Grössen,  und 
somit  für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung,  gelingt  es  Günther 
in  der  ersten  der  in  Rede  stehenden  Arbeiten  (Journal  für  Mathematik. 
Bd.  106)  explicite  Ausdrücke  durch  die  Coefficieuten  der  Differentialgleich- 
ung zu  finden  mittels  der  merkwürdigen,  von  Herrn  Fuchs  angegebenen 
Darstellung  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  durch  iterirte 
Integrationen  (Annali  di  Matematica  1870,  Bd.  IV).  In  der  zweiten  dieser 
Arbeiten  (a.  a.  0.,  Bd.  107)  behandelt  Günther  dieselbe  Aufgabe  auf  Grund- 
lage derselben  Darstellungs weise  der  Integrale  nach  einer  zweiten  Methode, 
die  zugleich  wichtige  Nebenresultate  liefert. 

Wie  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen^  so  hatte  Paul  Günther 
auch  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  eindringende  Studien  gemacht; 
dies  bekunden  seine  nächsten  beiden  Schriften  (a.  a.  0.,  Bd.  108  und   109), 
zu    deren    Abfassung    er    durch    eine    kleine    Controverse    zwischen    den 
Herren   Humbert  und   Otto   Schlesinger  veranlasst  wurde.      Günther 
beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  wie  man  auf  rein  algebraischem  Wege  ent- 
scheiden kann,   ob   die  zwischen   zwei   eindeutigen   elliptischen   Functionen 
mit  denselben   Perioden   bestehende  algebraische   Gleichung  vom   Range  0 
oder  1  ist,   und   zwar  vor  der  wirklichen  Herstellung  derselben,   und  wie 
man ,  falls  der  Rang  gleich  0  ist ,  ohne  Kenntniss  der  algebraischen  Gleich- 
ung auf  rein  algebraischem  Wege  eine  dritte  eindeutige  doppelt -periodische 
Function    aufstellen    kann,    durch    welche   sich  die  beiden  ursprünglichen 
rational    ausdrücken.      Die    Untersuchung    wird    auf   zwei   Wegen    durch- 
geführt,* von  denen  der  in  der  zweiten  Arbeit  befolgte  zugleich  die  zwischen 
den  doppelt -periodischen  Functionen  bestehende  algebraische  Gleichung  ohne 
fremden  Theiler  liefert. 

Von  den  beiden  noch  nicht  veröffentlichten  Arbeiten  Paul  Günthers, 
die  sich  bei  der  Bedaction  des  Journals  für  Mathematik  befinden,  sei  — 
um  der  Veröffentlichung  derselben  nicht  vorzugreifen  —  nur  so  viel  be- 
merkt, dass  die  eind^  Inf  Anschluss  an  die  von  Abel  in  seinem  Pr^cis  ge- 
gebene Herleitung  über  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 
handelt,  während  sich  die  zweite  mit  den  zu  einem  algebraischen  Gebilde 
(^)  y)  gehörenden  eindeutigen  Functionen  beschäftigt 
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Ausser  diesen  bereits  veröffentlichten ,  bezw.  für  den  Druck  bestimmten 
Arbeiten  Paul  Güntber^s  sind  die  beiden  Vorlesungen  zu  erwähnen,  die  er 
bei  seiner  Habilitation  gehalten  hat,  und  welche  vielleicht  noch  in  der 
einen  oder  andern  Form  zur  Veröffentlichung  gelangen.  Beide  Arbeiten 
sind  historischer  Art.  An  der  öffentlichen  Bede,  die  er  am  6.  August  1890 
hielt,  und  welche  von  der  geschichtlichen  Entwicklung  der  modernen 
Theorie  der  Differentialgleichungen  handelt,  erscheint  beachtenswerth ,  dass 
sie  u.  a.  Zeugniss  ablegt  für  das  eingehende  Studium  der  Cauchy^schen 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  sowie  fUr  den  historischen 
Sinn  des  Verfassers.  In  der  zweiten  dieser  Arbeiten,  der  vor  der  philo- 
sophischen FacultSt  gehaltenen  Vorlesung,  hat  Günther  seine  Studien  über 
die  Untersuchungen,  welche  Gauss  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen 
angestellt  hat,  niedergelegt  Er  hat  sich  in  dieser  Rede  bemüht,  die 
Quellen  aufzudecken,  aus  denen  die  im  Nachlasse  von  Gauss  in  zusammen- 
hangslosen Notizen  sich  vorfindenden  Resultate  ihren  Ursprung  nehmen. 

Im  Laufe  des  Jahres  1891  war  Günther,  soweit  es  sein  Befinden  zu- 
Hess ,  mit  der  Abfassung  gewisser  Capitel  eines  Handbuchs  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  beschäftigt,  das  er  in  Gemeinschaft  mit 
Herrn  Ludwig  Schlesinger  herausgeben  wollte.  Auch  ausserdem  hat 
er  sich  während  seiner  Leidenszeit  noch  mit  weit  angelegten  Untersuchungen 
beschäftigt*,  aus  seinen  mündlichen  Mittheilungen  war  zu  entnehmen,  dass 
er  Manches  nahezu  fertig  im  Kopfe  trug,  was  ihn  sein  Leiden  verhindert 
hat  aufzuzeichnen,  doch  lässt  sich  aus  den  Andeutungen,  welche  er  seinen 
nächsten  Freunden  gab^  kein  bestimmter  Gedankengang  reconstruiren. 

So  unvollkommen  auch  das  Bild  von  der  Persönlichkeit  Paul  Günther's 
und  seinen  mathematischen  Leistungen  ist,  das  diese  wenigen  Zeilen  zu 
bieten  vermögen,  so  dürfte  doch  auch  aus  den  unvollständigen  Angaben  zu 
erkennen  sein ,  eine  wie  ausserordentlich  reich  begabte ,  schöpferische  Natur 
der  Dahingeschiedene  war.  Er  war  durch  und  durch  eine  wissenschaftliche 
Persönlichkeit.  Obwohl  reich  an  originalen  Anschauungen ,  suchte  er  doch 
niemals  mit  einer  hingeworfenen  Idee  zu  glänzen,  er  erkannte  vielmehr 
den  wahren  Fortschritt  der  Wissenschaft  in  der  Ausführung  der  Ge- 
danken, in  der  stetigen  Arbeit.* 


*  Es  werde  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  inzwischen,  nach  /Abfassung 
obiger  Worte,  auch  die  beiden  S.  48  u.  erwähnten  Arbeiten  Paul  Günther*8  im 
Journal  flr  Mathematik,  Bd.  109,  zur  Veröffentlichung  gelangt  sind. 
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Th6ori6  des  Nombres.    Von  Edouard  Lucas.    T.  I.  (XXXIV,  520).  PariS) 
Gauthier- Villars  et  fils,  1891. 

Wenngleich  eine  grosse  Anzahl  französischer  Mathematiker  unaus- 
gesetzt ihre  BenQühuugen  der  Zahleutheorie  zugewandt  haben,  so  ist  doch 
merkwürdiger  Weise  seit  dem  Erscheinen  (1830)  der  letzten  Auflage  von 
Legendre*s  grossem  Werk  in  diesem  Heimathlande  klassischer  Lehr- 
bücher über  alle  Zweige  der  Mathematik  keine  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  Zahlentheorie  veröffentlicht  worden. 

Diese  Lücke  schien  E.  Lucas  ausfüllen  zu  wollen,  und  ich  glaube, 
dass  der  erste  Band  seiner  Th6orie  des  Nombres  nicht  blos  in  Frank- 
reich freudig  begrüsst  worden  ist,  und  dass  man  mit  Spannung  dem  Er- 
scheinen des  zweiten  Bandes  entgegensah. 

Aber  der  Tod  hat  mit  unerbittlicher  Hand  die  Hoffnungen  ^  die  auf 
dieses  Werk  gesetzt  wurden,  vereitelt,  indem  er  den  Verfasser  in  der 
Blüthe  der  Jahre  mitten  aus  der  Arbeit  abrief.  Lucas  hatte  an  dem  in 
Marseille  stattfindenden  Congress  der  Association  fran^aise  pour 
Tavancement  des  sciences  theilgenommen  und  den  Sectionen  für 
Mathematik  und  Astronomie  prSsidirt.  Während  des  Banketts,  das  den 
Theilnehmern  des  Congresses  gegeben  wurde,  Hess  ein  Diener,  als  er 
neben  Lucas  vorbeiging,  einen  Haufen  Teller  fallen,  von  denen  einer 
Lucas  an  den  Kopf  traf  und  einige  Schrammen  in  der  Nähe  des  Ohres 
hervorrief.  Der  Verletzung  wurde  keine  Bedeutung  beigelegt,  aber  der 
Rothlauf  trat  ein^  und  nach  drei  Tagen  war  Lucas  todt. 

Wie  mir  der  Verleger  schreibt,  hat  die  Soci6t6  math6matique 
de  France  auf  den  Wunsch  der  Familie  des  Verstorbenen  einige  ihrer  Mit- 
glieder bestimmt,  das  von  Lucas  hinterlassene  Manuscript  entgegen  lu 
nehmen,  um  zu  sehen,  ob  die  Veröffentlichung  des  zweiten  Bandes  der  Zahlen- 
theorie  möglich  sein  wird.  Eine  Entscheidung  hierüber  ist  noch  nicht  er- 
folgt.  Inzwischen  möge  mir  gestattet  sein,  einer  Besprechung  des  ersten 
Bandes  einige  Worte  über  Lucas  selbst  und  seine  übrigen  mathematischen 
Arbeiten  vorauszuschicken. 

Edouard  Lucas,  geboren  zu  Amiens  im  Jabr^  1842,  wurde  1861 
in  die  Ecole  normale  sup6rieure  aufgenommen  und  1864  nach  ab- 
gelegtem Examen   Hilfsastronom    am   Observatorium    zu    Paris.     In    dem 
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Kriege  gegen  Deutschland  diente  er  als  Artillerieofficier  mit  Aaszeichnung. 
Seitdem  war  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft  und  dem  Unterricht  ge- 
widmet. Zuletzt  war  er  Professor  der  Mathematik  amLjcöeCharlemagne 
in  Paris.  Er  beschränkte  sich  aber  nicht  auf  die  Belehrung  seiner  Schüler 
im  engeren  Sinne  des  Wortes,  sondern  suchte  auch  in  weiteren  Kreisen 
das  Interesse  fttr  Mathematik  zu  wecken.  Zu  diesem  Zwecke  hielt  er  oft 
Sonntags  in  dem  grossen  Amphitheater  des  Conseryatoire  des  Arts  et 
M6tiers  Vorträge  über  unterhaltende  mathematische  Fragen.  Bei  solchen 
Gelegenheiten  war  der  Saal  regelmässig  zu  klein,  alle  Erschienenen  aufzu- 
nehmen. 

Die  wissenschaftlichen  Arbeiten,  die  Lucas  in  verschiedenen  Zeit- 
schriften veröffentlichte,  sind  so  zahlreich,  dass  es  hier  unmöglich  ist,  auch 
nur  eine  Uebersicht  zu  geben.  Eine  von  Laisant  im  Juli  1880  verfasste 
Zusammenstellung  giebt  Titel  und  Inhalt  von  mehr  als  150  dieser  Arbeiten. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  fast  alle  Zweige  der  Mathematik,  und  es  ist 
zu  wünschen ,  dass  uns  dieselben  bald  in  einer  Gesammtausgabe  zugänglich 
gemacht  werden. 

Im  Jahre  1883  veröffentlichte  Lucas  ein  zweibändiges  Werk  ,}B6- 
cr6ations  math^matiques^*.  Der  erste  Band  ist  1891  in  zweiter 
Auflage  erschienen.  In  diesem  Werke  wird  eine  grosse  Anzahl  mehr 
oder  weniger  bekannter  Spiele  und  unterhaltender  Aufgaben  in  einer  Weise 
behandelt,  die  als  eine  glückliche  Vereinigung  strenger  Wissenschaftlichkeit 
und  fesselnder  Unterhaltung  bezeichnet  werden  muss.  Jedem  Capitel  ist 
eine  geschichtliche  Einleitung  gegeben;  auch  ist  dem  ersten  Band  in  seiner 
neuen  Auflage  ein  uugemein  reichhaltiger  Index  bibliographique  bei- 
gefügt. Lucas  bat  sich  Bachet's  probl^mes  plaisants  zum  Vorbild 
genommen ,  aber  natürlich  seinen  Vorgänger  an  Fülle  des  Inhalts  und  Klar- 
heit der  Darstellung  weit  übertroffen. 

In  der  Vorrede  zur  Theorie  des  Nombres,  zu  der  ich  mich  jetzt 
wende,  wird  der  Leser  gebeten,  etwaige  Bemerkungen,  Berichtigungen  und 
Zusätze  dem  Verfasser  zur  Berücksichtigung  bei  einer  zweiten  Auflage  mit- 
zutheilen.  Da  es  für  mich  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  ein  so  trefflich 
angelegtes  Buch  von  irgend  einer  Seite  vollendet  und  durch  weitere  Auf- 
lagen noch  lange  Zeit  vor  dem  Untergänge  bewahrt  bleiben  wird,  so  sei 
es  mir  gestattet,  bei  der  Musterung  des  Inhalts  der  einzelnen  Capitel  einige 
kleine  Wünsche  zu  äussern. 

Die  Einleitung  bildet  eine  kurze  Geschichte  der  Zahlenlehre.  Nach 
pag.  XXVII  könnte  man  meinen,  Fibonacci's  Liber  quadratorum 
sei  statt  um  1225  schon  1202,  dem  Geburtsjahr  des  Liber  Abbaci,  ge- 
schrieben worden.  Auf  derselben  Seite  wird  das  Wesen  und  die  Bedeu- 
tung von  Diophant's  Arithmetik  durch  Uebersetzung  einer  Stelle  der 
Praefatio  von  Gauss*  Disqnisitiones  geschildert,  in  der  es  heisst, 
Diophant's  Werk  sei  ausschliesslich  unbestimmten  Aufgaben  gewidmet, 
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während  doch  ein  nicht  unbedeutender  Theil  desselben  in  noch  heute 
mustergiltiger  Weise  bestimmte  Aufgaben  behandelt.  Es  dürfte  sich 
empfehlen,  in  einer  zweiten  Auflage  Diophant^s  Bedeutung  in  einer 
widerspruchsfreien  Fassung  zu  geben  und  jener  ohnehin  weit  verbreiteten 
irrigen  Meinung  nicht  noch  Vorschub  zu  leisten. 

Das  erste  der  drei  Bücher,  in  welche  der  erste  Band  zerföUt 
giebt  in  8  Capiteln  die  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen.  Der  Verfasser 
behandelt  die  Zahlenlehre  im  weitesten  Sinne  des  Wortes,  erörtert  also 
auch  Gegenstände,  die  sonst  der  Algebra  zugewiesen  werden.  Die  Orenz- 
linien  zwischen  Arithmetik  und  Algebra  liefert  ihm  der  Begriff  der  Con- 
tinuität:  Alle  Untersachungen ,  welche  die  Zahl  als  (continuirliche)  Grösse 
Yoranssetzen  (Irrationale  Zahlen,  Logarithmen  etc.),  gehören  in  die  Algebra,  da- 
gegen diejenigen,  bei  welchen  die  Zahl  einfach  als  Nummer  beim  ZäGlen  ange- 
sehen wird  (Combinationslehre,  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  in  die  Arithmetik. 

Die  vier  ersten  Capitel  des  ersten  Buches  sind  der  Reihe  nach  der 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division,  sowie  der  auf  letzterer 
beruhenden  Classification  der  ganzen  Zahlen  gewidmet.  Die  Behandlung 
ist  hier  wie  überall  ein  klare,  lichtvolle.  Der  Verfasser  ist  ein  Führer, 
der  dem  Leser  Zeit  lässt  zu  folgen,  der  nicht  ungeduldig  einem  Gipfel 
zustrebt,  sondern  auf  die  Schönheiten,  die  sich  unterwegs  darbieten,  hin- 
weisst  und  so  die  Reise  zu  einer  genussreichen  macht.  Den  reichen 
Inhalt  zu  skizziren,  würde  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen.  Freunde 
der  Rechenkunst  finden  interessante  Operationen  dargestellt,  auch  Bemer^ 
kangen  über  Rechenmaschinen,  über  Zahlensysteme  und  dergleichen.  Um 
nur  zwei  Beispiele  herauszugreifen,  erwähne  ich  erstens  das  schöne  Ver- 
fahren, welches,  die  Kenntniss  des  Einmaleins  bis  5.5  voraussetzend, 
die  übrigen  Producte  durch  Benutzung  je  eines  Fingers  der  beiden  H&nde 
liefert  (das  Verfahren  ist  übrigens  in  StifeTs  Arithmetica  integra, 
fol.  3  beschrieben  und  begründet),  und  zweitens  die  Division  durch  9, 
welche  vermittels  der  Identität 

^,a+ Wh +10U  +  ...  a  +  h  +  c  +  ...  _^,^  .    _, 

+  10  [c  +  d +...]  + 10«  [d  +  e +...]+... 

in  eine  Addition  verwandelt  wird. 

Das  5.  und  6.  Capitel  behandeln  in  klarer  und  durch  interessante 
Anwendungen  fesselnder  Weise  die  figurirten  Zahlen,  die  Combinationslehre 
und  einige  Probleme  der  Geometrie  der  Lage,  deren  Lösung  von  der 
Theorie  der  Combinationen  abhängt.  Den  Schluss  des  ersten  Buches  bildet 
ein  umfangreiches  Capitel  über  algebraische  Multiplication. 

Das  zweite  Buch,  welches  10  Capitel  enthält,  ist  den  rationalen 
Zahlen  gewidmet.  Es  behandelt  die  Bruchrechnung  mit  den  Anwen- 
dungen auf  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  algebraische  Division, 
die  Interpolation  und  giebt  das  Wichtigste  über  die  abgeleiteten  Polynome. 
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In  sehr  ausgedehnter  Weise  wird  die  Summation  der  Potenzen  gleichen  Grades 
der  ganzen  Zahlen  von  1  his  n  dargestellt  Wenn  es  pag.  224  heisst, 
dass  die  Formel  für  die  Summe  der  Quadrate  aller  Zahlen  von  1  his  n 
sich  schon  in  Fihonacci's  Liber  quadratorum  findet,  so  ist  zu  be- 
merken, dass  Fibonacci  diese  Formel  (Bd.  II,  p.  262)  zwar  in  seiner 
geometrisch  schwerfölligen  Weise,  aber  streng  herleitet.  Auch  die  pag.  ^27 
gemachte  Bemerkung  über  die  bisher  dunkel  gebliebene  Observatio 
Formats  zu  Bachet's  Appendix  II,  27  ist  nach  Tannerjr  (Fermat's 
Werke,  I,  8. 241)  richtig  zu  stellen.  Weiter  sind  die  symmetrischen 
Functionen  und  die  Determinanten  behandelt ,  letztere  mit  besonders  schönen 
üebungsaufgaben.  Eine  derselben,  von  der  wir  erfahren,  dass  sie  von 
Le  Verlier  ein  probldme  pi^ge  genannt  worden  ist,  findet  sich 
übrigens  schon  in  Fibonacci,  I,  pag.  277.  Darauf^  folgt  noch  ein 
Capitel  über  lineare  recurrirende  Reihen  und  eins  über  numerische  Functionen 
zweiter  Ordnung. 

Das  dritte  Buch  handelt  in  6  Capiteln  von  der  arithmetischen 
Theilbarkeit.  Das  erste  Capitel  ist  der  Betrachtung  der  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  und  der  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Zahlen  gewidmet, 
das  zweite  den  Primzahlen  und  zusammengesetzten  Zahlen;  das  dritte  be- 
trachtet die  Divisoren  der  Zahlen,  besonders  Anzahl,  Summe  und  Product 
derselben.  Hier  wird  auch  die  Theorie  der  vollkommenen  und  die  der  be- 
freundeten Zahlen  gegeben,  die  der  Verfasser  zwar  fQr  veraltet  h&lt,  aber 
aufgenommen  hat,  weil  sie  die  wichtigsten  Arbeiten  Fermats  veranlasst 
und  so  die  Zahlentheorie  ins  Leben  gerufen  haben.  Das  folgende  Capitel 
giebt  die  Eigenschaften  der  Function  tp  (m),  welche  nach  Cauchy  Indi- 
cateur  genannt  wird.  Es  schliesst  mit  den  Formeln  Legen dre's,  die 
den  Zweck  haben,  die  Anzahl  der  Zahlen  zwischen  1  und  n  zu  bestimmen, 
welche  durch  gegebene  Primzahlen  nicht  theilbar  sind,  und  mittels  welcher, 
wie  wir  erfahren,  es  Piarron  de  Mond6sir  gelungen  ist,  die  Anzahl 
der  Primzahlen  zwischen  1  und  1000000  zu  bestimmen.  Die  viel  weiter 
gehende  schöne  Arbeit  MeisseTs  über  diesen  Gegenstand  (Mathem. 
Annalen  II  u.  III)  scheint  der  Aufmerksamkeit  des  Verfassers  entgangen 
zu  sein.  Das  nächste  Capitel  betrachtet  die  Beste  der  Zahlen  für  gegebene 
Moduln,  die  Beste  der  arithmetischen  und  der  geometrischen  Beihe^  den 
FermaVschen  und  den  Wilson*schen  Satz ,  sowie  die  Verallgemeinerungen  der- 
selben. Das  letzte  Capitel  endlich  enthält  eine  ausfQhrliche  Theorie  der 
Kettenbrüche  nebst  Anwendungen  auf  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate 
und  die  Auflösung  der  Gleichung  ax  +  hy  ^  c  in  ganzen  Zahlen. 

Ehe  ich  die  Besprechung  des  schönen  Buches  schliesse,  sei  mir  ge- 
stattet, mich  gegen  einen  vom  Verfasser  gewählten  Ausdruck  auszusprechen* 
Wenn  man  Begriffe  oder  Sätze  der  Mathematik  nach  verdienten  Mathe- 
matikern benennt,  so  will  man  nicht  blos  diesen  Männern  eine  Huldigung 
erweisen,    sondern   auch  eine  Abkürzung  des  Ausdrucks  erzielen.     Es  ist 
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also  Nichts  dagegen  zu  sagen ,  dass  die  interessante  Reihe,  deren  Bildungs- 
gesetz t«a+2=  Un  +  i  + t«M  ist,  den  Namen  des  Fibonacci  tr&gt,  der  sich 
zwar  nicht  mit  derselben  beschäftigt  hat,  aber  in  I,  pag.  284  eine  Auf- 
gabe löst,  die  zu  dieser  Reihe  führt.  Wenn  dagegen  f,der  Exponent,  za 
welchem  die  Zahl  a  für  den  Modul  n  gehört'S  der  ,»Gaussien  von  a  für  den 
Modul  n"  genannt  wird  (pag.  439),  so  ist  damit  keine  erhebliche  Ab- 
kürzung erreicht,  und  ich  würde  es  für  besser  halten,  den  alten  Ausdruck, 
der  das  Gedftchtniss  weniger  belastet,  beizubehalten,  zumal  der  in  Rede 
stehende  Begriff  wohl  nicht  wichtig  genug  ist,  den  Namen  des  Princeps 
Mathematicorum  zu  tragen.  p    _ 

Frankfurt  a.  M.,  den  31.  December  1891. 


VerzeiclmiBs  der  Frogrammbeilagen  der  schweizerischen  Mittelsclinlen. 

Mit  einem  Anhang,  umfassend  die  Programmbeilagen  der  Academie 
de  Neufchätel  und  der  Eidgenössischen  Polytechnischen  Schule  in 
Zürich.  Zusammengestellt  von  0.  BOeleb.  Frauen feld  1890. 
J.  Huber's  Verlag.  68  S. 

Das  Verzeichniss  erstreckt  sich  über  die  Jahrgänge  1855  bis  1889 
und  ist  in  doppelter  Anordnung  vorhanden.  Zuerst  sind  die  Beilagen  nach 
der  alphabetischen  Reihenfolge  der  Schulanstalten,  von  welchen  sie  aus- 
gingen, angegeben  und  bei  jeder  einzelnen  Anstalt  chronologisch  geordnet 
Ein  zweites  Mal  findet  man  sie  nach  einzelnen  Fftchern  geordnet,  unter  jeder 
Fachüberschrift  alphabetisch  nach  den  Namen  der  Verfasser  aufeinanderfolgend. 
Endlich  ist  drittens  noch  ein  allgemeines  Namenregister  vorhanden.  Es  ist 
keine  Frage,  dass  ein  solches  Verzeichniss  sich  in  verschiedener  EKnsicht 
als  zweckdienlich  erweisen  kann;  insbesondere  gewährt  es  einen  gewissen 
Einblick  in  die  da  und  dort  vorherrschende  wissenschaftliche  Richtung  der 
Verfasser  der  Programmbeilagen,  aus  welcher  man  mitunter  zu  Rück- 
schlüssen auf  die  Anstalten,  an  welchen  sie  thätig  waren,  geführt  wird. 
Von  den  48  mathematischen  Programmbeilagen  entstammen  9  aus  Basel, 

6  aus  Frauenfeld,  je  5  aus  Bern,  Schaffhauseu,  Winterthur. 

Cantor. 

The  nnptial  nnmber  of  Plato :  its  Solution  and  significance  by  James  Adam, 
M.A.,  fellow  and  tutor  of  Emmanuel  College,  Cambridge.  London  1891. 
C.  J.  Clay  and  Sons ,  Cambridge  üniversity  press  warehouse.     79  p. 

Die  geheimnissvollon  Zahlen  in  Plato's  VIII.  Bache  vom  Staate,  so 
sagten  wir  ungefähr  in  unseren  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik I,  191|  hat  eine  ganze  Literatur  hervorgerufen,  welche  unserem 
Gefühle  nach  noch  nicht  vermochte ,  die  Schwierigkeiten  der  Stelle  endgiltig 
zu  lösen.  Versuche,  welche,  seit  wir  jene  Zeilen  niederschrieben,  von 
Derame,    Dupuis,   Gow,    Hultsch,    Tannery    veröffentlicht    wurden, 


Becensionen.  55 

konnten  unser  abweisendes  ürtheil  nur  bestärken.  Jeder  neue  Erklärer 
verstand  die  Stelle ,  aber  jeder  verstand  sie  anders ,  und  fand  bei  den  Mit- 
arbeitern am  Erklämngswerke  keine  Beistimmong.  Heate  liegt  abermals  ein 
Versuch  vor,  und  wir  gestehen  gern,  dass  er  uns  mehr  anmuthet,  als 
irgend  etwas,  was  wir  vordem  lasen.  Es  kommt  nur  auf  eine  Schwierig- 
keit hinaus:  kann  l|ifxovra  TQ)g  av^ti^iv^  also  60  dreimal  multipHcirt  60^ 
bedeuten?  H.  Adam  behauptet  es,  darauf  gestützt,  dass  drei  Multipli- 
cationen  zur  Bildung  erforderlich  seien,  von  welchen  60.60  =  60*  die 
erste,  mithin  60^  die  zweite,  60^  die  dritte  darstelle.  Wir  sind  des 
Griechischen  nicht  -  kundig  genug ,  um  die  sprachliche  Möglichkeit  dieser 
Auffassung  zu  prüfen,  die  uns  sachlich  sehr  zusagt.  Dann  ist  des  Räthsels 
Lösung  in  zwei  Identitäten  enthalten  >  welche  Plato  bekannt  gewesen  sein 
müssen:  3^+4^  +  55  =  6' 

[(3  +  4  +  5)  5)*=  3600«  =  4800  .  2700 

Nach  jener  kubischen  Identität  haben  wir  leider  vergebens  Dfophant 
durchmustert.  Hätten  wir  sie,  was  keineswegs  unmöglich  war,  dort  wieder- 
gefunden, so  wäre  diese  Begegnung  nicht  ohne  Wichtigkeit.  Nach  der 
Ad  am 'sehen  Auffassung  ist  die  Wortverbindung  and  diufiitgcav  gtirdSv 
nsfindSog^  ötoiiivoav  ivog  Ixaffrov,  aggi^rcav  dh  dvotv  seiner  Zeit  von  uns 
unrichtig  aufgefasst  worden.  Der  rationale  beziehungsweise  irrationale 
Diameter  von  5  ist  7  und  |/50;  deren  Quadrate  {roano  öiofjiitQmv)  sind 
49  und  50;  diese  um  1,  beziehungsweise  um  2  vermindert  »ind  48,  für 
welche  Zahl  daher  überflüssiger  Weise  zwei  Entstehungsarten  angegeben  sind. 

Cahtob. 

De  Enclidis  elementornm  libris  qui  fernntnr  XI7  et  XV.  Von  Gustav 
Kluge.  Leipzig  1891.  Doctordissertation.  47  S. 
Dass  von  den  beiden  Büchern  über  regelmässige  Vielflächner,  welche 
als  XIV.  und  XY.  Buch  den  Euklidischen  Elementen  angefügt  zu  sein  pflegen, 
nur  das  erste  von  Hypsikles  von  Alexandria  herrührt,  also  zwischen 
200  und  100  V.  Chr.  Geb.  entetanden  ist,  hat  Fried  lein  1873  entdeckt, 
und  an  der  Wahrheit  dieser  Behauptung  zweifelt  Niemand  mehr.  Fraglicher 
ist  es,  wann  das  andere  Buch  geschrieben  wurde,  und  wen  es  zum  Ver- 
fasser hat.  Bald  hielt  man  für  Letzteren  Damascius  von  Damaskus 
am  Anfang  des  VI.  Jahrhunderte,  bald  einen  Schüler  des  Isidorus 
von  Milet  am  Schlüsse  des  gleichen  Jahrhunderte.  H.  Kluge  geht  um 
einen  grossen  Schritt  weiter  als  seine  Vorgänger.  Man  hatte  längst  die 
fünf  ersten  Sätze  des  Buches  vom  sechsten  und  vom  umfangreichen  siebenten 
Satze  unterschieden.  (Vergl.  des  Referenten  Vorles.  Gesch.  Math.  I,  310.^ 
H.  Kluge  sucht  aus  den  sprachlichen  unterschieden,  sowie  ans  der  bald 
grösseren,  bald  geringeren  Flüchtigkeit  der  Darstellung  nachzuweisen,  dass  hier 
Bruchstücke  von  drei  verschiedenen  Verfassern  vorliegen,   die  er  die  Ver- 
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fasser  von  XV  A,  B,  C  nennt.  Der  Verfasser  von  XV  C  ist  der  Schüler 
des  Isidor,  wahrscheinlich  des  Isidor  von  Milet  und  den  beiden  Anderen 
weit  überlegen.  Zur  genauen  Prüfung  der  von  H.  Kluge  ausgesprochenen 
Meinung  gebricht  es  dem  Referenten  im  Augenblicke  an  Zeit,  doch  scheinen 
ihm  die  vorgebrachten  Gründe  ziemlich  schwerwiegend.  Cantor. 


Grnndzüge  des  jüdischen  Kalenders  und  leichtfassliche  Anleitung  zu  seiner 
Berechnung  bearbeitet  von  Dr.  Max  Simon,  Seminarlehrer  in  Berlin. 
Berlin  1891.  Verlag  des  Bibliographischen  Bureaus,  Alexander- 
Strasse  2.    39  S. 

Das  jüdische  Jahr  ist  ein  Mondjahr,  dessen  zwölf  einzelne  Monate 
jeweil  von  einem  Neumonde  bis  zum  nächsten  sich  erstrecken,  und  welches 
bei  der  auf  wenig  mehr  als  29%  Tage  sich  bemessendeu  Länge  dieser  Monate 
eine  Dauer  von  356  Tagen  besitzen  würde,  wenn  nicht  der  Wunsch,  mit 
der  Jahresdauer  des  Sonnenjahres  in  Einklang  zu  stehen  ^  Einschaltungen 
eines  dreizehnten  Monates  sieben  Mal  innerhalb  neunzehn  Sonnenjahre  nöthig 
machte.  Ursprünglich  war  die  Regelung  den  im  Sjnhedrion  vereinigten 
Gelehrten  überlassen,  später  wurde  durch  Hillel  eine  bestimmte  Kalender- 
lehre geschaffen.  Wir  sind  nicht  im  Stande  zu  entscheiden,  ob  dieser 
Hillel,  wie  H..  Simon  annimmt,  der  zweite  seines  Namens  in  der  Mitte 
des  IV.  Jahrhunderts,  ob  er,  wie  uns  von  anderer  Seite  versichert  wird, 
der  ältere  Hiller  am  Anfang  der  jetzigen  bürgerlichen  Zeitrechnung  war. 
Der  jüdische  Kalender  ist  wesentlich  Festkalender,  und  steht  deshalb  unter 
dem  Einflüsse  religiöser  Vorschriften,  welche  nicht  gestatten,  dass  gewisse 
Feiertage  auf  gewisse  Tage  der  Woche  fallen,  und  welche  dieses  unzulässige 
Zusammentreffen  bald  durch  Einschiebung,  bald  durch  Weglassung  eines 
einzelnen  Tages  vermeiden,  so  dass  es  nicht  weniger  als  sechs  verschiedene 
Jahre  giebt:  regelmässige,  überzählige,  mangelhafte,  und  zwar  alle  diese 
Abarten  im  Jahre  von  zwölf,  wie  in  dem  von  dreizehn  Monaten.  Eine 
mathematische  Formel  ähnlicher  Art,  wie  Gauss  und  Andere  sie  für  die 
christliche  Osterrechnung  geschaffen  haben,  deren  Schwierigkeit  ebenfalls 
in  der  Vereinigung  von  Mond-  und  Sonnenzeit  besteht,  scheint  den  jü- 
dischen Kalenderkundigen  nicht  bekannt  zu  sein.  Wenigstens  geht  die  vom 
Verfasser  gelehrte  Anleitung  nicht  über' eine  gewisse  Empirie  hinaus,  welche 
jedesmal  aufs  Neue  Alles  das  beachtet,  was  beachtet  werden  soll. 

Cantor. 

Dürer  als  Mathematiker  von  Professor  Dr.  H.  Staighüller.  Programm 
des  Königlichen  Realgymnasiums  in  Stuttgart  am  Schlüsse  des  Schul- 
jahres  1890|91.  (Programm  Nr.  590.)  57  S.  4^.    Stuttgart  1891. 

Herr  Staigmüller  ist  nicht  der  erste  Schriftsteller,  welcher  den  mathe- 
matischen Leistungen  Albrecht  Dürer'ä  seine  Aufmerksamkeit  zugewandt  hat 
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In  dem  IL  Bande  nuserer  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik 
S.  421,  Note  3,  konnten  wir  als  erwfthnenswerthe  Vorgänger  Kästner, 
Chasles,   Gerhardt,   S.  Günther  anführen,    von   welchen  der  Letztgenannte 

1886  eine  Ansbacher  Programmabhandlnng  nnter  dem  Titel  ,,  Die  geo- 
metrischen Näherungsconstractionen  Albrecht  Dürer^s*^    veröffentlichte   und 

1887  in  seiner  ,,  Geschichte  des   mathematischen  Unterrichts  im  deutschen 
Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525**  abermals  darauf  zurückkommen  musste. 
H.   Staigmüller  hat  diese  Vorarbeiten  nebst  anderen   weniger  erheblichen 
durchaus  studirt.    Er  bat  aber  insbesondere  Dürer*8  eigene  Schriften   der 
sorgsamsten  Durcharbeitung  unterzogen  und  den  Beweis  geliefert ,  dass  auch 
nach  80  vielen  und  tüchtigen  Vorgängern  noch  Manches  zu  finden  war.    Wir 
sind  weit  entfernt  davon ,  diesen  einen  Vorwurf  daraus  zu  machen.    Wer  als 
Historiker   ein  Werk    liest,    muss  ein  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts 
gerichtetes   Gedfichtniss    besitzen,   und    wie   leicht  bei  so  gespalteter  Auf- 
merksamkeit  dem   Einen   entgehen   kann,    was  dem  Anderen  auffällt,    ist 
leicht  begreiflich.     Aber    was  Jenen  kein  Vorwurf  ist,    hört  dadurch  nicht 
auf,  diesem  zum  Lobe  zu  gereichen,  und  wir  sind  verpflichtet,  H.  Staig- 
müller unsere  Anerkennung  fUr  seine  schöne  geschichtliche  Leistung  in  vollem 
Masse  auszusprechen.     Sie   reiht  sich  seinen  in  dieser  Zeitschrift  veröffent- 
lichten Untersuchungen   über  Luca  Pacinols  würdig  an.     Von  Einzelheiten, 
welche  H«  Staigmüller  zuerst  bemerklich  gemacht  hat,  nennen  wir  (8.  16) 
Dürer's  Irrthum,  als  habe  die  Elipse  nur  die  grosse  Achse  als  Symmetrieachse, 
während    sie,    an    dem    Kegel  selbst  betrachtet ,    ein    spitzeres    und    ein 
stumpferes  Ende  besitze,  dieses  der  Grundebene  des  Kegels  näher  gelegen  als 
jenes.    Wir  erwähnen  ferner  (S,  18 — 20)  die  Ableitung  und  Erörterung  der 
Gleichung  4.  Grades  derjenigen  Curve,   welche  Dürer  Muschellinie  nannt^e. 
Wir  machen  auf  die  Besprechung  (S.  50)  von  DQrer's  Quellen  aufmerksam, 
wo    sein    persönliches    Verhältniss    zu   dem    Wiener   Baumeister    Johannes 
Tschertte  berücksichtigt   ist,    dessen    Beziehungen  zu  Grammateus  hervor- 
gehoben zu  werden  verdient  hätten.  Cantor. 


II  teorema  fundamentale  della  teoria  delle  eqnazioni  algebriohe.  Con- 
tribnto  alla  Storia  critica  delV  Algebra  di  Ging  Loria.  (Estratto 
dalla  Rivista  di  Matematica.  Anno  1891,  pag.  185—248.)  Torino  1891. 
64pag. 

Als  eine  der  unangenehmsten  Schwierigkeiten  bei  geschichtlichen  Unter- 
suchungen —  darin  dürfte  Jeder  einstimmen  ^  der  sich  einmal  mit  solchen 
beschäftigt  hat  —  erscheint  die  Wahl  eines  Anfangpunktes.  Mag  man  ihn 
durch  einen  Gewaltact,  der  jedem  Forscher  frei  steht,  da  oder  dorthin  verlegen, 
es  wird  kaum  möglich  sein,  im  Laufe  der  Untersuchung  nicht  auch  einmal  jen- 
seits des  Anfangs  zurückgreifen  zu  müssen.  Eine  Ausnahme  von  dieser  Regel 
ßadet  kaum  dann  statt,  wenn  die  Forschung  einem  einzelnen  Lehrsatze  gilt. 

HUt.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  t  Math.  n.  Pbji^  XXXVII,  2.  5 
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Wohl  ist  er  irgendwann  zum  ersten  Male  ausgesprochen  worden,  aber 
meistens  waren  Ahnungen  desselben  früher  vorhanden,  welche  zu  vernach- 
lässigen man  nicht  das  Recht  hat.  Herr  Loria  hat  in  der  vorzüglichen 
Abhandlung,  auf  welche  wir  unsere  Leser  aufmerksam  machen,  die  gleiche 
Erfahrung  gemacht.  Er  hat  Spuren  des  Satzes  von  der  Anzahl  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  jenseits  D'Alembert  nachgehen  müssen,  wenn 
er  aach  vorzugsweise  über  diejenigen  Beweise  berichtet,  welche  in  unan- 
fechtbarer Weise  die  Wahrheit  des  Fundamentalsatzes  sichern  und  deren 
erster  in  der  Oanss'schen  Doctordissertation  von  1799  enthalten  ist. 
H.  Loria  hat  inzwischen  in  Enström's  Bibliotheca  Mathematica  1891, 
pag.  99 — 112  einen  Aufsatz  y^Escaine  di  alcune  rkerche  coneementi 
Vesistenga  di  radid  neue  equasioni  (ügebridie^^  folgen  lassen,  der  als  Aus- 
zug aus  und  zugleich  als  Ergänzung  zu  der  grösseren  Abhandlung  zu  be- 
trachten ist.  Aus  den  7 1  Schriften ,  über  welche  jene  berichtete ,  sind  deren 
80  geworden,  und  in  dem  Abzüge,  welchen  wir  der  Liebenswürdigkeit  des 
Verfassers  verdanken,  ist  handschriftlich  noch  eine  81.  Bearbeitung  des 
Satzes  nachgetragen:  Murphy,  A  Treatise  on  the  Theory  of  algebraieal 
Eqaations.  London,  1838  (?).  Dass  81  von  einander  durchaus  verschie- 
dene Beweise  des  einen  Satzes  möglich  seien ,  wird  Niemand  glauben  wollen, 
und  in  der  That  ist  es  H.  Loria  gelungen,  dieselben  in  einige  wenige 
Gruppen  zu  sondern.  Gerade  diese  Gruppenbildung  erscheint  uns  als  wesent- 
lichster Vorzug  der  Abhandlung;  dem  Leser  erleichtert  sie  ungemein  die 
üebersicht,  dem  Verfasser  gestattete  sie,  seine  kritischen  Bemerkungen  im 
Zusammenhange  zu  mehreren  Beweisführungen  gleichzeitig  auszusprechen. 
Schon  um  dieser  kritischen  Bemerkungen  willen  wird  die  Abhandlung  auf 
allgemeine  Berücksichtigung  rechnen  dürfen.  Cantob. 


Zur  Abbildung  des  Erdellipsoides.  Von  E.  Hammer.  Ergänzung  zu  des 
Verfassers  Schrift:  „üeber  die  geographisch  wichtigsten  Eartenpro- 
jectionen.*^    Stuttgart,  Verlag  von  K,  Wittwer.    1891.    40  S. 

Die  Schriften  des  Verfassers,  worin  er  sich  mit  den  durch  Tis  so  t  in 
die  E[artenprojectionslehre  hineingetragenen  neuen  Principien  beschäftigt  und 
dieselben  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  weiter  ausbildet,  sind  bekannt; 
es  wird  darin  durchweg  von  der  für  die  Praxis  ja  in  der  Mehrzahl  der 
Fälle  ausreichenden  Annahme  ausgegangen,  dass  die  Oberfläche  der  Erde 
sphärisch  sei.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  nun  die  Untersuch- 
ung um  einen  Schritt  weiter  geführt,  und  es  wird  gezeigt,  dass  und  wie 
der  Abplattung  der  Erde  Rechnung  getragen  werden  kann.  Das  haben  natürlich 
auch  schon  andere  Kartographen  gethan  und  thun  müssen ,  aber  die  Art,  wie  es 
hier  geschieht,  erscheint  uns  als  eine  durchaus  originelle^  obgleich  der 
Verfasser  selbst  betont,  dass  eigentlich  nur  der  eine  der  beiden  Acte,  aus 
denen  sich  seine  Lösung  der  Aufgabe  zusammensetzt,  von  ihm  selber  her- 
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rtthrt,  während  er  sich  bezüglich  des  anderen  auf  die  Schaltern  des  alten 
wackeren  Mo  11  weide  stellt,  dessen  Arbeiten  er  einer  unverschuldeten  Ver- 
gessenheit entrissen  hat.  Dass  blos  die  winkel-  und  flächentreue  Abbildungen 
berücksichtigt  werden,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  den  bekannten  An- 
schauungen der  neueren  Schule  auch  bei  der  wirklichen  Kartenzeichnung 
wesentlich  blos  Methoden,  die  zu  der  einen  oder  anderen  dieser  beiden 
Classen  gehören,  Berücksichtigung  finden  sollen. 

Wie  man  von  der  Kugel  zur  Ebene  überzugehen  hat,  das  ist  bekannt, 
dafür  sind  die  Formeln  längst  aufgestellt,  so  dass  es  sich  also  eigentlich 
nur  darum  handelt,  das  ümdrehungsellipsoid  auf  einer  Kugel  abzubilden. 
Die  Kugel,  die  hier  gemeint  ist,  wird  aber  im  Allgemeinen  keine  willkürliche, 
sondern  eine  durch  die  Umstände  geforderte  Lage  haben,  indem  dem  Punkte, 
in  welcher  die  Aufnahmekugel  das  Sphäroid  berührt,  eine  bestimmte 
Mittelbreite  zukommt.  Um  nun  den  Process  möglichst  zu  vereinfachen, 
schiebt  der  Verfasser,  und  dies  ist  eben  die  neue  Idee,  von  welcher  wir 
vorhin  sprachen,  eine  Hilfs-  oder  Normalkugel  ein,  welcher  zur  Erde  con- 
centrisch  ist  und  deren  Aequator  mit  demjenigen  der  Erde  übereinstimmt 
Den  von  Mo  11  weide  aufgestellten  Vorschriften  entsprechend,  überträgt 
man  den  abzubildenden  Bezirk  alsdann  zunächst  von  der  ^phäroidischen 
Oberfläche  auf  die  eingeschaltete  Kugel,  auf  welcher  die  Längen  völlig  die 
des  Originales  sind,  während  die  zur  Ellipsoidbreite  g>  gehörige  Kugel- 
breite '4; 9  wenn  e  die  Excentricität  der  Meridianellipse  bedeutet,  mittelst 
der  eben  das  Wesen  der  Winkeltreue  ausdrückenden  Proportion 

(1— c*)dg>           costpdl  _  .  ,, 

-^^ 3-  : r-=  d^  :  cosq>dl 

ermittelt  wird.     Die  Integration  ist  leicht  und  ergiebt 

,,(45.-1).,,  (45.- ^).(i±i^;)? 

Hieraus  findet  Mollweide  die  Reihenentwickelung 

Um  diese  Reihe  zu  finden ,  war  Gebrauch  gemacht  von  dem  Gleichungspaare 

Es  wäre  vielleicht  am  Platze  gewesen,  gelegentlich  einen  Beweis  für  diese 
immerhin  weniger  bekannte  Formel  zu  geben,  umsomehr,  da  die  in  Bruno ws 
Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie  (Berlin  1862,  S.  15  ff.)  zu  findende 
Ableitung  an  Uebersichtlichkeit  Manches  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Jedenfalls  macht  von  Hammer  von  seinen  vorläufigen  Ergebnissen 
eine  Anwendung,  welche  des  allgemeinen  Interesses  sicher  sein  kann,  weil 
sie  auf  eine  anscheinend  unerwartete  Thatsache  führt.    Wenn  man  nämlich 

6» 
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die  sogenannte  geocentrische  Breite  tp  eines  Sphäroidpanktes  durch  die 
geographische  oder  verbesserte  Breite  q>  desselben  Punktes  ausdruckt,  so  wird 

9>'==  <P  —  (2^'  ■'■  24    /  ^^^^  "*"  48  ^*^****^  +••' 

Zieht  man  mithin  keine  höheren  Potenzen  von  ßy  als  die  vierte  in  Betracht, 
so  wird  1  1 

d.  h.  eine  unter  allen  Umständen  ftusserst  kleine  Grösse.  Man  sieht  also» 
dass  für  wenig  abgeplattete  Rotationsellipsoide  die  winkeltreue  Abbildung 
auf  der  Normalkugel  ein  Bild  liefert,  fast  genau  übereinstimmend  mit 
jenem,  welches  durch  centrale  üebertragung  auf  diese  Kugel  zu  Stande 
kommen  würde. 

Nunmehr  kommt  der  üebergang  von  der  Normalkugel  auf  die  eigent- 
liche Bildkugel  in  Frage.  Jetzt  soll  die  Beziehung  „  KugellSnge  =  a  mal 
Ellipsoidlänge*'  obwalten,  wobei  jedoch  a  nicht  etwa  constant  ist,  sondern, 
wie  die  mittleren  Krümmungshalbmesser,  von  (p^  bis  (p^  stetig  wächst.  Zu 
ganz  anderen,  nämlich  rein  geodätischen  Zwecken,  hat  dieses  Problem 
bereits  Oauss  gelöst  („Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geo- 
däsie**), und  an  dessen  Behandlung  lehnt  sich  natürlich  auch  die  vor- 
liegende an.  Der  Halbmesser  der  Bildkugel  wird  gleich  dem  mittleren 
Krümmungshalbmesser   der    Ellipsoidfläche ;    die    Längenreductionsconstante 

/           ^5 
wird,  wenn  (p^  den  uns  bekannten  Werth  beibehält,  gleich  y  1 — -j jcos^^oi 

zwischen   der  gegebenen  Mittelbreite  q>Q  und  der  ihr  entsprechenden  Breite 

Uo  auf  der  neuen  Kugel  besteht  die  Relation  5in  Uq  =  -  ^n  <Po. 

Dem  Sinne  nach  in  völlig  analoger  Weise  wird  vom  Verfasser  auch 
die  flächentreue  Projection  einer  sphäroidischen  Figur  auf  einer  Kugel, 
deren  Bestimmung  nach  strengen  Regeln  erfolgt,  durchgeführt,  indem  eine 
Normalkugel  als  Zwischenglied  benützt  wird.  Der  Halbmesser  letzterer  ist 
hier  natürlich  kein  willkürlicher,  vielmehr  gilt  als  selbst7erständliche  Be- 
dingung, dass  die  Gesammtoberfläche  von  Kugel  und  Ellipsoid  einander 
gleich  sein  müssen.  Auch  diesmal  werden,  wenngleich  schon  diese  letztere 
Bedingung  auf  keine  ganz  einfache  Gleichung  führt,  die  Schlussausdrücke 
nicht  besonders  verwickelt.  Ueberraschend  mag  es  sein,  dass,  wie  wirk- 
liche Ausrechnung  zeigt,  die  Gauss*sche  Darstellung  einer  Ellipsoidzone 
gleichzeitig  fast  flächen-  und  winkeltreu  ausfällt  und  sonach  auch  als  an- 
nähernd längentreu  gelten  kann.  Dass  es  sich  hier  nur  um  eine  Annäher- 
ung, aber  von  merkwürdiger  Schärfe,  handeln  kann,  leuchtet  ein,  insofern 
das  Ellipsoid    nicht  zu  den  auf  einer  Kugel  abwickelbaren  Flächen  gehört. 

Ein  Hauptwerth  der  Ha  mm  er 'sehen  Schrift  liegt  in  den  mühsam 
berechneten  Tabellen.    Bei  denselben  wurden  neben  den  B  es  sei 'sehen  Erd- 
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dimensionen  auch  diejenigen  von  Clarke  berückBichtigt,  welche  insbesondere 
in  England  als  vorzüglich  geeignet  daza  erachtet  werden,  ,, die  Gestalt  der 
Erde  im  Ganzen  treu  darzustellen  *^  In  einem  Vorberichte  erörtert  der 
Verfasser  sehr  eingehend  die  Methoden  zar  Ermittelung  der  Erdabplattung 
sowie  der  jeweils  für  letztere  gefundenen  Zahlen.  Als  neuesten  Beitrag  zu 
diesen  noch  immer  weit  von  ihrem  Abschlüsse  entfernten  Arbeiten  möchten 
wir  derjenigen  des  Amerikaners  Harkness  Erw&hnung  thun,  durch  welche 
die  Abplattung  noch  mehr  verkleinert  wird,  als  man  gemeiniglich  annimmt; 

sie  soll  danach  nftmlich  nur -^tttt-^  betragen. 

Sehr  dankenswerth  ist  die  allenthalben  hervortretende  Rücksichtnahme 
auf  das  geschichtliche  Element.  So  wird  u.A.  bemerkt,  dass  die  Forderung, 
eine  Kugel  anzugeben ,  welche  sich  einem  Ellipsoide  an  gegebener  Stelle  am 
meisten  anschmiegt,  schon  vor  hundert  Jahren  die  Forscher  lebhaft  be- 
schftftigte  und  v.  Lindenau,  v.  Zach  und  Prony  zu  Studien  hierüber 
anregte«  Der  Letztgenannte  kam  der  Wahrheit  am  nächsten,  indem  er, 
wenn  ^i  und  g^  den  grössten  und  kleinsten  Krümmungsradius  des  betreffenden 

Punktes   bedeuten,  den  Halbmesser  der  gesuchten  Kugel  gleich  ^  (^^  +  ^s) 

setzte.     Solange    beide  Summanden    nur    wenig  von   einander  verschieden 

sind,  ist  bekanntlich  der  Unterschied  von  arithmetischem  und  geometrischem 

Mittel  auch  kein  beträchtlicher.  ^     ^  ^.. 

^-.„      ,  Dr.  S.  Günther. 

München. 

Vorsohnle  znr  Geometrie  von  F.  Roesb,  Oberlehrer  in  Wismar.    Wismar, 
EberhardVsche  Hof-  und  Raths  •  Buchdruckerei.   1890.   16  S.  2  Tafeln. 

Wenngleich  *  vorliegendes  Büchlein  der  Vorrede  entbehrt,  so  liegt  die 
Tendenz  desselben  zu  Tage.  Ein  propädeutischer  Unterricht  in  der  Geo- 
metrie, der  von  der  Anschauung  ausgeht,  ist  noth wendig.  Durch  ihn  sollen 
die  abstracten  Begriffe  des  wissenschaftlichen  Systems  dem  Schüler  näher 
gebracht  werden ,  durch  ihn  soll  er  auf  die  Wahrnehmung  des  gestaltlichen 
Zusammenhanges  der  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde  hingeführt  werden. 
Das  wichtigste  Mittel  hierzu  ist  das  Zeichnen  von  geometrischen  Figuren 
und  das  Beschreiben  ihrer  Eigenschaften.  Solche  interessante  und  schöne 
Figuren,  wie  sie  der  Verfasser  auf  2  Tafeln  beigefügt  hat,  und  die  zu- 
gleich decorative  Verwendung  finden  können,  halten  wir  für  obigen  Zweck 
ganz  geeignet,  da  sie  im  Stande  sind,  Interesse  für  die  abstracto  Wissen- 
schaft zu  wecken.  Leider  nimmt  Verfasser  im  Verlaufe  des  Textes  gar 
keinen  Bezug  auf  diese  Figuren.  —  Inhalt  und  Umfang  des  Werkchens 
sind  durchaus  entsprechend.  Die  Beweise  für  die  Lehrsätze  und  die  Rich- 
tigkeit der  Constructionen  sind  mit  wenigen  Ausnahmen  fortgelassen.  Die 
Betrachtungen  über  das  n*Eck  mitsammt  dem  höchst  mangelhaften  Beweise 
über   die.  Anzahl  Diagonalen   eines   solchen,   und   den   beiden  sich  wider- 
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sprechenden  Nähernngsconstractionen ,  die  doch  kein  Zeichner  anwendet, 
wären  ebenfalls  besser  fortgeblieben,  da  das  ft-£ck  für  den  Quintaner  bezw. 
Quartaner  ein  viel  zu  abstracter  Begriff  ist.  Bei  der  Constrnction  des  rega- 
iSren  Zehnecks,  sowie  an  vielen  anderen  Stellen  dürfte  eine  Figur  nicht 
fehlen.  Desgleichen  vermissen  wir  Erklärungen  über  die  Messung  des  Win- 
kels, Gradeintheilung  und  den  Gebrauch  des  Transporteurs,  dann  die  vier 
Grundaufgaben  der  Dreiecksconstruction.  Hingegen  die  detaillirte  Aufzähl- 
ung der  sämmtlichen  28  möglichen  Winkelpaare  bei  zwei  von  einer  dritten 
geschnittenen  Geraden  halten  wir  für  überflüssig.  Mehrfach  wird  von  End- 
punkten der  Schenkel  eines  Winkels  gesprochen,  so  dass  der  Schüler  auf 
den  Irrthum  verfallen  kann,  dass  es  bei  der  Grösse  eines  Winkels  auf  die 
Länge  der  Schenkel  ankomme.  Nachfolgend  geben  wir  noch  einige  Defini- 
tionen und  sprachliche  Wendungen,  von  denen  der  geneigte  Leser  selbst 
urtheilen  möge,  wie  glücklich  sie  gewählt  sind:  j,Wenn  eine  Gerade  sich 
so  fortbewegt,  dass  jeder  Punkt  derselben  eine  geradlinige  Bahn  zurück- 
legt, so  heisst  ihr  Weg  eine  Ebene ''.  „Die  Kreislinie  entsteht  durch  die 
Fortbewegung  eines  Punktes,  welcher  seine  Entfernung  von  einem  fest- 
liegenden Punkte  nicht  verändert*^.  „Ein  doppelter  Halbmesser  wird  Durch- 
messer oder  Diameter  genannt.*^  n^^^  unterschied  in  den  Richtungen  zweier 
üngleichlaufenden  heisst  Winkel. **  „Man  zeichne  unterbrochene  Geraden 
mit  1,  2,  3  und  mehr  Punkten  in  den  ünterbrechungsstellen ;  man  con- 
struire  (schlage)  von  einem  Punkte  aus  mit  einer  Zirkelöffnung  einen  Bogen 
etc.  Die  Synonyma  „Linie,  Gerade,  Strahl,  Strich,  Strecke*',  ohne  Unter- 
schied ganz  nach  Willkür  zu  gebrauchen,  ist  ebenfalls  eine  Eigenthümlicfa- 
keit  des  Verfassers.  F.  Schütte. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nach  neuen  Grundsätzen  bearbeitet  von 
Karl  Koch,  Professor  am  Lyceum  in  Cannstatt.  Ravensburg.  Verlag 
der  Dorn'schen  Buchhandlung  (Otto  Maier).  Erster  Theil  104  Seiten 
mit  80  Figuren.  1889.  Preis  M.  1.20.  Zweiter  Theil  120  Seiten 
mit  47  Figuren.     1890.     Preis  M.  1.20. 

„Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  nach  neuen  Grundsätzen  bearbeitet,  indem 
unter  Benutzung  des  Princips  der  Symmetrie  die  Lehre  vom  Kreise  in  den 
Vordergrund  gerückt  wurde. **  —  Es  lässt  sich  nicht  leugnen,  dass  eine 
theil  weise  Verschmelzung  der  Lehren  der  neueren  Geometrie  mit  der  alten 
Euklidischen  Schulgeometrie  manche  Vortheile  bietet  durch  die  Leichtigkeit 
und  Eleganz,  mit  welcher  sich  Sätze  aussprechen  und  beweisen  lassen.  So 
ist  in  diesem  Buche  besonders   das  Princip  der  Symmetrie  mit  Erfolg  an-  1 

gewandt  worden.  Die  Gegenüberstellung  der  dualen  Sätze,  ohne  dass  das 
Princip  der  Dualität  herangezogen  oder  bewiesen  wird,  ist  in  jeder  Hin- 
sicht zu  billigen.  Auch  die  Hinznfügung  der  Lehre  von  den  perspecti- 
vischen  Gebilden  am  Ende  des  Buches  dürfte  manchem  Leser  willkommen 
sein.     Wenn   so  dieses  und  der  überaus  reiche  Inhalt  an  Lehrsätzen  und 


Becensionen.  63 


W-S.-  -N^  W'    w-v-^sj»^^   •^^^'^S,^'*^^    ^     -^■^*'   -.^      ^^       ^V. 


Aufgaben  leicht  befriedigen  kann,  so  befriedigt  das  Formale  weniger.    Von 
einem  systematischen  Aufbau  des  Ganzen  ist  keine  Bede,  wie  man  sich  bei 
üebersicht  der  Inhaltsangabe  leicht  überzeugen  kann.     Die  Congruenzsfttze 
fttr  das   Dreieck   erscheinen  erst  auf  Seite  43,   das  Parallelen -Axiom  erst 
auf  Seite  53,  der  Satz  über  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  Seite  52.     Da- 
gegen  wird  gleich   zu  Anfange  dem  Schüler  die  Stetigkeit  und  Congruenz 
des  Raumes  Vorgetragen  und  die  Vorstellung,  den  ganzen  Baum  in  sich  zu 
verschieben  und  ihn  um  zwei  feste  Punkte  zu  drehen,  sowie  das  Verstand- 
niss   der  Congruenz  unendlicher  Gebilde  ihm  zugemuthet.     Die  Definition 
der  Geraden,  noch  weniger  die  des  Winkels  als  j, abgegrenztes  Stück  einer 
Ebene^  werden  den  Beifall  der  Leser  finden.    Auf  Seite  4  giebt  Verfasser 
eine  neue  Definition  von  Linie  und  Fläche  (wobei  auch  ein   bisher  noch 
nicht  entdeckter  unterschied  zwischen  Fläche  und  Oberfiäche  zu  Tage  kommt), 
um  derselben   sofort  auf  Seite  5  und  6  untreu  zu  werden.    Dass  er  dem 
Seite  18  ausgesprochenen  Vorhaben,  im  Folgenden  nur  solche  Vielecke  zu 
behandeln,  „deren  Seiten   sich  nicht  schneiden",   untreu  wird^   wollen  wir 
ihm   nicht   verargen,    wohl   aber,   dass   er   den  Winkelhalbirer   , Mediane" 
nennt,   die   Mittellinie    „Transversale",   während   er   Seite  74,  IL  erklärt: 
„Mit  Transversale  pflegt  man  jede  Gerade  zu  bezeichnen,  die  durch  eine 
Ecke  des  Dreiecks  gezogen  isf     Nun  sieht  er  sich  veranlasst,  die  früheren 
Transversalen  in  „  Schwerlinien  ^  umzutaufen.     Auf  Seite  58 ,  IL  wird  der 
Schüler  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Dimension  der  beiden  Seiten 
einer  Gleichung  dieselbe  sein  muss.     Seite  59  sündigt  der  Verfasser  da- 
gegen ,  indem  er  das  Product  zweier  Strecken  mit  c  bezeichnet  und  an  einer 
anderen  Stelle   wird  die  Längeneinheit  mit  \t  bezeichnet,  als  wäre  sie  ein 
Product.    Auf  derselben  Seite  59,  sowie  noch  auf  mancher  andern,  finden 
wir  auch  das  Wort  „Sehne**  in  einem  Sinne  gebraucht,  der  gar  nicht  mit 
der  Seite  21 , 1.  gegebenen  Erklärung  übereinstimmt.    Die  Fassung  mancher 
Sätze  und  Aufgaben  lässt  in  Bezug  auf  Klarheit  und  Präcision  des  Aus- 
druckes viel  zu  wünschen  übrig.     Eigenthümlich  ist  die  Scheu  des  Verfas- 
sers   vor   dem   bestimmten  Artikel   und   dem  Subjecte  Man   und  Ich.     So 
heisst  es   z.  B.:   „Zweiter  Schnittpunkt  ist  unnöthig",   „Um  M  beschreibe 
K  mit  r   statt:   Der   zweite   Schnittp...     Um    "M  beschreibe    ich    den 
Kreis..."     Nebenbei  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  dieser  Kreis  gleich 
darauf  mit  QM  bezeichnet  wird,   obschon  in  der  Figur  3  Kreise  um  M 
vorkommen,  später  mit   O-^^^-     Varietas  delectat!     Der  Genitiv  scheint 
auch   nicht  mehr  beliebt  zu  sein;   Seite  23  steht:    „Der  Schnittpunkt  von 
zwei  Senkrechten  heisst  Fusspunkt**.     Seite  86,  IL     Die  drei  Potenzlinien 
von  drei  Kreisen  etc.  —  Wir  könnten  noch  eine  grosse  Menge  sachlicher 
und   sprachlicher  Incorrectheiten ,  Druckfehler  etc.  anführen;  die  wenigen, 
die   wir   angeführt   haben,    mögen   zeigen,   wie   sehr  das  Buch   noch  den 
Stempel   der  ersten  Auflage  trägt.    Noch  wollen  wir  hinzufügen,   dass  die 
vom  Verfasser  erfundenen  Abkürzungen ,  wodurch  die  Aufgaben  in  Bebusse 


64  HistoriBoh- literarische  Abtheiluug. 

verwandelt  werden,  aach  abgesehen  davon,  dass  sie  nicht  consequent  sind, 
wohl  kaum  Beifall  finden  werden.  Ansserdem  klingen  manche  Abkürzungen 
derartig  komisch,  dass  sich  unsere  norddeutschen  Schüler  dieselben  als  Ob- 
ject  derber  Schulwitze  nicht  entgehen  lassen  würden.  Vielleicht  sind  die 
süddeutschen  harmloser.  F.  ScbOttb, 


Trigonometrie.    78  Seiten. 
Stereometrie.     1 15      „ 


Lehrbuch,  und  Aufgabensammlung  für  Schulen. 

(Zwei  separate  Bttndchen)  von  Wilh.  Wintbr, 
Professor  für  Mathematik  und  Physik  am  kgl.  alten  Gymnasium  in 
Begensburg.  München,  Theodor  Ackermann,  kgl.  Hof  buchhändler.  1890. 

Das  erste  der  angeführten  Lehrbücher  behandelt  die  wichtigsten  Lehren 
der  Goniometrie ,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  kurz,  klar,  einiBch 
und  übersichtlich.  Ferner  enthält  dasselbe  eine  reiche  Zahl  von  Aufgaben, 
an  welchen  wir  Folgendes  anerkennen  wollen:  1.  sie  sind  nicht  zu  schwer 
und  nicht  zu  verwickelt,  sondern  einfach  und  können  vom  Schüler  ohne 
Anstrengung  verstanden  und  selbständig  gelöst  werden;  2.  die  Aufgaben 
sind  interessant,  indem  sie  vielfach  einen  praktischen  Hintergrund  haben 
—  Triangulations-  und  astronomische  Aufgaben;  3.  sie  sind  nicht  planlos 
hintenan  gefügt,  sondern  in  das  System  eingefügt  und  zwar  gleich  von 
Anfang  an  und  beleben,  üben  ein  und  befestigen  das  Gelernte.  An  um- 
fang und  Inhalt  weicht  vorliegendes  Werkchen  von  ähnlichen  kaum  ab; 
lobend  hervorheben  wollen  wir  jedoch  die  Daratellung  der  Sinus -,  Cosinus-, 
Tangenten-  und  Cotangenten - Curve.  Das  Papier  ist  gut,  der  Druck  sauber 
und  correct.  Nur  die  Figuren  entsprechen  nicht  den  verwöhnten  Anfor- 
derungen unserer  Zeit.  Ihr  Mangel  scheint  jedoch  weniger  an  der  gewählten 
billigen  Herstellungsweise,  als  an  den  unschönen  Originalzeichnungen  zu  liegen. 

Was  über  die  zweckmässige  Anlage,  die  trefflichen  Aufgaben  und  die 
Figuren  der  „ Trigonometrie*'  gesagt  ist,  gilt  ebenfalls  von  desselben  Ver- 
fassers „  Stereometrie  **.  Ausser  dem  üblichen  Pensum  enthält  dieselbe  Ab- 
schnitte über  das  Prismatoid  und  Obelisk,  den  schiefen  Cylinder,  über 
Cylinderdreiecke  und  die  6uldin*sche  Regel.  Bei  dem  Capitel  über  die 
regulären  Polyeder  dürfte  man  Zeichnungen  derselben  oder  ihre  Netze  wohl 
vermissen.  Auch  die  Aufgaben  sind  ohne  alle  Figuren.  Jedoch  steht  der 
Yerfiasser  mit  diesem  Mangel  in  Deutschland  nicht  allein  da;  auch  anders- 
wo scheint  man  es  leider  nicht  zu  lieben,  auch  die  Aufgaben  mit  Figuren 
zu  versehen.     Leider!  ^   Schütte. 

Sammlung  planimetrischer  Aufgaben  für  den  Gebrauch  an  höheren  Schulen 

von  Dr.  phil.  E.  Sohilkb,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Saarburg  i.  L. 

Leipzig,   Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1890.    54  Seiten. 

Preis  kart.  M.  1. 

Das  Büchlein   enthält  890  leichte  oder  massig  schwere  planimetrische 

Aufgaben   ohne  Andeutungen   zur  Lösung  oder  irgend  welche  Erklärungen 
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der  AuflösuDgsmetboden  und  ohne  Figaren.  Einige  Inhaltsaufgaben  erscheinen 
in  der  Form  von  Berechnungsanfgaben.  Die  wichtigsten  Aufgaben ,  etwa  60, 
sind  durch  besondern  Druck  hervorgehoben.  Das  Inhaltsverzeichniss  beginnt 
folgendermassen : 

1.  Aufgaben  über  gerade  Linien  und  Winkel;  einfache  Dreiecksauf, 
gaben. 

2.  Aufgaben  über  das  Viereck. 

3.  Aufgaben,  in  denen  Summen  und  Differenzen   von  Strecken  und 
Winkeln  als  gegebene  Grössen  vorkommen. 

4.  Aufgaben  über  Linien  und  Winkel  beim  Kreise  etc. 
Das  nennt  der  Verfasser  methodisch  geordnet !I 

Das  Werkeben  kann  nur,  aber  auch  nur  dazu  dienen ,  Uebungsmaterial 

zu  liefern,  und  wie  alle  derartigen  Sammlungen,  so  ragt  auch  diese  durch 

die  grosse  Zahl  der  Aufgaben   hervor.  —  Ausstattung,   Druck  und  Papier 

sind,  wie  man  es  bei  Tenbner  gewohnt  ist,  gut. 

F.  Schütte. 

Leitfaden  für  den  trigonometri8clL6n  und  stereometrischen  TTnterriclLt 
an  höheren  Bürger-  und  Realschulen  von  Dr.  Karl  Schulze,  Lehrer 
an  der  Biber*schen  Realschule  in  Hamburg.  Erstes  Heft:  Trigono- 
metrie. 72  S.  Zweites  Heft:  Stereometrie.  60  S.  Preis  kart.  je 
M.  1,20.     Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1890. 

Der  vorliegende  Leitfaden  Will  den  besonderen  Bedürfnissen  der  höheren 
Bürgerschulen  Rechnung  tragen.  Ihre  Schüler  sollen  die  Elemente  der 
Trigonometrie  und  Stereometrie  in  verhftltnissmltesig  frühem  Alter  lernen. 
Daher  geht  der  Verfasser  sehr  zweckmässig  von  Vorstellungen  aus,  die  dem 
Schüler  schon  bekannt  sind  (Berechnung  der  regulären  Vielecke)  und 
berechnet  zuerst  die  trigonometrischen  Functionen  von  30^,  60^,  45^,  72^ 
etc.  Alle  Formeln  werden  zunSchst  nur  fQr  spitze  Winkel  abgeleitet,  auch 
das  Additionstheorem.  Erst  die  Entwickelung  des  Sinus-  und  Cosinus- 
Satzes  giebt  dem  Verfasser  Veranlassung ,  auch  von  den  Functionen  stumpfer 
Winkel  zu  sprechen.  —  Eine  Tafel  der  natürlichen  trigonometrischen  Zahlen 
ist  beigefügt.  Der  zweite  Theil  enthftlt  Aufgaben,  wohlgeordnet  und  mit 
entsprechenden  Vorbemerkungen  versehen,  von  denen  wir  insbesondere  auf 
die  über  die  vier  Berührungskreise  eines  Dreiecks  aufmerksam  machen.  Mit 
Hilfe  dieser  gelangt  man  oft  zu  höchst  eleganten  Lösungen,  was  hSufig 
nicht  genügend  gewürdigt  wird;  auch  hier  scheinen  uns  diese  Beziehungen 
nicht  weit  genug  ausgenützt. 

Ebenso  geschickt  wie  die  Einleitung  in  die  Trigonometrie,  ist  die  in 
die  Stereometrie.  Hier  beginnt  der  Verfasser  mit  der  Zergliederung 
des  Würfels.  Diese  Zergliederung  liefert  die  Bausteine  zu  dem  ersten 
Theile,  welcher  von  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen  etc.  handelt  Der 
zweite  Abschnitt  handelt  von   den  Körpern.     (In  Cavalieri's  Grundsätze 


66  Historisch -literarische  Abtheilung. 


^      e       ^~. 


Seite  19  befindet  sich  ein  sinnstOrender  Fehler.)  Dann  folgen  Aufgaben, 
der  Anlage  des  zweiten  Theiles  entsprechend  geordnet.  Anerkennend  ber- 
Yorheben  wollen  wir  noch  das  Capitel  über  die  Kartographie  und  die 
geschichtlichen  Notizen,  welche  auch  der  Trigonometrie  beigefügt  sind. 

Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche,  nur  würden  wir  empfehlen,  die 
wichtigsten  Formeln  nicht  durch  unterstreichen,  sondern  durch  Fettdmck 
hervorzuheben.  Die  Ausführung  der  Figuren  ist  tadellos;  schade,  dass 
einige,  z.  B.  Fig.  31,  so  nachlässig  gezeichnet  sind.  Scharfe  Büge  verdient 
auch  der  Umstand,  dass  überall  die  Projection  eines  Kreises  nicht  als 
Ellipse,  sondern  als  von  Kreisbögen  gebildetes  Zweieck  dargestellt  ist. 

F.   SOHÖTTB. 

Leitfaden  der  Stereometrie  für  den  Schulunterricht  von  Franz  Lücke, 
Gymnasiallehrer  in  Zerbsi  Mit  9  lithographirten  Tafeln.  Leipzig, 
Veriag  von  B.  G.  Teubner  1890.    Preis  M.  2.  80.    204  S.    9  Tafeln. 

Die  Figuren  zu  diesem  Buche  sind  der  Billigkeit  halber  auf  lithogra- 
phirten Tafeln  hinten  angefügt,  was  für  den  Gebrauch  nicht  sehr  bequem 
ist  Dafür  wird  man  aber  reichlich  durch  die  saubere  Ausführung  der 
mustergiltigen  und  sehr  anschaulichen  Figuren  entschädigt.  Der  erste 
Theil  handelt  von  den  ungeschlossenen  stereometrischen  Gebilden,  Ebenen 
in  Verbindung  mit  Geraden  und  unter  sich  etc.,  und  ist  verhältnissrnfissig 
kurz.  Der  zweite  Theil  handelt  von  den  geschlossenen  Gebilden  und  ist 
sehr  umfangreich.  Es  werden  nicht  nur  die  gewöhnlichen  stereometriscben 
Körper  behandelt,  sondern  alle  überhaupt  möglichen  Gebilde,  deren  Ober- 
fläche oder  Inhalt  auf  elementarem  Wege  ermittelt  werden  kann ,  auch  solche 
mit  windschiefen  Seitenflächen:  Paraprisma,  Interprisma,  Antiprisma  nad 
Pyramide,  sowie  die  durch  Abstutzung  erhaltenen  Körper,  Ponton,  Obelisk, 
Keil,  gedrehter  Kegelstutz,  Cjlinder,  Wanne,  Glocke ,  Cylinderhufe;  ferner 
die  sogenannten  sphärischen  Körper,  Kugel,  Kugelabschnitt,  Kugeltonne, 
Kreis-  und  Ellipsenkant,  Pjramidoid ,  Pyramidoidstutz,  Prismoid,  Die  regu- 
lären Polyeder  sind  gebührend  berücksichtigt.  Der  hier  gegebene  Beweis 
des  Euler 'sehen  Lehrsatzes  ist  äusserst  elegant  und  verdient  wegen  seiner 
Einfachheit  vor  anderen  den  Vorzug.  Er  lautet:  Man  kann  jedes  Polyeder 
in  Tetraeder  zerlegen.  Baut  man  umgekehrt  das  Polyeder  aus  Tetraedern 
auf,  so  hat  man  offenbar  für  das  erste  Tetraeder  ^+F=2r+2.  Legt 
man  nun  an  dieses  das  zweite,  dann  das  dritte,  vierte  u.  s.  w.  mit  der 
deckenden  Fläche  an,  so  vermehrt  sich  jedesmal  ^  um  1,  F  um  3—1, 
dagegen  K  um  3;  die  beiden  Summen  bleiben  also  stets  gleich.  —  In  den 
zweiten  Theil  sind  entsprechende  Aufgaben  nebst  ihren  Lösungen  eingeflochten. 

Der  dritte  Theil  enthält  Uebungsstoff  und  zwar  vorzugsweise  Con- 
structionsaufgaben  (ohne  Lösung) ,  Berechnungsaufgaben  und  zu  beweisende 
Sätze.  Die  Auswahl  ist  eine  sehr  gute  und  die  Aufgaben  sind  durchweg 
interessant.  —  Nach  Angabe  des  Verfassers  soll  das  Buch  nicht   ftlr  den 
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Selbstunterricht,    sondern    nur    für   die  Schule  dienen.     Ausgezeichnet  ist 

dasselbe  durch  die  logische  Eotwickelung  des  Systems,   die  zweckmässige 

Anfeinanderfolge  der  Sätze,  wodurch  die  Uebersichtlichkeit  sehr  gefördert 

wird;  ferner  durch  die  grosse  Ausführlichkeit,  die  jedoch  nicht,  selten  in 

Breite  ausartet.     Wegen  letzterer  Eigenschaft  kann-  das  Buch ,  namentlich 

auf  Gymnasien,  nur  mit  Auswahl  gebraucht  werden. 

F.  Schütte. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Kaumes  zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten,  technischen  Hochschulen,  sowie  zum 
Selbststudium  dargestellt  und  mit  zahlreichen  üebungsbeispielen 
versehen  von  Dr.  F.  Rudio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich. 
Mit  12  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1891  bei  B.  G.  Teubner. 
X,  156  Seiten. 

Im  XXXV.  Bande  dieser  Zeitschrift,  historisch  -  literarische  Abtheilung 
Seite  37 — 38  haben  wir  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
besprochen,  zu  deren  Abfassung  Herr  Rudio  sich  mit  Herrn  Ganter  ver- 
einigte. Konnten  wir  jenem  Buche  ein  uneingeschränktes  Lob  aussprechen, 
80  gebührt  mindestens  die  gleiche  Anerkennung  der  heute  uns  vorliegenden 
Fortsetzung,  der  von  H.  Rudio  allein  verfassten  Raumgeometrie.  Analy- 
tische Geometrien  des  Raumes  giebt  es  in  beträchtlich  geringerer  Anzahl, 
als  solche  der  Ebene,  eine  naturgemässe  Folge  des  ümstandes,  dass  letz- 
tere an  sehr  vielen ,  erstere  an  sehr  wenigen  Anstalten  gelehrt  wird ,  kaum 
irgendwo  sonst  als  an  Universitäten  und  Polytechniken.  Zöglingen  dieser 
Anstalten  pflegt  man  aber  meistens  die  Raumgeometrie  .als  Lehre  von  den 
Cnrven  im  Räume  und  von  den  Oberflächen  unter  Anwendung,  um  nicht 
zu  sagen  als  Anwendung  das  Infinitesimalcalcüls  vorzutragen,  und  wenn 
Elemente  der  höheren  Behandlungsweise  vorausgeschickt  werden,  so  be- 
schränken dieselben  sich  meistens  auf  das  Nothdürftigste.  Ein  Tadel  will 
damit  so  wenig  ausgesprochen  werden ,  dass  Referent  selbst  seine  vierstündige 
Sommervorlesung  über  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
nach  diesem  Plane  zu  halten  gewohnt  ist.  Vielleicht  wird  darin  eine  Aen- 
derung  eintreten,  seit  Herr  Rudio  auf  noch  nicht  10  Druckbogen,  von 
welchen  überdies  ein  gar  nicht  unbeträchtlicher  Raum  durch  Aufgaben  in 
Anspruch  genommen  ist,  gezeigt  hat,  dass  man  mit  sehr  elementaren  Be- 
trachtungen recht  weit  kommen  kann,  ohne  an  Zeit  zuzusetzen,  was  an 
Mitteln  erspart  wurde.  Ein  wesentliches  Merkmal  der  Unterscheidung  des 
neuen  Buches  von  allen  älteren  Elementarschriften  über  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes  besteht  in  der  Anwendung  der  Gauss*8chen  Einheits- 
kugel, welche  schon  auf  Seite  19  auftritt  und  auf  Seite  22  es  gestattet, 
sämmtliche  Richtungen  des  Raumes  durch  die  Punkte  der  Oberfläche  der 
Einheitskugel  abzubilden.  Gegen  Ende  des  Buches,  Seite  133,  sind  dann 
sogar  die  Gauss 'sehen  Flächencoordianten  u,  v  eingeführt.     Wie  die  Ein- 
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heitskugel  za  sehr  einfacher  Darstellung  mancher  Dinge  fdhrt,  mag  die  in 
§  13,  Seite  27 — 29  behandelte  Aufgabe  der  Bestimmung  einer  zu  zwei 
gegebenen  Richtungen  normalen  Geraden  zeigen.  Die  Punkte,  welche  die 
gegebenen  Richtungen  abbilden,  werden  durch  einen  GrOsstenkreis  der  Ein- 
heitskugel verbunden  und  dann  die  Endpunkte  des  auf  diesem  Grössten- 
kreise  senkrechten  Durchmessers  gesucht  unter  den  in  elementaren  Schriften 
sonst  nicht  regelmässig  auftretenden  Gegenständen  erwähnen  wir  das  Ebnen- 
bOschel  (Seite  69)  und  Ebnonbündel  (Seite'^72).  Wir  erwähnen  auch  die 
Kreislinie  im  Räume  (Seite  103),  die  Vereinigung  von  Kugel  und  Geraden 
(Seite  106),  ohne  damit  die  Dinge  erschöpft  zu  haben,  welche  wir  als 
bemerkenswerthe  empfehlen  möchten.  Dem  einen  Leser  wird  wahrscheinlich 
der  eine,  dem  anderen  der  andere  Abschnitt  besser  gefallen,  sicherlich  wird 
aber  das  ganze  Buch  so  viele  Freunde  als  Leser  gewinnen.  ^ 


Die  Brooard'schen  Oebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  verwandten 
merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks.  Von  Dr.  A.  Emme- 
rich, Gymnasiallehrer  zu  Mülheim  a.  d.  Ruhr.  Hit  50  Figuren  im 
Text  und  einer  lithographischen  Tafel.  Berlin,  1891  bei  Georg 
Reimer.    XIV,  154  Seiten. 

Im  XXXV.  Bande  dieser  Zeitschrift,  historisch -literarische  Abtheilong, 
Seite  34—35,  ist  ein  Programm  des  gleichen  Verfassers  angezeigt,  welches 
mit  dem  Brocard*8chen  Winkel  sich  beschäftigte.  Das  heute  zur  Be- 
sprechung gelangende  Buch  ist  eine  Fortsetzung  und  Erweiterung  jener 
Programmabhandlung.  Herr  Emmerich  hat  nämlich  nicht  nur  die  Winkel», 
sondern  alle  elementargeometrische  Gebilde  der  neuesten  Dreiecksgeometrie, 
die  Paukte,  die  Geraden,  die  Kreise,  durch  welche  vereinte  Bemühungeo 
räumlich  und  national  getrennter  Forscher  die  Wissenschaft  bereichert  haben, 
im  Zusammenhange  betrachtet,  ohne  anderer  Hilfsmittel  sich  zu  bedienen, 
als  der  der  Planimetrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Nur  anhangsweise 
sind  die  auf  ein  rechtwinklig  geradliniges  Coordinatensystem  bezogenen 
Coordinaten  von  24  Punkten  angegeben,  eine  ganz  bequeme  Hilfstabelle 
für  Anwendung  der  analytischen  Geometrie  auf  die  in  Rede  stehenden  Ge- 
bilde. Die  Kegelschnittbeziehungen,  welche  gleichfalls  einen  keineswegs 
geringfügigen  Bestandtheil  der  Dreiecksgeometrie  ausmachen,  hat  Herr  Em- 
merich aus  seiner  Zusammenstellung  ausgeschlossen.  Ihre  Aufnahme 
würde,  meint  er,  die  einheitlich  elementare  Anordnung  zerstört  haben  und 
verhindert  haben,  einzelne  Abschnitte  als  zusammenhängende  Beispielgruppeu 
dem  unterrichte  in  Oberdassen  zu  Grunde  zu  legen.  So  gewiss  jeder  Ver- 
fasser selbst  zu  bestimmen  hat,  welche  Grenzen  er  seinen  Veröffentlichungen 
zu  stecken  wünscht,  so  möchten  wir  jener  Begründung  der  geübten  Ent- 
haltsamkeit doch  nicht  beipflichten.  Für  den  Schüler  ist  das  Buch  doch 
nicht  geschrieben.     Dass  dieser  es  benutze,  ist  schon  durch  die  mehrfachen 
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Beweise  der  meisten  Sätze  ausgeschlossen.  Wenn  aber  der  Lehrer  das  Buch 
benutzen  soll  und  es  gewiss  mit  Erfolg  benutzen  wird,  um  ohne  allzngrossen, 
durch  Nachschlagen  in  zahlreichen  Zeitschriften  und  Programmen  verursachten 
Zeitverlust  sich  mit  den  behandelten  Theorien  bekannt  zu  machen ,  so  sehen 
wir  nicht  ein,  warum  für  ihn  nicht  einige  weitere  Capitel  beigefügt  werden 
konnten,  allerdings  andere  Vorkenntnisse  voraussetzend,  aber  doch  nicht 
solche,  über  welche  nicht  jeder  Lehrer  verfügt.  Vielleicht  holt  Herr  Em- 
merich in  einem  Nachtrage  oder  in  einef  Programmabhandlung  nach ,  was 
gleich  uns  gewiss  viele  Leser  vermissen.  Dem  eigentlichen  Buche  ist  ein 
drei  Seiten  langes  chronologisch  geordnetes  Verzeichniss  sämmtlicher  Quellen 
vorausgeschickt.  Bei  dessen  Durchsicht  fiel  uns  auf,  dass  auch  nicht  ein 
einziger  italienischer  Namen  unter  den  Schriftstellern,  welche  zu  erwähnen 
waren,  vorkommt.  Sollten  wirklich  die  Italiener  keinen  Geschmack  an  der 
Dreiecksgeometrie  fiuden,  oder  ist  die  Lücke  durch  die  Schwierigkeit,  elemen- 
ttir- mathematische  Sammelschriften  zu  erhalten,  zu  erklären? 

Cantor. 

A  treatise  on  plane  trigonometry  bei  E.  W.  Hobson,  M.  A.,  fellow  and 
assistent-tntor  of  Christ's  College,  Cambridge,  and  university-lec- 
turer  in  mathematics.  Cambridge  1891  at  tbe  University  press 
XV,  356  pag. 

Wenn  eine  ebene  Trigonometrie  sich  auf  mehr  als  22  Druckbogen  aus- 
dehnt,  so  kann   man   erwarten,   dass  der  Inhalt  dem  Titel  mehr  als  nur 
entspricht,   dass  ausser  denjenigen   Dingen,   welchen   man  gewohnt  ist   in 
ähnlich  benannten  Werken  zu  begegnen,  auch  noch  vieles  Ändere  behandelt 
sein  wird.     Diese*[  Erwartung  wird  durch  Herrn  Hobson 's  Werk  reichlich 
erfüllt.     Es  hat  so  Vieles  in  sich  aufgenommen,  dass  man  fast  an  der  Be- 
rechtigung jenes^Titels  zweifeln  möchte.     Wer  z.  B.  wird  in  einer  ebenen 
Trigonometrie  ein  vollständiges,    ausführliches  Capitel  über  Beihenconver« 
genz,    ein  anderes  über  unendliche  Pioducte,  ein  drittes  über  die  Anfangs- 
gründe der  Lehre  von  den  complexen  Zahlen  erwarten?     Sie  finden   sich 
aber   vor  und  zwar  in   einer   Ausdehnung  und  zugleich  einer  Strenge  der 
Entwickelung ,  welche  sie  auch  für  andere  Zwecke  eines  jugendlichen  Lesers 
ausreichend  macht,  als  nur  zum  Verständniss  der  in  einer  ebenen  Trigono- 
metrie   auftretenden    Anwendungen   dieser  Lebren.     Wenn    wir  von  einem 
jugendlichen  Leser  reden,  so  ist  dieses  im  Sinne  des  Verfassers  gesprochen, 
der   die  Benutzer  seines  Buches  als  solche  sich  denkt,   welche  in  ihm  mit 
der  Trigonometrie  sich  bekannt  zu  machen,   zugleich  aber  die  weitere  Ab- 
sicht haben ^  bei  der  Trigonometrie  nicht  stehen  zu  bleiben,  sondern  von 
ihr   ans    zu  den  höheren  Theilen  der  Mathematik  zn  gelangen.     Nicht  gar 
selten 'sieht  es  übrigens  so  aus,  als  denke' Herr  Hobson  sich  jenen  höheren 
Standpunkt  schon  erreicht,   wenn  er  Sätze  einflicht,   wie  z.  B.  ^für  solche 
Leser,    die  mit  dem  Taylo raschen  Lehrsatze  schon  bekannt  sind''  u.  s.  w. 
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An  Beispielen  ist  eine  sehr  stattliche  Auswahl  Torhanden  and  68  ist  beson- 
ders anzuerkennen ,  dass  dieselben  nach  zwei  Richtungen  zur  Uebang  dienen 
können.  Die  eine  Gruppe  Ton  Beispielen  fordert  das  Heimischsein  in  den 
vorgetragenen  Sfttzen  und  entwickelten  Formeln,  die  andere  die  praktische 
Anwendung  jener  Formeln  auf  bestimmte  Zahlenwerthe.  Dem  entsprechend 
ist  auch  von  der  Herstellung  von  trigonometrischen  Tafeln  in  einem  beson- 
deren IX.  Capitel  weit  ausführlicher  die  Rede,  als  man  es  in  anderen  Tri- 
gonometrien findet,  uns  persönlich  hat  gerade  dieses  Capitel  besonders 
gut  gefallen.  Wenn  wir  uns  gestatten  sollen,  auch  zwei  kleine  Fragen  an 
Herrn  Hobson  zu  stellen,  so  geht  die  eine  dahin,  warum  er  fortwährend 
Hjpothenuse  mit  <A, drucken  lässt,  die  andere,  wie  er  dazu  kommt,  auf 
einer  und  derselben  Seite  31  einen  solchen  Widerspruch  dem  Schüler  zn 
bieten  wie  der  in  den  Bezeichnungen  sin~^x  =  aresin x,  coi^A^^{eoiAf 
enthaltene?  Wird  der  leider  viel  verbreitete  Missbranch  der  Potenzirang 
des  Functionalzeichens,  wo  Potenzirung  der  Function  gemeint  ist,  geduldet, 

so    kann   5m~*    nichts    Anderes   bedeuten   als    (sinx)"^  ^— — ,    und  ist 

svnx 

sinr^x  wirklich  aresin  x^  womit  wir  uns  gern  befreunden,  so  kann  coi^A 
nur  eot[cotA)  bedeuten.  Cantob. 


The  nnmber  -  System  of  algebra  treated  theoretically  and  historicallj  bj 
Hbnbt  B.  Fime,  Ph.  D.,  Professor  of  mathematics  in  Princeton 
College.  Leach,  Shewell  &  Sanborn.  Boston  and  New- York  1891. 
IX,  131  pag. 

Die  elementare  Arithmetik  nach  Strenge  und  Folgerichtigkeit  der  Ent- 
Wickelung  der  Lehren  der  Fnnctionentheorie  nahe  zu  bringen,  mit  welchen 
sie  ohnedies  in  dem  Augenblicke  zusammentrifft,  wo  eine  negative  Basis 
auf  eine  Potenz  mit  gebrochenen  Exponenten  geradzahligen  Nenner  erhöhen 
werden  soll,  ist  ein  Bestreben,  welchem  deutsche  Schriftsteller  seit  etwa 
40  Jahren  sich  zuwandten.  Referent  darf  vielleicht  auf  seine  Elementar- 
arithmetik von  1855  als  einen  der  ersten  Versuche  dieser  Art  hinweisen. 
Herr  Fine  scheint,  seinem  Vorworte  nach,  der  erste  amerikanische  Schrift- 
steller tthnlicher  Richtung  zu  sein,  und  wie  der  allgemeine  Stand  mathe- 
matischen Denkens  und  Wissens  in  den  letzten  Jahrzehnten  sich  in  kaom 
zu  sagender  Weise  gehoben  hat,  so  auch  diese  höhere  Elementararithmetik, 
wenn  man  die  widersprechenden  Wörter  in  Verbindung  bringen  darf.  Herr 
'  Fine  hat  kein  sog.  „Textbook"  verfasst,  noch  verfassen  wollen.  Rechnen 
lernen  wird  Niemand  aus  seiner  knappen  Darstellung,  wohl  aber  die  ver- 
schiedenen Zahlenarteu ,  die  Noth wendigkeit  ihrer  Einführung  zur  allgemeinen 
Oiltigkeit  der  Regeln  für  die  verschiedenen  Rechnungsverfahren  begreifen 
lernen.  Wie  weit  man  in  einem  solchen  Buche  zu  gehen  hat,  ist  wesentlich 
Geschmackssache   des    Verfassers.     Herr   Fine    hat   auch    das   Gauss'scbe 
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Fundam^Dtaltheorem  der  Algebra  und  das  Nothwendigste  ans  der  Lehre 
von  der  Convergenz  reeller  nnd  com  plexer  Reihen  mit  eingeschloBsen,  ohne 
natürlich  eine  vollstSndige  Reihenlehre  zn  geben.  So  der  Inhalt  der  ersten 
80  Seiten.  Die  noch  folgenden  50  Seiten  enthalten  einen  Abriss  der  Ge- 
schichte der  Arithmetik  nnd  Algebra,  der  ganz  gnt  gemacht  ist.  Wesent- 
liche Irrthflmer  sind  nns  darin  nicht  anfgestossen.  Eine  VoUstSndigkeit 
konnte  selbstverständlich  anch  hier  nicht  angestrebt,  geschweige  denn  erreicht 

^^'^^"-  Cantob. 

Die  Sirenen.  Ein  Beitrag  zur  Entwicklungsgeschichte  der  Akustik,  Theil  I, 
von  Dr.  Ernst  Robbl,  Oberlehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zum 
Programm  des  Luisenstftdtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin.  Ostern 
1891.  (1891.  Programm  Nr.  98]  Berlin  1891.  R.  Gärtner's  Ver- 
lag (Hermann  Hejfelder).    29  Seiten. 

Im  Sommer  1681  zeigte  Robert  Hooke,  der  geniale  Erfinder  so 
vieler  Versuche,  die  Erzeugung  von  Tönen  durch  schnelle  Umdrehung 
gezähnter  Messingräder.  Der  Italiener  Stancari  machte  1706  ähnliche 
Versuche  mit  Vorrichtungen  von  grösseren  Abmessungen.  Er  bediente  sich 
eines  mit  200  Nägeln  besetzten  hölzernen  Rades  von  3  Fuss  Durchmesser. 
Der  dritte  Physiker,  welcher  ähnliche  Versuche  anstellte,  war  wieder  ein 
Engländer  John  Robison,  der  in  dem  letzten  Jahrzehnt  des  XVIII.  Jahr- 
hunderts eine  Art  von  Theorie  gab,  in  welcher  als  Hauptsatz  hervortrat, 
dass  ein  Ton  nicht  nur  durch  die  regelmässigen  Schwingungen  elastischer 
Körper,  sondern  auch  durch  getrennte  Schläge  hervorgebracht  werden  kann, 
sofern  dieselben  nur  in  regelmässiger  Wiederkehr  und  mit  genügender  Ge- 
schwindigkeit erfolgen.  Die  Leistungen  der  genannten  drei  Physiker  bilden 
die  Vorarbeiten  zur  eigentlichen  Erfindung  der  Sirenen,  mit  welcher  Cag- 
niard  de  la  Tour  1819  in  die  Oeffentlichkeit  trat,  und  welche  er  bis 
1840  fortwährend  erweiterte  und  vervollkommnete,  so  sein  Erfinderrecht 
wahrend,  auch  nachdem  es  ihm  zu  Gunsten  Robison*s  streitig  gemacht 
worden  war.  Felix  Savart  hat  gleichzeitig  mit  den  späteren  Arbeiten 
von  Cagniard  de  la  Tour  die  Zahnradsirene,  welche  gegen  die  Loch* 
Sirene  in  den  Hintergrund  getreten  war,  .vervollkommnet  und  mit  ihrer 
Hilfe  die  Frage  nach  den  Grenzen  der  Hörbarkeit  gebildeter  Töne  zu  beant- 
worten gesucht.  Das  dürfte  als  Inhaltsverzeichniss  der  auf  Studium  der 
Originalarbeiten  sich  gründenden  Abhandlung  von  Hrn.  Robel  zu  betrachten 
sein.  Ein  II.  Theil,  vermuthlich  der  nächstjährigen  Programmbeilage  vor- 
behalten,  verspricht  die  späteren  Untersuchungen  von  Ohm,   von  Helm- 

holtz,  von  König  in  ähnlicher  Weise  zusammenzufassen. 

Camtor. 
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Topologisolie  Stadien  über  die  ans  ringtOrmig  getoUcssenen  Bftndern 
darch  gewisse  Schnitte  erzengbaren  Gebilde.    Von  Dr.  Friedrich 
DiNOBLDET,   Privatdocent  an  der  technischen  Hochschule  zn  Darm- 
stadt.    Mit   37  Figuren    im  Text   und   5  lithographischen   Tafeln. 
Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner  1890.     8«.     VlI,  54. 
Die  vorliegende  Schrift  gehört  der  Richtung  an,  welche  von  0.  Simony 
durch  seine  originellen  Aufsätze  über  verschlungene  und  verknotete  Gebilde  in 
die  Wissenschaft  eingefQhrt  wurde.  Sie  zerfällt  in  4  Abschnitte.  Der  erste  giebt 
einen   dankenswerthen  üeberblick    über   die  historische  Entwickelnng   der 
geometrischen  Disciplin,  welche  man  als  Topologie  oder  Analysis  sitas  zu 
bezeichnen  pflegt.     Den  eiuschlftgigen  Untersuchungen  von  Leibnits  nnd 
Listing,   von  Tait;   von  Simony  und   von  Dyck  ist  je  ein  Paragraph 
gewidmet.     Entsprechend  der  Simony 'sehen  Geschmacksrichtung  sind  die 
für   die  analytische  Formulirung  topologischer  Probleme   wichtigen    Hilfs- 
mittel, wie  der  Sturm 'sehe  Satz,  das  Gauss 'sehe  Verschlingnngsintegral, 
die  Kroneck  er 'sehen  Charakteristiken   weniger  stark  betont,   als    es  bei 
anderer  Au ffassungs weise   der  Fall   sein  würde.     Die  Untersuchungen  aber 
den  Zusammenhang  von  Flächen  —  im  Anschluss  an  Riemann  —  sind 
wohl   deswegen    weniger   ausführlich   besprochen,    weil    es  dem  Verfasser 
schliesslich    mehr   auf   die   topologische  C  u  r  v  e  n  theorie  ankommt.     Doch 
vermisst  man  ungern  die  Erwähnung  des  schönen  Aufsatzes  von  MObius 
über  die  Elementarverwandtschaft,*  der  auch   auf  die  Weiterentwicklung 
der  Disciplin  anregend  eingewirkt  hat.** 

Der  2.  Abschnitt  behandelt  Gebilde,  welche  aus  einem  beliebig 
oft  tordirten,  geschlossenen  Bande  durch  Führung  von  in  sich  zurück- 
laufenden Längsschnitten  entstehen;  er  ist  ohne  Aenderuug  mit  Zustim- 
mung Simony 's  einer  Abhandlung***  desselben  entnommen.  Es  ist  daher 
auch  die  Angabe  der  Art,  wie  man  die  Torsion  eines  verknoteten  Bandes 
bestimmt  (S.  20),  sowie  die  Angabe  der  Aequivalenz  einer  „Ueberkreas- 
ung'^  zweier  Streifent heile  mit  einer  Torsion  von  +2n  (S.  22}  ganz  so 
gefasst  wie  bei  Simony.  An  diesen  Stellen  hätte  der  Verfasser  gut  ge- 
than,  die  populär  gehaltenen  und  nicht  einwurfsfreien  Ausführungen  Si- 
mony's  durch  eine  exactere  und  wenn  nicht  erschöpfende,  so  doch  die 
Schwierigkeiten  nicht  verdeckende  Darstellung  zu  ersetzen ,  oder  wenigstens 
die  auf  die  Torsionsbestimmung  bezügliche  Anmerkung  5)  bei  Simony^ 

*  Theorie  der  elementaren  Verwandtschaft.  Ber.  der  k.  sächs.  Ges.  d.  Wisa. 
math.-phys.  Classe  1863,  Bd.  16.    In  den  ges.  Werken  II.  Bd.,  S.  43S. 

**  Vergl.  W.  Dyck^  Beiträge  zur  Analysis  situs.    1.  Mitth.    Ber.  d.  k.  s&chs. 
Ges.  d.  Wiss.  math.-phys.  Klasse  1885.    S.  314. 

***  Gemeinfassliche,  leicht  controlirbare  Lösung  der  Aufgabe,  in  ein  ringf5rmig 

geschlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen  etc.   Wien  1881.   3.  Aufl.   Gerold  u.  Co. 

t  „  Dieser  Satz  hat  lediglich  den  Werth  einer  empirischen  Regel,  welche  zwar 

speciell   für   die   hier  in  Betracht  kommenden  Knotenformen  richtige  Resultate 

liefert,  im  Allgemeinen  jedoch  keine  unbedingte  Giltigkeit  besitzt." 
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mit  alizudracken.  Der  Unterzeichnete  hat  verenoht,  zur  Klftrang  der  hier 
vorliegenden  Unklarheiten  durch  einen  Aufsatz  beizutragen,  auf  den  hier- 
mit verwiesen  sei.* 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  bringen  eigene  Untersuchungen  des 
Herrn  Dingeide y.  Im  dritten  werden  geschlossene  BSnder  in  folgender 
Weise  behandelt:  Zwei  Flftchenelemente  des  Bandes  werden  durch  Zusammen- 
biegen  und   Drehen  irgendwie  zur  Deckung  gebracht,   um   eine   zu   ihrer 

n 

Fläche  senkrechte  Achse  ein  gerades  Vielfache  von  ^  gegen  einander  ver- 
dreht, hierauf  in  dieser  verdrehten  Lage  mit  einander  verbunden  (zusammen- 
geleimt) und  schliesslich  wird  an  der  Verbindungsstelle  ein  Querschnitt 
geführt.  Herr  Dingeldey  zeigt,  dass,  abgesehen  von  der  grösseren 
Mannigfaltigkeit  bezüglich  der  in  den  Bftndem  schliesslich  übrig  bleibenden 
Torsionen,  diese  Operation  nur  eine  Abänderung  des  im  vorigen  Absehnitte 
besprochenen  Simony'schen  Processes  darstellt.  Das  Verfahren  führt 
daher  auch  zu  keinen  neuen  Knoten  oder  Verbindungen. 

Wenn  man  die  Rotationen   nicht  zu   geraden,   sondern  zu  ungeraden 

Vielfachen  von  -^  ausführt,  und  statt  des  Querschnittes  oben  den  ,,Mittel- 

schnitf  anwendet,  ergeben  sich  Gebilde ,  die  unter  den  von  Simony  aus 
Kreisringen  erhaltenen*'''  sich  befinden.  Herr  Dingeldey  hat  keine  Er- 
klärung für  diese  ihm  auffällige  Thatsache ;  wir  wollen  zur  Ergänzung  hier 
eine  solche  geben. 

Beschreibt  man  Herrn  Dingeldey *s  Operation  in  folgender  Weise: 
Man  denke  sich  ein  geschlossenes  untordirtes  Band  in  Form 
zweier  sich  deckenden  Rechtecke  i?,  R'  gebracht  —  vergl.  Fig.  5 
bei  Dingeldey  —  und  die  Mittellinien  dieser  Rechtecke  kreuz- 
weise gezogen.  Dadurch  wird  das  ganze  Band  in  vier  andere 
Rechtecke  r^,  rg,  r^,  r^  getheilt,  deren  jedes  zur  Hälfte  in  R^  zur 
Hälfte  in  R'  liegt,  und  die  alle  vier  in  zwei  sich  deckenden 
Punkten  zusammenstossen ,  den  Mittelpunkten  m,  m  der  ursprüng- 
lichen Rechtecke  R^  R\     Eine  Rotation  dss  Streifentheiles  R  um 

m  im  Betrage  von  (2n-f'l)  «r  hat  eine  cyklisohe  Vertanschung  der 

in  m  zusammenstossenden  Rechtecksecken  zur  Folge.  Diese  Ecken 
sind  nach  der  Rotation  mit  den  von  ihnen  bedeckten  des  nicht 
rotirten  Streifentheiles  R'  zusammenzuleimen  und  die  Mittellinien 
sind  als  Schnitte  zu  denken, 
so  wird  man  unschwer  deren  topologische  Identität  mit  einem  speciellen 
Fall  eines  Simony'schen  Knotenbildungsverfahrens***  einsehen,  das  seiner- 

*  Vergl.  8.  106  des  vorliegenden  Heftes  der  Zeitschrift. 

**  Sitzb.  d.  Kais.  Ac.  d.  Wiss.  in  Wien.    Bd.  86,  Abth.  2,  S.  907  n.  ff.  oder 
Math.  Ann.  Bd.  24,  8.  253  ff. 

♦*♦  Wiener  Sitzb.  11.  Abth.  1887,  S.  193  u.  ff. 

Hitt.-Ht  AbthlfT.  d.  ZetUohr.  f.  Math.  n.  Vhjn.  XXXVII,  2.  6 
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seits   mit  dem  auf  Ereisringe  angewandten  topologisch  äquivalent  ist  and 
kurz  so  beschrieben  werden  kann: 

Man    denke    sich    zuerst    die    Seitenkanten    eines    r^ulären 

n*seitigen  senkrecht  abgeschnittenen  Prisma's  als  Fäden,  dann  die 

4w 
Deckpolygone  ein  Vielfaches  von  —  um  die  Prismenachse  gegen 

einander  verdreht,   wodurch   sich   die  Fäden  in  einer  bestimmten 
Weise  zu   einem  Zwirn  Z  zusammendrehen,   und  hierauf  die  nun 
correspondirenden    Fadenenden    mit    einander    verbunden     durch 
Fäden,   die  in   der   neuen  Lage   der  Polygone  Prismenkanten  ent- 
sprechen.   In  Anbetracht  des  Folgenden  ist  es  zweckmässig,   sich 
den   Zwirn    nie   ganz    zusammengedreht,    sondern  stets    in    Form 
einer  Röhre  zu  denken. 
Die  vier  Bechtecksecken  um  m  und  die  vier  um  tn'  im  ersten  Ver- 
fahren sind  den  Ecken  zweier  quadratischen  Prismenschnitte,  die  4  Recht- 
ecke r^,  r,,  rj,  r^  den  4  Fadenkanten   des  Prisma's  äquivalent,  an   Stelle 
der  Verbindungsfftden  entsprechender  Ecken  der  verdrehten  Quadrate   tritt 
die  directe  Verbindung  (durch  den  Leim). 

Zunächst  zwar  ist  das  Dingeldey'sche  Erzeugniss  A  noch  nicht  ganz 
congruent  mit  dem  Simony 'sehen  27;  diese  Congruenz  würde  vielmehr 
dann  eintreten,  wenn  man  die  Verbindung  der  verdrehten  Polygonecken 
bei  letzterem  nicht  längs  der  Aussenseite  wie  oben,  sondern  durch  den 
Innenraum  der  Zwirnröhre  ausführte;  aber  es  ist  offenbar,  dass  ein  so 
erhaltenes  Gebilde  1,'  sich  durch  einfache  Umstülpuug  in  ein  Gebilde  Z 
verwandelt.  Dabei  ist  nur  noch  zu  beachten,  dass  zwei  durch  ümstülpung 
aus  einander  entstehende  Gebilde  Z  und  Z'  eine  entgegengesetzte  Ver- 
drehung der  Deckpolygone  gegen  einander  aufweisen. 

Im  4.  Abschnitt  knüpft  Herr  Dingeldey  an  andere  Untersuchungen 
von  Simony*  und  Schuster,**  an.  Es  handelt  sich  um  Gebilde,  die 
aus  beliebig  vielen  von  einer  Stelle  ausgehenden,  an  einer  andern  Stelle 
wieder  zusammenlaufenden,  beliebig  tordirten  Streifen  bestehen.  Ist  bei 
Besprechung  derselben  der  Ausdruck  „Fläche**  kaum  ganz  zu  umgehen,  so 
dürfte  doch  die  Bezeichnung  „geschlossene  Fläche'*  besser  für  randlose 
Flächen  reservirt  bleiben,  da  man  bei  der  Simony -Dingeldey 'sehen 
Redeweise  zu  der  Sonderbarkeit  kommt,  ein  einrandiges  Flächenstück  ohne 
Loch  als  nicht  geschlossen,  ein  FlächenstüGk  mit  Löchern  dagegen  als 
geschlossen  zu  bezeichnen. 

Herr  Dingeldey  untersucht  speciell,  welche  Torsionen  in  den  Streifen 
angebracht  sein  müssen,  damit  —  nach  Simony 'scher  Terminologie  — 
eine    einfache   Verbindung    oder  Verknotung    entsteht,    wenn    die 

*  Sitzb.  d.  Kais.  Ac.  d.  Wiss.  in  Wien  Bd.  84,  Abth.  2,  S.  2&5  u.  ff.;  Math. 
Ann.  Bd.  19,  S.  119  a.  ff. 

♦*  Sitzb.  d.  Kais.  Ac.  d.  Wiss.  in  Wien  Bd.  97,  Abth.  2,  S.  217  u.  ff. 
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Mittelscbnitte  ausgeführt  werden,  nod  giebt  eine  graphische  Darstellung 
seiner  Resultate  im  Anschluss  an  Schuster 's  Abhandlung,  die  übrigens 
ohne  Leetüre  der  letzteren  nicht  yerstfindlich  ist. 

Ob  und  warum  der  Verfasser  seine  AnfzShlung  für  vollständig  hält, 
wird  nicht  angegeben,  ebensowenig  Anzahl  und  Ausdehnung  der  Experi- 
mente, aus  denen  inductiv  auf  gewisse  AUgemeingiltigkeiten  geschlossen 
wurde. 

Die  experimentelle  Auffindung  der  auf  Seite  46 — 51  niedergelegten 
Resultate  erheischte  gewiss  viel  Mühe,  Umsicht  und  Geschicklichkeit  und 
gab  wohl  auch  manche  Einblicke  in  das  Wie  und  Warum.  Schade,  dass 
davon  der  Leser  durch  die  Leetüre  so  gar  nichts  erlernen  kann. 

München,  Juli  1891.  Hermann  Brunn. 

Arithmetik  und*  Algebra  für  höhere  Schulen  und  Lehrerseminare,  beson- 
ders zum  Selbstunterricht.  In  engster  Verbindung  mit  der  Geo- 
metrie zur  Versinnlichung  der  Zahlbegriffe,  Theorien,  Operationen, 
Lehrsätze  und  Auflösung  von  Aufgaben  systematisch  bearbeitet  von 
Werner  Jos.  Schüller,  Seminarlehrer  in  Boppard  a.  Rh.  Leipzig 
1891,  bei  B.  G.  Teubner.     XIX,  452  8. 

Der  Verfasser  hat  seinem  Bande  ein  ziemlich  umfangreiches  Vorwort 
vorausgeschickt,  in  welchem  er  sein  pädagogisches  Glaubensbekenntniss  da- 
hin ablegt,  es  müsse  auch  im  arithmetisch -algebraischen  Unterrichte  ähnlich 
wie  in  den  meisten  anderen  Fächern  der  Lehrer  inductiv  verfahren.  Er 
solle  von  bestimmten  Zahlenbeispielen  ausgehen^  solle  an  diesen  die  ihnen 
gemeinschaftlichen  Eigenschaften,  beziehungsweise  Lehrsätze,  bemerklich 
machen  und  dann  erst  eine  Beweisführung  anschliessen.  Nur  so  gewinne 
die  allgemeine  Arithmetik  den  Vortheil,  welchen  die  Geometrie  vermöge 
der  Anschaulichkeit  ihrer  Figuren  von  vornherein  besitze,  dass  der  Inhalt 
der  Lehrsätze  sofort  klar  werde  und  nur  deren  Beweis  noch  Schwierigkeit 
mache.  ~  Ein  zweites  Dogma  für  den  Verfasser  ist  das  Vorangehen  der 
Geometrie  vor  der  allgemeinen  Arithmetik  im  Unterrichte,  so  dass  die 
Geometrie  innerhalb  der  Arithmetik  zur  Versinnlichung  und  Verdeutlichung 
benutzt  werden  könne.  Herr  Schüller  stimmt  in  beiden  Behauptungen 
mit  zu  gewiegten  Schulmännern  überein,  als  dass  wir  unsere,  der  zweiten 
Ansicht  durchaus  widersprechende  Meinung  ihm  entgegenhalten  möchten. 
Nur  um  unsere  wiederholt  ausgesprochene  Ueberzeugnng  nicht  zu  ver- 
leugnen, bemerken  wir,  dass  unseres  Dafürhaltens  die  ersten  Abfange  des 
Buchstabenrechnens  gleichzeitig  mit  dem  Zahlenrechnen  vor  der  Geometrie 
gelehrt  werden  müssen,  was  Versinnlichungen  an  geraden  Linien  keines- 
wegs ausschliesst.  Herr  Schüller  ist  in  dem  ganzen  Verlaufe  seines 
Buches  seinem  Programm  treu  geblieben  und  hat  dadurlsh  einen  innerlich 
und  äusserlich  einheitlichen  Lehrgang  hergestellt.  Zwei  Kleinigkeiten  müssen 
wir  bemängeln,  welche  formell  erscheinen  mögen,  aber  wesentlich  sind  da, 
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wo  die  Form  zum  Wesen  gehört.  Klammern  dürfen  bei  Proportionen 
nicht  weggelassen  werden.  Es  ist  durchaas  unzulässig  zu  drucken,  wie  es 
S.  210,  214  and  häufiger  geschah: 

a  ii^'C  +  d=6:  d 

*^»^**  {a±h):{c+d)  =  J):d. 

Gleichheitszeichen  ferner  dürfen  niemals  unTermittelt  zwischen  zwei  Zahlen 
erscheinen,   ausser    um   anzudeuten,   dass   dieselben    einander   gleich    sind. 
Es  ist  mithin  unzulässig  (S.  189)  zu  drucken: 
So  ist  z.  6.  die  Quersumme  von 

79584  =  7  +  9  +  5  +  8  +  4  =  33 

anstatt:  Die  Quersumme  von  79584  z.  B.  ist 

7  +  9  +  5  +  8  +  4  =  33. 

Vernachlässigung  dieser  beiden  wichtigen  Regeln  im  Lebrbuche  kann  sehr 
schlimme  Angewohnheiten  und  daraus  entstammende  Rechenfehler  der 
Schüler  zur  Folge  haben.  Cantor. 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Grades  (Diophan- 
tische  Gleichungen).  Sammlung  von  374  Zahlen  — ,  Buchstaben  — 
und  Textaufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  und  zahlreichen  Er- 
klärungen und  Erläuterungen  nebst  den  Abhandlungen  des  Bachez 
de  M6ziriac  im  französischen  Originale  mit  beigefügter  deutscher 
üebersetzang.  Für  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  an  Lehr- 
anstalten bearbeitet  zum  Theil  nstch  System  Klejer  von 
W.  Fr.  Schüler.  I.  Buch.  Stuttgart  1891.  Verlag  von  JuHns 
Maier,  VIII,  176  S. 

Der  Verfasser  erklärt  sich  in  der  Vorrede  als  Feind  der  Schablone. 
Er  geht  in  dem  an  sich  lobenswerthen  Bestreben,  eine  solche  zu  yermeideOt 
aber  doch  wohl  zu  weit,  indem  er  die  Darstellung  der  Methoden ,  welche  zur 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Grades  angegeben  worden 
sind,  gleichfalls  vermeidet.  Sie  sollen  erst  in  einem  zweiten  Buche  er- 
scheinen, und  dadurch  wird  der  Inhalt  des  ersten  Buches  für  elf  Druck- 
bogen etwas  sehr  dürftig.  Wer  damit  sich  begnügen  will  und  kann,  was 
ihm  hier  geboten  wird,  sich  anzueignen,  wird  bei  der  grossen  Anzahl  von 
Beispielen  ganz  gewiss  ohne  sonderliche  Geistesanstrengung,  dagegen  mit 
recht  bedeutendem  Zeitaufwand  sein  Ziel  erreichen.  Auf  S.  8  finden  wir 
unter  einigen  geschichtlichen  Bemerkungen  den  Satz:  „Merkwürdigerweise 
findet  sich  in  dem  Werke  Diophant's  keine  einzige  unbestimmte  Gleich- 
ung des  ersten  Grades  behandelt.**  Die  Thatsache  ist  wahr,  merkwürdig 
ist  daran  gar  nichts,  denn  Diophant  konnte  das,  was  heute  mit  grossem 
unrecht  Diophan  tische  Gleichung  des  ersten  Grades  genannt  wird,  nicht 
behandeln.    Diophant  dachte  nur  an  rationale  Auflösungen  unbeetinunter 
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Gleichungen  y  nicht  an  ganzzablige.  Eine  unbestimmte  Gleichung 
zweiten,  dritten  Grades  mittels  rationaler  Zahlen  zu  erfüllen,  war  daher 
für  ihn  eine  verlockende  Aufgabe,  aber  was  hätte  ihn  bestimmen  können, 
mit  ax  +  hy  =  c  sich  zu  beschäftigen,  wo  jedem  rationalen  os  ein  ähnliches 
y  zur  Seite  steht  und  umgekehrt?  Höchstens  darauf  hätte  er  sein  Augen- 
merk richten  können,  den  Diorismus  anzugeben,  welcher  die  Erfüllbarkeit 
der  Gleichung  in  Grenzen  schliesst,  da  negative  Wurzeln  für  ihn  nicht 
vorhanden  waren.  Dieser  Diorismus  aber  liegt,  sowohl  wenn  a  und  h 
beide  positiv  sind,  als  auch  wenn  sie  verschiedene  Vorzeichen  besitzen,  so 
nahe,  dass  der  geistreiche  Diophant  seine  Leser  damit  nicht  langweilte. 
Vielleicht  mag  er  wenige  Worte  darüber  in  einer  Anmerkung  gesagt  haben, 
welche  dann,  gleich  manchem  Anderen,  z.  B.  der  Lehre  von  den  bestimmten 

quadratischen  Gleichungen,  verloren  ging. 

Cantor. 

Bilder  ans  der  Oeschiolite  der  Physik  für  Freunde  der  Naturwissen- 
schaften und  für  Studirende  an  höheren  Schulen.  Von  Dr.  Eugbn 
Netoliczka,  kaiserl.  Bath,  Professor  der  Physik  i.  R.  in  Graz, 
Bitter  des  k.  k.  österr.  Franz -Josef- Ordens,  Besitzer  der  goldenen 
Medaille  für  Kunst  und  Wissenschaft  und  des  Verdienstkreuzes  des 
grossherz.  Mecklenb.  Ordens  der  wendischen  Krone.  Nach  des 
Verfassers  Tode  fortgesetzt  und  durchgesehen  von  Dr.  A.  Wach- 
LOWSKi,  k.  k.  Gymnasialprofessor.  Wien  und  Leipzig  1891.  Ver- 
lag von  A.  Pichler's  Wittwe  und  Sohn,  Buchhandlung  für  päda- 
gogische Literatur.    263  S. 

Wenn  Herr  Wachlowski  in  der  Vorrede  dem  physikalischen  unter- 
richte mehr  als  dem  in  irgend  einem  anderen  Gymnasialgegenstande  das 
Verdienst  eingeräumt  wissen  will,  den  Schüler  zu  einer  bestimmten  Welt- 
anschauung führen  zu  können,  und  wenn  er  namenÜich  dann  dieses  Ziel 
für  erreichbar  hält,  wenn  der  Unterricht  in  geschichtlicher  Zeitfolge  er- 
theilt  wird,  wenn  er  das  allmälige  Entstehen  der  heutigen  Ansichten  aus 
nach  und  nach  verlassenen  Irrthümern  erkennen  lässt,  so  sind  wir  voll- 
kommen mit  ihm  einverstanden.  Eine  ganz  andere  Frage  ist  es,  ob  die 
von  Herrn  Netoliczka  begonnenen,  von  Herrn  Wachlowski  zu  Ende 
geführten  Bilder  ans  der  Geschichte  der  Physik  dem  Schüler  in  die  Hand 
gegeben  werden  sollen,  damit  er  in  ihnen  das  in  der  Schule  Gehörte  im 
Zusammenhange  nachlesen  könne.  Das  Büchelchen  ist  in  seinen  einzelnen 
Capiteln  allzu  ungleich ,  als  dass  eine  Empfehlung  desselben  nicht  ungemein 
vorsichtig  erfolgen  dürfte.  In  manchen  Abschnitt^,  und  insbesondere  in 
den  älteren,  sind  so  wesentlich  neue  Dinge  vorgetragen,  dass  wir  ohne 
besondere  Begründung  derselben,  welche  Verfasser  und  Fortsetzer  sich 
geschenkt  haben,  ihnen  Glauben  beizumessen  Anstand  nehmen.  Wenn 
S.  8  von  Archimed  gesagt  ist,  „er  bestimmte  bereits  die  Dichte  verschie* 
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dener  Flüssigkeiten  mittelst  eines  aus  Blech  verfertigten  und  mit  einer 
Scala  versehenen  Gefässes^S  wenn  S.  9  Heron  den  Heronsball  erfand, 
wenn  S.  II,  und  damit  übereinstimmend  im  Namenregister,  von  einem 
Kleomenes  die  Rede  ist,  der  über  Lichtbrechung  geschrieben  habe, 
während  überall  unter  den  Gelehrten  dieser  Schriftsteller  Kleomedes 
heisst,  so  verlangen  wir,  und  mit  uns  wohl  noch  andere  Fachgenossen, 
die  Beweise.  Weniger  wichtig  sind  biographische  Neuerungen.  Pto- 
lemaeus  hat  nach  S.  16  von  70 — 147  gelebt.  Bisher  kannte  man  weder 
sein  Gebnrts-,  noch  sein  Todesjahr.  Auffallend  ist,  dass  er  im  Jahre  150, 
also  drei  Jahre  nach  seinem  Tode,  laut  S.  121,  Untersuchungen  über  Höbe 
und  Tiefe  von  Tönen  anstellte.  Coppernicus  (S.  72)  soll  Sohn  eines 
Wundarztes  gewesen  sein  und  soll  in  Wieb  den  Unterricht  von  Purbacb 
und  Begiomontan  genossen  haben.  Wie  das  möglich  war,  da  Purbacb 
1461  und  Begiomontan  1476  starb,  während  Coppernicus  1473  ge- 
boren ist,  möchten  wir  wissen.  S.  116  glaubt  der  Verfasser  nicht  an  die 
vorübergehende  Geisteskrankheit  Newton^s,  welche  doch  nachgewiesene 
Thatsache  ist.  Wir  legen  auf  diese  Fehler  nur  soweit  Gewicht,  als  sie 
sehr  leicht  zu  vei;meiden  gewesen  wären.  Die  Darstellung  selbst  ist  sty- 
listisch recht  gewandt.  Einen  vollständig  erkennbaren  Geistesfaden  aber 
zu  finden,  welcher  das  Ganze  durchziehend,  die  Anordnung  beherrscht, 
waren  wir  nicht  im  Stande.  Es  ist  nicht  mehr  als  gerecht,  anzuerkennen, 
dass  die  von  Herrn  Wachlowski  selbständig  bearbeiteten  letzten  Capitel 
vor  vielen  ihnen  vorhergehenden  den  Vorzug  verdienen. 

Cantor. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  von  Wilhelm  von  Moerbek  benutzten  Handschriften. 

Von 

* 

J.  L.  Heiberg 

(ans  einem  Briefe  au  M.  Cantor). 

leb  benutze  die  Gelegenheit  um  Ibnen  mitzutfaeilen ,  dass  meine  Ver- 
matbnng  (Abhandlungen  zur  Gesch.  d.  Math.  V,  S.  80)  über  die  zwei  Ton 
WilhelmvonMoerbekbei  seiner  Archimedes-Uebersetzung  1 269  benutzten 
griechischen  Handschriften  neuerdings  eine  unerwartete  urkundliche  Be- 
stätigung gefunden  hat  In  dem  neuen  Werk  von  Ehrle,  Historia  Biblio- 
thecae  Romanorum  Pontificum  I  Rom  1890,  finden  sich  nämlich  Seite  95  £ 
in  einem  1311  Terfassten  Verzeichniss  der  pftbstlichen  Bibliothek  unter  an- 
deren griechischen  Handschriften  auch  folgende  zwei  aufgeführt: 

608  item  unde  cim  quatemos  mediocris  forme  scriptos  de  lictera  greca 
in  cartis  pecudinis,  in  quibus  est  liber  Tholomei  de  resumptione,  perspectiua 
ipsius,  perspectiua  Euclidis  et  quedam  figure  Arcimenidis. 

612  item  alium  librum  de  lictera  greca  scriptum  in  cartis  pecudinis, 
in  quo  continetur  liber  Arcimenidis  de  spera  et  scilindro ,  antiquum  et  non 
habet  coperturam. 

612  ist  derjenige  codex,  der  später  Georg  Valla  gehörte;  es  standen 
darin  die  Bücher  ne^l  ctpalga^  xorl  kvXlvigov  voran,  und  die  erste  Seite 
war  später  abgerieben  und  fast  unleserlich,  was  sehr  gut  dazu  stimmt,  dass 
die  Handschrifb  hier  als  „ohne  Einband **  bezeichnet  wird.  608  entspricht  genau 
der  Vorstellung,  die  ich  mir  von  der  zweiten  Handschrift  Wilhelms  gebildet 
hatte.  Tholomei  de  resumptione  ist  negl  dvakrjuiiaxog,  die  perspectiua  nicht 
seine  grosse  Optik,  die  ja  längst  nur  arabisch  existirte,  sondern  die  von 
Rose  herausgegebene  Katoptrik  des  „ Ptolemaeus *'  (Heron);  beide  sind 
von  Wilhelm  im  cod.  Oitobon.  1850,  der  die  Ärchimedes - üebersetzung  ent- 
hält, mit  übersetzt.  Ueberhaupt  ist  es  klar^  dass  die  hier  verzeichnete 
Sammlung  die  Grundlage  der  üebersetzungsthätigkeit  im  13.  Jahrhundert 
bildete.  Näheres  darüber  werde  ich  bald  in  den  Publicationen  der  dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  (französisch)  mittheilen. 
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Yorlesiingen  liber  die  Theorie  der  elliptisohen  ModnlfanctioneiL     Von 
Felix  Klein.     Ausgearbeitet  und   vervollständigt  von  Dr.  Bobeet 
Fricke.    Erster  Band:  Grundlegung  der  Theorie«    Leipzig  1890.  8®. 
(Antwort  auf  die  Becension  des  Herrn  Schlesinger.) 
Das  sechste  Heft  des  36.  Jahrganges  der  vorliegenden  Zeitschrift  bringt 
eine  Becension  des  vorbezeichneten  Werkes,  welche  nicht  eben   besonders 
anerkennend   geschrieben   ist,    sondern    der   Einwürfe   und   tadelnden  Be- 
merkungen eine  grosse  Menge  enthält,   während  sie  über  eine  Beihe  von 
Punkten;  auf  die   wir   besonders  Gewicht  legen  möchten,    stillscbweigend 
hinweggeht.     Nun    will    ich   hierüber   mit   dem    Herrn    Becensenten   nicht 
rechten,  ich  möchte  auch  in  dieser  Hinsicht  meinem  geehrten  Mitarbeiter, 
Herrn  Dr.  Fricke,  nicht  vorgreifen.    In  der  That  hat  letzterer,  wie  schon 
der  Titel  unseres  Werkes  andeutet  und  übrigens  im  Texte  genauer  ansgefQhrt 
ist,  viel  mehr  als  die  blosse  äussere  Bedaction  unseres  Werkes  übernommen; 
er  hat  sehr  vielfach  die  von  mir  nur  angedeuteten  Gedankengänge  selbst* 
ständig  ausgestaltet  und  ist  daram  berech tigt,  ein  gut  Theil  des  Verdienstes, 
welches  unsere  Darstellung  besitzen  mag,  wie  auch  der  Verantwortung  f^r 
sich  zu  beanspruchen;  —  sei  es  mir  gestattet,  demselben  auch  an  dieser 
Stelle  für  die  grosse  Unterstützung ,  die  er  mir  durch  seine  nie  ermüdende 
Arbeitskraft  hat  zu  Theil  werden  lassen   und  die  er  mir  eben  wieder  bei 
Fertigstellung  des  zweiten  Bandes  unseres  Werkes  gewährt,  den  allerbesten 
Dank  auszusprechen.    Was  mich  bewegt,  hier  selber  zu  antworten,  ist  ein 
Vorwurf  des  Herrn  Becensenten,   für  den  ich  allein  einzutreten  habe,  der 
Vorwurf  nämlich,  als  seien  wir  bei  unseren  Quellenangaben  nicht  objectiv 
verfahren  und  haben  insbesondere  einen  Brief  an  Herrn  Hermite,  der  im 
83.  Bande   von  Borchardt's  Journal  abgedruckt  ist  (1876    resp.   1877) 
nicht    nach   seiner   sachlichen  Bedeutung  anerkannt.     Nun    ist  zwar  alles 
Wesentliche   hierüber    von    mir   bereits   im  21.  Bande  der  mathematischen 
Annalen  (1882   resp.  1883)  gesagt  (cf.  p.  215  daselbst),  und   ich  könnte 
kurzweg  auf  meine  damaligen  Bemerkungen  verweisen,  die  ich  ungeftndert 
aufrecht  erhalte ;  ich  will  aber  doch  etwas  näher  auf  die  hierbei  in  Betracht 
kommenden  mathematischen  Momente  eingehen,  als  bezüglich  derselben  bei 
dem  Herrn  Becensetiten  ein  principieller  Irrthum  vorzuliegen  scheint.     Auf 
Seite  205  (oben)  der  Becension  findet  sich  nämlich  die  Bemerkung:    «dass 
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die  Eindeutigkeit  der  Modalfunctionen  darch  die  Dreieckstheilung  eigentlich 
nur  anschaalich  gemacht  wird»  scharfe  analytische  Beweise  far  die  letztere 
Eigenschaft   dünken   nns  nur  der  aus  der  Differentialgleichung  fliessende 
Fuchs'sche  (Borchardt*s  Journal  Bd.  83)  und  der  Poinoar^'sche  mit 
Hilfe   der  functions  th^tafnchsiennes.'*     Das  ist  nun  genau  das  Oegentheil 
von    dem  richtigen   Sachverhalt:    die   Eindeutigkeit   kann   nur  durch   die 
Dreieckstheilung,  d.  h.  durch  das  Studium  der  äquivalenten  Gebiete»  welche 
ihre   klarste  Beschreibung   durch   die  Kreisbogendreiecke  finden,    erwiesen 
werden,  und  die  Arbeiten  der  Herren  Fuchs  und  Poincar6  erbringen 
den  Eindeutigkeitsbeweis  in   der  That  nur,  so  weit  sie  mehr  oder  minder 
explicite  auf  die  Dreieckstheilung  eingehen ;  sie  enthalten  in  dieser  Hinsicht 
keinerlei  Fortschritt  über  die  von  Herrn  Schwarz  1871 — 1872  im  75.  Bande 
von   Borchardt's  Journal  gegebene  Darstellung.     Bei  Herrn  Poincar^ 
liegt  dies  ohne  Weiteres  zu  Tage,  indem  er  seine  (übrigens  ja  viel  allge- 
meineren) Entwickelungen   mit  den  Ereisbogenfiguren  beginnt,    mit  deren 
Hilfe  er  dann  erst  die  Bedeutung  seiner  Thetareihen  untersucht;   es  müsste 
auch   merkwürdig  zugehen,    wenn    man    die  Eindeutigkeit   einer  Function 
blos  aus  dem  Umstände  sollte  erweisen  können ,  dass  man  für  dieselbe  eine 
allerdings  eindeutige,  aber  nur  in  einem  Theil  der  Ebene  convergente  Beiheo- 
entwickelung  aufstellen  kann.     Woher   weiss  man  oder  erfährt  man,   dass 
die    Grenze    des    Convergenzbereiches    dieser  Entwicklung    zugleich   eine 
Grenze  der  Function  ist?     Nur  aus  der  Discussion  der  Ereisbogendreiecke 
bez.  der  Fundamentalbereiche.     Nun  ist  ja  richtig,  dass  letztere  bei  Herrn 
Fuchs  in  Band  83  nur  in  ganz  allgemeinen  Zügen  gegeben  wird.     Aber 
eben  hierin  liegt  die  UnvoUkommenheit  der  Arbeit,  die  ihren  Verfasser  zu 
den    Ungenauigkeiten    und   Widersprüchen    hinführt,    welche    schon    Herr 
Dedekind  in  demselben  Bande  83  des  Borchardt'schen  Journals  gerügt 
hat  (1877).  Ich  kann  in  dieser  Hinsicht  nur  wiederholen,  was  ich  1.  c.  (p.  215 
des  21.  Bandes)   in    den  mathematischen  Annalen  schrieb:    qdass  Fuchs' 
Brief  an  Hermite  von  den  hier  in  Betracht  kommenden  Ideenbildungen 
nichts  enthält,   was   nicht  aus  früheren  Arbeiten  zugleich  correcter  und 
vollständiger  bekannt  gewesen  wäre.''     Und  hier  liegt  nun  der  Grund, 
—  wenn  es  durchaus  verlangt  wird,    dass  ich  noch  einmal  sage,   was  ich 
in  Band  21  aussprach  —    weshalb  ich  die  Arbeit  von  Herrn  Fuchs  aus 
Band  83  de^  Borchardt'schen  Journals  in  meinen  Veröffentlichungen  lieber 
nicht   nenne:    ich   würde   die   Arbeit   nur  so  citiren  können,    dass  ich  die 
kritischen  Bemerkungen,  die  ich  gerade  andeutete,  ausführlich  entwickelte, 
und  ich  glaube  nicht,   dass   ich  damit  irgend  Jemandem  einen  Dienst  er- 
weisen würde,   weder  dem  Autor,  noch  auch  dem  Leser,  der  positive  Be- 
lehrung sucht  und  polemische  Auseinandersetzungen,  die  als  erledigt  gelten 
können,  nicht  unnöthig  wiederholt  wünschen  kann.  —  Aber  freilich  scheint 
der  Herr  Recensent  für  die  Leistungen  des  Herrn  Fuchs,  die  in  ihrem 

eigenen    Gebiete    von    mir   niemals    in  Frage,  gestellt  worden 

7# 
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sind  nnd  auch  in  den  vorliegenden  ^^Vorlesungen*'  anerkannt 
w erden I  einen  ganz  besonderen  Maassstab  zu  besitzen.  Es  tritt  das  an 
vielen  Stellen  der  Becension  zu  Tage;  ich  verweise  hier  nur  auf  folgendes 
Detail.     Setzt  man  in  das  Legen dre*sche  Normalintegral: 

dx 


f 


x=iySy  so  entsteht,  von  dem  Zahlenfactor  ^||  abgesehen: 

dB 


f- 


/5.I— 5.1— **£r 

Auf  Seite  24,  25  unserer  „Vorlesungen''  benennen  wir  nun  dieses  letztere 
Integral   als    „Riemann'sches''    Normalintegral,    „eine   Benennung,    die 
darin  ihren  Orund  hat,  weil  man   die  bei  Jacob!  u.  A.  vorkommenden 
Entwickelungen  immer  auf  dieses  Integral  als  Normalform  beziehen  muss, 
wenn  man  den  allgemeinen  von  Riemann  in  der  Theorie  der  AbeTschen 
Functionen  gegebenen  Definitionen  gerecht  werden  will.^    Dieser  Benennung 
(die  übrigens  nicht  von  mir  herrührt;  ich  habe  dieselbe  von  einem  filteren 
CoUegen  übernommen)  steht  höchstens  entgegen,  dass  man  selbstverstftndlich 
schon   vor  Biemann    zwischendurch  immer    wieder  mit  der  bezeichneten 
Integralform  operirt  hat   (wie  wir  übrigens  nicht  verfehlen,  1.  c,  Seite  25 
unserer  „  Vorlesungen  **,  selber  anzudeuten).    Aber  was  bemerkt  hierzu  unser 
Becensent  (Seite  203  der  Becension,  oben)?    Er  verlangt  alles  Ernstes,  dass 
hier  statt  Biemann  vielmehr  Herr  Fuchs  citirt  werden  müsse,  weil  dieser 
in  den  Bftnden  71  und  83  des  Bore  bar  dt 'sehen  Journals  besagte  Normal- 
form   des   elliptischen  Integrals    „eingeführt*  habe   (also   1869  —  70,    bez. 
1876 — 77)!    Controlirt  man  diese  Angabe,  so  findet  man,  dass  Herr  Fuchs 
an   den  bezeichneten  Stellen  an  dem  Legend re'schen  Normalintegral   die 
Substitution  x  =  y0  genau  so   beiläufig  vollzieht,   wie  das  Hunderte    von 
Mathematikern  vor  ihm,  und  ich  wiederhole:  auch  vor  Riemann,   gethan 
haben. 

Göttingen,  im  April  1892.  P.  Kiäin. 


Teoria  della  integrabilitd,  delle  funsioni  e  dei  massimi  e  minimi  degli 
integrali  definiti  di  L.  Barbbra.  Bologna.  Oamberini  e  Parme^g^iani. 
1890.    215  S.    8^ 

Der  erste  Abschnitt  dieses  Werkes ,  welches  der  Aufsuchung  der  Inte- 
grirbarkeitsbedingungen  der  Differentialausdrücke  gewidmet  ist,  zerftllt  in 
vier  Abtheilungen,  deren  Inhalt  der  Hauptsache  nach  im  Folgenden  zu- 
sammengefasst  werden  kann: 

I.  Abtheilung.  —  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungr  daftlr, 
dass  Vdx  ein  exactes  Differential  ist,  wenn  7  ausser  x  die  Function  y  und 
deren  Ableitungen  !*•',  2*«  3*«,  ...  Ordnung  p,  q,  r, ...   enthöt,  ist: 


^ 


l^ 


•     r 


'"> 


•>■ 
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^^  JV'«!^.  P«|^'  ()=|^.B=   l^.-.ist  (Ealer»8cher  Satz). 

oy  op  cq  er 

Die  m  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafttr,  dass  Vdx^ 
ein  ezactes  Differential  m^^  Ordnung  ist,  sind: 

§«3B'  +  6Ä"-10r'"+...=0,  ... 

Enth&lt  7  ausser  der  abhftngigen  Veränderlichen  y  noch  andere  ab- 
hängige Veränderlichen  «r,  «,  ...,  so  sollen  noch  die  zu  a)  oder  ß)  analogen, 
auf  5,  u...  bezüglichen  Gleichungen  erfüllt  sein. 

II.  Abtheilung.  —  Enthält  V  zwei  unabhängige  Veränderlichen  o?,  y  und 
eine  Function  0  von  o?,  y,  sowie  deren  Ableitnngi^n,  das  ist: 

0     p     q      r  ... 

p     q      r     8   ... 

q     r     8      t  ..., 

> 

wo  jede  Function  die  Ableitung  der  vorhergehenden  nach  x  und  der  oben- 
stehenden nach  y  ist,  so  gilt  der  folgende  Satz: 

Ist  V  eine  ezacte  Derivirte  nach  x  und  ebenso  nach  y ,  so  ezistirt  eine 

solche  Function  U.  dass  V^-x — r-» 

cxdy 

Hieraus  ergeben  sich  die  Bedingungen  dafür,  dass  Vdxdy  ein  ezactes 
Differential  ist,  das  ist  dafür,  dass  eine  Function  U  ezistirt,  für  welche 
U=JJ  Vdxdy;  diese  Bedingungen  sind: 


y) 


^      dx^  dm?     dj?^'--       '     ^      dif^dif*     dy»^'"       ' 

_,   d(f,d*B:   d's'      _f.    p   d(/ .d'R' jps"'      _ 

^"■5^"^  d«»~d^ "*■•••""•    ^~  dy'^  dy*      dy«  "*■•••""• 


WO  JT,  P,  P'...  die  Ableitungen  von  V  nach  0^  p^  p' >..  bedeuten.  Diese 
Gleichungen  sind  aber,  wie  wir  nebenbei  bemerken,  nicht  sämmtlich  von 
einander  unabhängig. 

III.  Abtheilung.  —  Bestimmung  der  Bedingungen  dafür,  dass  eine  Function 
U  ezistirt,  für  welche  U^fJJydxdyd0  ist,  wenn  F  drei  unabhängige  Ver- 
änderlichen enthält. 

IV.  Abtfaeilung.  —  Es  sei  0  eine  Function  der  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ^,  y,  und  man  setze  wie  gewöhnlich: 

d0=ipdx  +  qdy^     dpt=rdx+sdy^   dq^^sdx  +  tdy^  ... 
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Ist  nun  ein  Differentialaasdnick : 

/•(jr,  dx,  y,  dy^  z,  pdx,  qdy,  p,  rdx,  sdy,  g,  $idXy  idy,  ...) 

Yorhanden ,  dessen  Ableitungen  nach  e^  p^  q^  .. .  durch  ^,  P,  (>,  . . .  bezeichnet 
werden  mögen,  so  ist  die  Bedingang  dafür,  dass  fein  ezactes  Differential  sei: 

x^  AT      ^^     ^P  .  ^'^.  J!^  .  ^_      -O 

^^  ^^Ji"  dy^  dx^  "*■  dxdy'^  dy*      ""~  ^' 

Die  Hauptergebnisse  der  drei  ersten  Abtheilungen  sind,  wie  der  Ver- 
fasser angiebt,  schon  von  A.  J.  Lexell  (De  criteriis  integrabilitatis 
formularum  differentialium,  Novi  Comm.  Ac.  Scientiarum  Imp.  Petro- 
politanae,  T.  XV,  1770)  und  zwar  gleichfalls  ohne  Anwendung  des  Variations- 
begriffes ,  ermittelt  worden.  Was  den  angeführten  Satz  aus  der  vierten  Ab- 
theilung betrifft,  so  kann  er  leicht  aas  bekannten  Sätzen  abgeleitet  werden. 
Wird   nftmlich  f  auf  die  Form  Xdx+  Ydy  gebracht,   so  soll,  wenn  f  ein 

Si  TT  5*  TT 

exactes  Differential  dU  ist,   Z=-^— »    Y=-^—    sein,    woraus   bekanntlich 

ex  oy 

folgt,  dass  fCXdxdy  und J  fYdxdy  auf  einfache,  über  die  Begrenzung 
der  Integrationsflftche  erstreckte  Integrale  reducirbar  sind;  dazu  ist  aber 
(siehe  z.  B.  Moigno,  Calcul  des  variations,  Paris  1861,  §  41)  noth- 
wendig  und  hinreichend ,  dass  die  Gleichung  ö)  für  X  und  7,  folglich  auch 
für  Xdx  +  Ydy,  erfüllt  sei. 

Bei  der  Gelegenheit  der  Aufstellung  von  Gleichung  y)  bemerkt  der 
Verfasser,  dass  die  gewöhnliche,  vermittelst  der  Variationsrechnung  ge- 
fundene Integrirbarkeits-Bedingung  für  Vdxdy^  nftmlich N— ^-+...=0, 

dx     dy 

unrichtig  ist.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  F(ia;e2y  nach  der  gewöhnlichen 
Ausdrucksweise  ^^integrirbar*'  ist,  vf enu  JjVdxdy  sich  auf  ein  einfaches 
Integral  reducirt,  während  Herr  Barbera  nur  solche  Ausdiilcke  Vdxdy  als 
„integrirbar*'  bezeichnet,  für  welche  die  IniegrsLtion  ff  Vdxdy  unabhängig 
von  der  Form  der  in  V  vorkommenden  Functionen  ausführbar  ist.  Die  be- 
sprochene Bemerkung  ist  also  hinfällig. 

Schon  aus  dem  soeben  Gesagten  ist  zu  ersehen,  dass  Herr  Barbera  ein 
entschiedener  Gegner  der  Variationsrechnung  ist.  Er  hat  sich  in  früheren 
Schriften  gegen  diesen  Theil  der  Infinitesimalrechnung  sehr  scharf  ausge- 
sprochen, und  bietet  jetzt  im  zweiten  und  dritten  Abschnitte  des  vorliegen- 
den Werkes  einen  Ersatz  für  denselben  dar.  Diese  zwei  Abschnitte  sind 
der  Analjsis  des  Maximums-  und  Minimumsbegriffes  und  der  Theorie  der 
Mazima  und  Minima  der  bestimmten  Integrale  gewidmet.  Die  Schluss- 
folgernngen  des  Verfassers  sind  aber  leider  grösstentheils  nichts  weniger 
als  verständlich,  und  sind  auch  ohne  Zweifel  mit  manchen  Fehlem  be- 
haftet; es  werden  z.  B.  S.  1 67-16^au8  M+  Np+Pq  +  ...^  M+  N+  Pq+... 
die  Identitäten  M^M,  N=s^Ny  P^P.,.y  abgeleitet,  ohne  zu  beachten, 
dass  Jtf,  N.  P,  ...,  Mf  N,  P,  ...  die  Functionen  p,  g...,  enthalten.    Es  ist 
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hier  unmöglich,  auf  eine  ausführliche  Besprechung  und  Kritik  der  Torge- 
tragenen  Theorie  einzugehen;  und  wir  begnügen  uns  damit,  eine  curiose 
Folgerung  derselben  anzuführen,  welche  dem  Leser  einen  Begriff  von 
ihrem  Werthe  geben  kann.  Wird  das  Problem  vorgelegt,  welche  Linie 
y=if{x)  den  Fl&cheninhalt/V^^  ^^  einem  Maximum  oder  Minimam  macht, 
80  findet  man  durch  Anwendong  der  Barbera'schen  Theorie,  dass  diese 
Linie  eine  Gerade  ist.  Aber  noch  merkwürdiger  ist  das  zur  Rechtfertigung 
dieses  Resultates  beigefügte  Raisonnement:  die  durch  die  Gerade  bestimmte 
Fl&che  ist  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  in  Bezug  auf  die  den  concaven 
bezw.  convexen  Linien  entsprechenden  FlSchen. 

Was  den  polemischen  Theil  des  Werkes  betrifft}  welcher  fast  die  ganze 
Vorrede  ausmacht,  so  halten  wir  es  für  nutzlos,  darauf  einzugehen. 

Man  tu  a,  den  7.  Juli  1891.  G.  Viyanti. 


Naovi  Studi  Oallileiani  per  Antonio  Favabo.    Venezia  1891.    Tipografia- 
Antonelli.    430  pag. 

Hat  Herr  Favaro  seit  geraumer  Zeit  erfolgreiche  Mühe  auf  Einzel- 
forschnngen  zur  Lebensgeschichte  Galilei*s^  verwandt,  so  ist  selbstver- 
ständlich sein  diesen  Bestrebungen  gewidmeter  Eifer  nur  gewachsen,  seit 
ihm  die  Leitung  der  neuen  Ausgabe  von  Galilei 's  Werken  übertragen 
worden.  Sollte  er  die  neuen  Ergebnisse  aufsparen,  bis  sie  innerhalb  jener 
Ausgabe  zur  Veröffentlichung  gelangen  konnten,  sollte  er  sie  vorzeitig  dem 
Drucke  übergeben?  Für  das  Eine  wie  für  das  Andere  Hessen  Gründe  sich 
angeben.  Herr  Favaro  hat  zum  Letzteren  sich  entschlossen,  hauptsächlich 
deshalb,  weil  das  Erscheinen  der  neuen  Ausgabe  sich  über  viele  Jahre 
ausdehnen  wird,  weil  kein  zwingender  Grund  vorhanden  ist,  die  für 
Galilei  sich  interessirenden  Gelehrten  so  lange  Zeit  auf  gefundene  Er- 
gebnisse warten  zu  lassen,  weil  endlich  auch  andere  Schriftsteller  nach  Herrn 
Favaro  die  von  ihm  entdeckten  Dinge  nunmehr  leicht  in  Erfahrung  bringesn 
könnten  und  vielleicht  nicht  gleiche  Enthaltsamkeit  üben  würden,  wodurch 
ihm  der  ihm  in  der  öffentlichen  Meinung  gebürende  Finderlohn  verenthalten 
werden  könnte.  Fünfzehn  einzelne  Abhandlungen  sind  deshalb  hier  in  einem 
Bande  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  deren  Inhalt  wir  in  knappster  Form 
kennzeichnen  wollen. 

1.  Giovanni  Battista  Ricasoli  Baroni  war  ein  Freund Galilei's. 
Er  hatte  eine  bedeutende  Schenkung  au  einen  entfernten  Verwandten  ge- 
macht, deren  Giltigkeit  von  näheren  Verwandten  wegen  Geistesstörung  des 
Schenkers  gerichtlich  angegriffen  wurde.  Galilei  gehörte  zu  den  wich* 
tigsten  in  dieser  Frage  vernommenen  Zeugen,  und  alle  seine  Aussagen 
sind  actenmässig  abgedruckt«  Jener  Process  fand  1589  statt.  Für  Galilei 's 
eigenes  Leben  ist  er  ohne  Erheblichkeit,  es  sei  denn,  dass  aus  seinen  Aus- 
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sagen  Feinde    ihm    erwuchsen,    wenn   auch  Ton  einem  spSteren  Eingreifen 
derselben  zu  seinem  Nachtheile  uns  Nichts  bekannt  ist. 

2.  Im  Jahre  1656,  mithin  14  Jahre  nach  6alilei*6  Tode,  gab 
ürbano  d'Aviso  eine  Jugendschrift  Oalilei*s  über  die  Sphäre  heraus, 
welche  theils  für  echt,  theils  für  unecht  gehalten  worden  ist,  letzteres 
hauptsächlich  darauf  hin,  dass  das  Buch  noch  ganz  in  der  Manier  Sacro- 
bQSC0*s  gehalten  ist  und  für  die  ptolem&ische  Weltordnung  eintritt.  Herr 
Favaro  begründet  die  Echtheit  des  Buches  und  zugleich  die  Unrichtigkeit 
einer  Behauptung  Libri*8,  er  sei  yielmehr  der  glückliche  Besitzer  der 
autographen  Schrift  über  die  Sphäre,  welche  Galilei  vorfasste.  Dieses 
sogenannte  unschätzbare  Schriftstück  ist  bei  dem  Verkaufe  der  Libri*8chen 
Sammlung  in  den  Besitz  des  Britischen  Museums  übergegangen;  von  Galilei 
rührt  es  nicht  her. 

3.  In  der  Florentiner  Nationalbibliothek  hat  Herr  Favaro  ein  Exem- 
plar der  Copemikanischen  Beyolutionen  in  der  Baseler  Ausgabe  von  1566 
entdeckt,  welches  Bandnoten  enthält,  in  denen  er  Galilei 's  Handschrift 
wiedererkennen  will.  Da  die  betreffenden  Randnoten  nur  diejenigen  Aen- 
dernngen  yornehmen,  welche  1616  durch  die  Indezcongregation  gefordert 
wurden,  so  kommt  wenig  darauf  an,  von  wem  sie  herrühren. 

4.  Vom  April  1611  bis  Mai  1614  hat  Marcus  Welser,  der  be- 
kannte Augsburger  Patrizier,  18  Briefe  an  Johann  Faber  aus  Bamberg, 
der  damals  in  Rom  lebte  und  Secretär  der  Academia  dei  Lincei  war, 
geschrieben.  Sie  sind  erhalten  und  hier  erstmalig  abgedruckt.  Der  Name 
Galilei*s  und  Scheiner 's  kehrt  in  ihnen  des  Oefteren  wieder,  insbeson- 
dere ist  von  Beider  Schriften  über  *  die  Sonnenflecken  mehrmals  die  Bede, 
doch  würde  man  nur  aus  diesen  Briefen  nicht  entfernt  vermuthen  kOnnen, 
yon  welcher  Gehässigkeit  jene  Schriften  allmälig  wurden. 

5.  Es    ist   längst   bekannt,    dass    Galilei,    nachdem  er  die   Jupiter- 
trabauten  entdeckt  und  deren  ümlaufzeit  berechnet  hatte ,  auf  den  Gedanken 
kam,   dieselben  bei  der  in  der  Steuermannskunde  hochwichtigen  Aufgabe 
der  Bestimmung   der   geographischen  Länge  eines  Ortes  in  Anwendung  zu 
bringen,  und  dass   er  im  September  1612  diese  seine  neue  Methode  dem 
Könige  von  Spanien  anbieten  Hess.    Nicht  bekannt  waren  aber  die  näheren 
Verhandlungen   über   dieses  Anerbieten,    deren  Acten    Herr  Favaro    im 
Staatsarchive    in  Florenz   aufgefunden   hat.    Aus   denselben   geht    hervor, 
dass  die  Verhandlungen  oftmals  unterbrochen,  oftmals  wieder  anfgenonunen 
wurden   und   sich  so  bis  1632  hinzogen,    ein  Zeitpunkt ,  der  allzunahe  bei 
dem  Processe  Galilei 's  liegt,  als  dass  damals  ein  erfolgreicher  Abschloss 
möglich    gewesen    wäre.      Der    frühere  Nichterfolg   ist  theilweise   in    dem 
weiten  Auseinandergehen   der  Bedingungen,    welche    Galilei    stellte,    von 
dem,  was  der  spanische  Hof  bewilligen  wollte,  begründet. 

6.  Als  im  Jahre  1616  die  geistliche  Gerichtsbarkeit  mit  dem  Werke 
des  Koppernigk  sich  beschäftigt  und  Correcturen  desselben  anbefohlen  hatte. 
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sachte  Ingoli,  ein  damals  in  freundschaftlichen  Beziehungen  zu  Galilei 
stehender  Advocat  aus  Ravenna,  das  ganze  copernikanische  System  auf 
Grundlage  astronomischer,  philosophischer  und  theologischer  Widersprüche 
zu  widerlegen«  Galilei  fertigte  erst  1624,  nachdem  Urban  YIII.  den 
päpstlichen  Thron  bestiegen,  eine  Antwort  aus,  welche  nicht  vor  1814 
im  Druck  erschienen  ist,  indem  Galilei  selbst  und  nicht  minder  die  ersten 
Herausgeber  seiner  Werke  es  für  geföhrlich  hielten,  die  kirchlich  als  ver- 
wegen (temerario)  bezeichnete  Lehre  so  unverhüllt  und  öffentlich  zu  ver- 
theidigen.  Die  Schrift  Ingoli 's  selbst  war  niemals  gedruckt  Herr 
Favaro  hat  nur  diese  sowie  auch  eine  handschriftliche  Entgegnung  Kapler 's 
aufgefunden  und  beide  Schriftstücke  veröffentlicht,  wofür  man  ihm  ebenso, 
wie  für  die  geschickt  zusammengestellte  Einleitung  entschieden  zu  Danke 
verpflichtet  ist. 

7.  Fürst  Bald.  Boncompagnie  besitzt  in  seiner  auch  an  werthvollen 
Handschriften  überreichen  Bibliothek  einen  Band  Briefe,  welche  von  Mitgliedern 
der  Academie  des  Lincei  an  den  Fürsten  Fed.  Cesi,  den  Präsidenten  jener 
Academie  gerichtet  sind.  Darunter  befinden  sich  Briefe  von  Galilei  selbst, 
andere  in  denen  von  Galilei  wenigstens  die  Bede  ist.  Hier  ist  ein  ge- 
naues Verzeichniss  aller  Briefe  zum  Abdrucke  gebracht  und  aus  den  nicht 
von  Galilei  herrührenden  Briefen  sind  die  auf  ihn  bezüglichen  Stellen 
ausgezogen. 

8.  Die  Streitigkeiten  zwischen  dem  Jesuiten  Grassi  und  Galilei, 
welcher  gegen  Jenen  den  Saggiatore  verfasste,  sind  in  nahezu  allen  Einzel- 
heiten längst  bekannt.  Herr  Favaro  hat  dieselben  hübsch  dargestellt  und 
einen  noch  nicht  bekannten  Brief  Grass i's  vom  September  1633  veröffent- 
licht. Will  man  demselben  vollen  Glauben  schenken,  wozu  Herr  Favaro 
geneigter  scheint,  als  wir  es  von  uns  behaupten  können,  schatte  Grassi 
sich  während  des  Galilei 'sehen  Processes  alle  Mühe  gegeben,  zu  seinen 
Gunsten  zu  wirken,  so  dass  ihn  der  Vorwurf  nicht  treffen  dürfte,  gemein- 
sam mit  Scheiner  im  entgegengesetzten  Sinne  damals  thätig  gewesen 
zu  sein. 

9.  Der  in  zahlreichen  Bänden  handschriftlich  in  der  Pariser  National- 
bibliothek erhaltene  und  erst  zum  geringsten  Theil  gedruckte  Briefwechsel 
von  Peiresc  schliesst  auch  solche  Briefe  in  sich,  in  welchen  von  Galilei 
die  Rede  ist,  und  welche  hier  gesammelt  sind. 

10.  Ein  Briefwechsel,  welcher  schätzbare  Aufschltlsse  über  die  Zeit  der 
halben  Gefangenschaft  Galilei 's  in  seiner  Villa  in  Arcetri  gewährt,  ist 
der  mit  Elia  Diodati.  Zu  diesen  gehört  der  bekannte,  allerdings  nicht 
allgemein  als  echt  anerkannte  Brief  Galilei's,  in  welchem  das  Wort  des 
Patei's  Grienberge r  enthalten  ist,  Galilei  hätte  über  die  Bewegung 
der  Erde  schreiben  dürfen,  was  er  wollte,  wenn  er  sich  nur  das  Wohl- 
wollen der  Jesuiten  zu  bewahren  verstanden  hätte ,  und  welcher  zuerst  von 
Libri  veröffentlicht  wurde.    Viele  dieser  Briefe  sind  leider  verloren,    und 
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wenn  auch  Herr  Favaro  ans  den  erhaltenen  Schreiben  den  Nachweis  des 
einstmaligen  Vorhandenseins  der  verloren  gegangenen  and  meistens  auch 
deren  Datum  wiederherzustellen  gewnsst  hat,  so  ist  damit  doch  nur 
geringfügiger  Ersatz  geboten. 

11.  In  der  fünften  Abhandlung  war,  wie  wir  oben  sahen,  von  den 
Verhandlungen  Oalilei's  mit  dem  spanischen  Hofe  bezüglich  seiner 
Methode  die  geographische  Länge  eines  Ortes  zu  finden  die  Rede.  Noch 
während  jene  Verhandlungen  im  Gange  waren,  wurde  Galilei  angeregt 
über  die  gleiche  Erfindung  mit  den  Generalstaaten  von  Holland  in  Ver- 
bindung zu  treten,  welche,  um  ihren  Platz  an  der  Spitze  der  seefahrenden 
Nationen  zu  sichern,  auf  die  Längenermittelung  einen  Preis  gesetzt  hatten, 
dessen  Höhe  allerdings  nicht  genau  feststeht,  und  durch  das  Gerücht  über- 
trieben worden  zu  sein  scheint.  Inzwischen  wurde  der  Process  gegen 
Galilei  geführt.  War  derselbe  für  den  spanischen  Hof  mehr  als  genügend, 
um  zu  verhindern,  jemals  wieder  an  Belohnung  eines  in  Glaubenssachen 
immerhin  Verdächtigen  zu  denken,  so  war  die  Wirkung  auf  Holland,  wo 
die  Reformation  längst  gesiegt  hatte,  die  geradezu  entgegensetzte.  Jetzt 
wuchs  dort  nur  die  Begierde,  in  erster  Linie  Galilei  selbst  zu  gewinnen, 
d.  h.  ihn  aus  seiner  halben  Gefangenschaft  in  Arcetri  zu  befreien ,  in  zweiter 
Linie  von  seiner  Erfindung  für  die  Schifffahrt  Nutzen  zu  ziehen.  Galilei 
weigerte  sich  jene  üebersiedelung  zu  vollziehen,  der  allerdings  so  grosse 
Schwierigkeiten,  Mühen  und  Gefahren  entgegenstanden,  dass  man  sehr 
begreiflich  findet,  dass  der  schon  alte  und  gebrechliche  Mann  Scheu  trug, 
diesen  zu  trotzen,  wenn  man  gar  nicht  beachtet,  dass  Galilei  stets  ein 
guter  Katholik  blieb,  und  dass  ihm  als  solchem  Nichtunterwerfnng  unter 
päpstlich  verhängte  Haft  undenkbar  war.  Dagegen  war  er  erbötig  seine 
Methode  zur  Längenauffindung  an  Holland  zu  verkaufen.  Darüber  wurden 
schliesslich  erfolglose  Unterhandlungen  bis  zum  Jahre  1640  geführt,  and 
das  ganze  zumeist  in  Holland  aufbewahrte  Actenmaterial  derselben  ist  hier 
zum  ersten  Male  veröffentlicht. 

12.  Unter  Mittheilung  einiger  neuen  Documente  berichtet  Herr  Favaro 
über  einen  Jahresgehalt,  welcher  seit  dem  20.  März  1627  durch  Urban  VIII. 
für  einen  Neffen  Galilei's  ausgesetzt  war,  und  über  einen  ähnlichen,  der 
auf  Galilei  selbst  ausgefertigt  wurde.  Die  Erzählung  ist  lehrreich  genug, 
indem  man  aus  ihr  erkennt,  mit  welchen  Umständen  es  verbunden  war, 
die  Auszahlung  eines  solchen  zugesicherten  Jahreseinkommens  durchzusetzen, 
wenn  es  überhaupt  gelang. 

13.  Hier  sind  drei  Gutachten  vereinigt,  welche  zu  verschiedenen  Zeiten 
über  Galilei 'sehe  Angelegenheiten  erhoben  worden  sind.  Im  ersten  Gnt- 
Bchten  wird  begründet,  dass  Galilei,  obwohl  er  nicht  in  Pisa  wohne,  den 
Gehalt  eines  pisaner  Professors  beziehen  könne,  da  jener  freie  Wohnsitz 
zu  den  Bedingungen  seiner  Berufung  gehörte,  und  da  er  der  Universität 
schon   durch  den  Glanz  seines  blossen  Namens  Nutzen  bringe.    Im  zweiten 
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Gutachten  ist  die  Fähigkeit  Galilei's,  ein  Tesiament  rechtsgiltig  zn  machen, 
anerkannt,  weil  er  nicht  eigentlicher  Ketzerei  überführt  worden  sei.  Im 
dritten  Oatacbten  ist  mit  ähnlicher  Begründung  bcrjaht,  dass  dem  ver- 
storbenen Galilei  ein  Grabmal  errichtet  werden  dürfe. 

14.  Die  Erfindung  der  Pendeluhren  ist  in  den  letzten  Jahrzehnten 
wiederholt  dargestellt  und  die  Frage,  ob  Galilei,  ob  Hu y gen s  als  der 
Eißnder  zu  betrachten  sei,  meistens  dahin  beantwortet  worden,  dass  beide 
unabhängig  von  einander  zu  dem  gleichen  Gedanken  kamen,  dass  Galilei 
ihn  früher  als  Hujgens  hatte,  dass  Hujgens  aber  ihn  zweckmässiger 
als  Galilei  zur  Ausführung  brachte  und  ihn  dadurch  erst  für  die 
Wissenschaft  wie  für  das  tägliche  Leben  fruchtbringend  machte.  Herr 
Favaro,  welcher  das  auch  Anderen  bekannte  Material  wiederholt  prüfte 
kommt  auch  zu  keinem  anderen  Ergebnisse.  Auffallend  erscheict  uns, 
dass  weder  von  denen,  welche  Galilei*s  Erstlingsrecht  so  laut  betonen, 
noch  von  denen,  welche  Hujgens  das  meiste  Lob  spenden,  der  Ver- 
such gemacht  wird,  sich  mit  der  Thatsache  abzufinden ,  welche  aus  der 
neuen  Ausgabe  von  Hujgens  Briefwechsel  [Bd.  II,  pag.  533  u.  535]  zu 
entnehmen  ist,  mit  der  Thatsache,  dass  1615  oder  1616,  mithin  lange 
Zeit  vor  Galilei  wie  vor  Hujgens,  durch  einen  Deutschen  eine  Pendel- 
uhr hergestellt  worden  war,  welche  1659  noch  in  Angouldme  gesehen  wer- 
den konnte. 

15.  Seit  dem  25.  September  1822  ist  die  päpstliche  Erlaubniss  vor- 
handen, die  copemikanische  Lehre  zu  vertheidigen  und  zu  verbreiten. 
Schon  vorher  wurde  dieselbe  stillschweigend  geduldet,  aber  noch  1820,  als 
es  um  den  Druck  eines  Lehrbuches  der  Optik  und  Astronomie  des  Pater 
Giuseppe  Settele  in  Rom  sich  handelte,  brach  das  unter  der  Asche 
glimmende  Feuer  des  Hasses  gegen  die  Lehre  von  der  Bewegung  der 
Erde  in  helle  Flammen  aus.  Herr  Favaro  erzählt  auf  Grundlage  ihm  zur 
Verfügung  gestellter  Auszüge  aus  Settele's  Tagebuch  diese  letzten  kultur- 
geschichtlich merkwürdigen  Kämpfe. 

Wir  haben,  so  denken  wir,  unseren  Lesern  durch  diese  kurzen  Aus- 
züge den  Hauptinhalt  des  stattlichen,  schön  ausgöstatteten  Bandes  kennt- 
lich gemacht,  uns  persönlich  hat,  wie  wir  auch  einfliessen  liesen,  die 
6.  Abhandlung  am  meisten  befriedigt,  doch  werden  auch  die  anderen  von 
Niemand  ohne  Belehrung  gelesen  werden.  Cantob. 


Die  Gesohiohte  der  Bechenkunst  vom  Alterlhume  bis  zum  XVIII.  Jahr- 
hundert mit  besonderer  Rücksicht  auf  Deutschland  und  Oesterreich. 
Von  Franz  Villicub,  kaiserl.  Rath,  emer«  k.  k.  Professor  etc.  etc. 
Mit  Illustrationen  und  einer  tabellarischen  Zusammenstellung  von 
Zahlwörtern   aus   72   Sprachen,    nebst  Zählungssjstemen   von   alt- 
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amerikanischen  VOlkerstftmmen.     Zweite  yerbesserte  ond  Termehite 
Auflage.     Wien  1891  bei  Carl  Oerold's  Sohn.    YHI,  108  8. 

Referent  steht  allen  geschichtlichen  Bestrebungen  in  den  ezacten 
Wissenschaften  zu  freundlich  gegenüber,  als  dass  es  ihn  nicht  freuen  sollte, 
wenn  eine  Schrift  geschichtlichen  Inhaltes  eine  zweite  Auflage  erlebt.  Sind 
doch  Verbesserungen  und  Yermehrnngen  in  unserer  schnell  fortschreitenden 
Oegenwart  recht  bald  einem  jedem  Werke  unerlSsslich  und  machen  Neu- 
bearbeitungen wünschenswerth ,  sobald  die  Gunst  des  kaufenden  Publikums 
solche  ermöglicht  Herrn  Villicus  ist  diese  Möglichkeit  zu  theil  gewor- 
den. Wir  können  die  neue  Auflage  nicht  mit  der  froheren  Ton  1883  im 
Einzelnen  yergleichen ,  um  zu  prttfen,  welcherlei  Aenderungen  er  traf,  aber 
jedenfalls  hat  er  die  Zahl  der  möglichen  Verbesserungen  nicht  erschöpft. 
Es  sind  sinnentstellende  Druckfehler  in  Menge  stehen  geblieben,  es  sind 
auch  andere  M&ngel  vorhanden,  welche  vielfach  darauf  zurückzuführen  sind, 
dass  der  Verfasser  neuere  und  neueste  Schriften  su  wenig  beachtet  hat. 
Günther *s  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts  im  deutschen  Mittel- 
alter (1887),  Unger*s  Methoden  der  praktischen  Arithmetik  in  faiatorischer 
Entwickelung  vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart  (1888*) 
scheinen  fQr  ihn  nicht  vorhanden  gewesen  zu  sein,  wenigstens  haben  wir 
deren  AnfElhrung  oder  deren  Benutzung  nicht  bemerken  können,  aber  auch 
die  älteren  Arbeiten  von  Treutlein  sind  nicht  genügend  verwerthet.  Wir 
schliesen  Solches  nicht  allein  aus  den  mangelnden  Berufungen  auf  di^e 
Schriftsteller  —  von  einem  populären  Buche  verlangen  wir  keine  er- 
schöpfenden Citate  —  aber  der  Inhalt  ihrer  Forschungen  ist  nicht  ge- 
nügend berücksichtigt,  und  gerade  von  dem  Verfasser  einer  popalftren  Dsr- 
Stellung ,  dessen  Lesern  nicht  die  Beweisstücke  für  jede  einzelne  Behaoptong 
geliefert  werden,  dürfen  und  müssen  wir  fordern,  dass  er  auf  dem  Las- 
fenden  der  neusten  und  zuverlässigsten  Forschungen  auf  seinem  Gebiete  scL 
Diese  Ueberzeugung  haben  wir  aber  aus  dem  uns  vorliegenden  BQchleis 
keineswegs  zu  gewinnen  vermocht.  Camtor. 


Handbuch  der  angewandten  Optik.  Von  Ad.  Steinbeil  und  Ebnst  Voit. 
1.  Band:  Voraussetzung  für  die  Berechnung  optischer  Systeme  und 
Anwendung  auf  einfache  und  achromatische  Linsen.  Mit  Figurec 
und  7  Tafeln.     Leipzig  1891.     Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Das  ganze  Werk,  von  welchem  jetzt  der  erste  Band  erschienen  ist. 
soll  drei  Bände  umfassen  und  ein  Handbuch  bilden  für  den  prakttscli 
arbeitenden  Optiker,  dass  dieser  Zweck  so  gut  wie  möglich  erreicht  wird, 
dafür  spricht  schon  der  Name  Steinheil,  dessen  Firma  sich  auf  dem 
Gebiet  der  praktischen  Optik  eines  ausgezeichneten  Bufes  von  Alters  her 
zu  erfreuen  hat.  Die  Metboden  zur  Berechnung  der  optischen  Systeme, 
welche   die   genannte  Firma  seit  vielen  Jahren  als  die  besten  erprobt  hat, 
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sollen  nunmehr  Teröffentlicht  und  daher  zum  Gemeingut  werden.  Um  aber 
keinen  einseitigen  Charakter  dem  Werke  zu  geben  und  die  Ergebnisse  der 
rein  theoretischen  Optik,  soweit  sie  ftlr  die  Praxis  nutzbringend  sind,  zu 
verwerthen,  hat  sieh  der  Praktiker  mit  einem  Mann  der  Wissenschaft  zu 
der  Herausgabe  vereinigt  Die  Anforderungen  an  mathematische  Kenntnisse 
werden  dadurch  nicht  erhöht,  sondern  bleiben  auf  die  Elementarmathematik 
beschränkt.  —  Der  erste  Band,  welcher  gleichsam  das  wissenschaftliche 
Werkzeug  für  den  Gebranch  der  beiden  folgenden  BSnde  liefert,  zerfallt  in 
fünf  Capitel ,  wovon  das  erste  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  be- 
handelt mit  specieller  Berücksichtigung  der  Glassorten.  Während  das  zweite 
Capitel  sich  ausschliesslich  mit  den  Fundamentaleigenschaften  eines  diop- 
trischen  Systems  beschäftigt  und  die  Construction  der  Bilder  umfasst  bei 
specieller  Lage  der  Fundamentalpunkte,  so  sind  in  dem  dritten  Capitel  die 
Anforderungen  zasammengestellt,  die  an  ein  wirkliches  Linsensjstem  zu 
stellen  sind ,  unter  Aufzählung  der  zu  hebenden  Fehler.  Die  beiden  letzten 
umfangreicheren  Capitel  sind  der  wirklichen  Berechnung  gewidmet,  und 
zwar  zunächst  der  trigonometrischen  Berechnung  einer  Linse  mit  ein- 
gehender Discussion  ihrer  Bildfehler,  sodann  derjenigen  von  achromatischen 
zweilinsigen  Objectiven.  Besonders  hervorzuheben  ist,  dass  wirkliche  Be- 
rechnungen durchgeführt  und  tabellarisch  zusammengestellt  sind.  Um  den 
praktischen  Nutzen  des  Werkes  noch  zu  erhöhen,  sind  in  der  Beilage  1 
die  den  verschiedenen  Fällen  entsprechenden  Formeln  übersichtlich  geordnet. 
Die  Beilagen  2  und  3  sind  Abdrücke  aus  den  Sitzungsberichten  der  bay- 
rischen Academie  der  Wissenschaften,  es  sind  die  Arbeiten:  lieber  die  Be- 
stimmung des  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhältnisses  verschiedener  Medien 
von  C.  A.  V.  Steinheil  und  L.  v.  Seide  1,  und  Trigonometrische  Formeln 
für  den  allgemeinsten  Fall  der  Brechung  des  Lichtes  an  centrirten  sphä- 
rischen Flächen  von  L*  v.  Seidel.  —  Beilage  4  enthält  die  unterschiede 
zwischen  Sinus  und  Bogen  von  10  zu  10  Secunden  von  0®  bis  30^.  — 
Liessen  sich  bei  den  folgenden  Bänden  die  Berichtigungen  am  Schluss  nicht 
vermeiden?  —  Druck  und  äussere  Ausstattung  machen  der  Verlagsfirma 
alle  Ehre.  —  Es  wäre  zu  wünschen,  dass  die  beiden  letzten  Bände  nicht 
za  lange  auf  sich  warten  lassen.  Der  zweite  soll  die  Verwerthung  der  im 
ersten  Band  gewonnenen  Resultate  zur  Berechnung  optischer  Constructionen 
enthalten,  während  der  dritte  Band  die  Prüfung  des  optischen  Effectes  an 
ansgeführten  Instrumenten  behandeln  wird.  B.  Nebel. 


Dr.  J.  Frick*8  Physikalische  Technik,  specielle  Anleitung  zur  Ausführung 
physikalischer  Demonstrationen  und  zur  Herstellung  von  physikalischen 
Demonstrations  -  Apparaten  mit  möglichst  einfachen  Mitteln.  Von 
0.  Lbhmank.  Sechste  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  1.  Band 
mit  708  Holzstichen.  725  S.  Braunschweig.  Verlag  von  Friedrich 
Yieweg  &  Sohn.    1890.    Preis  15  Mk. 
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Fr  ick 's  Physikalische  Techuik  ist  durch  die  neue  Bearbeitung  derart 
bereichert  worden,  dass  eine  Theilung  des  Stoffes  in  zwei  BSnde  nSlhig  wurde. 
Auch  die  Eintheilung  wurde  wesentlich  geändert.  Der  erste  Theil  des 
ersten  Bandes  hat  die  Behandlung  der  Apparate  im  Allgemeinen  nnd  die 
Anleitung  zu  einigen  häufiger  vorkommenden  Arbeiten  zum  Gegenstände. 
Dabei  bespricht  der  Verfasser  die  Ausstattung  und  Einrichtung  der  ver- 
schiedenen B&ümlichkeiten  eines  physikalischen  Instituts  und  geht  aaf  die 
von  ihm  getroffenen  Aenderungen  an  dem  Institut  der  Karlsruher  Tech- 
nischen Hochschule  näher  ein.  Das  Capitel  über  das  Beinigen,  Bepariren 
und  Aufstellen  der  Apparate  ist  für  die  Lehrer  an  unseren  Mittelschulen 
von  ganz  besonderer  Wichtigkeit,  da  sie  während  ihrer  Studienzeit  meistens 
nicht  die  nöthige  Zeit  finden,  sich  damit  gründlich  veiiraut  zu  machen. 
Der  zweite  Theil  enthält  die  Anleitung  zu  einzelnen  physikalischen  Ver- 
suchen, die  derartig  eingetheilt  sind,  dass  zuerst  die  Versuche  Ober  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte  bei  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern 
zur  Erledigung  kommen.  Darauf  folgen  die  Versuche  über  Wärme,  woran 
sich  dann  das  grosse  Capitel  über  Dynamik  und  Thermorynamik  anscbliessi 
—  Viele  der  Abbildungen  sind  Müller-Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik, 
9.  Auflage,  bearbeitet  von  Pfaundler,  entlehnt,  um  den  Preis  des  vor- 
liegenden Werkes  herabzudrücken.  Bei  den  Illusti*ationen,  die  aas  den 
Catalogen  von  Mechanikern  entnommen  sind,  wurde  auch  Firma  nnd  Preis 
des  Apparates  in  Klammern  beigefügt,  um  bei  Neuauifchaffungen  auch  in 
dieser  Hinsicht  zu  orientiren.  —  Es  ist  sicher,  dass  diese  erweiterte  Auf- 
lage von  Frick's  Physikalischer  Technik  für  den  praktischen  Theil  des 
physikalischen  Unterrichts  von  wesentlichem  Nutzen  sein  wird. 

B.  Nebel. 

Handbuch  der  Vermeisungskunde.  Von  W.  Jorpan.  3.  Band:  Landes- 
vermessung und  Grundaufgaben  der  Erd- Messung.  Dritte  ver- 
besserte und  erweiterte  Auflage.  Stuttgart  1890.  Verlag  der 
J.  B.  Metzler*schen  Buchhandlung.    549  S.  und  48  S.  Anhang. 

Der  Schluss  des  ganzen  Werkes  wird  durch  den  vorliegenden  dritten 
Band  gebildet,  der  den  interessantesten  Theil  der  Vermessungskunde,  nftm- 
lich  die  Landesvermessung  und  die  Erdmessung,  enth&lt.  Nach  einem  ge- 
schichtlichen Ueberblick  über  Erdmessangen  geht  der  Verfasser  zur  Trian 
gulirung  erster  Ordnung  über,  wobei  die  technischen  Hilfsmittel  eingehend 
besprochen  werden.  Die  Betrachtung  des  Erd-EUipsoides  bedingt  neue 
mathematische  Studien,  so  die  sphärische  Dreiecksberechnung,  die  spliS- 
rischen  Coordinaten ,  und  führt  zu  der  sphSroidischen  Geodäsie  mit  Normal- 
schnitten und  Krümmungshalbmessern.  Die  Theorie  der  geodätischen 
Linie  wurde  auf  geometrischem  Wege  erheblich  vereinfacht  und  somit  die 
Theorie  dieser  Linie  um  einen  weiteren  für  den  Praktiker  besonders  wich- 
tigen   Beitrag    vermehrt.      Daran    schliessen    sich    weitere    mathematische 
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Theorien  an,  insbesondere  die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Drei- 
ecke. Den  Anhang  bilden  eine  Reihe  wichtiger  Hilfstafeln,  die  für  den 
praktischen  Gebrauch  des  Buches  von  ganz  besonderem  Werthe  sind.  Hervor- 
zaheben  sind  ebenfalls  die  zahlreichen  Literatur  vermerke  und  die  Hin- 
weisung auf  die  Originalabhandlungen  in  speciellen  Fällen.     Ein  solches 

Handbuch  wird  überall  sich  leicht  Eingang  verschaffen. 

B.  Nebeii. 

Ornndriss  der  Festigkeitslehre.  Zum  Gebrauch  an  Handwerkerschulen, 
insbesondere  Baugewerk-  und  Maschinenbauschulen,  sowie  zum 
Selbstunterricht  bearbeitet  yon  E.  Gunzeb.  Mit  91  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  und  mehreren  Tafeln,  sowie  mit  zahlreichen 
Uebungsbeispielen  und  Aufgaben.  Dresden  1890.  Verlag  yon 
Gerhard  Kühtmann.     123  S. 

Dieser  Grundriss  der  Festigkeitslehre  ist  ganz  dem  Bedürfniss  der 
Schule  für  Bauhandwerker  angepasst,  an  welcher  der  Verfasser  den  Unter- 
richt auf  diesem  Gebiete  seit  einer  Reihe  yon  Jahren  ertheilt.  Die  zahl- 
reichen Beispiele  und  Tabellen  tragen  dazu  bei,  dass  das  Buch  auch  noch 
nach  Absolyirung  der  Schule  häufig  zu  Rathe  gezogen  wird. 

B.  NbbbIi. 

Berichtignngstafel  zur  Umwandlung  des  mit  der  Lnz'schen  Gas  wage 

gefundenen   scheinbaren   in  das  wirkliche  specifische  Gewicht; 

nebst  einem   Begleitwort.     Von  R.  Mehmke.  Ludwigshafen  a.  Rh. 
Verlag  yon  Friedrich  Lux. 

Da  sich  die  Aichung  der  Lu zischen  Gaswage  auf  15^  Celsius  und 
760  mm  Quecksilberdruck  bezieht,  so  ist  das  bei  t^  Celsius  und  beim 
Quecksilberdruck  gefundene  specifische  Gewicht  dtt  noch  zu  corrigiren,  um 
das  wirkliche  specifische  Gewicht  6  zu  erhalten.  Um  nun  der  öfteren  Be- 
rechnung des  specifischen  Gewichts  nach  der  Formel 
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enthoben  zu  werden,  sollte  ein  Hilfsmittel  geschaffen  werden,  um  ebenso 
schnell  und  leicht  das  wirkliche  specifische  Gewicht  zu  finden.  Dass  an 
eine  Berechnung  yon  Hilfstabellen  nicht  gedacht  werden  konnte,  zeigt 
schon  die  nähere  Betrachtung  der  Formel.  Verfasser  hat  daher  graphische 
Tabellen  entworfen  nach  Art  der  Rechenschieber,  wonach  man  auf  der 
einen  «Theilung  eine  durch  die  Beobachljjmgsdaten  gegebene  Sdrecke  mit  dem 
Zirkel  abgreift  und  dieselbe  nun  in  bestimmter  Weise  in  einer  weiteren 
Theilung  bei  dem  gefundenen  specifischen  Gewicht  abträgt,  so  dass  der 
andere  Endpunkt  der  Strecke  das  wirkliche  specifische  Gewicht  abzulesen 
gestattet.     Die  Theilung  wurde  mit  der  grössten  Vorsicht  auf  Stein  aus- 
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geführt,  nnd  sodann  durch  ein  Trockendrnck -  Verfahren  vervielftltigt,  um 
die  sonst  unvermeidlichen  Lftngenänderungen  zu  umgehen.  Die  Herstellung 
dieser  Berichtigungstafel  ist  fdr  den  häufigen  Gebrauch  der  Lu  zischen 
Gaswage  yon  grossem  Vortheil  und  wird  daher  von  allen  Betheiligten  aufs 
Lebhafteste  begrtisst  werden.  B.  Nebel. 

Handbuch  für  Spectroscopiker  im  Cabinet  und  am  Fernrohr.     Praktische 

Winke  für  Anfänger  auf  dem  Gebiete  der  Spectralanaljse.  Yon 
N.  von  EoNKOLT.  335  Holzschnitte.  568  Seiten.  Halle  a.  S.  1890. 
Verlag  von  Wilhelm  Knapp.     Preis  18  Mk. 

Ein  merkwürdiges  Buch!  —  Aehnlich  mag  auch  der  Verfasser  selbst 
gedacht  haben ,  da  er  nach  eigener  Aussage  wenig  Muth  hatte ,  das  Werk 
zu  Stande  zu  bringen«  Nach  dem  Vorwort  ist  nämlich  das  Bach  für  An- 
fänger in  der  Spectralanaljse  oder  Mittelschullehrer  aus  der  Provinz,  die 
mit  weniger  Mitteln  dotirt  sind,  als  z.  B.  die  Laboratorien  von  Hoch- 
schulen, bestimmt,  während  der  Inhalt  eine  Reihe  von  Instromenten  um* 
fasst,  wie  sie,  der  grossen  Kosten  wegen,  niir  auf  den  Sternwarten  oder 
verwandten  Instituten  zu  finden  sind.  Dann  sind  wieder  Dinge  bescfarieber, 
die  der  Betreffende  schon  aus  der  Physik  wissen  sollte.  Wirkliche  Fort^ 
schritte  sind  manchmal  ganz  übersehen,  wie  z.  B.  die  Gülc herrsche 
ThermosäulC;  die  Verbesserung  def  Leclanch 6 -Elemente  u.  s.  w. 

Die  Illustrationen  erinnern  nur  zu  oft  an  die  Preisverzeichnisse  tgq 
Erüss,  Hartmann  und  Braun,  Schmidt  und  Hänsch  (Linnemann). 
Der  wiederholt  vorkommende  Name  ^,Mayer  stein'' statt  „Meyerstein"" 
dürfte  nicht  unter  die  zahlreichen  Druckfehler  gerechnet  werden.  Abbild- 
ungen, wie  z.  B.  Fig.  83,  S.  127,  Observatorium  mit  Siderostat,  habes 
in  einem  derartigen  Werke  gar  keinen  Nutzen.  —  Die  Schreibweise  dürfte 
vielfach  kürzer  sein.  —  Für  welche  Sorte  Menschen  der  Verfasser  das  Bucb 
sozusagen  auf  den  Leib  geschnitten  hat,  lässt  sich  bei  Berücksichiiguiu 
der  deutschen  Schulverhältnisse  nicht  sagen.  B.  Nebel. 


Der  Betrieb  nnd  die  Schaltungen  der  elektrischen  Telegraphen.     \cm 

Zetzsohe.  Bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  mehreren  Fachmifi- 
nern.  Zugleich  als  zweite  Hälfte  des  3.  Bandes  des  Handbachs  der 
elektrischen  Telegraphie.  Heft  2.  Dritte  Abtheilung:  Die  Eii- 
richtungen  und  Schaltungen  für  die  mehrfache  Telegraphie,  bear- 
beitet von  A.  ToBLER  und  E.  Zetzsche.  Mit  89  in  den  Text  ge- 
druckten Abbildungen.  1575.  Halle  a.  S.  1890.  Verlag  vcc 
W.  Knapp. 

Das  vorliegende  Heft  enthält  das  ungemein  reiche  Capitel  der  ver- 
schiedensten Einrichtungen  und  Schaltungen  für  die  mehrfache  Telegraphie. 
Was  bei  der  Besprechung  des  ersten  Heftes  gesagt  wurde,  wird  auch  von 
dem  zweiten  Hefte  im  vollen  umfange  bestätigt.  B.  ITbbei^ 


Becensionen.  97 

Lehrbueh  der  Vexmessiingskande.  Von  Anton  Baule.  Mit  244  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1890.  Verlag  von  B.  G.  Tenbner. 
404  Seiten.  ^ 

Dieses  Lehrbucli  der  niederen  Geodäsie  soll  in  knapper  Form  nur 
Dasjenige,  was  ftlr  den  Landmesser,  Techniker,  Forstmann,  Milit&r  zur 
Ausführung  Ton  Vermessungen  nothwendig  ist,  bieten.  Zn  diesem  Zweck 
war  es  eine  Hauptaufgabe  des  Verfassers,  aus  dem  reichlich  vorhandenen 
Stoff  geschickt  auszuwählen  und  das  Gewählte  einheitlich  zu  verarbeiten. 
Bei  der  Anordnung  des  Stoffes  hat  sich  der  Verfasser  derjenigen  von 
Bauernfeind  angeschlossen.  Geeignete  Zahlenbeispiele  zeigen,  wie  die 
vorgetragenen  Messmethoden  anzuwenden  sind.  Das  Buch  darf  den  oben 
genannten  Kreisen  bestens  empfohlen  werden.  B,  Nbbbl. 


TTebersiohtliche  Darstellung  der  mathematischen  Theorien  über  die  Dis- 
persion des  Lichtes.  Von  Breuer.  L  Theil.  Normale  Dispersion. 
Mit  einer  Figurentafel.     Hannover  1890.    55  Seiten.    Preis  1  Mk. 

Verfasser  beabsichtigt  durch  die  übersichtliche  Darstellung  der  mathe- 
matischen Theorien  über  die  Dispersion  des  Lichtes  einmal  eine  Form  zu 
geben,  in  welcher  man  den  geistigen  Inhalt  der  Originalarbeiten  der  be- 
kanntesten Forscher  den  Lehrbüchern  über  theoretische  Physik  einverleiben 
könnte,  sodann  diese  Forschungen,  deren  Studium  in  den  Quellen  werken 
oft  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  einem  weiteren  Kreise  zu- 
gänglich zu  machen,  damit  dadurch  die  Ideen  Anderer  befruchtet,  und 
somit  neue  Fortschritte  erzielt  werden.  Durch  diese  Arbeit  wird  sich  der 
Verfasser  den  Dank  Vieler  erwerben.  B.  Nebel. 


Zur  Eefonnation  der  Musik.  Kurze  Broschüre  zur  weiteren  Bekräftigung 
der  neuen  Ton -Theorie.  Von  Cb.  A.  B.  Huth.  8  Seiten.  Preis 
30  Pf.  Selbstverlag  des  Verfossers  (Hamburg.  L  Vorsetzen  15/17) 
und: 

Offener  Brief  an  alle  Mathematiker.  Von  Ch.  A.  B.  Hutb.  4  Seiten. 
Preis  25  Pf.  Selbstverlag  des  Verfassers  (Hamburg.  I.  Vorsetzen  15/17). 

Der  von  dem  Verfasser  aufgestellten  neuen  Ton -Theorie  liegt  die  An« 
legung  des  sogenannten  goldenen  Schnitts  als  Maasstab  für  die  Tonleiter 
zu  Grunde.  Es  ist  dies  eine  ganz  geniale  Idee,  jedoch  dürfen  wir  auf 
dieselbe  nur  vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  unser  Interesse  lenken. 
Erst  wenn  dieselbe,  an  musikalischen  Instrumenten  durchgeführt,  auch  die 
praktische  akustische  Probe  bestanden  hat,  kann  an  eine  allgemeine  Ein- 
führung gedacht  werden.     Im  Interesse  des  Verfassers  liegt  es   demnach, 

die  Praxis  zur  weiteren  Prüfung  der  Theorie  heranzuziehen. 

.  B.  Nebbl. 

HiBt..lit.  Abthlg.  d.  Zeitschr.  f.  Mftth.  u.  Phys.  XXXYU,  8.  8 
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Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme.  Ein  Lehrbuch 
für  Hochschalen.  Von^E.  Büdde.  1.  Band:  Mechanik  der  Punkte 
und  Punktsysteme.  1890.  418  Seiten.  Preis  10  Mk.  —  IL  Band: 
Mechanische  Summen  und  starre  Gebilde.  550  Seiten.  Preis  13  ML 
1891.     Berlin,  Verlag  Ton  Georg  Reimer. 

Verfasser  ist  yon  dem  gewöhnlichen  Brauche ,  die  Mechanik  darzustellen, 
abgewichen,  indem  er  die  Eintheilung  nicht  nach  Principien  dorchftlhrte, 
sondern  nach  den  zu  behandelnden  Objecten«  Dadurch  ist  es  ihm  ermög- 
licht, Yom  Leichteren  zum  Schwereren  aufzusteigen ,  was  fGlr  den  Lernenden 
von  ganz  besonderem  Werthe  ist.  Dabei  ordnen  sich  die  betreffenden  SStze 
wie  Ton  selbst  ein ,  so  dass  deren  Anwendung  bei  entsprechenden  Problemen 
dadurch  wesentlich  Vorschub  geleistet  ist.  Der  Verfasser  hat  es  somit  Ter- 
standen ,  dem  Studirenden  den  Weg  zwischen  Theorie  und  Praxis  zu  ebnen, 
was  leider  so  selten  zutrifft«  —  Den  Ausgang  bildet  die  Bewegung  eines 
einzelnen  Punktes,  ihr  folgen  diejenigen  von  zwei  und  mehreren  Punkten. 
Letztere  führen  zu  den  starren  Körpern,  den  deformirbaren  Linien,  FlSchen 
und  Körpern.  Beispiele  sind  nur  in  bescheidener  Menge  eingestreut,  so 
dass  die  vorhandenen  Aufgabensammlungen  keineswegs  überflüssig  erscheinen. 
—  Durch  die  klare  Darstellung  wird  das  Buch  sich  sicherlich  eine  grosse 
Zahl  von  Freunden  erwerben.  B.  Nebel 

A  Treatise  on  analytioal  statics  with  nnmerous  examples.  On  Roctb 
Volume  1.     Cambridge,  at  the  University  Press  1891.     407  Seiten. 

Das  vorliegende  Werk  ist  den  Vorlesungen  des  Verfassers  entsprungen, 
die  theilweise  hier  noch  Ergänzungen  erfahren  haben.  Um  die  Darstel- 
lungsweise nicht  allzusehr  kürzen  zu  müssen,  sind  nun  einzelne  Abschnitte 
zurückgestellt,  die  in  einem  zweiten  Bande  vereinigt  werden  sollen.  Ver- 
fasser legt  grossen  Werth  darauf,  dass  der  Studirende  das  Vorgetragene 
sofort  an  zahlreichen  Beispielen  einübe,  weshalb  er  dieselben,  durch  klei- 
neren Druck  kenntlich  gemacht,  sofort  einstreute.  Einzelne  der  Aufgaben 
haben  den  Herausgeber  zum  Verfasser,  weitaus  die  meisten  aber  sind 
Prüfongsaufgaben ,  wie  sie  an  der  Universität  Cambridge  gestellt  worden 
sind.  —  Die  ganze  Anordnung  ist  sehr  sauber  und  übersichtlich  durch- 
geführt, so  dass  die  Orientirung  sehr  erleichtert  wird.  ß.  Nebbl. 


Maxima,  Minima  und  Oeconomie.  Inaugural- Dissertation,  vorgelegt  der 
philosophischen  Facultät  der  Universität  Göttingen.  Von  Pstzoldt. 
Sonderabdruck  aus  der  Vierteljahrsschrift  für  wissenschaftlicbe 
Philosophie.  Altenburg  1891.  In  Commission  der  Schnaphase- 
sehen  Hofbuchhandlung  (Max  Lippold).     78  Seiten. 

Der  Inhalt ,  welcher  rein  philosophischer  Natur  ist ,  wird  in  fünf  Theile 
gegliedert:   mechanische  Minimumprincipien,   Oeconomieprincipien   der  Ent* 
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wickelang,  der  Stabilitätsbegriff  aaf  rein  geistigem  Gebiet  im  Allgemeinen 
und  der  Stabilitätsbegriff  fdr  Ethik  und  Aestbetik.  Der  Verfasser  spricht 
das  Resultat  seiner  ITnterdachangen  in  dem  Schiasssatz  aus:  « Nicht  Ma- 
xima,  Minima  und  Oeconomie,'  sondern  Eindeutigkeit  und  Stabilität  heben 
die  Seiten  der  Wirklichkeit  hervor,  die  für  uns  im  Vordergründe  des  In- 
teresses stehen  müssen.''  B.  Nebel. 

Die  Photographie  im  Dienste  des  Ingenieurs.  Ein  Lehrbuch  der  Photo- 
grammetrie.  Von  Fr.  Steiner.  1.  Lieferung  mit  25  Teztfiguren  und 
zwei  Tafeln.  Wien  1891.  B.  Lechner's  Buchhandlung  (Wilhelm 
Müller).    66  Seiten. 

Verfasser  wird  sich  durch  Herausgabe  dieses  Lehrbuchs  der  Photo- 
grammetrie  allerseits  viele  Freunde  erwerben.  .Bisher  fehlte  es  den  Ama- 
teuren an  einfachen  Methoden ,  um  die  photographischen  Aufnahmen  karto- 
graphisch Terwenden  zu  können;  dabei  sei  insbesondere  der  Officiere  ge- 
dacht, die  durch  Aufnahme  unzugänglicher  Festungswerke  in  den  Stand 
gesetzt  werden,  sich  hierüber  zu  orientiren.  Welchen  Nutzen  das  Buch 
dem  Geodäten  und  Ingenieur,  namentlich  bei  Beiseaufnahmen ,  bietet ^  dar- 
auf hinzuweisen  dürfte  überflüssig  sein.  — *  Die  erste  der  drei  Lieferungen, 
welche  nunmehr  vorliegt,  umfasst  die  grundlegenden  Principien  und  allge- 
meinen geometrischen  Verfahrungsweisen  der  Photogrammetrie.  Die  zweite 
soll  das  photographische  Objectiv  und  die  Photogrammeter  behandeln» 
während  die  dritte,  den  Schluss  bildende  Lieferung  die  praktischen  Durch- 
führungsarbeiten und  eine  geschichtliche  Üebersicht  über  dieses  Grenzgebiet 
der  Photographie,  darstellenden  Geometrie  und  Geodäsie  enthalten  wird.  -^ 
Von  grossem  Werthe  wird  es  sein,  wenn  die  beiden  noch  ausstehenden 
Lieferungen  möglichst  rasch  erscheinen.  B.  Nebel. 


lieber  das  Galilersohe  Princip.  Von  Leonba'Hd  Weber.  Kiel  1891. 
Verlag  der  Haeseler'schen  Buchhandlung  (Eckardt  &  Breymann). 
40  Seiten. 

• 

Verfasser  sucht  die  New  tonische  Fassung  des  zuerst  von  Galilei 
ausgesprochenen  Trägheitsprincips  durch  eine  neue  Formulirung  einwands- 
frei  zu  machen.  Zu  diesem  Zweck  werden  in  dem  ersten  Abschnitt  die- 
jenigen Beobachtungselemente  und  Denkoperationen ,  welche  der  Aufstellung 
des  Trägheitsprincips  zu  Grunde  liegen,  der  Analyse  unterworfen^  während 
der  zweite  Abschnitt  lediglich  der  Formulirung  des  Princips  gewidmet  ist. 

B.  Nebel. 

Die  Hydraulik  auf  neuen  Grundlagen.  Von  Soheffler.  Leipzig  1891. 
Verlag  von  Friedrich  Förster.    225  Seiten. 

Nach    einem    kleineren   Gapitel   über   Gleitungswiderstände    folgt   das 

weitaus  grösste  über  die  hydraulischen  Grundgesetze,  daran  schliessen  sich 

8* 


100  Historieoli- literarische  Abiheilung. 

die  Capitel  über  das  Princip  des  kleinsten  Widerstandes  und  über  das 
Princip  des  grössten  Effectes  an.  Das  Schlusscapitel  enthält  die  Anwend- 
ungen auf  die  Hydraulik.  Statt  der  Hypothese  der  Bewegung  in  parallelen 
Schichten  legt  der  Verfasser  seiner  neuen  Theorie  das  Fliessen  in  Strom- 
föden  zu  Grunde  und  kommt  natürlich  zum  Theil  zu  ganz  anderen  Resul- 
taten,  die  er  in  einem  Bückblick  am  Schluss  des  Buches  den  bisherigen 
gegenüberstellt.  B.  Nebel. 

lieber  die  partielle  Differentialgleichung  du  +  1^u  =  0  und  deren  Auf- 
treten in  der  mathematischen  Physik.  Von  F&.  Pockels.  Mit 
einem  Vorwort  von  F.  Klein.  Leipzig,  B.  G*  Teubner  1891.  339  S. 
8Mk. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  im  Gebiete  der  mathematischen  Physik 
rechtfertigen  die  Aufstellung  des  Postulats,  dass  es  gelingen  müsse,  alle 
Resultate  der  Physik  als  Folgerungen  yon  allgemeinen  Sätzen  der  Analysis, 
denen  noch  die  physikalischen  Bedingungsgleichungen  beizufügen  sind,  dar- 
zustellen. So  lassen  sich  zwei  Classen  mechanischer  Probleme ,  die  mit  dem 
Jacobi'schen  Botationsproblem  und  dem  Problem  der  Bewegung  eines  festen 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit  zusammenhängen  und  in  den  Anwendungen 
der  elliptischen  bezw.  hyperelliptischen  Functionen  auf  die  Mechanik  auf- 
treten, je  auf  dasselbe  System  von  Differentialgleichungen  zurückführen. 
Wie  Herr  Caspary  gezeigt  hat  (yergl.  Comptes  rendus  1891),  lassen 
sich  diese  Probleme  yollständig  lösen  durch  die  ,,  Elemente  eines  Ortho- 
gonalsystems **,  ausgedrückt  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Theta-  oder  den 
Weierstrass'schen  Sigmafunctionen,  wenn  man  noch  die  willkürlichen 
Argumente  und  eine  willkürlich  gebliebene  Function  vermittelst  der  durch 
das  vorgelegte  Problem  gegebenen  Constanten  bestimmt.  (Vergl.  auch  Bulletin 
d.  S.  M.  t.  13.) 

Bei  einer  anderen  ausgedehnten  Classe  mechanischer  Probleme  ist  man 
noch  nicht  zu  einem  so  einfachen  Resultat  gelangt,  dazu  gehören  die 
Probleme  der  schwingenden  Saite,  der  transversalen  Schwingungen  einer 
gespannten  Membran,  der  freien  Schwingungen  dünner  .Luftschichten ,  der 
Schwingungen  elastischer  fester  Körper,  der  transversalen ~  Schwingnngen 
elastischer  Platten,  der  Wärmeleitung  in  isotropen  und  crystallinischen 
Körpern  und  verwandte.  Die  Probleme  dieser  Classe  verlangen  die  Lösung 
der  Differentialgleichung 

wo  Je  reell  und  imaginär  sein  kann  und  f  eine  beliebige  Function  der 
unabhängigen  Variablen  bezeichnet.  Die  mathematischen  Untersuchungen, 
welche  über  diese  Differentialgleichung  vorliegen,  lassen  noch  viele  wich- 
tige Fragen  offen,  einmal  wegen  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  und 
dann  auch,  weil  der  specielle  Fall 
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^u  =  0 


noch  fast  vollständig  das  Interesse  der  mathematischen  Physiker  in  An- 
sprach nimmt.  Von  hohem  Werthe  muss  unter  diesen  Umständen  eine 
Arbeit  erscheinen,  die,  ähnlich  der  B  ach  ar  ach 'sehen  im  Gebiete  der  Po- 
tentialtheorie, eine  einheitliche  Darstellung  der  auf  die  genannte  Differen- 
tialgleichung bezüglichen  Untersuchungen  liefert,  eine  Darstellung,  welche 
die  bestehenden  Lücken  und  die  noch  zu  überwindenden  Schwierigkeiten 
klar  zu  Tage  treten  lässt.  Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Unter- 
suchungen empfiehlt  es  sich ,  die  physikalische  Erfahrung  als  leitenden  Ge- 
sichtspunkt aufzustellen,  denn  die  mathematischen  Beweise  für  die  Sätze, 
welche  über  die  Lösungen  der  genannten  Differentialgleichung  aufgestellt 
worden  sind,  müssen  in  den  meisten  Fällen  noch  erbracht  werden. 

Wir  geben  eine  kurze  Uebersicht  des  mit  grossem  Fleiss  und  Geschick 
gesammelten  Materials,  welches  eine  Reihe  noch  wenig  bekannter,  yon 
Herrn  Klein  herrührender  Untersuchungen,  sowie  an  einzelnen  Stellen 
eigene  Entwickelungen  des  Verfassers  bringt. 

Auf  ein  einleitendes  Capitel  über  das  Vorkommen  der  Differential- 
gleichung, wobei  auf  die  bezüglichen  Arbeiten  von  Sturm^  Liouville, 
P.  du  Bois-Beymond  und  der  Herren  H.  A.  Schwarz,  Bianchi  und 
Picard  eingegangen  wird,  lässt  der  Verfasser  zunächst  die  Betrachtung 
der  ^ausgezeichneten**  Lösungen,  welche  sich  bei  den  wichtigsten  physi- 
kalischen Problemen  darbieten ,  folgen.  Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht, 
dass  es  nur  ganz  bestimmte  Werthe  von  k^  giebt,  für  die  eine  reguläre 
Lösung  der  Differentialgleichung  auftreten  kann.  Diese  speciellen  Werthe 
von  h^  nennt  der  Verfasser  die  ausgezeichneten  Werthe,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Lösungen  u  ausgezeichnete  Lösungen.  Die  Kenntniss  dieser 
ausgezeichneten  Lösungen  ist  für  die  später  folgende  Untersuchung  all- 
gemeiner Integrale  der  Differentialgleichung  erforderlich.  Man  kann  nun 
durch  eine  Art  von  Grenzübergang,  das  schon  J.  und  D.  Bernouilli 
und  Lagrange  bekannte,  neuerdings  wieder  von  englischen  Physikern  in 
Anwendung  gebrachte  „Bayleigh'sche  Principe,  zu  dem  Existenztheorem 
gelangen,  wie  der  Verfasser  nachweist;  dies  ist  indessen  nicht  als  wirk- 
licher Ezistenzbeweis  anzusehen,  so  lange  nicht,  wie  der  Verfasser  gleich- 
falls hervorhebt ,  die  Zulassung  des  Grenzübergangs  zu  n  =  oo  streng  be- 
wiesen ist.  Dabei  wird  darch  Einführung  von  Normalcoordinaten  nach 
dem  Vorgange  englischer  Physiker  (Routh,  Rayleigh)  ein  Zusammen- 
hang mit  dem  Problem  der  simultanen  Transformation  zweier  quadratischen 
Formen  gewonnen. 

Es  sind  eine  Reihe  lösbarer  Specialfälle  bekannt,  wo  es  gelungen  ist, 
sämmtliche  „Normalfunctionen"  wirklich  herzustellen.  Es  handelt  sich 
dabei  ausschliesslich  um  ausgezeichnete  Lösungen  der  einfachen  Differential- 
gleichung 
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und  solcher  Gleiehnngen ,  welehe  durch  Einfllhnuig  anderer  orthogonaler 
Coordinsten  aas  derselben  herrorgehen.  So  werden  die  Fdle  des  Becht- 
ecks  and  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  wo  die  Normallnnctionen  trigo- 
nometrisch sind,  die  Rille  der  Kreis-  nnd  Kogelfliche,  der  Yollkngel  nnd 
Eagelschale,  wo  Bess ersehe  and  Eogelfonctionen  zor  Anwendung  kommen, 
behandelt,  femer  die  Gebiete  in  der  Ebene  und  aaf  der  Engel,  weldbe  Yon 
ebenen  bezw.  sphärischen  confocalen  Eegelschnitten  begrenzt  werden,  wobei 
die  bezfiglichen  Arbeiten  Ton  IL  Weber,  Mathien,  Heine,  Linde- 
mann,  Brans,  Elein,  Callandrean,  Hartenstein,  Baer  Erwähn- 
ung finden,  während  Beferent  Tergebens  nach  den  Namen  Wanger  in 
(üeber  die  Bedaction  der  Gleichung  J  F=  0  auf  gewöhnliche  Differential- 
gleichongen)  und  Haentzschel  (Beiträge  zur  Theorie  der  Functionen  des 
elliptischen  Cjlinders)  gesucht  hat  Ausser  den  genannten  Bereichen  werden 
noch  solche  erörtert,  welche  aliquote  Theile  schon  behandelter  sind  (Lame, 
Bajleigh,  Bouth,  Klein).  Auch  auf  den  yon  Herrn  Mathiea  in  An- 
griff genommenen  Fall  eines  Ton  zw^i  excentrischen  Kreisen  oder  von  zw^ 
confocalen  Cassini'schen  Gurren  begrenzten  Bereiches  wird  hingewiesen. 
Während  die  Auffindung  sämmtlicher  ausgezeichneten  Lösungen  bisher 
nur  für  eine  Anzahl  von  Specialfällen  gelungen  ist,  besitzt  man  eia  Yer- 
ffthren,  das  gestattet,  für  einen  beliebigen  ebenen  Bereich  diejenige  aus- 
gezeichnete Lösung  der  Differentialgleichung 

zn  finden,   welche    innerhalb   des  Bereiches    nirgends  verschwindet,   d.  L 
dem    kleinsten   ausgezeichneten    Werthe    von   V   entspricht.      Dieses    von 
Herrn    H.    A.   Schwarz    herrührende   Verfahren    liefert  auch    den    eben 
bezeichneten  Werth  von  J^^  sowie  die  entsprechende  Lösung  der  obigen  in 
krummlinige   Coordinaten  transformirten    Differentialgleichung   f&r    irgend 
welche  Bereiche   auf  krummen   Flächen.    Dagegen  fehlt  immer   noch  der 
Existenzbeweis    für   die   höheren  ausgezeichneten  Lösungen.     Andererseits 
stösst  die  wirkliche  Herstellung  der  Lösungen  nach  der  Seh  war  ansehen 
Methode  in  den  meisten  Fällen  auf  unüberwindbare  Hindemisse ,  da  sie  die 
Bestimmung  einer  unendlichen  Beihe  von  Functionen  voraussetzt,  die  durch 
compücirte  Doppelintegrale    gegeben   sind.     Hiemach  geht   der  Verfasser 
noch  auf  die  Abhängigkeit  der  ausgezeichneten  Werthe  Jf  von  der  Dimen- 
sion und  der  Gestalt  des  Bereiches,  sowie  von  den  Constanten  der  Grenz- 
bedingung  ein.     (Bajleigh,  Poincar^.) 

Ein  dritter  Theil  enthält  allgemeine  Sätze  über  die  Functionen,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung 

genügen,  ohne  Berücksichtigung  besonderer  Grenzbedingungen.    Diese  SStze 
verallgemeinem   die   entsprechenden,    welche   in    der  Potentialtheorie    anf- 
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gestellt  worden  sind.     Dabei  stellt  sich  in  dem  Verhalten  im  unendlichen 
ein   wesentlicher  unterschied  zwischen  den  Lösungen  der  genannten  Diffe- 
rentialgleichung und  den  Potentialfunctionen  heraus,  im  Gegensatz  zu  dem 
übereinstimmenden  Verhalten  an  singulären  Stellen  im  Endlichen.    In  der 
That,  es  werde  untersucht,  wie  sich  die  betrachteten  Functionen  bezw.  die 
zugehörigen    Differentialgleichungen    bei    der    Inversion    verhalten.     Durch 
eine  Betrachtungsweise,  die  von  Herrn  Darboux   herrührt  und  die  Herr 
Klein  in  seinen  Vorlesungen   (durch  Einführung  poly sphärischer  Coordi- 
naten)  verallgemeinert  hat,  zeigt  sich,  dass  für  die  Potentialfunctionen  das 
unendlich  Weite  keine  wesentlich  ausgezeichnete  Bolle  spielt:   Zerlegt  man 
nämlich   ein  Potential  des  Baumes  von  n  Dimensionen  unter   Anwendung 
polysphärischer  homogener   Coordinaten   durch  Abtrennung  eines   algebra- 
ischen Factors,    so  bleibt  eine  von  Herrn  Klein  Potentialform  genannte 
Function  zurück,  die  ihren  Charakter  bei  allen  Inversionen  des  B^  behält. 
Anders  bei  den  Functionen  u;   hier  bewahrt  der  entsprechende  Factor  bei 
einer  Inversion    seinen  Character   nicht,    folglich    ist   der   unendlich  ferne 
Punkt  ein  singulärer  Punkt  der  zugehörigen  Differentialgleichung.     Dieses 
Ergebniss    ist   von    weittragender  Bedeutung.     In  der  Potentialtheorie  ist 
man  gewöhnt,  dass  Sätze,   die  für  gauz  im  Endlichen  liegende  Bereiche 
hergeleitet  sind,  auch  für  Gebiete,  die  sich  in's  Unendliche  erstrecken,  ent- 
weder direct  oder  doch  nach  geringer  Modification  noch  Giltigkeit  behalten ; 
hier    ist    indessen    eine    solche    Uebertragang    nicht    mehr    zu    erwarten. 
Auf  Grund   des  Green'schen   Satzes  ergiebt  sich  sodann  (nach  v.  Helm- 
holtz,  Weber,  Mathieu,  Poincar^)  eine  Darstellung  von  u  durch  ein 
Band-    bezw.    Oberflächenintegral.     Ein    weiteres  Analogen    zur   Potential- 
theorie ist  das  Analogen  zum  Gauss 'sehen  Mittel  werthsatze.     Dabei  tritt 
ein  anderer  wesentlicher  Unterschied  der  Functionen  u  gegenüber  den  Po- 
tentialfunctionen und  eine  klare  Analogie  zu  den  periodischen  Functionen  zu  Tage. 
Den  Abschluss  bildet  die  Darlegung  allgemeiner  Integrationsmethoden, 
die  Bestimmung  der  Functionen   u  aus  gegebenen  Bandwerthen   und  ver- 
wandten Bedingungen.     War  der  dritte  Theil  von  mehr   mathematischem . 
Interesse,  so  tritt  hier  die  physikalische  Erfahrung  bezw.  die  physikalische 
Evidenz  als  Leitprincip  wieder  in  den  Vordergrund.     Nachdem  die  physi- 
kalischen Probleme  aufgezählt  worden  sind ,  welche  auf  die  drei  Bandwerth- 
aufgaben   hinführen,   folgt  ein  Ezcurs  über  die  entsprechenden  Bandwerth- 
aufgaben  in  der  Potentialtheorie,  wo  zunächst  das  Dirichle tische  Princip 
in  seiner  Bedeutung  als  Existenzbeweis  beleuchtet  wird.     Sodann  bespricht 
der  Verfasser  die  Methoden ,    welche  man   zur  wirklichen.  Herstellung  der 
Lösungen  angewendet  hat: 

1 .  Die  Methode  der  G  r  e  e  n  'sehen  Functionen,  mit  deren  Hilfe  F.  Neumann 
und  Herr  F.  Klein  die  Lösung  der  drei  Bandwerthaufgaben  gegeben  haben. 
Dabei  treten  eine,  erste,  zweite  und  dritte  Green'sche  Function  auf,  deren 
Existenz  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  als  sicher  gestellt  gelten  darf. 
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2.  Die  Combinationsmethode  von  Herrn  C.  Nenmann,  welche  im 
Princip  mit  dem  gleichzeitig  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  aufgefundenen 
Verfahren  übereinstimmt.  Mittelst  dieser  Methode  kann  man,  wenn  die 
(erste)  Bandwerthaufgabe  fdr  specielle  Bereiche  gelöst  ist,  die  Lösung  anch 
für  solche  Bereiche  herstellen,  die  aus  jenen  so  zusammengesetzt  sind,  dass 
dieselben  theilweise  über  einander  greifen. 

3.  Die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  von  Herrn  C.  Neumann, 
das  ist  ein  Verfahren,  welches  die  Lösung  der  ersten  Bandwerthaufgabe 
direct  für  gewisse  sehr  allgemeine,  ebene  oder  räumliche  Bereiche  liefert. 
Diesem  verwandt  ist  ein  neuerdings  von  Herrn  Poincar6  angegebenes  Ver- 
fahren. Während  aber  Herr  C.  Neumann  die  Bandwerihe  einer  auf  be- 
stimmte Weise  gebildeten  Lösung  von  ^7^0  saccessive  corrigirt,  bis  sie 
in  die  gegebenen  übergehen,  wählt  Herr  Poincar^  eine  Function ,  welche 
bereits  die  vorgeschriebenen  Bandwerihe  besitzt,  doch  nicht  der  Differential- 
gleichung ^F=0  genügt,  und  bringt  nun  durch  ein  Approximationsver- 
fahren den  zweiten  Differentialparameter  jener  Function  successive  im  ganzen 
Bereiche  zum  Verschwinden. 

4.  Die  Methode  der  Beihenentwicklungen ,  welche  Herr  F.  Klein  zur 
Lösung  der  Bandwerthaufgaben  für  einen  Bereich  angewendet  hat,  der  von 
sechs  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  oder  noch  allgemeiner  von  sechs 
confocalen  Cycliden  begrenzt  ist 

Analoge  Methoden  sind  für  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichung Ju  +  Ji?u=^0 

noch  nicht  aufgestellt  worden,  wenn  man  von  einem  Falle  absieht.  Das  oben 
erörterte  Approximations  verfahren  von  Herrn  H.A.  Schwarz,  welches  zur  Be- 
stimmung des  kleinsten  ausgezeichneten  Werthes  von  Jc^  und  der  zugehörigen 
Lösung  ti  dient,  lässt  sich  nämlich  auch  zur  Bestimmung  von  u  aus  gegebenen 
Bandwerthen  anwenden.  Indessen  hat  diese  Methode  nur  für  ebene  Be- 
reiche und  auch  da  nur  unter  gewissen  Beschränkungen  Oiltigkeit.  £nt- 
'  sprechend  der  vorhin  erwähnten  Methode  1.  aus  der  Potentialtheorie  sind 
die  Bandwerthaufgaben  für  die  Functionen  u  von  Herrn  F.  Klein  mit 
Hilfe  verallgemeinerter  Oreen'scher  Functionen  gelöst  worden,  wobei  die 
Existenz  dieser  Functionen  wieder  durch  physikalische  Erwägungen  begrün- 
det wird.  Der  Verfasser  geht  noch  auf  die  Unbestimmtheit  der  Bandwerth« 
aufgaben  für  Gebiete  ein,  die  sich  ins  unendliche  erstrecken,  und  beweist 
femer,  in  Analogie  mit  der  Potentialtheorie,  den  Satz,  wonach  man  das 
Geschwindigkeitspotential  ti  beliebiger  Erregungspunkte;  die  innerhalb  einer 
geschlossenen  Fläche  liegen,  für  den  Aussenraum  durch  das  von  einer  ein- 
fachen oder  Doppel  -  Belegung  jener  Fläche  mit  Erregungspunkten  aus- 
gehende Geschwindigkeitspotential  ersetzen  kann,  während  es  dahingestellt 
bleibt,  ob  es  möglich  ist,  einen  Erregungspunkt  bezüglich  seiner  Wirkung 
im  Innern  einer  geschlossenen  Fläche  oder  Curve,  die  ihn  nicht  nmschliesst, 
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durch  eine  einfache  oder  Doppelbelegnng  jenes  Gebildes  zn  ersetzen.  Ans 
diesem  Grunde  kOnnen  auch,  wie  der  Verfasser  nachweisst,  die  SStze, 
welche  Herr  Mathieu  über  die  Darstellbarkeit  jeder  beliebigen,  innerhalb 
einer  geschlossenen  Flttche  bezw.  Curre  endlichen  und  stetigen  Lösung  von 
Ju  +  h^u=^0  aufgestellt  hat,  in  ihrer  allgemeinen  Fassung  nicht  richtig 
sein  (vergl.  E.  Mathieu,  Theorie  des  Potentials.  Deutsch  von  H.  Maser. 
Berlin  1890.  Cap.  3,  §9—12  —  sowie  meine  Besprechung  dieses  Werkes 
im  35.  Bande  dieser  Zeitschrift,  Seite  214,  215).  E.  Jahnkb. 


Zur  Integration  der  Differentialgleichung  ^  ^  Pq  +  p^y  +  P%y^  +  Ps!/'* 
Inaugural- Dissertation  von  R.  GOntsobb.    Jena  1891. 

Laguerre  und  Brioschi  haben  zuerst  auf  eine  Classe  von  Diffe- 
rentialgleichungen aufmerksam  gemacht,  die  bei  einer  Veränderung  der 
abhängigen  und  unabhängigen  Variablen  ihre  Form  bewahren.  Bei  dieser 
Substitution  bleiben  auch  gewisse  Functionen  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung und  ihrer  Ableitungen  unverändert,  welche  Laguerre  die  In- 
varianten der  Differentialgleichung  genannt  hat.  Die  Bedeutung  dieser 
Invarianten  für  die  Integration  der  zugehörigen  Differentialgleichung  ist 
ausführlich  von  Halphen  dargelegt  worden,  welchem  es  durch  Benutzung 
des  Invariantenbegriffs  gelang,  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen 
auf  integrable  Formen  zu  reduciren.  Weitere  Classen  von  Differential- 
gleichungen hat  Herr  Appell  in  Bezug  auf  ihre  Invarianten  und  Inte- 
grabilität  eingehend  studirt,  wobei  sich  die  schon  frfiher  von  Herrn  Boger 
Liouville  gewonnenen  Besultate  durch  Specialisirung  ergaben.  Der  Liou- 
ville*6che  Specialfall  bildet  auch  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Inaugural- 
dissertation.  (Vergl.  Darbouz,  Le9ons  sur  la  th6orie  g^n^rale  des  surfoces.) 

Zunächst  wird  unter  Benutzung  analoger  Untersuchungen  von  Herrn 
El  Hot  fttr  den  Fall  constanter  Coefficienten  p,  wo  die  Invarianten  eingehe 
charakteristische  Formen  haben,  die  Integralgleichung  in  der  Form 


n 


aufgestellt,  dabei  bedeutet  B  eine  Function  von  0  und  die  ^t,  ht^  e  Con- 
stanten. Der  Herr  Verfasser  hat  nun  den  glücklichen  Gedanken  gehabt, 
auch  die  ^j  als  Functionen  von  0  vorauszusetzen  und  das  umgekehrte  Problem 
zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  so  definirte  Function  y 
dann  noch  einer  Differentialgleichung  der  betrachteten  Form  genügt  In 
dem  besonderen  Falle  ^ 


überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  zugehörige  Differentialgleichung  unter 
einer  gewissen  Annahme  auf  den  Fall  constanter  Coefficienten  reducirt 
werden  kann.    Wird  die  Integralgleichung 
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ZU  Grunde  gelegt,  so  stellt  der  Herr  Verfasser  wieder  unter  der  nicht  ans- 
gesprochenen  Bedingung  4 

1=1 
bei   gewissen   Annahmen    die   zugehörige   Differentialgleichung   auf,    deren 
Coefficienten  und  Inyarianten  bei  besonderen  Werthen  der  Exponenten  A,-  in 
besonders  ansprechender  Form  dargestellt  werden.    Als  Bedingungsgleichnog 

tritt  (wie  auch  im  allgemeinen  Falle)  ^  hi  =  0  auf. 

i 
Wie  der  Herr  Verfasser  die  Güte  hatte,  mir  mitzutheilen ,  siebt  er  im 

Begriff,  seine  Untersuchungen,   die  sich  auf  den  allgemeinen  Fall  t  =  3,  4 

beziehen,  jm  yerOffentlichen.  £.  JAHino. 


Grössen  nnd  Zahlen.    Rede  von  Prof.  Dr.  0.  Stolz.  Leipzig  1891. 

In  neuerer  Zeit  haben  es  sich  die  ersten  Mathematiker  angelegen  sein 
lassen,  eine  neue  und  eingehende  Prüfung  der  Grundbegriffe  der  Mathe- 
matik gegenüber  einer  beinahe  zweihunderijährigen  Praxis  Yorzanehmen. 
So  haben  die  Herren  Weierstrass,  Dedekind,  G.  Cantor  neue 
Theofien  der  irrationalen  Zahlen  aufgestellt;  zu  einer  anderen  Ansicht  ist 
Herr  Eronecker  gelangt,  welcher  die  irrationalen  und  imaginären  Zahlen 
aus  der  Analjsis  ganz  entfernt  und  in  die  Geometrie  und  Mechanik  yer- 
wiesen  wissen  will;  und  auch  sonst  bemerken  wir  in  Abhandlungen  wie  in 
Lehrbüchern  das  Bestreben,  die  Fundamente  der  Mathematik  mit  bisher 
nicht  geübter  Schärfe  zu  fixiren«  Die  vorliegende,  an  der  üniversitiit 
Innsbruck  bei  Gelelegenheit  der  feierlichen  Kundmachung  der  gelösten  Prei^ 
aufgaben  gehaltene  Bede  führt  uns  die  Elemente  der  mathematischen  Dar- 
stellung in  vergleichender,  auch  weiteren  Kreisen  verständlicher  Betrachtung 
vor.  Es  werden  die  Grössenarten  der  Alten  beleuchtet,  die  Verdienste  von 
Descartes,  Format  und'  Stifel  um  Einführung  der  negativen  nnd 
irrationalen  Zahlen  hervorgehoben  und  die  Miss  Verständnisse  und  Wider- 
sprüche kurz  geschildert,  von  denen  die  Geschichte  der  neuen,  von  Leibniz 
und  Newton  erfundenen  Wissenschaft  zu  erzählen  weiss.  Dann  folgt 
eine  längere  Betrachtung  der  von  Gauss  complex  genannten  Zahlen. 
Zum  Schluss  finden  die  von  Hamilton  eingeführten  Qnaternionen  ein- 
gehende Besprechung,  wo  auch  auf  die  von  Herrn  Frobenius  gegebene 
Darlegung  verwiesen  wird.  Dagegen  vermisst  Referent  einen  Hinweis  auf 
die  Bedeutung  Grassmann's,  auf  die  Stellung  der  Quatemionen  in  der 
Ausdehnungslehre.  Mathematiker  der  verschiedensten  Nationen  haben  an 
die  Grassmann'schen  Untersuchungen  angeknüpft  (vergl.  W.  Qibbs,  An 
address  etc.,  Proc.  Amer.  Assoc,  V.  35).     In  neuerer  Zeit  hat  auf  derselben 
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Omndlage  Herr  Caspary  eine  allgemeine  Methode  aufgebaut,  die  zur  Lösung 
zweier  yielumworbenen  Probleme  geführt  hat  (1.  Caspary,  Construction 
des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiten  Grades,  die  durch 
sieben  gegebene  Punkte  gehen,  Cielle's  J.  B.  99;  2.  Caspary,  Sur  les  deux 
formes  sous  lesquelles  s'ezpriment,  an  moyen  des  fonctions  thöta  de  deux 
arguments,  les  coordonn^es  de  la  surface  du  quatridme  degr6,  d^crite  par 
les  sommets  des  cönes  du  second  ordre  qui  passent  par  six  poinft  donn^s, 
C.B.jmnl891).  E.  Jahnkb. 
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62.  Ueber   die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe.    F.  Klein.     Mathem. 

Annal.  XXXVII,  673. 

53.  Ueber  die  Differentialgleichung  der  allgemeineren  F-  Reibe.  L.Pochhammer. 
Mathem.  Annal.  XXXVUI ,  686. 

64.  Ueber  die  Tissot^sche  Differentialgleichung.  L.  Pochhammer.  MatL  Annal. 
XXXVU,  612. 

55.  Ueber  eine  binomische  Differentialgleichung  n^w  Ordnung.  L.  Pochhammer. 
Mathem.  Annal.  XXXVUI,  247. 

66.  Integrer  r^qnation  (1 -«*) y'=  a?y  —  y*.  P.  Decamps,  Paters,  Mdlle.  Pom* 
pilianu.    Mathesis  Ser.  2,  I,  261. 

57.  Beiträge  zur  Ausdehnung  der  Fuchs*schen  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen auf  ein  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 
J.  Hörn.    Acta  math.  XIV,  337. 

68.  Ueber  die  sogenannten  vollständigen  Systeme  von  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Fr.  Schur.  Grelle 
GVUI,  313. 

59.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  gleichen  Gharak« 

teristiken.    Jos.  Kurs chäk.    Mathem.  Annal.  XXXVU,  317. 
Vergl.  Abersche  Transcendenten  7.    Mechanik  186,  186,  187. 

Differential  quotient . 

60.  Sur  ridentit^ ^- =  £f i , . 

(1.2...m)ri.2...y)        (1.2...a)(1.2.../J)...(1.2...X)  2^(2.3/...  (2.8...l))i 

G.  Teixeira.    Mathesis  Ser.  2,  I,  143. 

Dreieeksgeometrie. 

61.  Sur  une  classe  particuliäre  de  triangles.    H.  Brocard.    Mathesis  Ser.  2, 1,  168. 

62.  Distances  des  points  remarquables  du  triangle.    Gl.  Thiry.   Mathesis  Ser.  2, 1, 

Supplement  UI.  —  Aug.  Pouiain  ibid.  184.  —  Gl.  Thiry  ibid.  264. 

63.  Thäor^mes  de  gdomdtrie.    Sollertinsky.    Mathesis  Ser.  2,  I,  221. 

64.  Trois  circonfi^rences  circonscrites  ä  certains   triangles  ämanant  d*un   m§me 

triangle  passent  par  un  mtoe  point.    Mdlle.  de  Haas,  Sollertinsky. 
Mathesis  Ser.  2,  1,  208. 
66.  Triangles  inscrits  et   circonscrits  ä  deux  dr Conferences.    Däprez.    Mathesis 
Ser.  2,  I,  233. 

Elastieität. 

66.  On  the  flexure  of  a  flat  elastic  spring.  H.  Lomb.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXI,  182. 

Elektridttt. 

67.  Sur  les  dquations  fondamentales  de  Tälectrodynarnique  pour  les  corps  en 

moQYement.    H.  Hertz.    Acta  math.  XIV,  849. 
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68.  On  the  illastration  of  the  properties  of  the  elecferic  field  by  means  of  tabes  of 

electrostatic  indaction.    J.  J.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XKXI,  149. 

69.  Further    coutribntions    to    dvnamometry    or    the    menanrement    of    power. 

T.  H.  Biakesley.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI,  346. 

70.  Proof  of  the  generali^  of  ceitain  formalae  pablished  for  a  special  case  by 

Mr.  Biakesley.    W.  £.  Ayrton.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXl,  854. 

Sllipse. 

71.  Problämes  sar  rellipse.    Mdme.  Prim.    Mathesis  Ser.  2,  I,  14. 

72.  Propridt^  des  diam^tres  coiga^äs  de  Tellipse.   Geuese.   Mathesis  Ser. 2, 1,278. — 

Ddprez,  Decamps  ibid.  279. 

78.  Propri^te  des  tangentes  k  nne  ellipse  tir^es  d'an  point  M  d*an  rayon  sita^ 
sür  ce  rayon  OM  ä  la  distance  OM=MM\  John  Milne.  Mathesis 
Ser.  2,  I,  46. 

74.  Ellipse  d^doite  d*an  cercle.  C.  A.  Laisant,  Sohle,  Mdme.  Prim  etc.  Ma- 
thesis Ser.  2,  I,  74. 

76.  Sur  an  disqae  elliptiqae  <pi  se  däplace  en  restant  toi^ours  tangent  ä  nne 
droite  fixe  en  an  pomt  donn^.  V.  Jamet.  Mathesis  Ser.  Q,  I,  198,  265. 
Vergl.  Normalen  197. 

^EllipÜsebe  Traasosndenteii. 

76.  Ueber  elliptiBche  Integrale  dritter  Gattung.    J.  Thomae.     Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXVI,  128. 

77.  Ueber  gewisse  Vereinfachangen  der  Transformationsgleichnngen  in  der  Theorie 

der  elliptischen  Functionen.    L.  Kiepert.    Mathem.  AnnaL  XXXVII,  868. 

78.  Maltiplication    der   lemniscatischen   Ponction   sin  am  u,     K.   Schwering. 

Grelle  CVU,  196. 

79.  Znr  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    P.  Günther.    Grelle  GVIII,  266. 

80.  DasInterpolationsproblemfarellipt  Functionen.  F.  Schottky.  Grelle G VII,  189. 

81.  Verhalten  desLogarithmus  einer  ellipt  Function.  F.  Schottky.  Grelle  GVIII,  842. 

Vergl.  Abbildung  6. 

F. 

Faetorenfolge. 

82.  Ueber  die   Gonvergeuz  einer  von  Vieta  herrührenden  elgenthümlichen  Pro- 

ductenentwickelung.    F.  Rudio.    Zeitschr.  Matii.  Phys.  XXXVI,  hist-lit. 
Abthlg.  189. 
88.  Eine  analytisch -arithmetische  Formel.    L.  Eronecker.    Grelle  GVQI,  348. 

Fonnon. 
84.  Zur  Theorie  der  linearen  Formen.    K.  Hensel.    Grelle  GVII,  241. 
86.  Ueber  bilineare  Formen  und  deren  geometrische  Anwendung.    M.   Pasch. 
Mathem.  Annal.  XXXVIII,  24. 

86.  Ueber  die  positiven  quadratischen  Formen  und  über  kettenbruch&hnliche  Algo- 

rithmen.   H.  Minkowski.    Grelle  GVII,  278. 

87.  Znr  Theorie  der  indefiniten  temären  quadratischen  Formen.  A.  Meyer.  Grelle 

GXIII,  125. 
VergL  Invariantentheorie. 

Fonetionen. 

88.  Limite  d*une  somme,  d*un  produit,  d'un  quotient.  P.  Mansion.  Mathesis 
Ser.  2,  I,  36,  68,  118,  139,  246. 


••~*.       ••»      *»      ««'1       Vt#,       A«V,       «.«#W,       ft-*\f, 

89.  Ueber  die  diophantiseben  Gleichungen  vom  Geschlecht  NulL    D.  Hubert  und 

A.  Hurwitz.    Acta  math.  XIV,  217. 

90.  Eine  Verallffemeinerunff  des  binomischen  Satzes.    L.   Sehende  1.    Zeitschr. 


verallgememerung  des 
Math.  Phys.  XXXVI,  60. 
91.  Darstellung  der  bei  der  Division  zweier  ganzen  Functionen  auftretenden  Quo- 
tienten und  Reste,  sowie  der  Partiaizäbler  bei  der  Zerlegung  einer  ge- 
brochenen Function  in  Partialbrüche.  L.  Schendel.  Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXVI,  802. 
Vergl.  Abbildung.  AbePsche  Transcendenten.  Bemoullische  Zahlen.  Bessel- 
sehe  Functionen.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten.  Differential* 
ffleichungen.  Difierentialquotient.  Elliptische  Transcendenten..  Factoren- 
folge.  Formen.  Gammafunctionen.  Geschichte  der  Mathematik  124^  126. 
Hyperelliptische  Transcendenten.  In  Varianten  theorie.  Eugelfunctionen. 
Mittelgrössen.  Reihen.  Substitutionen.  Symmetrische  Functionen.  Tbeta- 
functionen.    Transformationsgmppen. 
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Oammaftmotionen. 

92.  Ueber  ein  vielfaches  auf  Euler*Bche  Integrale  redacirbares  Integral.   L.  Poch- 
hammer.    Grelle  CVU,  246.    fVergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  316.] 

Oeometrie  (desoriptlTe). 

98.  üeber  den  Begriff  der  Projection  einer  geraden  Linie.   G.  Haack.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXVI,  379. 

Oeometrie  (höhere). 

94.  Ueber  lineare  Mannigfaltigkeiten  projectiver  EbenenbfiBchel  und  collinearer 

Bündel  oder  B&ame.    Th.  Reve.    Grelle  GVII,  162.    GVni,  89.    [Vergl. 
Bd.  XXXVI,  Nr.  82.] 

95.  Ueber  einen  orthogonalen  Bey ersehen  Gomplex.   H.  Thieme.   Zeitschr.  Math. 

Phjrs.  XXXVl,  349. 

96.  Ueber  einige  Grandgebiide  der  projecti^en  Geometrie.   G.  Juel.    Acta  math. 

XIV,  1. 

97.  Zur  Erzeusung  der  ebenen  rationalen  Gurven.    W.  Stahl.    Mathem.  Annal. 

XXXVUI,  661. 

98.  Ueber  projective  inyolutarische  Gebilde.    W.  Stahl.    GrelJe  GVII,  179. 

99.  Theorie  der  trilinearen  Verwandtschaft  ebener  Systeme.    G.  Uauck.    Grelle 

CVni.  26. 

100.  Ueber  eine  besondere  Transformation  algebraischer  Gurven  and  damit  in  Ver- 

bindung  stehende   S&tze    Jacob    Steiner *s.     B.    Sporer.      Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXVI,  389. 

101.  Ueber  die  involutorischen  Gebilde,  welche  eine  ebene  Gremona- Transforma- 

tion,  speciell   die    quadratische,   enthalten   kann.     K.   Doehlemann. 
Zeitschr.  Math  Phys.  XXXVI,  356. 

102.  Sur  la  rävieion  de  la  thäorie  des  caractäristiques  de  M.  Study.  H.  G.  Zeuthen. 

Mathem.  Annal.  XXXVII,  461. 

103.  Etüde  intrinsäque   des   coniques   et  des  cassinoides.     E.  Gesaro.    Mathesis 

Ser.  2,  I,  51. 

104.  Lieu  du  point  de  coutact  de  deux  s^ries  de  circonfärences.    Däprez,  DeBo- 

z6ky,  Decamps.    Mathesis  Ser.  2,  1,  120.  —  Jör&bek  ibid.  122. 

105.  Ueber    eine  einfache  planare  Darstellungsweise   der  Gestalten   der  ebenen 

Gurven  dritter  Ordnung.    M.  Disteli.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  138. 

106.  Einige  Hauptsätze  aus  der  Lehre  von  den  Gurven  dritter  Ordnung.    £.  EOtt  er. 

Mathem.  Annal.  XXXVIII,  287. 

107.  Ueber  die  Schröter'sche  Gonstruction   der  ebenen  Gurven  dritter  Ordnung. 

A.  Hurwitz.    Grelle  GVU,  141. 

108.  Ueber   absolute  Elementensysteme  auf  ebenen  Universalcurven   vierter  und 

dritter  Ordnung.    W.  Binder.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  78. 

109.  Ueber   die   Berührungskegelschnitte   und  Doppeltangenteu    der  allgemeinen 

Gurven  vierter  "Ordnung.    Gust.  Kohn.    Grelle  GVII,  1. 

110.  Sur  les  courbes  du  quatriäme  ordre  qui  ont  trois  points  doubles  d*inflexion 

et  en  particulier  sur  la Ereuzcurve  ._a._  =  i      Balitran d.    Mathesis 
Ser.  2,  I,  241.  a?»  ^  y« 

111.  Ueber  die  bicircularen  Gurven  vierter  Ordnung.    0.  Richter.    Zeitachr.  Math. 

Phys.  XXXVI,  191.     • 

112.  Die  Hesse^sche  Gonfigoration  (I24,  16,).    H.  Schroeter.    Grelle  GVIII,  269. 

Vergl.  Absolute  Geometrie.  Abzählende  Geometrie.  Formen  86.  Geschichte 
der  Mathematik  121.  Kegelschnitte.  Krümmung.  Mechanik  188.  Optik  207. 
Singularitäten.    Topologie. 

Oesehiehte  der  Mathematik. 

118.  Programme  du  cours  de  Thistoire  des  mathämatiqaes  ä  Tuniversitä  de  Moskwa. 

V.  V.  Bobynin.    ßiblioth.  math.  1891,  79. 
114.  On  the  teaching  of  the  history  of  mathematics  in  the  University  of  Texas. 

G.  B.  Halsted.    Biblioth.  math.  1891,  63. 
116.  Historical  sketch  of  the  study  of  mathematics  in  the  United  States.    F.  Gaj  ori. 

Biblioth.  math.  1891,  74. 
116.  Bibliographie    de    Thistoire    des    sciences    mathdmatiqnes    anx   Pays-Bas. 

D.  Bierens  De  Haan.    Biblioth.  math.  1891,  13. 

Uist.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.  XXXVn,  3.  9 
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117.  üeber   die  mathematiBchen  HandBchriften  der  amplonianischen  Sammlang. 

M.  Steinschneider.    Bibliotb.  math.  1891,  41,  65.    [Vergl.  Bd.  XXXVI, 
Nr.  100.] 

118.  Miscellen  znr  Qeschichte  der  Mathematik.    M.  Steinschneider.    Biblioth. 

math.  1891,  113. 

119.  Commentar  zu   dem  Tractatas  de  numeris  datis  des  Jordanns  Nemorarius. 

Max  Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  hist.-lit.  Abth.  1, 41, 81, 121. 

120.  Notizia   storica   suUe   appücazioni   della   spirale   logaritmica.    A.  Favaro. 

Biblioth.  math.  1891 ,  28. 

121.  Newton*8   Classification    of  cnbic   curves.     W.  W.  Ronse   Ball.    Biblioth. 

math.  1891,  35. 

122.  Sur  one  classe  de  grandears  infiniment  petites  considär^e  par  Newton.   H.  Vi- 

vanti.    Biblioth.  math.  1891,  97. 
128.  Godefroid  Wendelin   an   astrouome  beige  da  XVII"  si^cle.    L.  Le  Paige. 
Mathesis  Ser.  2,  I,  Sappläment  U. 

124.  Note  bjstorique  sar  les  sjmboles  qui  servent  ä  däsigner  des  fonctions  qael- 

conqaes  de  variables  donnäes.    G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1891,89. 

125.  Esaure   di  alcane  ricerche  conoementi  Tesistenza  di  radici  nelle  equazioni 

algebriche.    Gino  Loria.    Biblioth.  math.  1891,  99. 

126.  Üeber  die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehang  der  Ja cobi 'sehen  Thetaformeln 

L   Eroneoker.    Creile  CVIil,  325. 

127.  Gumersindo  Vicuna  (1840—1890).    G   Eneström.    Biblioth.  math.  1891,  S3. 

128.  Cenni  intorno  a  la  Tita  e  le  opere  di  Feiice  Casorati  (17.  XII.  1835  —  11.  IX.  1890). 

Gino  Loria.    Biblioth.  math.  li^91,  1. 

129.  JohnCaseyfd  1.1891.   P.  Mansion  et  J.  Neaberg.     Mathesis  Ser. 2,  1,13. 

130.  Sophie  von  Eowalevsky  (15.  I.  1851-10.  II.  1891).    L.  Kronecker.    Grelle 

CVUr,  88. 

131.  Edoaard  Lacas  (1842—1891).    P.  Mansion  et  J.  Neaberg.    Mathesis  Ser.  2, 

I,  217. 

Glelclrangen. 

132.  Ueber  eine  Stelle  in  Jacobi's  Aafsatz  „  Observationculae  ad  theoriam  aeqaa- 

tionom  pertinentes*'.    L.  Eronecker.    Grelle  C VII,  349. 
183.  Praktische  Methode  znr  Berechnang  der  reellen  Wurzeln  reeller  algebraischer 

oder  transcendenter  namerlBcher  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

B.  Mehmke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  158. 
131.  Eine   Methode    zur   numerischen   Anflösung   einer  algebraischen  Gleichung. 

Th.  Lohnstein.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  383. 

135.  Ueber  den  Casus  irreducibilis  bei  der  Gleichang  dritten  Grades.    0.  HGlder. 

Mathem.  Annal.  XXXVIU,  307. 

136.  Probleme  des  häritages.    E.   Geiin.    MathesiB   Ser.  2,  I,   111.  —  Mister 

ibid.  136.  -  Finck  ibid.  187. 

137.  Probleme  du  paits.    E.  Gelin.    Mathesis  Ser.  2,  I,  111.  — 

138.  Tb^orfeme  de  Choquet.    Matrot.    Mathesis  Ser.  2,  I,  218. 

139.  Sur  nne  identit^.  qui  n*est  vraie  qu'en  supposant  une  certaine  relation.    De- 

prez.    Mathesis  Ser.  2,  I,  258. 

140.  Si  ^  +  1  +  1  =  0  on  a  ögalement  S  ^'"^^  .  5-A±^  =  _^_  S aK     Mdlle. 

a     0     e  b-^c  ä^^^eb     abc 

de  Haas  etc.    Mathesis  Ser.  2,  I,  150. 

141.  Kquation  da  degr^  m  ne  pouvant  ayoir  que  2  racines  r^eUes.    A.  Laisant 

Mathesis  Ser.  2,  I,  98. 

142.  Räsoudre  an  Systeme  de  3  dquatioos  du  troisiäme  de^rö.    Mandart,  Em- 

merich Ddprez,  Cristesco,  Brocard.    Mathesis  Ser.  2,  I,  210. 
Vergl.  Determinanten.    Geschichte  der  Mathematik  119.  125. 


Hyperbel. 

143.  Th^oröme  sur  Thyperbole  ^quilat^re  et  le  quadrilat^re  forma  par  les  tangen- 
tes  aux  pomts  d'inciaence  des  normales  issaes  d^un  möme  point 
Li^nard.    Mathesis  Ser.  2,  I,  206. 

144«  Sur  deax  hyperboles  Tane  circonscrite,  Tantre  conjugu^e  ä  un  triangle  donne. 
Eluyver.    Mathesis  Rer.  2,  I,  100. 
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HyperellipÜsohe  Transceiidenten. 

145.  ünt€r8UchaDgen    aus   dem    Gebiete   der   byperelliptiscben   ModulfanctioDen, 

H.  Burkhardt.    Matbem.  Annal.  XXXVni,  161.     [Vergl.  Bd.  XKXVl. 
Nr.  123.] 

Imaginflrei. 

146.  Ueber  die  Anwendang  der  Metbode  der  Imaginären  auf  Probleme  desGleicb- 

Sewicbts  and  der  Bewegung  in  einer  Ebene.    A.  Gleicben.    Zeitacbr. 
[ath.  Phys.  XXXVI,  243. 

Interpolation. 

147.  On  tbe  reduction  of  tbe  results  of  experiments.    Sydn.  Lupton.    Pbil.  Mag. 

Ser.  5,  XXXI,  418. 

Invariantentheorio. 

148.  Eine  besondere  Art  von  Covarianten  bildender  Operation.    Ed.  Wiltbeiss. 

Mathem.  Annal.  XXXVII,  228.    fVergl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  126.] 

149.  Ueber  Invariantentbeorie.    L.  Maurer.    Grelle  CVII,  89. 

150.  Zur  Invariantentheorie  der  Liniengeometrie.    E.  Waelscb.    Matbem.  Annal. 

XXX  Vn,  41. 

151.  Sur  les  Operations  dana  la  thdorie  des  formes  algdbriques.   Capelli.   Matbem. 

Annal.  XXXVH,  1. 

152.  Ueber  Invariautensysteme,  welche  zur  Chararakterisirung  der  verschiedenen 

Classen  bilinearer  Formen  "dienen.    H.  Rosen  ow.    Grelle  OVIIT,  1. 
Vergl.  DifiFereutialgleichungen  46.  47.    Formen, 

Xegelsclmitto. 

153.  Propriät^s  des  coniques.    S'ollertinsky.    Matbesis  Ser.  2,  I,  177. 

154.  Sur  le  rapport  anharmonique  de  4  points  d'une  conique.    Lidnard.    Ma^ 

tbesis  Ser.  2,  I,  98. 

155.  Dcux  points  satisfaisants  ä  une  transformation  birationelle  reversible.   J.  Neu- 

berg.    Matbesis  Ser.  2,  I,  275. 

156.  Sur  les  foyers  des  coniques.    P.  H.  Schonte.    Matbesis  Ser.  2,  I,  129. 

157.  Ueber  den  Durchschnitt  einer  Geraden   und  einer  Gurve  zweiter  Ordnung. 

0.  Scblömilcb.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  190. 

158.  Propriete  de  la  corde  d'une  conique  oui  est  vue  de  deux  points  de  la  mdme 

conique  sons  des  angles  droits.    Kluyver.    Matbesis  Ser.  2,  I.  171. 

159.  Ort  der  Aegelscbnittssehnen,   die   von  emem  gegebenen  Punkte  aus  unter 

rechtem  Winkel  erscheinen.  0.  Richter.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  49. 

160.  Propriet^s  du  cercle  tangent  k  une  conique,  dont  le  rayon  soit  double  du 

rayon  de  courbure  en  ce  point.  D^prezetDonys.  Matbesis  Ser. 2, 1,42. - 
Lalisse  ibid.  43: 
IGl.  Goniques  tangentes  ä  une  circonfdrence  donnäe  qu*elles  coupent  dans  deux 
autres  points  donnds  egalement.    J.  Neuberg.    Matbesis  Ser.  2,.  F,  167. 

162.  Gonique  oscnlatrice  ä  un  cerde  donnä.    Gl.  Servais.   Matbesis  Ser.  2, 1,  96.  — 

A.  Demoulin  ibid.  97.       . 

163.  Goniques  tangentes  k  une  circonförence  et  osculatrices  ä  une  antre  en  un 

point  dönn^.    D^prez.    Matbesis  Ser.  2,  I,  144. 

164.  Gonique  oscnlatrice  ä  deux  drconfärences.    Anderson.    Matbesis  Ser.  2, 1, 41. 

Vergl.  Ellipse.    Geometrie  (höhere)  109.    Hyperbel.    Kreis.    Normalen.    Pa- 
rabel. 

Xettonbrflohe. 
Vergl.  Formen  86. 

Kreis. 

165.  Girconfärence  passant  par  six  points.    J.  Neuberg.    Matbesis  Ser.  2,  I,  164. 

166.  Par  deux  points  donnäs  A ,  ^  faire  passer  une  circonfärence  w  qui  soit  vue 

d*un  point  donn^  S  sons  un  angle  donn^  a,    Sollertinsky.    Matbesis 
Ser.  2,  I,  158. 

167.  Sur  un  rectangle  inscrit  dans  une  circonf^rence.     Gristesco^   Mandart, 

D^prez.    Matbesis  Ser.  2,  I,  208. 

168.  Six  cercles  se  coupant  mutuellement.    Emmerich.    Matbesis  Ser.  2,  I,  288. 
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Xr&nmuiiig. 

169.  Einige  Saite  fiher  die  räumliche  Collineaiiou  nnd  Affinität,  welche  sich  auf 

die    Krümmung    von   Curven    und    Flächen    beziehen.     B.  Mehmke. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXX VT,  56. 

170.  Ueber  zwei  die  Krümmung  von  Curven  und  das  Gauss^sche  KrümmimgBmass 

Yon  Flächen   betreffende   charakteristische   Eigenschailen   der  linearen 
Punkt-  Transformationen.  B.  M  e h  m  k e.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXYI,  206. 

171.  Mesure  de   la  conrbnre  des  snrfaces  suivant  Vid6e  commune;  ses  rapport« 

aveo  les   mesures  de  cocfrbure  ganssienne  ei  moyenne.    F.  CasoratL 
Acta  maih.  XIY,  95. 

172.  Sur  les  cerdes  osculateurs  et  les  sphäres  osculatrices.    V.  Jamet.   Mathene 

Ser.  2,  I,  168. 

173.  Note  sur  le  rayon  de  courbure.    C.  Wasteels.    Mathesis  Ser.  2,  I,  268. 

174.  Zur  Krümmungstheorie  der  Gurvenschaaren.     B.  v.  Lilienthal.    Matbem. 

Annal.  X:^yni,  429. 
175«  üeber  die  Krümmungsmitielpunkte  der  Bahncurven  in  ebenen  ähnlich-va- 
änderlichen  Systemen.    B.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVL  1» 

176.  Ueber    die   Krümmung    der   Bahnevoluten    bei    starren    ebenen  Systemea. 

B.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  193. 

177.  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüllbahnevoluten  bei  starres 

ebenen  Systemen.    B.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  257. 

178.  Sur  la  courbure  de  la  podaire  et  de  la  polaire  r^ciproque  d*une  courbe  dono^. 

Ol.  Servals.    Mathesis  Ser.  2,  I,  84.  —  M.  d*Ocagne  ibid.  110. 

Kugelflmotioneii. 

179.  Zur  Theorie  der  Kuselfunctionen.    J.  Frischauf.    Grelle  GVII,  87. 

180.  Sur  les  polynömes  de  Legendre.    Gh.  Hermiie.    Grelle  GVH,  80. 

181.  Sur    quäques  formules  relatives  aux  fonctions  sph^riques.      F.  Caspar j. 

Grelle  GVn,  187. 

182.  Zur  Aufstellung  aritiimeiischer   Identitäten.    G.  Vivanti.    Zeitschr.  lia& 

Phys.  XXXVI,  1. 


Kagnetisn»». 

188.  The  soluÜon  of  a  geometrical  problem  in  magnetism.    T.  H.  Blakeslej 
Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI,  281. 

Maxima  nnd  Minima. 

184.  Minimum  de  la  bissecirice  d*un  des  angles  aigus  d'un  triangle  rectaugle  doct 

la  hauteur  relative  ä  rhypotännse  est  donnäe.    De  Camps  etc.   fiathesu 
Ser.  2,  I,  26.  —  Vladimirescu  ibid.  27. 

Meekanik. 

185.  Sur  une  propri^t^  du  Systeme  d*^quations  diff^rentielles  qui  däfinit  la  roU- 

tion   d*un   corps   solide  autour  d*un  point  fixe.    Soph.  KowalevsU 
Acta  maih.  XIV,  81.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  220.1 

186.  üeber  die  Differentialgleichungen  der  Dynamik  und  den  Begriff  der  anal;- 

tischen  Aequiyalenz  dynamischer  Probleme.    Stäekel.    Grelle  XVÜ, 319- 

187.  Ueber  die  Euler*schen  Bewegungsgleichungen  und  über  eine  neue  particaläre 

Lösung   des  Problems  der  Bewegrung  eines  starren  Körpers  um  eineB 
festen  Punkt.    W.  Hess.    Mathem.  Annal.  XXXVU,  168. 

188.  Ueber  die  Gestaltung  der  Koppelcurven  für  besondere  Fälle   des  Korbel- 

getriebes.    B.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  11,  65.    [VergL 
d.  XXXV,  Nr.  107.] 

189.  Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  Gelenkmechanismen.    Joh.  Kleiber 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  296,  328. 

190.  Die  Bestimmung  derKreispunktcurven  eines  ebenen  Gelenk vierseits.  G.  Boden- 

berg.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  267. 

191.  Die  Wendepole  der  absoluten  und  der  relativen  Bewegung.    F.  Wittes- 

b  a u  e r.    Zeitschr.  Math,  Phys.  XXX VI ,  231.    f Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  15«.; 

192.  Sur  les  lignes  de  force.    G.  E.  Wasteels.    Mathesis  Ser.  2,  I,  253. 

193.  Sur  les  momenis  d'inertie.    J.  Neuberg.    Mathesis  Ser.  2,  I,  226. 

Ver^l.  Elasticität.    Elektricität.    Imaginäres.    Magnetismus.    Optik.  Potefl- 
tial.    Schwerpunkt.   Wärmelehre. 
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Mebrdluie&donale  Ctoometrie. 

194.  Beiträge  zur  Analysis  silas.  Mannigfaltigkeiten  von  n Dimensionen.   W.  Dyck. 

Mathem.  Annal.  XXXVII,  273. 

195.  Classification  der  algebraischen  Strahlensysteme.   R.  Schumacher.   Mathem. 

Annal.  XXX  VII,  100. 

MittolgrÖMon. 

196.  lieber   den   Vergleich   des   arithmetischen   und   des   geometrischen   Mittels. 

A.  Hurwitz.    Grelle  CVIII,  266. 

Normalen. 

197.  Snr  le  thdor^me  de  Joachimsthal.    V.  Jamet.    Mathesis  Ser.  2,  I,  105. 

198.  Sur  trois  points  d*Dne  parabole  tels,  que  les  normales  concourent  en  un  m€me 

point.    Däprez.    Matiiesis  Ser.  2,  I,  173. 

O. 

Oberflädhen. 

199.  Zur   Kenntniss   der    algebraischen   Flächen   mit   Mittelpunkt.     K.   Stoltz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  308. 

200.  Problämes  sur  des  surfaces.    Mdme.  Prim.    Mathesis  Ser.  2,  I,  15. 

201.  Sar  une  surface  du  quatriäme  ordre.   DenysetLalisse.  Matthesis  Sör.2,1,99. 

202.  Bemerkung  zur  vollständigen  Darstellung  algebraischer  Raumcurren.    K.  Th. 

Vahlen.    Grelle  GVUI,  346. 
Vergl.  Krümmung  169.  170.  171.  172. 

Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

203.  Ueber  die  8  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung.   H.  Schroeter. 

Acta  math.  XIV,  207.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  249.] 

204.  Ueber  constructive  Probleme  aus  der  Theorie  der  reciproken  Verwandtschaft 

und   der   Flächen    zweiter   Ordnung.     Fr.   London.     Mathem.  Annal. 
XXXVni,  334. 

Optik. 

205.  Anwendung   der   Theorie    der  Modulsysteme   auf  ein   Problem   der   Optik. 

K.  Hensel.    Grelle  GVni,  140. 

206.  The  elementary  trentment  of  problems  on  the  difiraction  of  light.  A.  S  ch u st e r. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXi,  77. 

207.  Analytische  Untersuchungen  über  die  Gonstitution  der  in  krummen  Flächen 

gebrochenen   a  priori  astigmatischen  Strahlenbündel  mit  Anwendungen 
der  neueren  Geometrie.    A.  Ähren  dt.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX XVI,  99. 

208.  Visibility  of  interference-fringes  in  the  focns  of  a  telescope.    A.  A.  Michel- 

son.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXI,  256. 

209.  On  the  application  of  interference-methods  to  spectroscopic  measurements. 

A.  A.  Michelson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXI,  338. 

210.  On  pin-hole  photogpraphy.    Lord  Kayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXI,  87. 

P. 

Parabel. 

211.  Deux  nou volles  paraboles  däduites   d*une  parabole  donnäe.    J.  Neuberg. 

Mathesis  Ser.  2,  I,  196. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  16.    Normalen  198. 

Planimetrie. 

212.  Endlich- gleiche  Flächen.    M.  Rdth^.    Mathem.  Annal.  XXXVUI,  405. 

213.  Gonstruction  d'une  troisi^me  proportioneile.  Gl.  Thiry.  Mathesis  Ser.  2, 1, 254. 
S14.  Sar   quatre   points  situ^s  en  ligne  droite.    Mdme.  de  Haas  etc.    Mathesis 

Ser.  2,  1,  76. 
215.  Th^or&me   sur  deux.  series  projectives  de  points  superposäes.    Verbessern. 
Mathesis  Ser.  2,  I,  239. 


118  Historisch  -  literariscbe  Abtbeilang. 


216.  £toat  donn^s   un  point  Ä  et  un   aogle  CBDy  trouver  snr  BCy  BD  les 

points  C,  D  equidistcmts  de  A  et  tels  qne  Tangle  CAD  soit  de  gran- 
denr  donn^e.    Laurens  etc.    Mathesis  Ser.  2,  1,  77. 

217.  Construire   an   triangle   rectangle   aa  mojen  de   deux  longaeors   donnäee. 

MUe.  Pompilianu,  Franyols,  Vladimirescu  etc.    Mathesis  Ser.  2, 
I,  67. 

218.  Relation  entre  les  rayons  des  cerclea  exinscrits  d*an  triangle,  doot  le  p^ri- 

mHre  est  ^gal  ä  la  somme  de  ces  trois  rayons.  Lemoine  etc.   Mathesis 
Ser.  2,  I.  206. 

219.  Sur  les  quadrangles  complets.    J.  Neu  her  g.    Mathesis  Ser.  2, 1,  33,  67,  81, 189. 

220.  Formnies  relatives  aux  polygones  regaliers.  E.  Gelin.  Mathesis  Ser.  2, 1, 160.  — 

H.  Brocard  ibid.  254. 
Yergl.  Absolute  Geometrie.    Dreiecksgeometrie.  Kreis.  Maxima  und  Minima. 

Potential. 

221.  Das   Potential  eines  homogenen  BingkOrpers  mit  elliptischem  Querschnitt 

Züge.    Grelle  CVU,  148.    [VergL  Bd.  XXXV,  Nr.  288.] 

222.  Beweis   der  Existenz  des  Potentials,   das   an   der  Grenze  des   betrachteten 

Raames  gegebene  Werthe   hat,  für  den  Fall,   dass  diese  Grenze  eine 
überall  convexe  Fl&che  ist.     Gast.  Eirchhoff.     Acta  math.  XIY,  179. 

Quadratur. 

223.  Aire  de  Tellipse  microsph^rique.  C.  E.  Waste  eis.    Mathesis  Ser.  2,  I,  83. 

B. 

Beohnen. 

224.  Soustractiou  de  nombres  fractionnaires.    E.  Gel  in.    Mathesis  Ser.  2, 1,  92.  — 

C.  Bergmans  ibid.  110. 

Seihen. 

225.  Zur  Theorie  der  Dirichle tischen  Reihen.   A.  Pringsheim.  Mathem.  Annal. 

XXX Vn,  38.    rVergL  Bd.  XXXV,  Nr.  680.] 

226.  Ueber  analytische  Darstellung  unendlicher  Reihen,  die  durch  GliederinTer- 

sionen  aus  einer  gegebenen  hervorgehen.    A.  Pringsheim.     Mathem. 
Annal.  XXX VUI,  163. 

227.  Ueber  beständig  convergirende  Potenzreihen  mit  rationalen  Zahlencoefficienten 

und  vorgeschriebenen  Nullstellen.    A.  Hurwitz.    Acta  math.  XIV,  211. 

228.  Ueber  die  Nnllstellen  der  hjpergeometrischen  Reihe.   A.  Hurwitz.    Mathem. 

Annal.  XXX VHI,  452. 

229.  Ueber    einen   Specialfall    der   hypergeometrischen   Reihe   dritter    Ordnung 

L.   Saalschütz.     Zeitschr.    Math.    Phys.   XXXVI,    278,   321.      [Venrl 
Bd.  XXXVl,  Nr.  201.] 
280.  Sur  le  terme  compldmentaire  de  la  särie  de  Taylor.    M.  d*Ocagne.     Ma- 
thesis Ser.  2,  I,  19. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  23.     BinomialcoefHcienten.    Differentialgleidi- 
ungen  52,  53.    Eugelfunctionen  182. 

8. 

Sohwerpunkt. 

231.  Quelques  th^or^mes  sur  le  centre  des  moyennes  distances  d*un  Bjat^me  de 

Eoints.    H.  Van  Anbei.    Mathesis  Ser.  2,  I,  255. 
age  des  Schwerpunktes  eines  Rotationskörpers.    F.  Kos  eh.     Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXVI,  188. 

Singnlaritäten. 

233.  Ueber  Discriminanten  und  Resultanten  der  Gleichungen  für  die  Singularitateo 

der  ebenen  algebraischen  Carven.  Fr.  Meyer.  Math.  Annal. XXX VIII, 36$ 

234.  Zur  Eintheilung  der  Strahlencongraenzen  zweiter  Ordnung  mit  Brenn-  oder 

singulären  Linien;  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  in  perapectirer  La**? 
zu  rationalen  Curven.  Rob.  Schumacher.  Mathem.  AnnaL  XXXVHL 
298.    [Vergl.  Bd.  XXXVl,  Nr.  204.] 
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Sphirik. 

235.  Sur   168   formales   de   la   trigonomätrie   sphärique.    Ed.   Lucas.    Mathesis 

Ser.  2,  I,  187. 

236.  Des  triangles  sph^riques,  ins  crits  ä  un  mSme  petit  cerde,  ajant  an  sommet 

fixe  Ä  et  dans  lesqaels  la  somme  cosAB-^cosäCb,  une  valear  constante. 
B.  SoUertinsky.    Mathesis  Ser.  2,  I.  149. 

8ii!)ttitatioiLea. 

237.  Ueber  eine  besondere  Classe  disontinairlicher  Gruppen  reeller  linearer  Sub- 

stitutionen.   R.  Fricke.    Mathem.  Annal.  XXXVIII,  60,  461. 
288.  Geometrische  Darstellung   der  Gruppen  linearer  Substitutionen  mit  eanzen 
complexen   CoeiHdenten   nebst   Anwendungen    auf    die    Zahlentheorie. 
L.  Bianchi.    Mathem.  AnnaL  XXXVIII,  313. 

gymnietritche  FnnctioiLSiL 

239.  Die  Relationen,  welche  zwischen  den  elementaren  symmetrischen  Functionen 

bestehen.    F.  Junker.    Mathem.  AnnaL  JiXXVIir,  91. 

T. 

Tetraader. 

240.  Sur  deux  t^tra^dres  symetriquement  ^gaux.    Däprez.   Mathesis  Ser.  2, 1, 126. 

Thetaftmetionen. 

241.  Zur  Definition  des  Systems  der  4^  geraden  4ind  ungeraden  Thetafonctionen. 

F.  Schottky.    Grelle  CVII,  117. 

242.  Theorie   der  elliptisch -hyperelliptischen  Functionen  von   vier  Argumenten. 

F.  Schottky.    Grelle  CVIII,  147,  193. 

243.  Ueber  Thetafunctionen,  deren  Argumente  einem  System  von  Drittelperioden 

gleich  sind.    J.  Thomae.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  41. 

244.  Ueber  Gruppen  von  p- reihigen  Gharakteristiken,  die  aus  n-teln  ganzer  Zahlen 

gebildet  sind ,  und  die  Relationen  zugehöriger  Thetafunctionen  n^^  Ord- 
nung.   A.  V.  Braunmühl.    Mathem.  Annal.  XXXVII,  61. 
Vergl.  Abersche  Transcendenten  7.    Geschichte  der  Mathematik  126. 

Topolo|ie. 
246.  Ueber  die  reellen  Züge  algebraischer  Gurven.    D.  Hilbert.    Mathem.  Annal. 
XXX  Vni,  116. 

246.  Ueber   das   Problem   der   Nachbargebiete.     L.    Heffter.    Mathem.    Annal. 

XXXVUI,  477. 

Transformatioiitgrnppen. 

247.  Zur  Theorie  der  endlichen  Transformations^ruppeu.    Fr.  Schur.    Mathem. 

Annal.  XXXVUI,  263.     [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  705.J 

248.  Bestimmung  einer  Glasse  von  Berührungstransformationsgruppen  des  dreifach 

ausgedehnten  Raumes.    G.  Scheffers.    Acta  math.  XlV,  111. 

Trigonometrie. 

249.  Reiations  entre  les  cötäs  d*un  triang[le  et  les  rayons  des  cercles  iuscrits  et 

exinsorits.  Delahaye.  Mathesis  Ser.  2,  I,  146.  -—  Fran9ois,  De- 
camps,  Russo  ibid.  147.  —  Mandart,  Sollertiuski,  Lemoine 
ibid.  148. 

260.  Relation  entre  les  fonctions  trigonomätriques  des  angles  d*un  triangle.    Le- 

moine. Däprez.    Mathesis  Ser.  2,  1,  211. 

261.  Systeme  de  deux  ^quations  entre  des  fonctions  trigonomätriques.    Joachi- 

mescu  etc.    Mathesis  Ser.  2,  I,  26.  —  Denys,  Laisant  ibid.  26. 

262.  Sur  un  Systeme  de  8  dquations  de  fonctions  trigonometriques  de  deux  angles. 

Delahaye  etc.    Mathesis  Ser.  2,  I,  213. 
Vergl.  Determinanten  36.    Sphärik. 

W. 

Wimelebre. 

263.  On  the  Variation  of  surface-tension  with  temperature.    A.  L.  Selby.    Phil. 

Mag.  8er.  6,  XXXI,  430. 
254.  On  the  heating  of  condnctors  by  electric  currents  and  on  the  electric  distri- 
bution  in  conductors  soheated.  J.  M' Gowan.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI,  269. 
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Wahrschelalielikeltsreöh&img. 

265.  La  nombre  2  a  ätant  d^compos^  en  deux  parties  positives  x  et  y^  quelle  est 

la  probabilitö  que  m*  «•  +  n*  y*  soit  comprifi  entre  p*a*  et  2*a*?    Kluj- 
ver.    Mathesis  8er.  2,  I,  117. 

266.  Sar  deax  thdor^mes  relatifs  aax  probabilitds.   P.  Tchebyoheff.    Acta  matk 

XIV,  806. 

267.  On  a  fanicular  Solution  of  Buffoa*8  problem  of  the  needle  in  its  most  general 

form.    J.  J.  Sylvester.    Acta  math.  XIV,  186. 
Vergl.  Interpolation. 

ZaUeathoorie. 

268.  Kriterien    der  Theilbarkeit   dekadischer   Zahlen.     Dietrichkeit.    Zeitschr. 

Math.  Phjs.  XXX VI,  64,  264,  816. 

269.  Diviaibilitä  de  x**  —  «•»  H-  ä'"  —  x"  + 1  par  a?*  —  a?"  +  a:*  —  «  +  1  toutefoia  qne  n 

est  impair  et  premier  avec  6.    Emmerich,  Greenstreet,    Sooo.s. 
Mathesis  8er.  2,  I,  208.  —  Joachimesca  ibid.  209.  —  Catalan  ibid.  245. 

260.  Crit^riam  de  divisibilitä  par  181  et  par  107  de  cerlains  nombres.    £.  6  ei  in. 

Mathesis  Ser.  2,  I,  124.  —  Emmerich  ibid.  126.  --  ibid.  188. 

261.  Divisibiiitä  de  n*'  — n  par  2780.    E.  Lemoiue,  Denys  etc.    Matbesb  Ser.  t 

I,  175. 

262.  Arithmetischer  Satz.    Bachmann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  381. 

263.  D^omposition  en  deux  facteits  entiers  dexys  (xHy'+if*+  8  xys) +rc'y*+y*  r*-f  z'x*. 

Kluyver  etc.    Mathesis  Ser.  2,  1,  49. 

264.  Sur   les   conditions    ndcessaires   et   süffisantes  afin  que \- 1 

x—a     x—b     x-c 

A  Q  T-l 

H L-.  -j L_-  j L--  soit  le  carr^  dWe  fonction  rationelle  en  x: 

ix- ay     (X- b)*     {x-  c)« 

les  constantes  a,  &,  c  sont  suppos^es  diff^rentes.    Ch.  Lavalläe-PoQs- 
sin  et  Vladimirescu.    Mathesis  Ser.  2,  I,  23. 

265.  Nombres  trianguiaires  premiers  avec  n  et  inf^rieurs  ä  2n  (n  + 1).'    £  mm  er  ich. 

Mathesis  Ser.  2,  I,  94. 

266.  Propri^t^  de  8  nombres  de  somme  positive  combinäs  avec  les  3  cöt^  d'ui 

triangle     C.  J.  Fran9ois.    Mathesis  Ser.  2,  I,  262. 

267.  Sur  les  thdor^mes  ^nonc^s  par  Format,  Ealer,  Wilson,  Staadt  et  Claasec 

Ed.  Lucas.    Mathesis  Ser.  2,  1,  9. 

268.  Einige  Anwendungen  der  Fonction  [x].    J.  Hacks.    Acta  math.  XIV,  329. 

269.  Versuch  über  die  Gleichung  xp-k-y^^zp,    A.  Bieke.    Zeitschr.  Math.  Phjs 

XXXVI,  249.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  340.J 

270.  Ueber  die  Classenzahl  der  zu  einer  negativen  Determinante  D  ==  —  g  gehörig 

eigentlich  primitiven  quadratischen  Formen,  wo  q  eine  Primzahl  von  de? 
Form  4n  +  8  ist.    J.  Hacks.    Acta  math.  XIV,  321. 

271.  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Kreistheilung.    L.  Stickelberge r.    Math 

Annal.  XXX VU,  321. 
Vergl.  Substitutionen  238. 
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Anmerkungen  zu  Diophant. 

Von 

G.  H.  F.  Nesselmann, 

wtlUnd  l*rof6ttor  in  Königsberg  i.  Pr. 


In  einem  Exemplare  der  deutschen  üebersetzang  des  Diophantas  von 
Otto  Schulz;  das  sieb  im  Besitze  G.  H.  F.  Nesselmann's  befunden  bat, 
und  jetzt  mein  Eigentbnm  ist,  bat  der  berübmte  Verfasser  der  Gescbicbte 
der  Algebra  auf  eigens  eingeklebten  Blättern  und  den  Bändern  des  Buches 
eine  Ffille  von  Bemerkungen  geschrieben,  die  es  wohl  werth  sind,  der 
Vergessenheit  entrissen  zu  werden.  Ich  erlaube  mir  daher  im  Nachfolgenden 
diese  Anmerkungen  zu  veröffentlioben.  Wie  aus  denselben  hervorgeht, 
stammen  sie  zum  Theil  aus  der  Zeit  nach  der  Herausgabe  der  Geschichte 
der  Algebra. 

Thorn,  13.  März  1892.  M.  Curtze. 

I.  Buch. 

Aufgabe  25,  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  wenn  jede  an  die  nächstfolgende  einen  vorgeschriebenen  Theil  ihres 
Werthes  abgiebt,  die  Zahlen  zuletzt  unter  einander  gleich  werden.  Vgl.  II,  18. 


giebt  ab  x^  y,  ^, 

empföngt  0,  x,  y, 

2x  +  0  =  3y  +  x  =  40  +  y, 
a5  =  3y  — j?  =  4iP—  2y, 

5iP  =  5y, 

x  =  2ß=  2y, 


In  ganzen  Zahlen 


Verlust      —  aj,  —  y,         —  jp, 

Gewinn      +if»  +«>  +y» 

(m-l)a?+j?=(n-l)y+aj=(l?-l)£r+y, 

[(j)^l)(m-2)  +  l] 

^     (m-2)(n-2)+n-l 

mp  —  m  —  2|>  +  3 


w«  — 2m  — n  +  3 


f. 


np— p  — 2«  +  3 

a;  SS  n|>  —  2fi  — p  +  3, 

y  =  mp  —  m  —  2  p  +  3 , 

e  =  mn  —  2m  —  n  +  3. 

Hi8t.-Ut.  Abth.  d.  Ztsohr.  f.  Matb.  a.  Fbys.  XXXYU,  4.  K) 
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Bei  Diophant  ist  m  =  3,     n  =  4,    i)  =  5; 


3a?  =  30, 
4y  =  20, 
5^  =  25,   ) 


oder  durch  5  gehoben 


3aj  =  6, 
4y  =  4, 
5ic  =  5. 


Aufgabe  26.  Man  soll  vier  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  wenn  jede  an  die  nächstfolgende  einen  vorgeschriebenen  Theil  ihres 
Werthes  abgiebt,  die  Zahlen  zuletzt  unter  einander  gleich  werden. 

Setzt  man        ^  =  3ir,     5  =  4a?,     C=5y,    2)  =  6jp, 
so  wird  2ic  +  0  =  3x  +  i€  =  4y  +  x  =  5e  +  y9 

in  ganzen  Zahlen     «;  =  50,     a;  =  23,     y  =  24,    je?=19, 

^  =  150,    jB=»92,    ^7=120,    2>=114. 

Aufgabe  27.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  wenn  jede  einen  vorgeschriebenen  Theil  von  der  Samme  der  beiden 
übrigen  erhält,  die  Zahlen  unter  einander  gleich  werden. 

Die  Zahlen  seien  a;,  ^,  jer, 
so  soll  sein         ,1,1  ,1,1  ,1,1 

^^®'         60Ä;  +  20y  +  20i?  =  60y+15flJ  +  16;5  =  60xr  +  12Ä;+12y 

sein,  woraus  folgt  17  13         ,  -«  ^-  -^ 

'  ^^19^'    aJ  =  TgiP,  oder  Ä!  =  13,  y  =  17,   g=ld. 

Allgemein. 
Die  Zahlen  seien  Xy  y^  e, 

"^O     ^St  I       1    /         I         N  I       1     /  I         \  I      '     /         I         \ 

fH  fi  p 

I)  II)  III) 

mnpo;  +  np{y  +  0)^  mnpy  +  mp  {x  +0)  =  mnp0  +  mn{x  +  y). 

Aus  I)  und  II)     (mn  —  m^x^  {mn  —  p)  y  +  {m  —  n)  0 ^ 
aus  I)  und  III)  {mp  —  m)  a;  =  {mp  —p)  0  +  {m  — p)  y,' 

n(m '-l)y  +  {m  —  n) e  _p {m  —  l) 0  +•  {m  '-p)y 
•n(n  — 1)  m(|}—  1) 

[n(m-l)(i)^l)-(w-l)(m-i>)]y=[|>(m-.l)(n-l)-(m-n)(i>-l)lr, 

p(nt-l)(n>>l)^(ni-n)(j?-l) 
^      «(m-l)(p-l)-(n-l)(m-i))'^- 
Aus  I)  und  II)  (wn  — «)y=(m«-m)Ä-(m-n)j8, 
aus  II)  und  III)        (wp- w)y  =  (wp  -  p)  ^  + (n-;5)a;, 

m  (w  —  1)  a;  —  (m  —  w)  jer  _  j?  (n  —  1)  iBT  +  (n  —p)  x 
«(m— l)  ""  w(i?— 1) 

[m(n-l)(p-l)-(fn^l)(«~p)]a;=[i>(fn-l)(n-l)+(in-n)(p-l)]r, 

p(in-l)(n>>l)-Kw-n)(p~l) 

fn(n-l)(p-l)-(m-l)(n-p)*^- 

Wenn  man  0  willkürlich  annimmt,  findet  man  y  und  x. 
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« 

Aufgabe  34.   Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass 

die  Zahlen  unter  sich  in  einem  gegebenen  Yerhältniss  stehen ,  und  ausserdem 

die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  der  Summe  der  Zahlen  selbst  ein  gegebenes 

Verhältniss  habe.  Ä  =  mx^    B  =  nx, 

{Ä'  +  B'):{Ä  +  B)=p:q, 

das  ist  (m^  +  n*)  a?' :  (m  +  w)  a?  =  p  :  g , 

{m  +  n)p 
X  ^  —  • 

(m*  +  «*)  q 

Aufgabe  35.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass 
die  Zahlen  unter  sich  in  einem  gegebenen  Verhftltniss  stehen,  und  ausserdem 
die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  der  Differenz  dieser  Zahlen  ein  gegebenes  Ver- 
hältniss habe,     Ä  =  mx,    B  =  w«,  _    (m  —  n)p 

{Ä^  +  B^):{Ä'-B)^p:q,    ^ "  (m^  +  n^)q' 

IL  Buch. 

Aufgabe  8.  Man  soll  eine  gegebene  Quadratzahl  in  zwei  andere 
Quadratzahlen  theilen.    Euci.  X,  29.  Lemma. 

Hierzu  folgende  Bemerkung: 

Soll  man  eine  gegebene  Cubikzahl  in  drei  andere  Cubikzahlen  zerlegen, 
so  ist  im  Allgemeinen     ^^4^2ah^\^     /2a«6-5*\8 

und  in  ganzen  Zahlen 

o»  (o»  +  hy  =  h"  (a«  +  6ä)8'+  a'  (o»  -  2  6»)»  +  h"  (2o'  -  i*)' 
und  jedes  Vielfache  davon.    Das  kleinste  Beispiel  ist: 

6»=  3»+ 4»+ 5», 
demnächst  84»  =  28»  +  53»  +  75» ; 

oder  auch        o»  (o«  +  2  6»)»  =  a»  (o»  -  &»)»  +  &»  (a»  -  J»)»  +  6»  (2  o»  +  ?»«)», 
daraus  folgt  20»  =  17»  +  14»  +  7»  u.  s.  w. 

Bei  Cubis  hat  man  folgende  drei  Formeln  (s.  Yieta,  Zei  IV,  18 — 20): 

3_  .3_a^(a'-2l>»)»      l>»(2a»-l>»)» 

"  (a»+6»)»    "*"     (a»  +  l»»)»    ' 

s  .  .  3  _  o»(a»+  2  6»,»  ,    6»  (2<»»  +  6»)» 


a3-63  = 


63(2a8-63)3      a8(263-o3)» 


daraus  lassen  sich  zwei  Cubi  finden,  die  der  Summe  zweier  gegebenen 
gleich  sind,     V.  Fermat,  invent.  no^a.     In  ganzen  Zahlen  ist 

Determination:  ,  s,^      .^      1    jyr 

Z.  B.  a  =  5,  6  =  4  giebt  945»+ 15'  =  756«  +  744»,  und  als  kleinstes  Bei- 
spiel in  ganzen  Zahlen  ist:  315* +  5^  =252^ +248^,  indem  man  die  vor- 
hergefundenen Zahlen  durch  3  dividirt. 

10» 
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Aufgabe  9.     Eine  andere  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe: 


8)  und  9) 


_     2mn 

m^  —  n^ 
in"  -|-  w 


Aufgabe  10.     Man  soll  eine  Zahl,  welche  schon  an  sich  die  Summe 
von  zwei  Quadraten  ist,  noch  in  zwei  andere  Quadrate  theilen. 

a«+6«  =  ic«  +  yS  (a  yV), 

2w  wa  —  (m*  —  «*)  6 


aj  = 


m^  +  n^ 


_  2mn&  +  (wi*  —  n*)  a 

Aufgabe  11.     Man   soll   zwei   Quadrate   suchen,   deren    unterschied 
einer  vorgeschriebenen  Zahl  gleich  ist. 

rn^a  +  n^ 


x  = 


y  = 


2mn 
nfia  —  n^ 


2fnn 

Aufgabe  12—  14.    12.  Man  soll  zu  zwei  Zahlen  eine  dritte  von  der 
Beschaffenheit  addiren,  dass  beide  Summen  Quadrate  werden. 

13.  Man   soll    von   zwei   gegebenen  Zahlen   ein  und  dieselbe  Zahl  ab- 
ziehen, und  beide  Reste  sollen  Quadrate  werden. 

14.  Man  soll  zwei  gegebene  Zahlen  von  einer  und  derselben   Zahl  ab- 
ziehen, und  beide  Beste  sollen  Quadrate  werden. 

x  +  a^m*^ 

m*  — w*  =  a  — &, 

Q^  P 

2pq  2pq  ' 

p4(^,^)_2i?V(a  +  l>)  +  g^ 
4p^q^ 
es  muss  aber,   wenn  x  positiv  werden  soll,  in^>a^  n*>6  werden     also 

m>ya,  n>Vh. 
Beide  Forderungen  geben  das  Resultat: 

P       Va+Vh 
q^     a-6 
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Soll  X  negativ  werden,  das  heisst  soll 

{a  —  Ä  =  w', 

sein,  so  folgt  die  umgekehrte  Bedingung 

q  a  —  ft 

vertauschen  m  und  n  ihre  Werthe. 

Aufgabe  15.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stücke  theilen, 
und  dazu  ein  Quadrat  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  die  Summe 
dieses  Quadrates  und  jedwedes  Stückes  wieder  ein  Quadrat  wird.  S.  Buch 
III,  Nr.  23  andere  Auflösung. 

il  +  J5  =  a, 

A  +  x^^m^^ 
B  +  x^^n\ 
Sei  m«  =  (a?  +  p)\    «»  =  {x  +  q)\ 

so  ist  A^2px+p\ 

B^2qx  +  q\ 
a  =  2  (p  +  g)  o;  +  jp«  +  «*, 


aj  = 


ap-v(v^  +  q^)  .     ._a  +  q{p  —  q) 


P  +  2  P  +  q 

P  +  2  ^  p  +  a       '^' 

^_^^2=(a_+i)«-g«+2p^)8 


J5  +  a;«  = 


(a-p^+q^  +  2pqy 


4t{p  +  q)' 

Aufgabe  16.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stücke  theilen, 
und  ein  Quadrat  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  der  Unterschied  dieses 
Quadrates  und  jedweden  Stückes  wieder  ein  Quadrat  wird.    c=  III ^  23. 

A  +  B  =  a,   a;«~-4  =  w»,   ic»-J5  =  n». 
Sei 

n'  =  (o?  —  qy  so  ist  A  =  2px  —  j?*, 

B  =  2qx-q^ 
a  =  2(p  +  q)x--{p*+q^), 

2{p  +  q)    ' 
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ap+p^  +  pq*  .      a  -q{p  —  q)  „ 

p+q  p+q      . 

gg  +  p'g-Hg»  ,g_  a+P{p  —  q)  „ 

p+q  p+i 


Diophant  setzt  ««=y«  +  2i»y  +  jB« 

4  =  2py+P« 
B  =  2(p-g)y  +  p»-</«J 


al8o^+  J5=a  =2(2p-?)ji 

+  2/-!', 


80  ist:  «_2y«+2»  a-?(i»-3)  „_«  +  P?.      , 

*  =  T^,-ä)-    ^-       2p-,      •^'    ^-2i^,'^-^- 
Aufgabe  17.     Man  soll  zwei  Zahlen  suchen,   welche  ein  vorgeschrie- 
benes Verhältniss  haben,  und  zu  einem  gegebenen  Quadrat  addirt,  wieder 
ein  Quadrat  zur  Summe  geben. 

Setzen  wir  die  beiden  gesuchten  Zahlen  x  und  mx,  und 

flj  +  a*  =  p*, 

mx  +  a*  =  q^i 

so  ist  a?  =  y*  +  2ay, 

fnx^my^  +  2amy^ 
q^  =  my^  +  2amy  +  a*  =  {ny  —  a)*, 
und  es  wird  2a (m  +  n)  =  '^'^^ -2any+a\ 


y= 


iC  = 


ma?  = 


»*  — wi 

4a*n(m  +  »)(n+  1) 

4La^mn{m'\'  n){n  +  1) 


.     ,      a«(w«  +  2n  +  w)« 

a?  +  a  = 7-Ö "^ ' 

(fir  —  f»)* 

.     o      a*(n^  +  2mn  +  w)^ 

Will  man  nicht,  wie  Diophant,  das  gegebene  Verhftltniss  als  «i^ 
Vielfaches    annehmen,    so    braucht   man   nur   für   m   einen   Bruch,  et^ 

■T  zu  setzen. 

Aufgabe  18.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Be8cha£fenheit  sucfaeD« 
dass  sie  unter  einander  gleich  werden^  wenn  jede  an  die  folgende  eines 
aliquoten  Theil  und  ausserdem  eine  vorgeschriebene  Zahl  abgiebt  Vergll,*^ 

Sei  A^bx,     B=6y,     0  =  7jef, 

geben  ab  -ic-6,    -y-7,    -^-8, 

empfangen  ^^g,        x  +  6,       y  +  7. 


2  5 

bei  Diophant  ist  n~— =  1    «^  =  =  i 

15  18  18 

^=Y'  «=.y»  y^Y' 
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Demnach  bleibt:    4a:  +  ;P  +  2  =  5y  +  aj  -1  =  6^6?  +  ^  —  1, 

«= g =  6ij-4y, 

5y-^-3=18£f-12y, 

19ir  +  3             26^-12 
3/ YI-'    "^ 17 

Sei  f=:7y  so  werden  alle  Werthe  ganze  Zahlen,  nftmlich: 

flj=10,    y  =  8,    £f  =  7, 
il=:=5a,    J5=48,  (7=49. 
.    50-(10  +  6)+   (7  +  8)  =  49, 

48-  (8  +  7)  +  (10  +  6)  =  49, 

49-  (7  +  8)+   (8  +  7)==49, 

Wenn  man  nftmlich   ans  den  obigen  Formeln  den  Werth  für  b  sucht, 
der  beide  Ausdrücke  tu  ganzen  Zahlen  macht,  so  findet  man: 

^  =  17n+   7  =  17n,-10, 

y=^  19n+   8  =  19«!- 11, 

aj  =  26n  +  10  =  26ni-16, 
also  für  w  =  0,   0  =    7,     für  w  =  1 ,  j?  =  24,     für  n  =  2,  ;?  =  41 , 

y=    8,  y=27,  y  =  46, 

«=10,  »  =  36,  a;  =  62. 

\  Allgemein. 

1  1 

A  giebt—  seiner  selbst  und  a  an  J?;  B-  seiner  selbst  und  &  an  C; 

C  -  seiner  selbst  und  c  an  il  ab. 

Sei  A  =  mXj    B=snyj     C=^pz^ 

sie  erhalten  j^  +  c,         x  +  a,       y  +  h, 

geben  ab  — a;  — a,     — y  — &,    —ß  —  c, 

es  ist  also 

(m  -  1  )a;  +  ;p  —  a  +  c  =  (n  —  l)y  +  a?  +  a  — 6  =  (|)  —  l)£f +  y  +  ft  —  c, 

(n— l)y  — Äf  +  2a  — 6~c      ,        in        ,       o  i  *>!. 

a;  =  i ^^   ^\ =  (!>-.  l)f-(n-.2;y-a+ 26 -c, 

(mjp— w  — 2p  +  3)jer  — fna  +  (2f»  — 3)  6—  (m  — 3)c 
y== mn-.2m-n  +  3 ' 

_  (wp-  2 n- jp  +  3)H-  (n-3)a  +  w6-(2n- 3)c . 
~  «in  — 2ni  — n  +  3 

weiter  lassen  sich  die  Formeln  in  allgemeinen  Ausdrücken  nicht  entwickeln. 

Aufgabe  19.     Man   soll  eine  gegebene  Zahl  in  drei  Zahlen  von  der 
Beschaffenheit  theilen,   dass  sie  unter  einander  gleich  werden,   wenn  jede 
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an    die    nächstfolgende   einen   Yorgeschriebenen  Theil  ihres   Wertbes   nnd 
ausserdem  eine  vorgeschriebene  Zahl  abgiebt. 

Die  nicht  gelOste  Aufgabe  ist  eine  bestimmte.    Nach  18  hatten  wir 
gefunden  26;?- 12  19i9  +  3 

^==-17—'   ^ VT' 

demnach  .      130  jj  —  60 

^^        17       ' 
^^1145+18 


(7= 


17 

119;? 

"TT' 


j^p-L^     fto     363f-42      ^     1402 

darausfolgt    _1631        _  1888     p_9814      „_9786         _ 944f) 
^"  363  '   ^""  363  •  363  '  363  '  363  ' 

Aufgabe  20.  Man  soll  drei  Quadrate  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  der  unterschied  des  grOssten  und  mittelsten  zu  dem  unterschiede  des 
mittelsten  und  kleinsten  ein  yorgeschriebenes  Verhftltniss  habe. 

Sei  der  unterschied  des  grOssten  und  mittelsten  Quadrates  das  n- fache 
des  Unterschiedes  des  mittelsten  und  kleinsten  Quadrates. 

Das  kleinste  sei     =  a^^ 
das  mittelste  =  d^  -|-  2inK  +  m', 

unterschied  «=  2mx  +  m\ 

n - f acher  unterschied     ^2mnx  +  m^n^ 

also  grösstes  Quadrat    =  a5*  +  2m(»+l)« +  *»'(»+ l)  =  (a; +^)* 

=  aj*  +  2jpaj+|)*, 

2in(»+l)-2i)' 

Damit  x  positiv  werde,  muss  sein 

1?<  111(1»+ 1), 

P*>m«(»i+1), 

i)>f»^»+l. 
Aufgabe  21.     Man   soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass   das  Quadrat  einer  jeden,    wenn   man  die  andere  Zahl    dazu  addirt, 
wieder  ein  Quadrat  zur  Summe  giebt. 

il«  +  J5  =  m«,    il  +  J?»  =  «», 

sei      A  =  x,    B=^2px+p\  also -4*+ B  =  Ä*+2paj  +  p*,  ein  Quadrat. 

J5«  +  il  =  4p»a:«  +  (4p»  +  l)a;  +  ;>*==(2pa?-^)*=4p«a^---?^a?  +  ^, 

v4=     —  q^  —  p^r^ 

""      (4p''+l)r«  +  4pvr' 
p^9,^  +  ,,_P[2g'  +  4pV  +  p(2p»+l)r'l 
^'^  (4p»+l)r»  +  4p5r 
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3  19 

Bei  Didphant  ist  p  =  l ,    9  =  2,    r=l,    A=:r^y    •^=7ö' 

Sei  p  =  2,   5^  =  5,    r=l,  so  ist  il=3=ö»    jB«-««-» 

..+,=(f  )■,  .+z>.=(f  )■. 

Oder  anoh  so:        J.»  +  B  =  w*,    Ä  +  S^^n\ 

2pq      '  2pgr 

also  ^ ^      "^  2p   ^  2p^r«4j^^ 

p«r«-2y»r 

r  kann  natürlich  auch  ein  Bruch  sein.    Damit  aber  A  positiv  werde ,  muss 

p^r*>29*r, 
2«' 


r  > 


P* 


Bei  Diophant  ist  psi,   9  =  1»   r  =  3. 

Aufgabe  22.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden,  wenn  man  die  andere  Zahl  davon  abzieht, 
wieder  ein  Quadrat  zum  Beste  Ifisst 

sei  jBs=a5  +  p,    -4  =  2p«+|?*,  so  ist  J5*  — ^  =  a?*, 

also  Quadrat,  il»-jB=4p*aj»+(4p8-l)a;+p*-p  =  (2pa;--)  » 

also  ist  9*— (P*— p)*" 

X  = 


(4i)8-l)r«  +  4p9r 
Diophant's   Verfahren  ist  nur  anwendbar ,  wenn  ps=l  ist;    denn 
nur  dann  wird  p^*-p  =  0,  so  dass  man 

4pV  +  (4p8-l)«  =  4»* 
setzen  kann.    Setzt  man  j>^2,  9  =  5,   r=l,  so  wird 

n       ,      328     „     153 

*=7I'   ^  =  -71'  ^^n' 


B«-Jl  = 


23409  _  328  _ /liy 
5041  71  ~\71/' 
107584     153      /31l\» 


,_  1U7&«4      153  _  /oUV 

5041        71  ~\71/ 
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Aufgabe  23.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden,  wenn  man  die  Summe  beider  Zahlen  dazu 
addirt,  wieder  ein  Quadrat  zur  Summe  giebt. 

A*  +  J  +  B  =  m*,    B^+J  +  B^m^^ 

sei  B==x,    ^==(2«— !)«  +  < 

80  ist  B«+^  +  J?  =  »«  +  2na?  +  n«  =  mi«, 

^+^+J5=(2n~l)«aj«+2»(2n»--n+l)«  +  n*+»«=w«=r(2»-l)«-^l  » 

p2,(^4  +  ^«)^« 

2n(2n«-»  +  l)^«+2(2n-l)jpff 

Aufgabe  24.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden,  wenn  man  die  Summe  beider  Zahlen  dayon 
abzieht,  wieder  ein  Quadrat  zum  Beste  lässt. 

Sei  B='X,    il  =  (2n-l)rr-w«,     Ä  +  B  =  2nX'-n^, 

so  ist  B^^{Ä  +  B)^x^-2nx  +  n\ 

il«-(il+J5)=(2»-l)SÄ«-2n(2n«--n+l)ic+nHn«==j(2n-l)a;-?j^ 

also  (n*  +  «*)gr'— p* 

X  = 


^  =  T+^«^r5- 


2n(2w»-n  +  l)?*-2(2n-i)py 
Diophant's  Verfahren  passt  nur  fdr  die  Annahme  £  =  o;,    ^  =  x  + 1- 

Aufgabe  25.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  saches, 
dass  das  Quadrfit  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  weiu 
man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  hinzu  addirt. 

{Ä  +  BY  +  A^p^;     {Ä  +  B)^  +  B^qK 

Sei        Ä  +  B=^x,    Ä^{m*^\)x\    5  =  (n*-l)a?*, 

seist  il  +  £  =  (»»*+n«-2)a?«  =  a;, 

also  -  _  1 

> 

Aufgabe  26.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  auchec, 
dass  das  Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wem 
man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  davon  abzieht. 

Es  sollen  (-4  +  J5)»  -  4  und  {Ä  +  B)^^B  Quadrate  sein.     Sei 

A  +  B  =  pXy 

Ä  =  {p*-m^)x\ 

J5  =.  (p«  -  n«) ««, 

so  ist:  Ä  +  B=^  (2p*  —  m*  —  n*) »*  =  p«, 

^== P 

Aufgabe  27.     Man  soll  zwei  Zahlen  Von  der  Beschaffenheit   suche: 
dass  das  Product  derselben,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  von  bei^i-^i 


Anmerkangen  zu  Diophant.  131 


Zahlen  dazu  addirt,    in  beiden  Fällen  ein  Qaadrat  zur  Snmme  giebt,   die 
Summe  der  Wurzeln  aber  einer  vorgeachriebenen  Zahl  gleich  ist. 

AB  +  Ä==m^    ÄB+B  =  n\ 

sei  ii==fl?,     J?  =  />*«  — 1,  so  ist  il J5  +  ii Quadrat  =  p' »*, 

ilB  +  J5  =  pV- a;  +  p»«  - 1 , 

«pV  +  (p*-l)a?-l=(a-paj)«, 

=  a^  —  2paa;  +  p*a5*, 

also  _       a*  + 1       

^■'p*+2ap-l""^' 

Aufgabe  28.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  davon  abzieht, 
in  beiden  Fällen  ein  Quadrat  zum  Beste  lässt,  die  Snmme  der  Wurzeln 
aber  einer  gegebenen  Zahl  gleich  wird. 

^B-A  =  m^     AB-B  =  n^ 

w  +  w  =  a, 

sei  -^  =  05,     B  =  p'»+l,  so  ist  AB  —A  =  p^x\ 

^J5- JB=pV  +  a? -p««  -  1  =  (a -p«)2, 

p*Ä*  —  (p*  —  1)  0?  —  1  =  a* — 2  ap  0?  +  p*  «*, 

g'+l        _  , 
^~  l+2ap-p8""^' 

^«^  ,  .      aV  +  2ap  +  l_p 
^^+1=   l  +  2ap-i>«  -^- 

Aufgabe  29.  Man  soll  zwei  Quadratzahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  eine  oder  die 
andere  der  beiden  Zahlen  hinzu  addirt. 

Wenn  a;*y*  +  rc^  und  a;*^*  +  y*Qiiadratß  sind,  so  müssen  auch  x*+l 
und  y^+l  Quadrate  sein.  Man  hat  also  nur  nöthig  zwei  Quadrate  o^  und 
y^  zu  suchen,  die  Quadrate  werden,  wenn  man  1  dazu  addirt  Wenn  man 
dann  x^+1  und  y^+1  respective  mit  y^  und  a^  multiplicirt,  so  sind  auch 
diese  Producte  Quadrate. 

Aufgabe  30.  Man  soll  zwei  Quadrate  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn  man  das  eine 
oder  das  andere  der  beiden  Quadrate  davon  abzieht. 

Die  Zahlen  sind  hier     m*  +  n*       ,  P*  +  9* 

—^ und  -s ' 
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Aufgabe  31.  Man  soll  zwei  2^hlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Prodnct  ein  Quadrat  wird,  mag  man  die  Summe  der  Zahlen  dazu 
addiren  oder  davon  abziehen. 

j4B  +  {A+ß)  und  Jß^{A  +  B)  Quadrate. 

Sei  AB=^{m*  +  n*)x\ 

und  zwar  A  =  Xy  ^c=(m*  +  n*)jr, 

^  +  ^=r(m«  +  »«+l)a?, 

aber  m^+n^  wird  Quadrat,  sowohl  wenn  man  2inn  dazu  ad^rt,  als  wenn 
man  2mn  davon  abzieht,  daher  sei  A-j-  B=i2fnnx\    Es  war  aber 

A  +  B  =  {m*  +  n^  +  l)x, 
daher  „         «     /   «  i     i  •  in  w*  +  n*  +  l 

Aufgabe  32.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  nicht  nur  ihre  Summe  ein  Quadrat  ist,  sondern  dass  auch  ihr  Pro- 
duct  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  Summe  derselben  dazu  addirt,  oder 
davon  abzieht 

Es  soUen  die  Ausdrücke  J  +  B,  AB  +  A  +  B  und  AB'-{J+B) 
Quadrate  werden.  Nun  sind  fn^-^-n^  +  2fnn  immer  Quadrate,  also  würde 
den  beiden  letzten  Bedingungen  genügt,  wenn  man 

AB=={nf  +  n^x\    A  +  B^2mnx^ 
setzte.     Aber  A-^-  B,  das  ist  2fnnx^j  soll  Quadrat  sein,  sei  also  in  =  2p\ 
n  =  g«  so  erhalten  wir  AB=z  (4p*  +  ^)x*, 

so  sind  die  Ausdrücke  Quadrate.  Man  zerlege  4p*  +  ^  in  irgend  zwei 
Factoren  r  und  t  und  setze  A^=»rx^  Bsssfx^  so  ist  {r  +  t)x=A  +  B, 
Aber  A+  B  war  =  4p*q*x\ 

daher  ist  *s=£jLl. 

12      3 

Bei  Diophant  ist  ps=  1,  y  =  2,  rs=2,   ^=10;  aj=Yß==l*   ^^ 

^3     _      15     ,.^     rk     ^  r^     45 

Aufgabe  33.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  die  nftchstfolgende  Zahl  dazu  addirt 

A^+B,     B^  +  C,     C^+A 
sollen  Quadrate  werden.    Sei 

B=^2inx  +  m\  so  ist  A^+B  Quadrat, 
subtrahire  ^^  =  4  m*  »*  +  4  m'  ä  +  m*, 

von  4cm^x^  +  4mnx  +  n\  und  setze 
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C  =  4ni  (w  —  n(?)x  +  n^  —  w*,    so    ist   auch    B*  +  C  Quadrat.     Nun   ist 
C«+  ^=  16 ♦>»«(»- ♦>»«)«««+  [8m(«-m«)(n«-  m*)  +  l]x  +  (n«  -  w*)«, 

s=  [4  w  (w  —  *»■)  a? — jp]', 

=  16m'  («  —  m*)*»*  —  8  ♦np(n  —  w*)«  +i?*, 
woraus  folgt:  !>*  —  (w*  —  wi*)* 


Bei  Diophant  ist  m=:  1,  n=s2,  jp=>4. 

Aufgabe  34.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  die  nächstfolgende  Zahl  davon  abzieht. 

j^^-.  B,     B^-C,     C*-A  Quadrate. 

Sei  A  =  x  +  m^ 

B^2mX'\'m\ 

C  =  4m{in^  —  n)rc  +  (w*  —  n*) , 

so  sind  A^—  B  und   B^  —  C  Quadrate, 

C«-^  =  16w»(w«-n)«a?2  +  [8fn(m«-n)(w*-n«)-l]aj  +  (ni*-nV-m, 

=  [4  wi  (fw*  —  n)  Ä  — p]*, 

also  p*  —  (w*  —  n')*  +  m 

X  = 


8wi(fn2-n)(f»*-n«+i))+l 

Diophant  setzt  m  =  l,  n=:0,  wodurch  (7*  +  i^  =  16 rc' +  7 a?  wird 
und  eine  particuläre  Auflösung  zulSsst ,  die  bei  anderen  Werthen  für  m  und 
n  nicht  anwendbar  ist. 

Aufgabe  35 — 36.  35.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt, 
wenn  man  die  Summe  der  drei  Zahlen  hinzu  addirt. 

36.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das 
Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt ,  wenn  man  die 
Summe  der  Zahlen  davon  abzieht. 

(i^)'+,.„a(l+A)'-.» 

sind  allemal  Quadrate.    Es  wird  nun  verlangt 

nach  35:         A^  +  A  +  B+C,  nach  36:       A}-{A+B  +  C), 

B^  +  A+B  +  C,  ß^^(A+B  +  C), 

C^+A  +  B  +  C,  C2^{A  +  B  +  C) 

zu  Quadraten  zu  machen.    Nimm  eine  Zahl,   die  sich  auf  dreifache  Weise 
in  zwei  Factoren  zerlegen  iSsst,  z.B.  wnp^  und  bilde  die  drei  Zahlen: 
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In  35:       a__^^^P  in  36:       j_ ♦**♦*+!' 

A 2       flj,  A 2       ^> 

j,     mp-n                            -o      f^P  +  n 
JS=^ — 2 — ^f  ^^ 2 — *' 

— 2 —    *  — 2 —    ' 

und  in  beiden  Aufgaben  setze: 

A  +  B+C  —  mnpofi, 

so   werden   die  Summen   resp.  Differenzen   allemal   Quadrate  sein.    Es  ist 
nur  noch  nOthig,   dass  die  Summe  der  drei  Zahlen  =  mnjpa;^  sei.   Es  ist  also 

in  35:       (wn— |?  +  mi?  — n  + wp  — m)«  , 

=  mnptxr^ 


iC  = 


2 

f»n  +  mp  +  np  —  (n  +  m+j?) 
2mnj? 


in  36:      {mn  +p  +  fnp  +  n  +  np  +  m)x     _^^  o 

mn  +  mp  +  np  +  m  +  n+p 
2mnp 

III.  Buch. 

Aufgabe  1.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  Summe  derselben  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  das  Quadrat  jed- 
weder Zahl  davon  abzieht. 

Da  die  Summe  der  drei  Zahlen,  wenn  man  je  eines  der  Quadrate 
davon  abzieht,  ein  Quadrat  zum  Reste  geben  soll,  so  muss  die  Summe  der 
Zahlen  die  Summe  von  zwei  Quadraten  sein;  sei  daher 

A  +  B+C^{a^+h^)x\ 

Setzt  man  nun  A^ax,     B^=hx^ 

so  werden  A^  und  B^  von  A  +  B  +  C  subtrahirt  Quadrate  zum  Beste  geben. 
Aber  nach  II,  10  ist 

g       ,  ^  /2wna-(m^~n«)5Y      /2n»n5  +  (m^--n»)ay 

Setzen  wir  also       ^      2mna  —{m^  +  n^)b 

^"^ ^st_i,^2 ^> 

so  wird  i^uch  A  +  B  +  C^C^  ein  Quadrat  geben.  Es  kommt  nun  nur 
noch  darauf  an ,  dass  die  Summen  der  Werthe  für  il ,  By  C  wirklich  gleich 
(a*  +  6*)a?*  sei;  es  ist  also 

also       ^  {a  +  l)im^  +  n^)  +  2mna-'(m^^n^)b _  (iw +  n)^a  + 2 «^6 
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r.^  v-^  .y  ^-^.^  j 


oder,  wenn  wir  C  =  2mn6  +  (♦n*--n*)a 

gesetzt  hätten,  _  2f»*a  +  (w  +  w)*  6 

Aufgabe  2— 4.  2.  Man  boU  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  jedwede  Zahl  dazu  addirt. 

3.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das 
Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn  man  jed- 
wede der  drei  Zahlen  davon  abzieht 

4.  Man  soll  die  Zahlen  yon  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das 
Quadrat  ihrer  Summe  von  jedweder  Zahl  abgezogen,  wieder  ein  Quadrat 
zum  Beste  lässt.  * 

Sei  il  +  JB  +  C=  mx,  also  (^^  +  J5  +  C)^^m^x\    Sei  nun 

in  2)       vdf  =  (n« ^ f»«) Ä«,    £  =  (i?« - «n«) ä«,     (7«(g«-m«)»«, 

in  3)       ^  =  (w«-n«)a;S    J?  =  (w«  -  p«) »«,     C=  (w«- g«)a:«, 

in  4)       ^  =  (w«  +  n«)  jr^,     J5  =  (ni«  +1?»)  i^,     C  =  (m«  +  q^)  x\ 

so   sind    die  Bedingungen  erfüllt,    wenn   nur   noch  in  jeder  der  drei  Auf- 
gaben die  Summe  der  drei  Zahlen  =  fn^  gesetzt  wird;  dann  findet  sich 

in  ^ j  *  =  ~T~; — n — » — Q — « ' 

m  4)  rc  = 


3m«  +  n«+i)«  +  3« 

Aufgabe  5.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  deren  Summe  ein 
Quadrat  ist,  und  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe  von  je 
zweien  um  eine  Qnadratzahl  grösser  ist  als  die  dritte. 

Sei  ^  +  B  +  C=  a?«  +  2nx  +  n\  sei  ferner  A  +  B'-C:=n*,  so  bleibt 
C7  =  ^ 05*  +  na:.     Sei  B  +  C—  ii  =  a;*,  also  -4  =  na;  +  ö  ***»   ^^^^  ist 

^  +  C=ia:«  +  2na?  +  in«, 

^      2"^  +2**' 
folglich  A  +  C—B^2nx, 

und  das  soll  Quadrat  sein;  sei  2na;=p^  so  ist  x^  ^%  also 


A^\p^^\<    ^  =  ^«  +  ä<     ^  =  ^«  +  1**' 
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Bei  Diophant  ist  n=sl,  jp  =  4.     Setzt  man  iis=2,  jp^^S,  so  wird 

^=  34,  Ä  +  B  +  C=^S24, 

jB=130,  ä  +  B  +  0^     4, 

C=160,  Ä  +  B  +  C^  64, 

-^  +  J?  +  C«256. 

Aufgabe  7.    Man   soll  drei  Zahlen   von   der  Beschaffenheit  sucben, 

dass   sowohl   die  Summe   von   allen  dreien  als  die  Summe  von  je  zweien 

ein  Quadrat  sei. 

Ä  +  B+C=^x^  +  2nx  +  nK 

Sei    il  +  5  =  i»«,    C  =  2»a?  +  n«,    J?  +  (7=a;*-2na;  +  < 

also  -4s=4»a;,  B  =  »*  — 4fi«. 

Nun  soll  noch  jt  +  C^6nx+  n^  Quadrat  sein. 

Sei  ß        I     «       «       •  X        p^-n* 

onx  +  n'=jp%  80istÄ  =  ^-5 • 

Ofl 

Aufgabe  9.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  deren  unterschiede  der 
Beihe  nach  gleich  sind ,  und  welche  zugleich  die  Beschaffenheit  haben,  das 
die  Summe  von  je  zweien  ein  Quadrat  ist 

Es  soll  sein  -^— B  =  jB  — C, 

Ä  +  B^p^    ^  +  C  =  j«,    B  +  C=rr«. 

Aus  den  drei  letzten  Bedingungen  folgt 

daher   sind   zunächst   drei  Quadrate  mit  gleichen  unterschieden  zu  snchea. 

p^  =  sfl  +  2mx  +  •»*, 
q*^x\ 
r*  s=  a:*  —  2mx  -!»*  =  («  —  n)*, 


Setzen  wir  nun 

so  muss  sein 

also 

Dann  wird 

«==r 


ps=x  +  m  = 


«==«  = 


2(n  — m) 

—  m*+2ifi#i+fi* 

2(11- m)        ' 

2(m-n)' 


r-x-w-      2(n-m) 

In  diesen  Werthen  ftür  jp,  9i  r  können  wir  die  gleichen  Nenner  v^ 
lassen ,  weil  auch  dann  noch  die  unterschiede  der  Quadrate  gleich  blübet 
Dann  haben  wir: 

!>*=  ^  +  Ä=  (-m»+2mn  +  #i*)«=:  (m«  +  n«)«+4mn(»«— «•«), 
r»  =  J5  +  C=(m»  +  2mi»-#i«)«      =r  (m»  +  i»«)* -4  ««•  (»«  —  «•*. 
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Sei  nun  A  +  B  +  C  =  y,  so  ist 

^  =  y  —  r*  =  y  —  [(w*  +  n*)^  +  4mn  (n*  —  m*)] , 

also  y  =  3y  -  3  (m«  +  n«)«, 

y  =  |(m«+n«)«, 

Setzt  man  fn  =  4,  tmö,  so  erhält  man  die  Diophant 'sehen  Re- 
sultate.    Diophant  setzt: 

r*  =  ic^    g*  =  a?*  +  2ma?  +  »I*,    jp*  =  rc*  +  4fna?  +  2m*  =  (o;  —  n)^ 

u.  s.  w. 

Die  drei  Diophant 'sehen  Zahlen,  welche  er  nicht  angiehi,  sind 

^=1^60^,     ^?  =  840j»    C=120g. 

Aufgabe  10.  Man  soll  zu  einer  gegebenen  Zahl  drei  andere  von  der  Be- 
schaffenheit suchen,  dass  sowohl  die  Summe  von  je  zweien,  als  auch  die  Summe 
Ton  allen  dreien  ein  Quadrat  wird ,  wenn  man  die  gegebene  Zahl  hinzu  addirt. 

Sei  ji+B  +  C  =  x^  +  2px  +!>*-«, 

^  +  ^  =  a;«  +  2ma;  +  wi«-a, 

so  ist  C=2{p-^fn)x+p*-m\ 

A  =  2(p-n)x+p^-n\ 
^  =  ar*  +  2  ( w  +  n  —  p)  Ä  +  w*  +  w*  —  p*  —  a. 

Es  bleibt  noch  übrig,  dass  /i+  C  +  a  Quadrat  sei. 

Da       ^  +  6?  +  a  =  2(2i)-w-f»)a?  +  2i>«-m«-»«  +  a  =  g*, 

so  ist  _g'  — (2j>*-m*  — n^  +  g) 

^'~"'      2(2jp-fn-n) 

Aufgabe  11.    Man  soll  zu  einer  gegebenen  Zahl  drei  andere  von  der 
Beschaffenheit  suchen ,  dass  sowohl  die  Summe  von  je  zweien  als  die  Summe 
von  allen  dreien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  gegebene  Zahl  davon  abzieht. 
Sei  ^  +  B  +  C=^x^+2px  +  pl^  +  a, 

A  +  ß  =  x^+2fnx+m^  +  a, 
B  +  C:=x*+2nx  +  n*  +  a, 
80  ist  c^2{p-^m)x+p*'-m\ 

A^2{p^n)x+p^-n\ 
Ä  =  a;«  +  2  (m  +  n  -  j?)  a;  +  m«  +  w«  -  p*  +  a. 

Hiit.-  lit.  Abth.  d.  Zeitichr.  f.  Math.  u.  Fhys.  XXXVU,  4.  H 
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Nun  soll  noch  A  +  C  —  a  Quadrat  sein,  also 


x  = 


^«_(2|,«-tn«-n«-a) 


Diopbant  setzt  m  =  0. 

Aufgabe  12.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  Sachen^ 
dass  das  Product  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  eine  ge- 
gebene Zahl  dazu  addirt. 

Es  soll  sein  ÄB-^-a^  m*, 

ÄC  +  a^n*, 
BC  +  a^p^, 


B^m*-a  \ 

^        «  [ ;    sei  il  =  fl;, 

0  =  »*  —  a   J 


AB^m*-a 
A 


so  ist 


B^"^^^:^. 


0  = 


X 
X 


also 


BC  +  a^^'^"-''Y~-^  +  a 


X' 


und  dieser  Ausdruck  soll  Quadrat  sein.     Es  ist  aber: 

x*  x^ 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  Quadrat  sein,  wenn  w'  +  n*  — a:*  =  2»if?, 
oder  (m  —  n)*=  ä*,  also  w  —  n  =  +  o;  ist. 

Danach  haben  wir  die  drei  Zahlen: 

-4  =  a?, 


X 


C= 


(m-j-xY^a 


X 


und  es  ist  dann 


AB  +  a  =  m^, 


X' 


Ebenso  ist  die  Auflösung  von  Nr.  13.     Es  werden  die  drei  Zahlen 

X  X 

Aufgabe  14.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  von  je  zweien  wieder  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die 
dritte  dazu  addirt. 

AB  +  C,  AC+B,  BC+A  sollen  Quadrate  werden. 
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Sei  ÄB  +  C  =  m\ 


80  ist  (^-l)(JB-C7)=w«-n«. 

Sei  nun  Ä  —  l^m  +  n^    il  =  m  +  w+l, 

so  ist  J?— C=fn  — w, 

ÄC+JB=^B  +  (m  +  n  +  l)C=^n\ 

also  w*  —  f»  +  n 

C  =  : T—pri 


J5=C+fn-»  = 


m  +  n  +  2 
w^  +  w  —  n 


«t  +  w  +  2 

^^  +  ^  = (^  +  n  +  2y^ ' 

^[m(n  +  2)  +  2(t>  +  l)]« 
"^  (m  +  n  +  2)2' 

Daher  ist  durch  die  blosse  Annahme  auch  die  dritte  Bedingung  er- 
füllt    Die  drei  Zahlen  sind  also 

ii  s=-  m  H*  M  +  1 T 
-      m^  +  m  —  n 

Jj  =   : — t:-! 


c= 


fn+  w  +  2 


m  +  n  +  2 
Man  konnte  auch  setzen: 

il— Isaf»  — n,     ii  =  w  — n+1, 

so  wäre  ^  — (7=fn  +  w, 

jB  +  (w-«  +  l)C'  =  n«, 


C  = 


5  = 


m—n  +  2 
m^  +  m  +  n 


m  —  w  +  2 
p^-L  j       m»(n~2)»  +  4m(n~l)(n-2)+4(n-l)» 

^c  +  ^= (^i^r7»  +  2? ' 

_  }w(n-2)  +  2(n~l)lV 

"■"        (»i-«  +  2)» 
Die  drei  Zahlen  sind  also: 

Lösung  nach  Diophant. 

.4J5+C,     AC+B,     BC+Ä 

sollen  Quadrate  sein.     Diophant  setzt: 

11* 
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AB=:x^  +  2mx, 
A  =  iCj    Pa=x  +  2m^ 
AC+  ^  =  (m«+l)Ä  +  2m  =  ^«, 
y?6'+.^  =  (m*  +  l)a?  + 2m»  =  p«, 
p2-9«  =  2m8-2m=2in(iw«-l), 

2t 

_  (m«-l)«/»-4r»m(m«+l)r»  +  4<*mg 
""  4(m2+l)r«/« 

Die  Annahme  C=m^  macht,  gegen  die  Forderung  der  Anfgabe,  C  zu 
einem  Quadrate. 

Aufgabe  15.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  Yon  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  dritte 
Zahl  davon  abzieht. 

Sei  ylB-'C  =  m\     JC-Bz^n\ 

so  ist  (.4  +  1)  (^  -  C)  =  m«-  n», 

i4  +  l  =  w  +  w,     ^  =  m  +  fi  — 1, 

also  —  Ä  +  (m  +  ;i  —  1)  C==  ti\ 

w*  +  m  —  ;* 
*^-„,  +  «_2' 

m*  —  OT  +  « 

""  w  +  n  — 2 


Man  konnte  auch  setzen: 

/i+l  =  m  — w,     ^— (7=OT+ii^ 

m  —  fi  —  2  m  —  fi  —  2 

dann  wird     ^        .      [»»(>.  + 2)  + 2(«  +  1)]» 

(m  -  n  -  2)« 
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Aufgabe  16.  Man  soll  drei  Zahlen  Yon  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  aus  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  das  Quadrat 
der  dritten  dazu  addirt. 

1.  EsofloU  sein  a?*  +  y;ef=:a*,    y^  +  xz^h\    z^  +  xy^i?.    Setzt  man 

^  =a?— 7y  =  »»*y  — 2ma?,  so  wird   zweien  Forderungen   genQgt,    und  es 

11  121ß 

findet  sich  ^^^t^  o4er  = -=^Y--     Der  erste  Werth  giebt  die  Auflösung 


9 


rc=185,    y=608,    je?  =  33;   der  zweite  giebt  sehr  grosse  Zahlen. 

2,  AB+C^,    AC+B\     ^C+^  Quadrate. 
Sei  ,         ^      m^A'-B 

Sei  femer  C==p^B^2pA,  so  ist  Ä^  +  ^«=^(p^- ^)«.    Die  beiden 
Werthe  von  C  einander  gleich  gesetzt,  giebt 

.  m^A^  B  =  2mp^B  —  4mpA^. 

B_  m^  +  4mp 
A^  2mp^  +  l' 

daher  ist       A  =  2mp^+l,     ß  =  m*  +  4mjo,     C=>m^p^^2p^ 

^(7+i?«  =  (2mp2+l)(»»V-2/>)  +  (m«  +  4mp«)«, 

r=m^  +  2p  (p»  +  4)  m»  +  17/>»m«-  4p»OT  -  2p. 

Dieser  Ausdruck  soll  Quadrat  werden;  er  sei 

=  [^*  +  p(p^  +  4)m-lp(p«  +  8p»--l)]«, 

80  heben  sich  die  drei  ersten  Glieder  gegenseitig,  und  es  bleibt  übrig 

-4p3m~2p  =  -p»(p8  +  4)(p^  +  8p»-l)m  +  |pV/  +  8p*-l)«, 

also  p8(p6  +  8p»~l)»  +  8 

4p»  (pS  +  4)  (p6  +  8ps  _  I)  _  16p* 

Wenn  man  die  Klammern  anflSst,  ISsst  sich  der  Bruch  dnrchp'  +  S 
heben,  und  es  bleibt: 

;)'»  +  8;)9-2/)«  +  l      f;fr«+4/>'-l)*-(4p»-l)»+ 1 

3.  In  der  Diophant*  schenLösung  setzt  dieser  16 0;*+ 33a; +16^ (4a; -5)'. 
Dazu  macht  Nesselmann  folgende  Bemerkung: 

Setzt  man  die  Wurzel  =4a;  +  ->   so  wird  a;=oo  9  .  o — '  also  sind 

—  n  66nr±omn 

die  Zahlen  w^- 16««,  4m«  +  32m»  +  68/i2,  33n»+8mw,  wo  dann  in 
Diophant's  Beispiel  m  =  5,  n  =  1  ist.  Die  Summe  aller  drei  Zahlen  ist 
immer  die  Summe  zweier  Quadrate,  namlich4mH81«^36»»w,  m*+4;i*+4mn. 
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Aufgabe  17  und  18.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit 
snchen,  dass  das  Product  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird^  wenn  man  die 
Summe  beider  Zahlen  dazu  addiri 

^B+A  +  B,     AC+J  +  C,     ^ C  +  ^  +  (7  Quadratei 

Sei  AB+  A  +  B=^m^,    AC  +  A  +  C:=n^, 

daher  .,      m^—A  n^— A 

^  +  1  i4  +  l     . 

* 

so  ist:  K-^)(^'-  ^)  ,   rn^-Ä      rf  -  A 

damit  m^/i'  +  ^'  +  ^<^  Quadrat  sei,  muss  n  =  m— '1  sein,  dann  ist 

m*w*  +  ^^  +  «*  =  ('w*  —  m  +  l)^ 

ß  C+ i?  +  C ^^  -^  ^^, 

=  (m«  -  w  +  1)«  -  ?^  (m*  -  m  +  1)  ^  +  ^  ^«, 
dann  ist  __  2f/^(m*— m  +  1)  — 2g* 

p«  +  2A)y(m«~m  +  l)>~g« 

p*  +  r 

mV-2pg(iii«-m  +  l)+(m«  +  2)^ 

»W*—   ^  =   r— r J 

r*  +  3^ 

o       ^_(m->l)V«--2py(m»-m  +  l)  +  [(m-l)«+2|g« 

Demnach  sind  die  drei  Zahlen: 

2jpg(m*-m  +  l)-2y» 

~  P*  +  2;)g(w»-m  +  l)-7« 

^_^(m-^l)V-2/.y(m«->;i  +  l)+[(m-l)«+2]g« 
,  />'^  +  2/?g  (m*— m  +  1)  —  (^ 

Diophant*s  Auflösung  nimmt  folgenden  Gang: 
I.  Sucht  er  zwei  Zahlen  A  und  B^  so  dass  /^i?+  ^+  ^  ein  Quadrat 
wird.     Sei  ^  =  a,     5=«, 

80  ist  ^Ä  +  ^+5  =  (a+l)a;  +  a  =  b*, 

—  a 


wT  = 

0  +  1 
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Ist  also  j4  =  a.  so  muss  B  =  — —;-  sein,  dann  ist  AB  +  A4-B  ein 

a+  1 

Quadrat.     Es  sollen  aber  auch  JC  +  A  +  C  und  BC  +  B  +  6  Quadrate 
sein.     Sei  nun  C^  x^  so  sollen  auch 

AC+  A+  C,  das  ist  (a  +  l)a;  +  a 
und  /^8      .       V  2^«_^ 


(^:t+i)'+ 


Quadrate  sein.  n  a  -r  i        /  a  +  \ 

Aber  in  dieser  Doppelgleichung  sind  weder  die  entsprechenden  Coeffi- 
cienten  gleich,   noch  verhalten  sie  sich  zu  einander  wie  Quadrate.     Darum 

müssen  für  a  und  — -r— r  andere  Zahlen  gefunden  werden. 

a+  1 

II.   Suchen  wir  zunächst   zwei  Zahlen  y  und  z,  so  dass  y  +  ^    ^ncl 
z  +  \  sich  wie  zwei  Quadratzahlen  yerhalten ,  also 

(y  +  1) :  (^  +  1)  =  m' :  n\ 
n^y  +  n^  =  m^Z  +  in?^ 
n^y  +  w*  —  ^* 


z  = 


w? 


fl^y  ^  fl'  ...  1^8 

80  haben  wir  in  y  und 5 zunächst  zwei  Zahlen ,  deren  um  1  Ver- 

mehrte  sich  wie  Quadratzahlen  verhalten.  Nun  sollen  sie  auch  noch  die 
Bedingung  erfüllen ,  dass  sie  für  A  und  B  gesetzt  A  B  +  A  +  B  zu  einem 
Quadrate  machen,  also 

y-   ^\» +y+        ,„, =i>i' 

m  fit 

geordnet:  „,yj  ^  2ny  +  n> -  m* ^p*  =  («y -p)», 

so  wird  ^ ^t  +m*-n*  _  j>«  +  w»  -  w« 

Setzen  wir  diesen  Werth  für  y  in  den  Ausdruck 5 1  so  wird 

tnr 

die  andere  Zahl  n  (w  +  p)^  —  m*  (n  +  2p) 

2;n»(n+p) 

III.  Nun  setzen  wir  die  drei  gesuchten  Zahlen 

2n(n  +  p)  2w«(«+P) 

so  werden  die  beiden  übrigen  Gleichungen  ifii/iC  +  A  +  C  und  iP C  +  ^  +  C, 

(«  +Py±^  ^   .    p^  +  m^ -  M»  ^' 
~2w  («  ■+  p)         "*"     2n(n  +  p) 

n{n+p)*+m^n  n {n  +  p)» ~ m« (yi  +  2p) _    ^ 

2m^(n+p)  "^  2m«(w+p)  — « 

oder ,  wenn  wir  ä*  mit  -j  grossem 

n{n  +  pY  +  m«n  w  ( p^  +  m' —  fi^)  _     ^ 


2m2(«  +  p)  2m«(«+p) 


.1 
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'Nun  sind  in  beiden  Gleichangen  die  Coefficienten  von  x  einander 
gleich,  und  die  Doppelgleichnng  lässt  sich  auflösen;  es  wird  nämlich 

das  sich  auf  verschiedene  Art  in  zwei  Factoren  zerlegen  iSsst. 

Aufgabe  19.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  Summe 
beider  Zahlen  davon  abzieht. 

AB''{,4+B),    AC^{j4  +  q,     5C-(ß+t?)  Quadrate. 

^C-(.<  +  C)  =  n«, 

BC-{B+C) ^j-^ ^^— j 

Damit  nun   trfin^  +  m*  +  «*  Quadrat  werde,  sei  n  =  m  —  1 ,  so  wird 


BC-'{B  +  C)  = 


{A^ir 


(n^^m  +  1)*+  2^-  ^«  =  (m«- m  +  1  -  ^^)«, 
woraus  folgt:  _  2;?y (w^—  m  +  1)  +  2^* 


^-1  = 


B  = 


P'  +  Q' 
/)*  +  'y- 


3*  +  2jpg(m«-m+l)-p« 

^^  (m-l)V  +  2pg(m«^m+l)  +  |(m->t)«  +  2|g» 

3*  +  2|)g(m*  —  m  +  1)  — p* 

Aufgabe  20.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  mag  man  eine  jede  der  beiden  Zahlen 
einzeln,  oder  die  Summe  von  beiden  dazu  addiren. 

1)  AB  +  A,     AB+B,     .4  iP  +  ^  +  5  Quadrate. 

Sei  i^  =  a?,  B  =  ma?  —  1 ,  so  ist  i^ ^  a  m^x^  —  a?,  also^i^  +  i4  =  in'x*, 

also  eine  Bedingung  erfüllt;  es  bleibt  übrig 

AB  +  Bz^m^x^+  (m«-l)a;-.l  =  ^«, 

AB  +  A+  B-  m^oi?  +  nfix^-  l  =  p^ 
folglich : 
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««  —  ö-  =  a;  =  2mx  .  .^— i 

p  z=s  mx  +  z — »      ö  =  ma5  —  1 — » 
4m  4w 

also  16in«  +  l  „  J 


dann  ist 


8m«(2w«-l)  8(2/«*-!) 

2)  Man  konnte  auch  setzen 

^  =  x  —  1 ,     B  =  OT*ic,  also  A B  =  m^x^  —  ;/i*a;, 
^  5  =  m«a;*—  m«aJ,     ^  5  +  ^  =  w^a;*, 
^^  +  ^  =  wV-  (m«~  1)ä;-  1  =  3^, 
AB+  A  +  B==  m^x^  +  a;  -  1  =  p«, 

_^1  1 

j>  =  maJ  +  2-m,     q^  mx  —  -rtn^ 

^""8(2-m«)' 
_        9  m»  _  m«(m»+  16) 

8(2- m»)'  8i2-m»r* 

Aufgabe  21.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  man  mag  nun  jede  der  beiden  Zahlen 
einzeln  oder  die  Summe  beider  davon  abziehen. 

AB'-A,     AB'-B,     ^ 5  —  (^  H- 5)  Quadrate. 

1)  Seii^  =  a?,  B=im^x+l,  also AB  =  m^x  +  Xj  so  ist  AB^A  =  m^x^^ 
also  eine  Bedingung  erfüllt.     Es  bleibt  übrig: 

^ö-^  =  m»a?«-(m«-l)a;-l  =p\ 

p^  —  q^s=x=2mX'cr-  ' 

Jm 

^    1  l 

p  =  mx+  -: — »     q  =  mx—  -z — > 
4  m  4m 

,_,_     16«»+ 1  9 

X=  A  =.  X — :rrz 7^ — ...  )       />  =  -^ 


8m*(l-2m'')  8(l-2m*) 

2)  Sei  ^  =  a;  +  1 ,   ^  =  tjt^x^  so  ist  AB  ^  m*aj*  +  ^^^^y  »Iso 

AB"  B  =  m^x\ 

(P  —  (/*  =  m'a;  =  ^  m  a; .  ^  m , 

,1  1  ,  m«+16 

p  =  mx  +  2»',    3  =  ma;-j-.    also  a;  = -g— ^ — ^^ 

_        Oot"  _  m»(w«  +  16) 

8  (m»  -  2) '  8"(Wr:^2y  * 
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Aufgabe  23  und  24.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stficke 
theilen,  und  ein  Quadrat  suchen,  welches  auch  dann  noch  ein  Quadrat 
bleibt,  wenn  man  jedwedes  Stück  der  gegebenen  Zahl  davon  abzieht  (23), 
oder  hinzu  addirt  (24). 

Beide  Aufgaben  sind  schon  II;  16,   15  dagewesen  ^  dort  aber  anden 

gelöst.     Es  soll 

^  +  ^  =  a. 


sein.     Setze 


^=i>«  +  2pa;,     B==g^±  2qx, 


so  sind  0^4:^  und  x^^B  Quadrate;  es  bleibt  nur  noch    yl  +  B=an 

machen.  2  •     *   •    o  /      1     \ 

a=p^  +  q^  ±  2lp  +  q)x. 


Es  wird  also  im  ersten  Falle 

a-ip'+q') 
2{p  +  q) 


x  = 


~  I 


im  zweiten  Falle 


_  j?^  4-  ^*  —  g 


oder  allgemein  aj  =  +  ^^      .    r' 


(Schiast  folgt.) 


Recensionen. 


lieber    Systeme    linearer  DifEerentialgleichnngen   mit   mehreren    Ver- 
änderliolien.    Von  Dr.  J.  Hörn.    Berlin,  Mayer  und  Müller.    1891. 

Bei  der  Behandlung  des  Problems ,  ob  eine  Function  zweier  VerSnder- 
licben  durch  ihre  ünstetigkeiten  und  ihre  Verzweigungsweise  in  tthnlicber 
Weise  definirt  werden  könne,  wie  es  Biemann  für  die  Qauss'sche 
Reihe  gethan,  gelangte  Herr  Picard  zu  einer  Function,  die  sich  als  das 
allgemeine  Integral  eines  gewissen  Systems  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen darbot.  Herr  Appell  wies  darauf  hin,  dass  es  mOglich  sein 
müsse,  unabhängig  von  jener  Definition  das  Verhalten  der  Function  allein 
aus  den  Differentialgleichungen  zu  erkennen,  mit  anderen  Worten,  das 
System  dreier  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

mit  drei  linear  unabhängigen  Integralen  in  ähnlicher  Weise  zu  integriren, 
wie  es  Herr  Fuchs  bei  den  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen 
gethan.  Somit  bot  sich  die  Aufgabe  dar,  die  Fuchs *sche  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleichungen  für  Systeme  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  zu  verallgemeinern,  eine  Aufgabe,  die  zuerst  von 
Herrn  Sauvage  in  Angriff  genommen  wurde.  Statt  der  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  betrachtet  Herr  Sauvage  Systeme  totaler  linearer 
Differentialgleichungen ,  auf  welche  sich  jene  zurückführen  lassen ,  und  zwar 
behandelt  er  zunächst  erschöpfend  den  einfachsten  Fall  von  m  totalen 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  und  m  abhSngigen  Variablen 
nach  einer  Methode,  die  der  Verallgemeinerung  föhig  ist.  Die  vorliegende 
Habilitationsschrift  hat  den  weiteren  Ausbau  derselben  Theorie  zum  Gegen- 
stände und  bildet  die  Fortsetzung  und  Ergänzung  einer  in  den  Acta  mathe- 
matica  erschienenen  Abhandlung  desselben  Verfassers.  Es  wird  der  Betrach- 
tung zur  Vorbereitung  des  allgemeinen  Falles  das  obengenannte  besondere 
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System    zu   Grande  gelegt.     Als  Hilfsmittel   für  dessen   Integration  dient 
auch  hier  die  Theorie  der  Systeme  totaler  linearer  Differentialgleichiingeii, 
welche    hier    noch    st&rker  als   in  der  früheren  Abhandlang  herangezogen 
wird.     Der  Gang  und  die  Resultate  der  Untersuchung  sind  knrs  folgende. 
Der  Verfasser  schickt  einige  allgemeine  Erörterungen  über  das  föne- 
tionentheoretische  Verhalten  der  Integrale  Yon  Systemen  linearer  Differential- 
gleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  voraus »   wobei  der  Be- 
griff des  Fundamentalsystems    auch   hier  eingeführt  und  die  Darstellungs- 
formen   der  Zweige  eines   solchen  angegeben  werden.      Ebenso    wird  der 
Begriff    der  Begularitftt   für    das    vorliegende    Differentialgleichangssjstem 
fixirt.     Es  folgt  die  Aufstellung   der  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen,  damit  das  in  Bede  stehende  System  an  einem  singularen  Ge- 
bilde  g>  (Xy  ^)  s=  0  lauter  reguläre  Integrale  besitze.     Diese  Aufgabe  I5st 
der  Verfasser  schrittweise,  indem  er  jene  Bedingungen  zunächst  für  totak 
Systeme  mit  einer  oder  zwei  unabhängigen  und  zwei  oder  drei  abhSngigen 
Variablen    nach    dem  Vorgange    von  Herrn  Sau  vage  aufsucht   nnd  diese 
Resultate  nun  auf  das  oben  genannte  System  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen überträgt.     Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ,  je  nach- 
dem sämmtliche  Coefficienten  Ä^y  A^t  B^j  B^^  (7^,  C^  durch  q>  theilbar  sind 
oder  nicht.     In  beiden  Fällen  verlangen  die  gewonnenen  Bedingungen  (die 
Integrabilitätsbedingungen     als    erfüllt    vorausgesetzt)    das    VorbandenseiB 
dreier   ganzen  Functionen   x,  X^  fi,    die  so  beschaffen  sind,   dass  gewise 
Functionen,  die  zu  x,  A,  fi  und  den  Coefficienten  des  gegebenen  Differential- 
gleichungssystems   in   einfachen   Beziehungen  stehen ,    an  den    Stellen  de» 
singularen    Gebildes    9  s=  0    in    Potenzreihen    entwickelbar    sind.      Diese 
Potenzreihen    sind  bei  Fall  II  resp.  durch  (p,  go^"^,  9>^,  bei  Fall  I  resp. 
durch  1 ,  9^  ~  ^  theilbar.     Dem  Werthe  ^  =  1  entspricht  im  letzteren  Falle 
ein   System,  welches  vor  allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet  ist,   dass  es 
regulär   ist,    ohne    dass   zwischen  seinen  Coefficienten  andere  als  die  Inte- 
grabilitätsbedingungen bestehen,  und  dass  es  sich  unmittelbar  in  ein  kano* 
nisches  totales  System  überführen  lässt.     Die  im  allgemeinen  Falle  erfor- 
derlichen Substitutionen,  um  das  gegebene  System  in  ein  kanonisches  fiber- 
zuführen, werden  gleichfalls  angegeben.    Hieran  schliesst  sich  die  Aufgabe, 
bei  den  gefundenen  regulären  Systemen  die  Form  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung der  singularen  Stellen  genauer  zu  untersuchen,   dies  geschieht  ftr 
totale  und  partielle  Systeme,  im  Falle  zweier  unabhängigen  Veränderlichen 
nur  an  solchen  singularen  Stellen,   die  nicht  mehreren  singularen  Gebilden 
gleichzeitig  angehören,   eine  Aufgabe,   die   der  Verfasser  einer  von  Hern 
Grünfeld  eingeschlagenen  Methode  folgend  und  die  diesbezügliche  Grün- 
feld'sche    Untersuchung  ergänzend    löst.     Auch  hier  ist  wieder  zu  unter- 
scheiden, ob  die  regulären  partiellen  Systeme  von  der  ersten  oder  zweiten 
Gattung   (Fall  II  oder  I)  sind.     Jedes  System    der  zweiten  Gattung,    för 
welches  ^  >  1,  besitzt  ein  Fundamentalsystem  der  Form 
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^^  So»  fp  &  Potenzreihen  von  a?  — a,  y  — 5  sind  und  j?  einer  gewissen 
Congrnenz  zn  genügen  hat«  Für  A  =  1  können  dagegen  in  den  Fanda- 
mentalsjstemen  Logarithmen  auftreten.  Das  oben  gekennzeichnete  einfachste 
System  der  zweiten  Gattung  nimmt  also  eine  Sonderstellung  ein.  Bei  dem 
regulSren  System  erster  Gattung  können  sowohl  für  A  =  1  wie  f ttr  A  >  1 
Fundamentalsysteme  mit  Logarithmen  auftreten.  Der  letzte  Paragraph 
enthBlt  noch  Andeutungen  über  das  Verhalten  der  Integrale  an  den  Schnitt- 
stellen zweier  singulKren  Gebilde.  E.  Jahnkb. 


Beiträge  snr  Theorie  der  Oleiohnngen  von  Dr.  H.  Sohbffler.    Leipzig, 
Poerster.    1891.    133  S. 

Der  Beweis,  den  Abel,  auf  die  Substitutionstheorie  gestützt,  für  die 
ünlösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  und  höheren  Grades  ge- 
geben hat,  berührt  nicht  die  speciellen  Fälle,  wo  eine  Gleichung  solchen 
Grades  lösbar  wird,  so  dass  er  kein  Merkmal  feststellt,  woran  die  Unlös- 
barkeit  einer  gegebenen  Gleichung  erkannt  werden  könnte.  Diese  Lücke 
auszufüllen ,  einen  Beweis  zu  geben ,  der  zugleich  das  Kennzeichen  der  Lös- 
barkeit der  lösbaren  höheren  Gleichungen  liefert,  ist  das  Ziel  des  durch 
Arbeiten  in  verschiedenen  Gebieten  des  Wissens  bekannten  Verfassers. 
Seinen  Beweis  bezeichnet  der  Herr  Verfasser  als  einen  ungleich  einfacheren, 
da  er  nicht  „durch  Gebiete  führt,  die  durch  die  Arbeiten  von  Abel, 
Cauchy,  Bertrand  u.  A.  über  die  cyklische  Permutation  und  über  die 
Vielwerthigkeit  der  Functionen  in  Folge  der  Vertauschung  der  Variablen 
zu  förmlichen  Hilfstheorien  ausgebildet  worden  sind**.  Das  Merkmal, 
welches  für  die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  aufgestellt  wird,  hält  der  Herr 
Verfasser  für  y^ völlig  allgemein,  nämlich  weder  an  die  ünzerlegbarkeit  der 
Gleichung  noch  an  die  Primitivität  ihres  Grades  gebunden^.  Dabei  ergiebt 
sich  für  den  Herrn  Verfasser  ,,ein  von  dem  Grade  der  Gleichung  unab- 
hängiges Auflösungsverfahren ^.  Durch  dieses  „entwickeln  sich  die  Haupt- 
sätze über  die  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  auf  sehr  einfache  Weise, 
was  demselben  gegenüber  den  sehr  schönen,  aber  viel  complicirteren 
Operationen  von  Lag  ränge,  Galois  u.  A.  um  so  mehr  zur  Empfehlung 
gereichen  möchte,  als  die  letzteren  Theorien  doch  den  wahren  Grund  der 
Vieldeutigkeit  oder  Vielfachheit  der  Wurzel  einer  Gleichung  nicht  auf- 
decken, ein  Grund,  der  lediglich  in  der  Vielwerthigkeit  der  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  liegt".  „Demzufolge,  betont  der  Herr  Verfasser 
an  anderer  Stelle,  und  da  auch  deutsche  Gelehrte,  u.  A.  Kronecker  sich 
erfolglos  um  das  allgemeine  Princip  bemüht  haben,  darf  ich  hoffen,  durch 
die  vorliegenden  Arbeiten  eine  Lücke  in  der  Wissenschaft  ausgefüllt  zu 
haben."  E.  Jahmke. 
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.  ^K  ^  ^'  y^  ***■  < 


Elementargeometrie.     Von  F.  Boesb.     Wismar,  Hinstorff.    1890.    98  S. 

In  der  Vorrede  vorliegeDden  Buches  bemerkt  der  Herr  Verfasser ,  dass 
in  der  Gegenwart  „die  liehrerwelt  mehr  als  je  Veranlassung  hat,  sich 
mit  der  Verbesserang  der  Unterrichtsmethoden  zu  beschäftigen.*'  Nichts- 
destoweniger bietet  die  hier  gegebene  Darstellung ,  verglichen  mit  den  aus- 
gezeichneten LehrbQchem  von  Mehler,  Spieker,  Oallenkamp,  Marios, 
keine  nennenswerthen  methodischen  Verbesserungen,  obwohl  solche  in  der 
That  noch  mOglioh  und  nothwendig  sind  —  man  müsste  denn  die  jedem 
Abschnitt  angefdgte  Zusammenstellung  der  in  demselben  vorkommenden 
Lehrsätze  als  Verbesserung  der  Unterrichtsmethode  auffassen.    £,  Jahnke. 

6000  Aufgaben  nebst  Resultaten  aus  der  firuohrechnung.    Von  F.  Robsb. 

Wismar,  Hinstorff.    1890.    46  S, 

Theilt  man  —  so  heisst  es  in  der  Vorrede  —  jedem  Schiller  eine 
besondere  von  den  mit  Buchstaben  überschriebenen  Zahlengruppen  zu, 
giebt  aber  allen  gemeinschaftlich  eine  und  dieselbe  von  den  mit  Zahlen 
Überschriebenen  Gruppen,  dann  hat  jeder  Schiller  eine  andere  Aufgabe  zu 
rechnen  und  doch  erhalten  sie  sfimmtlich  dasselbe  Resultat.     £].  Jahrkb. 


Algebra.  Lehrbuch  mit  Aufgabensammlung  für  Schulen.  Von  Prof. 
W.  WiNTBB.     München,  Ackermann.    1891.    329  S. 

Verglichen  mit  den  bekannten  Aufgabensammlungen  von  Bardej« 
Heis  und  den  neueren  von  Wrobel,  Fenker,  die  so  eingerichtet  eind, 
dass  sie  ein  besonderes  Lehrbuch  entbehrlich  machen ,  zeigt  das  vorliegende 
Buch  keine  methodischen  Eigenheiten.  Da  indessen  zahlreiche  Aufgaben 
gegeben  sind,  von  denen  ein  grosser  Theil  neu  ist,  so  wird  das  Buch 
aus   diesem  Orunde  manchem   der  Herren  Fachgenossen   willkommen   sein. 

E.  Jahnke. 

Systematischer  Orundriss  der  Elementarmathematik.  Erste  Abtheilung: 
Die  Algebra  und  die  Grundbegriffe  der  Differentialrechnung.  FGr 
den  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten.  Von  Prof.  Dr.  £.  Fischer. 
Berlin,  Duncker,  1891.    163  S.    M.  2,25. 

Der  vorliegende,  durch  Knappheit  der  Darstellung  ausgezeichnete 
Orundriss  bringt  eine  Reihe  von  Entwickelungen  und  Beweisen,  von  denen 
sich  ein  Theil  überhaupt  nur  in  wenigen  Lehrbachern  findet,  während  die 
übrigen  vom  Verfasser  selbst  herrühren.  Dahin  gehören  u.  A.  die  Berech- 
nung eines  Parabelflächenstückes,  der  Satz,  dass  2^n^  =  (2^fl)^  die  Her- 
leitung der  sinus-  und  cosinus-Beihen,  welche  als  arithmetische  Beiben 
unendlicher  Ordnung  aufgefasst  werden,  der  Beweis  des  binomischen  Lehr- 
satzes für  eine  Potenz  mit  dem  Exponenten  p  +  qi,  wo  p,  q  positive  oder 
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negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bezeichnen,  und  endlich  eine 
einfache  Entwicklung  der  Grundbegriffe  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung. In  Bezug  auf  üebungsbeispiele  wird  auf  die  vorhandenen  Auf- 
gabensammlungen ,  insbesondere  auch  auf  die  vom  Verfasser  bearbeitete  und 
herausgegebene  „Sammlung  und  Auflösung  mathematischer  Aufgaben  von 
K.  H.  Sohellbach**  verwiesen.  Soeben  ist  die  zweite  Ab  theilung  erschienen, 
welche  die  Oeometrie  behandelt.  E.  Jahkke. 


TTebungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra.    Anhang  für  höhere  realistische 
Lehranstalten.  Von  Dr.  E.  Wrobbl.  Rostock,  Werther.  1891 .  M.  0, 80. 

Dem  Anhange  eignen  die  gleichen  didactischen  Vorzüge,  wie  sie  die 
beiden  ersten  Theile  des  Wroberschen  üebungsbuches  auszeichnen,  und 
welche  Beferent  schon  Gelegenheit  gehabt  hat  hervorzuheben.  Der  Ver- 
fasser behandelt  ausführlich  die  Auflösungsmethoden  specieller  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades,  sowie  die  allgemeine  kubische  und  biquadratische 
Gleichung,  femer  die  Auflösung  numerischer  Gleichungen  durch  Nftherung, 
wobei  auch  einige  der  bekannteren  Sätze  über  die  Anzahlbestimmung  der 
positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung  Anwendung  finden,  und 
endlich  noch  die  Auflösung  der  allgemeinen  binomischen  Gleichung  n*^  Grades 
vermittelst  des  Moivre'schen  Lehrsatzes.  Die  Convergenz  unendlicher 
Reihen ,  sowie  die  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen  finden  eingehende 
Berücksichtigung.  Das  Schlusscapitel  ist  der  Betrachtung  der  extremen 
Werthe  einer  Function  gewidmet,  es  werden  verschiedene  Methoden,  die 
in  besonderen  Fällen  anwendbar  sind,  erörtert,  u.  a.  die  von  Herrn  Schell- 
bach herrührende  und  im  Anschluss  noch  die  allgemeinste  Methode,  welche 
die  Differentialrechnung  liefert.  E.  Jabnke. 


Synopsis  der  höheren  Mathematik.  Von  Johann  G.  Uaqen  ,  S.  J. ,  Director 
der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington,  D.  C,  I.  Band: 
Arithmetische  und  algebraische  Analyse.  Berlin  1891. 
Verlag  von  Felix  L.  Dames.     VIII,  398  S. 

Es  ist  ein  ganz  grossartig  angelegtes  Werk,  über  dessen  I.  Band  wir 
hier  zu  berichten  haben.  H.  Hagen  bezweckt  —  das  sind  seine  eigenen 
Worte  in  der  Vorrede  —  |,eine  Rundschau,  eine  Durchmusterung  der  höheren 
Mathematik.  Einer  Karte  vergleichbar,  soll  das  Werk  ein  Netz  übersicht- 
licher Eintheilung  ausspannen  und  auf  demselben  den  vorhandenen  Stoff 
bis  zu  einer  angenommenen  Vollständigkeitsgrenze  eintragen,  damit  der 
Studirende  sich  auf  dem  weiten  vor  ihm  liegenden  Felde  zurechtfinden 
könne^.  In  diesem  Bilde  kommen  zwei  Ausdrücke  vor,  welche  sehr  glück- 
lich gewählt  erscheinen.  Erstlich  ist  von  einer  angenommenen  Vollständig- 
keitsgrenze die  Rede.     Wer  auch  nur  die  Nummernzahl  der  Abhandlungen 
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vergleicht ,  welche  alljährlich  in  dem  in  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten 
Abhandlungsregister  erscheinen,  wird  sofort  erkennen,  dass  'eine'jYollstfin- 
digkeit  im  ganzen  Sinne  des  Wortes  unerreichbar  ist,  oder  wenn  erreichbar 
unerwünscht.  Die  Menge  der  bekannten  und  der  jfthrlich  neu  hinzutretenden 
Sätze  ist  eine  so  ungeheuer  grosse,  dass  bei  Aufnahme  von  sttmmtlicheQ, 
eine  Uebersicht,  ein  Sichzurechtfinden  in  dem  Materiale  auch  bei  sorg- 
fältigster Anordnung  zur  Unmöglichkeit  werden  mttsste.  Und  zweitens  ist 
der  Vergleich  mit  einer  Karte  glücklich  gewählt.  Wie  auf  der  Karte  die 
angegebenen  Punkte  nicht  besonders  gerechtfertigt  werden,  so  sind  auch 
in  der  Synopsis  die  Sätze  einfach  genannt,  nicht  bewiesen;  ja  es  könnte 
in  weniger  durchforschten  Gebieten  der  Fall  vorkommen ,  dass  Behauptungen 
zum  Eintrage  gelangten,  welche  später  sich  als  irrig  erweisen  werden, 
unsere  Leser  haben  vielleicht  aus  diesen  kurzen  Bemerkungen  einen  Ein- 
druck davon  erhalten,  welcher  Art  das  von  Herrn  Hagen  geplante  Werk 
sein  mag«  Der  nanmehr  vor  uns  liegende  Band  enthält  zwölf  Abschnitte: 
I.  Theorie  der  Zahlen,  II.  Theorie  der  complexen  Grössen,  III.  Theorie 
der  Combinationen ,  IV.  Theorie  der  Eeihen ,  V.  Theorie  der  Productreihen 
und  Fakultäten ,  VI.  Theorie  der  Kettenbrüche ,  VII.  Theorie  der  Differemen 
und  Summen ,  VIII.  Theorie  der  Functionen ,  IX.  Theorie  der  Determinanten, 
X.  Theorie  der  Invarianten,  XI.  Theorie  der  Substitutionsgruppen,  XII.  Theorie 
der  Gleichungen.  Jeder  Abschnitt  zerföllt  wieder  in  Capitel«  deren  es  im 
Ganzen  102  giebt.  In  ihnen  sind  die  wichtigsten  Sätze  und  Formeln  ver- 
einigt» welche  den  betreffenden  Gebieten  angehören.  Beweise  und  Ab- 
leitungen würde  man  vergeblich  suchen,  dagegen  sind  meistens  die  Quellen- 
schriften angegeben,  wo  man  in  dieser  Beziehung  sich  Batb  verschaffen 
kann.  Ein  Werk  für  solche,  welche  die  Mathematik  systematisch  erlernen 
wollen,  ist  Herrn  Hagen 's  Synopsis  demnach  nicht,  und  will  es  nicht  sein. 
Darum  ist  auch  keineswegs  vermieden,  in  irgend  einem  Capitel  Kenntnisse 
vorauszusetzen ,  von  denen  in  viel  späteren  Capiteln  erst  die  Rede  ist.  Das 
Werk  soll  demjenigen,  der  bei  seinen  Arbeiten  irgend  ein  Gebiet  streift, 
soweit  behilflich  sein,  dass  es  ihm  das  Nachschlagen  nach  dort  geltenden 
Lehrsätzen  theils  erleichtert,  theils  ersetzt.  Ob  ein  solches  Werk  seinen 
Zweck  zu  erfüllen  geeignet  ist,  lässt  sich  nur  nach  vielfältiger  Benutzung 
entscheiden.  Eine  flüchtige  Durchsicht,  welche  allein  uns  möglich  war, 
wenn  wir  die  Ankündigung  nicht  weit  über  Gebühr  verzögern  wollten, 
gab  uns  indessen  den  Eindruck  einer  ungemein  grossen  Belesenheit  des 
Verfassers,  jedenfalls  der  ersten  nothwendigen  Bedingung  zur  Erreichung 
des  von  ihm  angestrebten  Zieles.  CANTOit« 


Repetitorium  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Von  Chr.  G.  Job. 
Dbter,  Dr.  phil.  2.  Auflage.  Berlin  1892.  Verlag  von  Max  Bocken- 
stein.   118  S. 
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\,^^  J^^,*Kjt^    ^    ^  ^\.**s    -^    . 


Die  allereinfachsten  Sätze  der  Differential-  und  Integralrechnung  sind 
in  diesem  Büchelchen  nach  Methoden  abgeleitet  und  bewiesen ,  welche  etwa 
Yor  einem  halben  Jahrhunderte  als  genügend  gegolten  haben  mögen.  Gegen- 
wärtig würden  wir  keinem  Candidaten  irgend  eines  Faches,  der  des  D  e  t  e r  *schen 
Bepetitorinms  sich  bedient  hat,  rathen,  im  Examen  die  dortigen  Beweise 
zu  benutzen.  Je  sicherer  er  sich  dieselben  einprägte,  um  so  zweifele 
hafter  würde  das  Bestehen.  Die  Beispiele  zur  Einübung  des  Erlernten 
sind  die  ganz  gewöhnlichen,  denen  man  in  jedem,  auch  dem  dürftigsten 
Leitfaden  begegnet.  Interessant  war  dem  Referenten  nur,  dass  eine  erste 
Auflage  des  kleinen  Buches  verkauft  werden  konnte,  und  darin  kann  ihn 
auch  der  Umstand  nicht  irre  machen,  den  er  der  Unparteilichkeit  zu  Liebe 
mittheilt,  dass  die  Baugewerkszeitung ,  der  Electro- Techniker,  der  Tech- 
niker und  das  Polytechnische  Centralblatt  die  neue  Auflage  warm  empfehlen. 
Geschmäcker  sind  nun  einmal  verschieden,  und  ebenso  verschieden  sind  die 
Ansprüche,   welche  der  Eine  und  der  Andere  an   eine  Druckschrift  stellt. 

Cantob. 

Das  Rechnen  mit  Dnodecimalzahlen.  Von  Dr.  Edward  Ullrich,  Professor. 
Beilage  zum  Programm  der  Realschule  zu  Heidelberg  1891  (1117). 
Carl  Winter's  Universitätsbuchhandlung.    Heidelberg  1891.   4^  30  S. 

Das  Rechnen  mit  Zahlen,  welche  einem  anderen  Systeme  als  dem  mit 
der  Grundzahl  10  angehören ,  ist  schon  oft^  theils  in  einzelnen  Capiteln  von 
umfassenden  Lehrbüchern  der  Rechenkunst,  theils  in  besonderen  kleinen 
Schriften  behandelt  worden,  und  wir  hatten  in  dieser  Zeitschrift  wieder- 
holt (XXVII,  192;  XXIX,  146;  XXX,  33  der  histor.  -  literar.  Abth.)  Ge- 
legenheit,  auf  solche  Schriften  aufmerksam  zu  machen.  Ihnen  schliesst 
das  Programm  des  Herrn  Ullrich  sich  an.  Der  Verfasser  hat  zuerst  in  einem 
geschichtlichen  Ueberblick  insbesondere  mit  Johann  Friedrich  Christian 
Werneburg  (I./IX.  1777  -  21.  XI./1851)  sich  beschäftigt,  dem  wenig 
gekannten ,  aber  wirklich  verdienstvollen  Vorkämpfer  des  Duodecimalsystems 
seit  1798.  Herr  Ullrich  hat  es  verstanden,  sich  aus  den  verschiedensten 
Bibliotheken  die  sehr  seltenen  Schriften  Werneburgs  zu  verschaffen,  mit 
einziger  Ausnahme  der  „Kurzen  Darstellung  eines  neuen  Zahlen-  und 
darnach  gegebenen  Maass-,  Gewichts-  und  Münzsjstems.  Leipzig  1798^, 
welche  für  ihn  nicht  aufzutreiben  war.  Das  Studium  von  Werneburg's 
Arbeiten  hat  Herrn  Ullrich  gleichfalls  von  den  Vorzügen  des  Duodecimal- 
systems vor  dem  Decimalsystem  überzeugt,  und  wenn  er  auch  viel  zu 
sehr  im  praktischen  Leben  steht,  um  den  Wahn  zu  hegen,  eine  Ver- 
drängung des  minderwerthigen  Systems  durch  das  bessere  sei  durchführ- 
bar, so  will  er  doch  mit  der  uns  vorliegenden  Programmabhandlung  „wieder 
einmal  in  Erinnerung  bringen,  wie  sehr  das  Rechnen  mit  Decimalzahlen 
abfliilt,  wenn  man  es  mit  der  Dodekadik  vergleicht^.  In  dieser  Beziehung 
ist  namentlich  das  siebente  (Schluss-) Capitel  interessant ,  in  welchem,  nach- 

Hiat.- lit.  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pbys.  XXX Vn,  4.  1 2 
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dem  das  Rechnen  mit  Daodecimalzahlen  gelehrt  ist,  die  Vorzüge  der  Dode- 
kadik  vor  der  Dekadik  zusammengestellt  erscheinen,  Vorztige,  welche  nicht 
blos  der  Lehre  von  den  Tbeilbarkeitsregeln  angehören,  sondern  auch  als 
Erleichterung  bei  Erlernung  des  Einmaleins  „das  viel  leichter  im  OedScfat- 
niss  zu  behalten  ist  als  in  der  Dekadik  **  auftreten.  Cantor. 


Lehrbuch  der  Elementar- Geometrie.  Von  J.  Hbnrioi,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Heidelberg,  und  P.  Treutlein,  Professor  am  Ojmnasiam 
zu  Karlsruhe.  Erster  Theil:  Gleichheit  der  Gebilde  in  einer 
Ebene.  Abbildung  ohne  Maassänderung.  2.  Auflage.  Mit  193  Figuren 
in  Holzschnitt    Leipzig  bei  B.  G.  Teubner  1891.    VIII,  146  S. 

Genau  zehn  Jahre  trennen  die  zweite  Auflage  von  der  ersten ,  welche  wir 
Bd.  XXVII,  Histor.- literar.  Abthlg. ,  8.139  — 140,  angezeigt  haben,  unser 
damaliges  Kriterium  für  die  Brauchbarkeit  des  Buches,  dass  der  Knabe  des 
Referenten  und  seine  Mitschüler  dem  unterrichte  nach  demselben  zn  folgen 
im  Stande  waren,  besteht  nicht  mehr.  Die  damaligen  Tertianer  habea 
juristische  und  kameralistische  Staatsprüfungen  bestanden  oder  stehen  dicht 
vor  denselben.  Dagegen  kann  als  neues  Kriterium  das  Erscheinen  einer 
neuen  Auflage  gelten.  Ein  pädagogisch  unbrauchbares  Buch  wfire  nicht 
vergriffen  worden ,  so  vortrefflich  es  in  dogmatischer  Beziehung  sein  mochte. 
Wiederholte  Auflagen  führen  für  ein  Schulbuch  eine  Gefahr  mit  sich. 
Ein  wesentliches  Erforderniss  eines  Schulbuches  besteht  nämlich  in  seiner 
Kürze,  und  wenn  nicht  alle  „vermehrte  und  verbesserte'  Auflagen  das 
Becht  haben  die  zweite  Eigenschaft  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen,  die 
erste  besitzen  sie  fast  durchweg.  Die  Verfasser  des  uns  vorliegendes 
Lehrbuches  haben  diese  Klippe  zu  vermeiden  gewusst.  Die  Figuren  habes 
sich  zwar  um  5  vermehrt,  aber  der  Text  um  6  Seiten  vermindert,  und 
vermindert  hat  sich  zugleich  die  Zahl  der  Lehrsätze,  was  durch  eine  Ver- 
änderung der  Anordnung,  insbesondere  innerhalb  des  vollständig  neu  be- 
arbeiteten zweiten  Abschnittes  „Strecken  und  Winkel  gradliniger  Figuren' 
erreicht  wurde.  Cahtob. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Sammlung  von  Lehrsätzen  nnd  Auf- 
gaben nebst  Erläuterungen  und  Resultaten  von  J.  Schlotkb  ,  Lehrer 
an  der  allgemeinen  Gewerbeschule  in  Hamburg.  Dresden  1891  bei 
Gerhard  Kühtmann,  IV,  217  S. 

Die  meisten  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  lassen 
sich  in  zwei  Gruppen  unterbringen ,  je  nachdem  sie  der  Differentialrechnung 
keinen  Eingang  gestatten  oder  derselben  von  Anfang  an  sich  bedienen. 
Herr  Schlotke  ist  von  dieser  Gewohnheit  abgewichen.  In  den  fast  swei 
Drittel  das  Bändchen  füllenden  sechs  ersten  Abschnitten  kommt  er  mit  ele- 
mentaren Hilfsmitteln  aus,   zu   welchen  die  Lehre  von  den  Determinanten 
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in  ziemlichem  Umfange  einzurechnen  ist,  vom  VII.  Abschnitte  an  wird 
Diflferentialrechnnng  als  bekannt  vorausgesetzt.  Im  Allgemeinen  wird  in- 
dessen die  Benutzung  des  Schlotke 'sehen  Buches  sich  auf  jene  sechs  ersten 
Abschnitte  beschrftnken,  welche  die  Oeometrie  der  Geraden,  des  Kreises 
und  der  Kegelschnitte  umfassen.  Die  weiteren  Abschnitte  beschäftigen  sich 
mit  Curven  höherer  Ordnung ,  mit  Rolllinien ,  mit  Spiralen ,  mit  dem  Prin- 
cipe der  reciproken  Radien,  mit  Polarfiguren,  endlich  mit  Dreieckscoordi- 
naten.  Wer  aber  diese  Lehren  kennen  lernen  will,  wird  meistens  zu  einem 
umfangreicheren  Lehrbuche  greifen,  womit  indessen  keineswegs  gesagt  sein 
soll,  dass  das  uns  vorliegende  Buch  Mangelhaftes  bringe;  nur  der  Menge 
des  Stoffes  nach  können  diese  letzten  Abschnitte  nicht  als  ausreichend 
gelten.  Die  ganze  Darstellung  zeichnet  sich  in  beiden  von  uns  unter- 
schiedenen Abtheilungen  durch  eine  weit  eingehendere  Benutzung  der 
Liniencoordinaten  aus,  als  man  sie  sonst  in  kürzeren  Schriften  zu  finden 
pflegt.  Der  Dualismus  zwischen  Punktcoordinaten  und  Liniencoordinaten 
ist  von  S.  38  an  fortwährend  festgehalten  und  gewöhnt  den  Leser  gleich- 
zeitig an  jene  beiden  Hilfsmittel  der  analytischen  ^Geometrie.  Zahlreiche 
Aufgaben,  deren  Lösung  bald  ausführlicher,  bald  nur  durch  Angabo  des 
Endergebnisses  angedeutet  ist,  gewähren  gentigende  üebung  zur  Aneignung 
der  vorgetragenen  Lehren.  Die  Klarheit  der  Darstellung  ist  durchaus 
rühmend  anzuerkennen.  Cantor. 


Veber  Singularitäten  algebraisoher  Curven.  Von  Dr.  A.  Himstedt,  ordentl. 
Lehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm  des  Köuigl.  Pro- 
gymnasiums zu  Löbau,  Wpr.  1891  [1891  Programm  Nr.  34],  24  8. 

unter  diesem  etwas  volltönenden  Titel  bespricht  der  Verfasser  Doppel- 
punkte und  dreifache  Punkte  ebener  algebraischer  Curven  und  zeigt  mit 
Zugrundelegung  von  Figuren,  welche  die  allgemeine  Gestaltung  solcher 
Gebilde  versinnlichen ,  wie  die  Curve  in  der  Nähe  jener  besonderen  Punkte 
aussehen  kann.  Cantob. 

Arithmetik    für    Unterrealschulen.       Von    Faanz  Villicüb,     kais.    Rath, 

emer.  Prof.  der  k.  k.  Staats -Ober -Realschule  in  Wien  etc.    II.  Theil 

für  die  zweite  Classe.  Achte  verbesserte  Auflage.   1 889  und  III.  Theil 

für  die  dritte  Classe  der  Realschulen.    Sechste  verbesserte  Auflage. 

1890.  (Ministeriell  approbirt)  Wien,  Verlag  von  A.Pichlers  Ww.  &  Sohn. 

I.  Theil   158  S.,    II.  Theil  146  S.     8^     Preis  jedes   Theiles    in 

hübschem  Callico  -  Einbände  1  Mk.  60  Pf. 

Die    früher   erschienene    neunte  Auflage    des    ersten    Theiles    dieser 

„Arithmetik''   haben  wir  schon  im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  be> 

sprechen.    Was  wir  daselbst  lobend  hervorgehoben  kaben ,  die  übersichtliche 

Anordnung    des    Stoffes,    die    klare,    leichtverständliche    Darstellung,    die 
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passend  gewählten  Aufgaben,  welche  ohne  grossen  Zeitaufwand  ziiiii_  Re- 
sultate führen,  kennzeichnen  auch  den  vorliegenden  II.  und  III.  Theil,  die 
wir  in  gleicher  Weise  empfehlen  wollen.  Aus  dem  IL  Theil  wollen  wir 
die  dem  Capitel  „Münzrechnung"  vorausgeschickten,  geschieb tlicben  Be- 
merkungen, aus  dem  III.  die  leicht  fassliche  Einleitung  in  die  Buch- 
stabenrechnung lobend  hervorheben.  y.  Scbüttb. 


Ausführliches  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie. 

Zum  Gebrauch   an   höheren  Lehranstalten    und   zum   Selbststndinm. 
Von  Dr.  H.  Servus  ,    Priv.-  Docent  an  der  kgl.  techn.  Hochschule  zu 
Cfaarlottenburg  und  ord.  Lehrer  am  Friedrichs-Realgjmnasium  zu  Berlin. 
Mit  zahlreichen  Figuren  im  Texte.    In  zwei  Theilen  für  Unter-  nnd 
Obersecunda.    I.  Theil:    Von  der  Lage  der  Linien  und  Ebenen  im 
Räume.     Von  den  körperlichen   Ecken.    48  S.     Preis   kart.  80  Pf. 
II.  Theil:  Prisma,  Parallelipipedon ,  Pyramide,  Kegel,  Cjlinder  und 
Kugel.     Von  den  regulären  Körpern  und  Polyedern.    Die  spbSrische 
Trigonometrie.    144  S.    Preis  kart.  Mk.  2. — .     Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.   1891. 
Vorliegendes    Lehrbuch    behandelt    die    Stereometrie    und    sphärische 
Trigonometrie   in   grösserer  Ausführlichkeit,   als  es   die  meisten  derartigen 
Lehrbücher    zu    thun    pflegen.     Originell    ist    die  Bestimmung  des   Baum- 
inhaltes der  Körper,   deren  Querschnitte  eine  Function  dritten  Grades  des 
Abstandes    von    der    oberen    GrundflSche  sind,    sowie   die   Benutzung*    der 
Simpson 'sehen  Begel  für  denselben  Zweck ;   femer  die  elementare  Theorie 
der  Maxima  und  Minima,  insofern  sie  auf  die  Lösung  von  stereometrischen 
Aufgaben  Bezug   bat.     Die  sphärische  Trigonometrie  ist  mit  grosser  Aus- 
führlichkeit behandelt,   ohne  dass  jedoch  eine  Anwendung  auf  die  mathe- 
matische Geographie  gemacht  wird;  diese  behält  sich  der  Verfasser  fQr  ein 
besonderes  Werk    vor.    Dagegen    finden    wir    in  den   übrigen   Abschnitten 
ausser  den  Lehrsätzen  noch  eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  ihren  Lösungen. 
Das  Werk    zeichnet   sich    aus    sowohl    durch   die  einfache  und  klare  Dar- 
stellung ,  welche  überall  die  Schwierigkeiten  leicht  beseitigt ,  als  auch  durch 
die  treffliche  Anordnung  des  Stoffes.     Abgesehen  von  den  Figuren  48  und 
49  (Ikosaeder  und  Dodeka^ider) ,  welche  so  voll  von  den  allergröbsten  Fehlem 
gegeii  die  einfachsten  Gesetze  der  darstellenden  Geometrie  stecken ,  dass  wir 
nicht  umhin  können ,  dieses  besonders  hervorzuheben,  verdienen  die  Übrigen 
Figuren  wegen  ihrer  reichen  Anzahl  und  sauberen  Ausfürung  alles  Lob. 

F.  Schütte. 

Baumlehre  für  höhere  T  Schulen.  Von  Prof.  H.  C.  £.  Maetus  ,  Director 
des  Sophien  -  Realgymnasiums  in  Berlin.  I.  Theil:  Ebene  Figuren. 
Bielefeld  und  Leipzig.  Verlag  von  Velhagen  und  Klasing.  1890. 
159  S.    gr.  80.    Preis  geh.  2  Mk. 
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Der  Verfasser  des  so  trefflichen  nnd  eigenartigen  Buches  „  Astro- 
nomische Geographie"  giebt  uns  in  vorliegender  „Raumlehre^  ein  ebenso 
treffliches  nnd  eigenartiges  Werk.  Möge  es  gestattet  sein^  zunächst  auf 
eine  Eigenart  nfther  einzugehen.  Es  sind  nicht  nur  sämmtliche  Fremd- 
wörter, sondern  auch  die  internationalen  Ausdrücke  der  mathematischen 
Wissenschaft  vermieden  und  durch  deutsche  Ausdrücke  ersetzt.  Ausser 
vielen  sich  auch  anderswo  findenden  Verdeutschungen  braucht  der  Verfasser 
z.  B.  Glied  statt  Paragraph,  Ereishalbmesser  —  Radius,  Winkel- 
messer —  Transporteur,  Ab  weis  —  indirecter  Beweis,  gleichlaufend 
—  parallel ,  gleichliegende  Winkel  —  correspondirende  Winkel ,  ganz 
übereinstimmend — congruent,  Eckenlinien  —  Diagonalen,  kleine 
Seite  —  Kathete^  grosse  Seite  —  Hypotenuse,  Verhftltnissgleich- 
heit  —  Proportion I  Mittelglied  —  dritte  Proportionale  u.  s.  w.  Man 
sieht  die  Verdeutschungen  sind  recht  glücklich  gewählt.  Statt  Centrale 
sagt  Verfasser  Achse;  wir  würden  es  lieber  in  üebereinstimmung  mit  den 
meisten  Mathematikern  nAxe**  schreiben.  Deltoid  wird  durch  „gleich- 
schenkliges Viereck"  wiedergegeben;  wir  würden  das  kürzere  und 
dem  Geschmacke  des  Schülers  gewiss  sehr  zusagende  Wort  „Drachen^ 
dafür  vorschlagen,  üeber  die  Verdeutschung  des  hässlichen  j,  Parallelo- 
gramms" lässt  sich  der  Verfasser  des  Näheren  in  der  Vorrede  aus.  „Spateck^ 
will  er  nicht  gebrauchen,  weil  n^P&ti"  keine  bestimmte  Gestalt  bezeichne, 
sondern  nur  auf  die  Spaltbarkeit  sich  beziehe;  er  benutzt  daher  das  Wort 
„Bau4;e",  obschon  dasselbe  nur  die  Bedeutung  „Rhombus^  hat.  Die 
Scrupeln  des  Verfassers  scheinen  jedoch  nicht  begründet,  wenn  man  be- 
denkt, wie  viele  Mineralien  »Spat"  genannt  sind,  die  keineswegs  sich  durch 
Spaltbarkeit  besonders  auszeichnen,  wohl  aber  durch  ihre  Parallelipipedon- 
Gestalt.  Man  hat  Kalkspat,  Feldspat,  Perl-,  Eisen-,  Zink-,  Mangan -Spat, 
Schwerspat,  Flußspat,  Braunspat  etc.  Soviel  hierüber.  —  Eigenartig  ist 
ferner  die  Einleitung  und  sehr  geeignet,  bei  dem  Anfänger  Interesse  für 
die  Raumlehre  zu  erwecken.  Reichhaltig  ist  der  Lernstoff  bemessen,  fast 
zu  reichhaltig  —  das  ^^Glied^  über  „nicht  ganz  übereinstimmende  Dreiecke" 
könnte  z.  B.  ganz  gut  wegfallen  —  reichhaltig  und  grösstentheils  mit  An- 
leitung zur  Lösung  versehen  ist  auch  der  üebungsstoff.  Sauber  und  schön 
sind  die  Figuren,  der  Druck  (lateinische  Antiqua -Schrift)  ist  deutlich  und 
correct,  das  Papier  gut  p,  ScRt^TTE. 


Die  Elemente  der  Oeometrie  in  Verbindung  mit  dem  geometrischen  Zeichnen. 
Lehr-  und  üebungsbuoh  für  die  IL,  IIL  und  IV.  Bealklasse.  Von 
CoNST ANTIN  RoBSMANiTH,  wcilaud  Profsssor  an  der  Staatsoberreal- 
schule zu  Bielitz.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage,  neu 
bearbeitet  von  Karl  Sohobbr,  k.  k.  Prof.  an  der  Staatsoberreal- 
schule zu  Innsbruck.    Mit  157  Figuren,  einer  Tafel  und  zahlreichen 


1 58  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

Constructions-  und  Bechenaufgaben.  Wien,  1891.  Verlag  m 
A.  Pichlers  Ww-  &  Sohn.  204  8.  gr.  8°.  Preis  2Mk.  20  Pfc  -  Ministeriell 
approbirt. 

„Wie  schon  der  Titel  des  Buches  andeuten  soll,  wurde  bei  demselben 
eine  innige  Verbindung,  der  Geometrie  und  des  geometrischen  Zeichnens 
angestrebt,  die  bei  dem  umstände,  dass  die  Geometrie  und  das  geometrisclie 
Zeichnen  der  ünterrealschule  ein  abgeschlossenes  Ganzes  bilden  und  mcU 
nur  dem  austretenden  Schüler  eine  Summe  praktisch  verwendbarer  Kennt- 
nisse  vermitteln,  sondern  auch  die  Vorbereitung  auf  die  wissenschafüiebe 
und  vorzugsweise  auf  die  darstellende  Geometrie  der  Oberrealschnle  bildet 
soll ,  unbestritten  mehr  geeignet  sein  wird ,  zur  Erreichung  dieses  von  da 
hohen  ünterrichtsbehörde  für  die  ünterrealschule  gesteckten  Lehrzieles  bei- 
zutragen, als  ein  die  Construction  nur  nebenbei  behandelndes,  die  neoere: 
immer  mehr  zum  Durchbruche  gelangenden  Anschauungen  ganz  ignohrende: 
System  im  Sinne  Euklid 's.  Besteht  doch  der  Bildungswerth  des  ge^ 
metrischen  Unterrichts  nicht  in  der  gedächtnissmässigen  Aneignung  eist' 
Anzahl  geometrischer  Sätze  und  deren  Begründung,  sondern  vieloeb 
dariu ,  dass  der  Schüler  zu  einer  klaren  Erkenntniss  des  inneren  ZusamiceL 
banges  der  geometrischen  Lehren  gebracht  und  beföhigt  wird,  einfach' 
geometrische  Aufgaben  mit  Verständniss  zu  lösen,  beziehungsweise  coi- 
structiv  auszuführen.  *  —  So  wahr  und  richtig  der  Verfasser  dieses  in  der 
Vorrede  gesagt  hat ,  so  vortrefflich  und  schön  hat  er  sein  Lehrbuch  den- 
gemäss  eingerichtet.  Indem  der  Verfasser  das  Wesentliche  mit  Glück  tc^ 
Unwesentlichen  schied,  die  Darstellung  knapp  und  durchsichtig  aosffibrti 
ist  es  ihm  gelungen ,  auf  etwa  200  Seiten  nicht  nur  die  ganze  Planimetr' 
einschliesslich  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und  die  Stereometrie  m^^^' 
haft  darzustellen,  sondern  auch  noch  reichlichen  Uebungsstoff  beizaföge- 
dessen  Aufgaben,  dadurch,  dass  sie  eine  praktische  Bedeutung  haben,  oit' 
decorativ  verwendbar  sind,  in  einem  reizvolleren  Gewände  erscheinen, i 
man  sie  sonst  zu  sehen  bekommt.  —  Die  Ausstattung  des  Buches  ist  c. 
denkbar  beste.  Ganz  besonderes  Lob  verdienen  die  herrliehen  Fig^ 
(weiss  auf  schwarz)  nicht  nur  wegen  ihrer  schönen  Aueführung,  sonder. 
hauptsächlich,  weil  sie  so  charakteristisch  sind,  dass  sie  so  zu  sagen  reden  ^^ 
den  betreffenden  Satz  oder  die  Aufgabe  sofort  erkennen  lassen.  Sie  kun:^' 
als  Muster  für  die  Zeichnungen  des  Lehrers  an  der  Wandtafel  g^'-* 
und  möchten   wir  aus  diesem  Grunde  das  Buch  noch  besonders  empfeblc- 

F.  Schutte. 


Bibliographie 

vom  1.  bis  31.  Juli  1892. 


Periodische  Schriften. 

Yerhandlangen  der  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte ;  64.  Ver- 
sammlung in  Halle  a.  S. ,    1891.     Herausgegeben  von   A.  Wangbrim 
und   F.  Ebaube.    2.  Theil.    Abtheilungs  -  Sitzungen.     Leipzig,   Vogel. 
''-^  12Mk.(compl.  16  Mk.) 

Publikationen  des  astrophjsikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Nr.  29. 
(Beobachtungen  von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  von  P.  Ebhpf.) 
Leipzig,  Engelmann.  2Mk. 

^     Die  Fortschritte  der  Physik ,  42.  Jahrgang.    2.  Abtheilung  (1886 ;  Phjs.  d. 
^' '  Aethers,  red.  von  Budde.),  Berlin,  G.  Beimer.    17  Mk.  (1. u.  2.  Abth.  30 Mk.) 

Geschichte  der  Mathematik. 

Cantor,  M.  ,.  Vorlesungen   über   Geschichte   der   Mathematik.   Bd.  II  von 
\  12(X)  bis  1668.  2.  Theil.  Leipzig,  Teubner.         10Mk.(L  u.  IL  44Mk.) 

Reine  Mathematik. 

l^(>   Bacbmann,  P.,   Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen.    Leipzig, 
:.!  Teubner.  4Mk. 

<^;  Krug,  A.  ,  Zur  linearen  Differentialgleichung  III. Ordnung.  Prag,  Dominions. 

2  Mk. 
Hirsch,  A. ,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalem 
Integral.  (Dissertation.)  Königsberg  i.  Pr. ,  Koch.  1  Mk.  20  Pf. 

^^.  Hribar,  E.  ,  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie.    Freiburg  i.  Br.,  Herder. 
.>  1  Mk.  20  Pf. 

>  , 

Angewandte  Mathematik. 

Sbeliger  ,  H. ,  Ueber  allgemeine  Probleme  der  Mechanik  des  Himmels.  Bede. 

München,  Franz.  90 Pf. 

HagbmanN;   G.,   Die  Energie  und  ihre  Umwandlungen.    Vortrag.    Berlin, 

Friedländer.  60  Pf. 


160  Bibliogmpbie. 


D WBISHAUVBRS •  Dbrt ,    F.,    Grundlage    einer   nenen    Methode  der  Schall- 
stfirkemessang.  (Dissertation.)    Leipzig,  Wild.  IMk.  20Pf. 

Physik  und  Meteorologie. 

SoHNOKB,  L«,  Gemeinverständliche  Vorträge  aus   dem  Gebiete  der  Physik. 

Jena,  Fischer.  4M. 

Wallemtin,  G.,  Einleitung  in  das  Studium  der  modernen  ElektricitStslebre. 

Stuttgart,  Enke.  12 ML 

Schwarze,  Th.,  Elektricität  und  Schwerkraft  im  Lichte  einheitlicher  Natur- 

anschauung.    Berlin,  Sejdel.  XML 80 Pf. 

Albrecht,   E.,  Anleitung  zum  Gebrauche  des  Hafner'schen  Spektrophoto- 

meters.     Tübingen,  Moser.  60 Ff. 

ScHRBiBBB,  F.,  Falbs  kritische  Tage  und  die  Begenbeobachtungen  in  Sachsen. 

Chemnitz,  Bülz.  60 Ff. 


Historisch-literarisclie  Abtheilimg. 


SO  erhielte  man  jb;*  =  — ^-r — »  also  ist  Diophant's  Methode  nar  anwend- 


Anmerkungen  zu  Diophant. 

Von 

G.  H.  F.  Nesselmann, 

w«U»nd  fro/eMor  la  KOnigiberg  i.  Fr. 

(SohluM.) 

Bnch  IV. 

Aufgabe  1.     Man    soll    eine   gegebene   Zahl    in    zwei    Knbikzahlen 
theilen,  deren  Wurzeln  eine  vorgeschriebene  Summe  geben. 
Ist  eine  bestimmte  Aufgabe. 

a;8  +  y8  =  a, 

Nähme  man  allgemein  a^-i-^3  =  a,  0;  +  ^  =  ^^;  und  setzte  nach 
Diophant  die  eine  Wurzel  ler  -f  b,  die  andere  d  —  0^  also  die  Summe  der 
Cubi  66iP»+2&»=a, 

bar  auf  zugestutzte  Aufgaben. 

Aufgabe  2.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  sowohl  die  Zahlen  selbst  als  die  Cubi  derselben  einen  vorgeschriebenen 
Unterschied  haben. 

Ist  ebenfalls  eine  bestimmte  Aufgabe 

«'— ^^  =  0,     a?  — y  =  6. 
Von  der  Dio phänischen  Auflösung  gilt  dasselbe  wie  von  der  vorher- 
gehenden. 

Aufgabe  3.  Man  soll  ein  Quadrat  und  deren  Wurzel  mit  einerlei 
Zahl  multipliciren,  und  dadurch  die  Quadratwurzel  zu  einer  Cubikzahl, 
das  Quadrat  aber  zu  deren  Cubikwurzel  machen. 

X  muss  also  eine  Quadratzahl  sein. 

«=-,.  -=J>^  ^=P', 

Ui8t.-lii.  Abth.  d.  Zoitschr.  f.  Math.  n.  Fhys.  XXXVII,  5.  13 
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Aufgabe  4.  Man  soll  zu  einem  Quadrat  und  zu  dessen  Warzel  die- 
selbe Zahl  addiren,  und  die  entstandenen  Zahlen  sollen  die  nftmlichen 
Eigenschaften  behalten« 


/aj^  +  y  =  »  +  y,    «• +  y  =  ic* +  2a;y  +  y^    l  =  2Ä  +  y,    y=l^2x. 

Sei  1  -x  ^»-2 

»  =  — f    so  ist  y  = 

n  » 

und  es  ist  wirklich     «,  l,n  — 2      n"  — 2fi  +  l 

^      fr         n  fr 

1    .   fi-2      n-l 

»  +  y  =  — = 

^       n  n  II 


Diophant  setzt  das  Quadrat  a^,  die  Wurzel  also  Xy  die  addixte  Zahl 
(n*  —  1)«*,    so   ist   a^  +  (n*—  !)»*=»♦»*«•,     »  +  (n*  —  1)«*  ^  n«,     also 

n-l         1  n«-l        n-l 


a;  = 


und  (n*  — l)ir*  = 


fi«-l      n+l  ^"       •-''^        C»  +  l)*      ♦»  +  ! 

Aufgabe  5.  Man  aoU  tn  einem  Quadrate  und  zu  einer  Warsel  di«- 
selbe  Zahl  addiren,  und  die  entstandenen  Zahlen  sollen  venreelisdt  die- 
selbe Eigenschaft  haben. 

**  +  y  =  K'«  +  yt    '"'*  +  2a!*y  +  y*  =  «  +  y, 

y»-(l-2«»)y  =  «-«*, 


Sei 


y  =*=  j  -  «* +Z/ j  +  «-«*. 


1 


4+*-** 


(««-gj, 


FOr        m  =  2 
ist  3 

21 
*  =  25 

^        36 


m  +  1 

m  ss4 
5 


m  =  5 
2 

26 
y  =  25 

**  +  y  =  5 

36 

*  +  y  =  25 


«*+y  = 
«  +  y  = 


17 

315 

289 

20 

17 

400 

289 


K  — 


m*  +  m*  —  m  —  1 
(•»•  +  !)• 
m  =  5 
3^ 
13 
_186 

««  +  y  =  j3 


»  +  y  = 
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Aufgabe  6.  Man  soll  zu  einem  Cubus  und  zu  einem  Quadrat  ein 
anderes  Quadrat  addiren ,  und  beide  Summen  sollen  die  vorige  Eigenschaft 
behalten. 

Diophant  setzt  den  Cubus  =a^,  das  erste  Quadrat  =  (m^  —  n')^x^, 
das  zweite  zu  beiden  zu  addirende  Quadrat  e*  =  4m*fi*a?^  so  soll 

sein,  also  4^»„,  8^s„s 


X  = 


j»»-l 


«s= 


tfi-1 
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Aufgabe  9.    Man  soll  zn  einem  Cnbus  und  za  dessen  Wurzel  dieselbe 
Zahl  addiren,  und  beide  sollen  die  nämliche  Eigenschaft  behalten. 

«»  +  »  =  («  + y)*  =  «*+ 3«*y  +  3«y»  +  y», 

l  =  3a!«+3»y  +  y», 


also 


also 


3     ■  ,/,      3   ,       _3«  +  y4-3«» 
y  =  .^«  +  //^-4**  = 2 ' 

4-3«»  =  (-«-2)*=  !?V*«'- — «  +  4, 

4mfi        T/-; — 5-3-      6w*— 2m* 
*=o — n — 5'    '^  ^  —  *>*^  ^=  "q — 9—t — 5» 


__  3n'  — 6fiin—«i* 

Damit  y  positiv  werde,   muss   sein  —  <  — 3  +  KT5,    also  <  0,464. 

Sei  daher  m  s  1 ,  n  ss  3,  so  wird 

3  2       .  .         125  ,  5 

*="7'  »"^r  *^+y=343'  *+y=r 

Aufgabe  10.  Man  soll  zu  einem  Cnbus  und  zu  dessen  Wurzel  die- 
selbe Zahl  addiren,  und  beide  Summen  sollen  verwechselt  die  vorige  Eigen- 
schaft haben. 

y'  +  3a;»y*  +  (3a^-l)y  +  a?-a?  =  0. 

Sei  y  =  j9  —  o;*,  so  wird 

j5*  — 0    +a;5  — a?  =  0, 

ix?  +  e^  =x  +  0, 

JC«  —  aJ0  Sfc  1  —  ;»*, 

also  1-  ,   t/Z      FT     0  +  y^-30^ 

4-3.«=  (^0-2)', 
4mn 

m«+2tn»-3»«  , 

Sei  n»  =  2,  n  =  1,  so  wird 

8  5  8      125      267.        .  512       ,  .         S\)^s     8 

'^r    ^  =  7'    y  =  7""343^343\'^  +  «'  =  3i3'    *  +^  =  343  =7' 
Aufgabe  11.     Man  soll  zwei  Cubikzahlen  suchen,  deren  Summe  der 

Summe  ikr«r  Wurzeln  gleich  ist 

a^  +  t/^  =  x  +  yi     x^  —  xy  +  y^^l;    ^='2^^2J^  *""^^*' 

18» 
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Die  Ansfflhnuig  giebt 

4mn  _2mft±(m«~3f»*) 

^"«•«+3»«'    *""         m'  +  Sn^ 
Bei  Diophant  lai  m  ^  l^  n  =-1 ,  x  =  =9    y^n' 

Aufgabe  12.     Man  soU  zwei  Cabikzahlen  suchen,  deren 
dem  unterschiede  ihrer  Wurzeln  gleich  ist. 


«*— y^=«— f;    Ä*  +  «f  =  l— y*;    »  =  — ^ — ^^ 

Die  Ansf&hriing  giebt 

4iiiii  —  I»*  — 2iii#i  + 3ii* 

^'"iii»  +  3fi«'    *"'  iii»  +  3n«  • 

WO,  damit  ;r  positv  nnd  >  f  wird,  —  <  —  3  +  rl2,  das  heinat  <  0,4^4 

3  5 

werden  muss.    Fflr  iii  =  l,  n=:3  i8tf  =  =,  x^^^\  fii  =  l,  «»=34  gi^h 

o;  =  jQ)  y  =  Tq'     ^^  '^^^  ^  positiy  werden,  so  mnss—  <  1    sein;    z.  6.: 

7  8  1 

m  =  l,  n  =  2^  *^I3'    ^"^13'  ^-y^^-y'^-is' 

Aufgabe  14.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  sncfa^, 
dass  jede  der  Zahlen  fftr  sich,  femer  die  Summe  und  der  Uniersdiied  tci 
beiden  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  noch  1  dazu  addirt. 

Diophant's  Verfiahren  ist  TeraUgemeinert  folgendes.  £r  setzt  Lt 
erste  Zahl  A  gleich  einem  um  1  Terminderten  Quadrat,  z.  B.: 

Nun  zerlegt  er  m^s?  +  2mx  in  die  Factoren  w?x  +  2m  und  x,  so  L: 

ihre  halbe  Differenz  m^—  1 

— s — *  +  ••• 

Das  Quadrat  davon  giebt  zu  A  addirt  ein  Quadrat,  daher  seist  er 

A  +  B^^      ^  ^  +m(m«+l)a;  +  m«-l, 

so  sind  auch  B  ^\  und  ^  +  -^  +  1  Quadrate.     Es  bleibt  nur  noch  Obrig. 
dass  auch  B  —  A-^-l  Quadrat  sei.     Aber 

B-A  +  \^  ^^""^ ''"^a?»  +  m(m*-3)g  +  m>,  dieses  sei  =  (i>x-»iy, 
80  wird  4  [2  mi>  +  w  (»»«  -  3)] 


4|,a_,^4^.6m«-l 
Bei  Diophant  ist  m  =p  =>  3,  abo  x  =>  18. 

Aufgabe  15.     Man    soll  drei  Quadratzahlen   suchen ,   deren    Snoime 

der  Summe  ihrer  unterschiede  gleich  sei. 

(-4  -  B)  +  (ii  -  C)  +  (-B  -  CT)  =  2  (^  -  C). 
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• 
Es  sei  -4  c=s  »*  +  2naj  +  n*, 

^  —  C«ic«  +  2na?, 
2(Ä-C)^2x^  +  Anx=^A  +  B  +  C, 
folglich  5  «  ««  +  2«Ä  -  2fi«  ==  (ä  -  jp)«  =  Ä« -  2pa;  +  p«, 

_2n^  +  jp» 

(4n«+2nj7+i>V  (2n«-2np^i>»)« 

4(»+p)«  4(n  +  p)« 

nnd  jedes  Vielfache  derselben. 

Aufgabe  16.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  Summe  von  je  zweien  mit  der  dritten  multiplicirt  eine  vor* 
geschriebene  Zahl  zum  Product  geben. 

Bestimmte  Aufgabe. 

(y  +  0)x^  C^Xp  +  XZf 

«if  —  »y  =  a  —  6,     «i?  —  y£f  =  c  —  6, 
xz  +  xyooOy  x0  +  ffz^     a, 

— a+6+c 

«y 2 ' 

a  —  h  +  c 
*«  = 2~' 

a  +  6  — c 

y^ 2 — ^ 

o_  (-fl  +  5  +  c)(a-5  +  c)       ^_  (-o  +  6  +  c)(a  +  5-c) 
^■^  2(a  +  6-c)  '    ^"^  2(a-6  +  c) 

o  _(a-5  +  c)(a  +  5  — c) 
2{-a  +  h  +  c) 

Aufgabe  17.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  Summe  von  allen  dreien  ein  Quadrat  sei,  und  ausserdem  das 
Quadrat  jedweder  auch"  dann  noch  ein  Quadrat  bleibe,  wenn  man  die 
n&chstfolgende  Zahl  dazu  addirt 

Es  sollen      a  + B+  C,  Ä^  +  B,  B»  +  C,  C*  +  Ä  Quadrate  sein. 

S«^  5  =  4mflj(=2ma;.2), 

femer  ^  =  w»  —  1  (=  halbe  Differenz  der  Factoren  von  B), 

so  ist  Ä*  +  B  Quadrat 
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Sei  5«  +  C«  16m««»  +  8ina?+ 1  =(4mic  +  l)*i 

ßo  ist  (7=  8ma;  +  1 ,  also  auch  J»«  +  C  Quadrat 

Ä  +  B+C:=  I3mx  sei  «»  l69mV>  so  ist  a;  :=  13m^. 

Setzen   wir    diesen  Werth   von  x  in    die  obigen   Aasdrücke   ein   ftlr 
Aj  Bj  Cj  BO  sind  die  drei  ersten  Bedingtingen  erfüllt,  also 

^  =  13mV-l,    5  =  62m»y»,    0«104mV+l. 
Es  bleibt  noch  C7^  +  ^  zu  einem  Quadrate  zu  machen,  das  ist: 

10816mV +  208mV  +  l  + 13»»' y*-l  =  10816mV +  221  mV. 
^^^^  10816m»y«  +  221  «=  (104my  +  p)^^  10816mV  ±  208mpy  +i>«, 
so  wird  221  —p* 

^  ""  i   208mi?  * 

55 
Bei  Diophant  ist  m  =  1  und  i?  =  1,  also  y  ==  ^*    Für  jp  =  13  und 

für  1?  =  17  (m  =  1)  wird  y  =  gö* 

Aufgabe  18.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihre  Summe  ein  Quadrat  sei,  und  ausserdem  das  Quadrat  jedweder 
auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibe,  wenn  man  die  zun&chst  folgende  Zahl 
davon  abzieht. 

Oanz  ähnlich  wie  17. 

5  =  4ma?,    ^«ma?+l.    JP- C=16mV-8ma?+ 1,     0  =  8m»-l, 
Ä  +  B  +  C=l3mx^  169mV»  also  «  =  13my«, 

C«- -4  =  10816mV -221  mV?    10816mV  -  221  =  (104my-i>)l 
so  wird  ^  221  +p^ 

^^    208fnp 

Aufgabe  19.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  der  Cubus  der  ersten  und  die  zweite  wieder  einen  Cubus ,  das  Quadrat 
der  zweiten  und  die  erste  wieder  ein  Quadrat  zu  ihrer  Summe  geben. 

Sei  Ä  =  x,    B=^n^-a?, 

so  ist  die  erste  Bedingung  erftült  und  es  ist: 

5«  +  i^==  n" -- 2nß«»  +  Ä«  +  Ä  « (»« +  «»)•  ==  «"  +  2fi««»  +  Ä^, 

Aufgabe  20.  Man  soll  in  allgemeinen  Ausdrücken  drei  Zahlen  von 
der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das  Product  von  je  zweien  ein  Quadrat 
wird  ,  wenn  man  noch  1  addirt 

Allgemeine  Lösung: 

Sei  AB  +  \=m\ 

AC+l  =  n\ 
also 


Sei 
so  ist 
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(m«-l)(««-l)+^«  =  (4  +  2)«, 

(m«-l)(n»-l)-g« 
4  = 2^ . 

2a(m»-l) 


B  = 


C  = 


(w»-l)(n»-l)-g» 
23(«*-l) 


(«»•- !)(««- 1)- 3« 

Aufgabe  21.  Uau  soll  vier  Zahlen  tob  der  BesehaffeBheit  raehen, 
dass  das  Prodnet  von  je  zweien  ein  Qnadnt  wird,  wenn  man  noch  1  dazu 
addirt 

AB+\,    ilC+l,iiD+l,    BO+1,     SD+1,    CD  +  1 

sollen  Quadrate  werden.     Setze  nach  der  vorigen  Aufgabe 

AB+\^{nx  +  \)\ 

^C+ !  =  [(»  + 1)«  +  1]»      - 
so  wird  auch,  wenn  wir  A  =  x,  also  B=n*x-\-2n,  (7e=3(n  +  l)*«  +  2(n+ J) 
setzen,  B0+\  Quadrat. 

Sei  nun  ^D  +  1  .=  [(n  +  2)  «  +  1]«, 

"^  ^"^  !)=(«  +  2)»»  +  2(n  +  2). 

Wegen  den  der  Torigen  Aufgabe  entsprechenden  Bedingungen  (dass  die 
Coefficienten  von  »  um  1  wachsen  mttssen)  ist  nun  auch  CD  + 1  Quadrat. 
Es  bleibt  nur  noch  übrig,  daas  auch  BD-\-\  Quadrat  werde. 

ÄI>+l=n»(w+2)V+4n(n+l)(«+2)+4«*+8n+l  =  [«(«+l)a!+i)]», 

_      p«  -  (4n»  +  8n  +  1) 
*~  2f.(»i  +  2) [2{» +!)-!»)]* 

Aufgabe  22,  Man  soll  drei  proportionale  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass  der  unterschied  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird. 

Nimm  ein  rechtwinkliges  Dreieck  «n'  +  »*>  m*  — m*,  2mn  und  setze 

A  =  x,    B  =  *  +  (»»»- «»)»,    0=«  +  (w»  +  n«)*, 

so  sind  alle  drei  Differenzen  Quadrate.  Es  ist  nur  noch  nSthig,  dass  .äC^B*  sei, 

«»  +  (m«  +  »*)»«= as»  +  2(m»  -««)«  +  (m»  -  n*)\ 

(»«  -  n»)* 
6m*n*  — m*  — »* 

Diophant   nimmt  das   rechtwinklige   Dreieck   5,   3,   4,   wo  mes2y 

81 
n=  1,  und  findet  a;  =  -y     Wir  konnten  auch  bei  der  Bildnng  von  B  die 

zweite  Kathete  nehmen  nnd  setzen 
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dann  wäre  gewesen  .  ^      ^ 

das  ist  aj2  +  (^«  +  ^2^^ ^ ^  ^  8m«n««  +  16m*n^ 

*^«^  16w*n* 

2;  c 


Hier  ist  aber  die  Annahme  Miss 2,  n^l  nicht  statthaft,  weil  sie  ein 

324 

negatives  x  giebt;  dagegen  giebt  ms=3,     n  =  l,    jp=:-=-* 

Aufgabe  23.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  körperliche  Zahl,  welche  sie  bilden,  oder  das  Product  von  allen 
dreien  ein  Quadrat  wird,    wenn  man  jedwede  der  drei  Zahlen  dazu  addirt. 

ABC+Ä,     ÄBC+B,    ii^C+CJ  Quadrate, 

^®^  ÄBC+Ä  =  x^  +  2fnx  +  m\ 

A  =  m'(particuläre  Annahme  von  Diophant; 

i4BC=rr«  +  2mÄ, 

ii5C+B  =  a^  +  2na;  +  n«, 

^^^  B  =  2{»-m)a;  +  n«, 

ii  5  =  2 w*(n  -  m)a;  +  m« «», 

ABC  _  a?*  +  2wa? x  a?+2m 

AB    ""      "  2m«(n-m)a;  +  m«n»"~^'2(n-m)a;  +  n«" 

Damit  diese  Division  ausfahrbar  sei,  muss 

1  :  2 (n  —  m)  =  2m  :  n*, 
n*  =  4mn  — 4m*, 
fi=3  2m 

sein.     Daher  setzen  wir  oben 

i45C  + -B  =  «*  +  4ma;  +  4m^ 
5  =  2ma;  +  4m*, 
ii£  =  2m»aj  +  4m*, 

/7—    ^  "^  ^mx    _     X 
2m»a?  +  4m*  ""2^' 

il5C+C  =  «»+2m»+  2~3  =  a?«  +  (2m+2i^ 

_^^+'2^_     4m*-l 
^^      ^^\       ~'2m8(jp«-l)' 

.         2     «       4m*p«  +  l        ^         4m*+l 

m*(i>*— 1)  2m^(p*  — 1) 
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Aufgabe  24.     Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  snch^n, 
ihr  Product   ein  Quadrat  wird,  wenn  man  jedwede  der  drei  Zahlen 
davoi»  abzieht. 

ABC-A,    ABC-B,     -ABC?- C  Quadrate. 

Sei -45(7  =  ic*  +  ma;,    A^mx,   BC=-x+l,  b,]bo  ABC— A  —  a?y 

in 

sei  femer  ABC  -  B^ie^-2nx  +  n\    ABC- C=:x*''2px+p\ 

Ä  =  (m  +  2«)«  -  n«,     C=  (m  +  2p)x  -p\ 
also  ß C  =  (m  +  2n) (m  +  2p)a?« -  [p\m  +  2n)  +  »» (m  +  2p)] x  +  nV- 

Nun  war  aber  50=—«+ 1,   wftre   also  n*j?*=l,   so  könnten  wir 

III 

durch  Gleichstellung  beider  Ausdrücke   x   aus   einer  Gleichung  des  ersten 
Grades  finden.     Wir  setzen  also  nun  statt  ilBC— (7=  («— jp)* 


ABC-C^(x-^^-=-i^--x+\ 

\       nJ  n         fi? 


^=('»+!)^-n^ 


SO  wird  nun 


BC  =  (m  +  2«)(m  +  |)x*-[««(».  +  |)  +  ^?^]*+l=^    + 1, 


X=' 


n«(m  +  -) 


2\   .   m  +  2n    ,    1 
; 


(m  +  2n)(»  +  J) 


_  «iw'(«tn  +  2)  +  m(m  +  2n)  +  w* 
"~  «»«(m  +  2n)(m»  +  2) 


41 

=  1 ,    n  =  2  giebt  «  =  7n » 


41 

40* 

9 

8 

9 

5' 


ABC~A== 


1600 


ÄBO-C  = 


1681 
1600 
1521 

1600 

ÜL 

1600 


31 

m  =  3,   »  =  2  giebt «  =  TR 

><      31 
^  =  16' 


^50-^  =  1«^ 


2304 
4225 


■^  =  48'  "^^^^ 2304' ^■®^" -^=2304 


^-3 


ÄBC-C=i 


49 


2304 


Aufgabe  25.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  andere  Ton  der 
Beschaffenheit  theilen,  dass  ihr  Product  der  unterschied  zwischen  einem 
Cubus  und  einer  Wurzel  werde. 

A  +  B  =  a,    AB  =  y^-y. 

A  =  x,    B^a  —  x,    ABs=a*  —  a?,    yssm»  — «, 

dann  ist       oa;-a;«  =  y»-y=m»(B»- 3m»na;*  +  m(3»*- l)«- (n»-»). 


Sei 
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Damit  in  dieser  Gleichung  x  nnr  in  der  dnHen  nnd  zweiten  Potenz 
stehen  bleibe,  muss 

1)  w'  —  «  =  0,  also  w  =  1 , 

2)  m  (3w'  —  1) ,  das  ist  2»»  =  a,     w  =  n  a 
sein. 

Daher  setzen  wir 


aaj  — a?^  =  f  ^a«  — ij  — fgaa?  — ij 


g-a'fl?— ja'fl?'+  as, 


-1 

1    s 

3 

4 

a'. 

X 

- 

6a»- 8 

0» 

A 

6o«-8 

► 

R-«*r 

•6a» 
a» 

+  8 

Aufgabe  26.  Man  soll  eine  vorgeschriebene  Zahl  in  drei  andere 
Zahlen  von  der  Beschaffenheit  theilen,  dass  das  Product  ans  allen  dreien 
eine  Cnbikzahl  wird,  welche  die  Summe  der  Unterschiede  zwischen  je  zweien 
zu  ihrer  Wurzel  hat 

4  +  5  +  C=a,  ilBC  =  y»,  (il-£)  +  (B-C)  +  (4-rC)  =  2(4-C)=y. 

Sei  -4^C=8»»V,  so  ist  2(Ä  —  C)==2fnx,  also  il-C=ma?. 

Sei        4  =  (m  +  n)a?,     C=nÄ,    4C=sf»(w  +  «)a:*, 

also  _.  Sin' 

n(in  +  n) 

Nun  soll  Ä  +  B  +  C=  a  sein,  das  heisst 

h  +  ^  +  ^  +  ^K^J^^*' 

also  an{m  +  n)  ^ 


8»»3  +  »»««  +  3iwn«  +  2w8 

Um  aber  die  Annahme  2{Ä^C)=^2fnx  zu  rechtfertigen,  ist  erforder- 
lich, dass  B  <^Ä  und  ^  (7  sei,  was  in  jedem  Zahlenbeispiele  sich  leicht 
herstellen  ISsst. 

Diophant  schlägt  folgenden  eigenthümlichen  Weg  ein.     Es  soll  also 

— — 1 — r  ^  sein;    die   erste   Bedingung  übergeht  er,   und   berück- 

n(in  +  «)>w 

sichtigt  nur  (auf  ^nern  unnützen  Umwege)  die  zweite  ■         — r  7>  n  oder 

8m^>  n*  +  mn*. 
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/        1     \'  11 

Nun  ist  (  n  +  «  w  j   ss  n^  +  mn*  +  ö"  *^*  **  ^"  97  ****'   *^®^   ^*  ^^^^ 

fn+  ^  wj  >  «'  +  mw*;   da  nun  sowohl  8m'  als  f  n+  ^m  j  grösser   als 

(1     \s  1  5 

«  +  ö»wj  ,  also  2m  =11  +  0*»,  n  =  ^m. 

Aufgabe  27.  Man  soll  swei  Zahlen  yon  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Prodnct  ein  Cubus  wird,  wenn  man  jedwede  der  beiden  Zahlen 
dazu  addiri 

Sei  4  =  n»«,    B««>— 1,    ÄB^ffia^^n^x, 

4B  +  B  =  fi«aj»  +  a;«-n8ic-l  =  (naj-l)»,  also  a?==  ftf% 

o#*'  +  1 

^^^  Ä  =  x,    B  =  m»ic«-1,    ^-B  =  m»«»-a?, 

AB  +  B=»m^af^  +  m^x^  - «  -1  =  (m»-l)»,  also  «       3m+  1 


m8  +  3m* 

Aufgabe  28.  Man  soll  zwei  Zahlen  yon  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Cubus  wird,  wenn  man  jedwede  der  beiden  Zahlen 
davon  abzieht. 

Sei  A  =  x,    5=:w»ir«+l,     -4B  =  nV  +  aj, 

AB  —  B s=  n^x^  —  n"«*  +  a?— l  =  (na;—  1)',  also  x  = 


SU«-«» 


5  27 

Für w  =  2  wird  A  =  x=jy    J5  =  -^- 


Nach  Diophant  sei 

4  =  m»a?  +  l,    B  =  a;«,     AB^m^ar^  +  x^, 

-4B  — -4  =  m'a5'  +  «"  — m*«  -  1  — (mof  — 1)*,  also  a?  — ö— rr-r* 

^  önir+ 1 

(In  der  Auflösung  Diophant's  wird  behauptet,   8ar^  +  8a^  — «■  — 1 

könne  kein  Cubus  sein,  dagegen  richtet  sich  folgende  Randglosse  Nessel- 

mann'a.)  ^  ^^^ 

8  599 

Es  ist  nieht  unmöglich.    Man  setze  die  Wurzel  ^x^l^no  wird  x s=  ^qni 

1  1727 

femer  fttr  die  Wurzel  =  2«—  -rg,  wird  «s=  iö^tKö' 

Im  ersten  Falle  ist  ^^^^  o        .  .^  • 

im  zweiten  Falle  /  577  \ » 

Aufgabe  29.  Man  soll  zwei  Zahlen  yon  der  Beschaffenheit  suchen, 
daas  ihr  Product  ein  Cubus  wird,  mag  man  die  Summe  der  Zahlen  dazu 
addiren  oder  davon  abziehen. 
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ÄB  +  A  +  B^m^, 
ÄB''{Ä  +  B)  =  n\ 

AB^"!^. 

also 


Ä-B  =  j/^^^^^-^2(n^+^ 

Sei  m  =  a?+jp,    n^x—pj 

fn^^(x?  +  3jpiC«  +  3p^x  +p», 
n»  =  ««  -  3p««  +  3i^«a?  - 1^, 
w»  -  n»  =  6paj«  +  2i?», 
tn^  +  n'  =  2«^  +  6jj*a?, 
(m»  -  n»)«  -  8  (m«  +  n»)  =  SGp^x^  -  I6ar»  +  24i)*ä« -  48p^x  +  4^, 

Um  diesen  Ausdruck  zum  Quadrat  zu  machen,  setzt  Diophant  denselben 

=  (Sj»««--« +  i>»y=  9p»«* -36«» +(6p*  +  ?f)«»  -  12p«x +1)« 

(siehe  die  Geschichte  der  Algebra,  S.  345), 

80  bleibt 

A     >R  *        aß     .  M+36  9 

-4«  +  6i>*  =  -36«+ — p .    «  =  §p. 

daher  9  +  8i>»  9-8i>» 

**  ==      8p«     '     *""    8p«    ' 

oder,   wenn  man  fOr  p  den  Bruch  -  snbstitairt 

9g»+8p»  99»- 8p» 

•"-      8p«9     •   **=     8p«9     ■ 

Wenn  diese  Werthe  für  m  und  n  oben  eingesetzt  werden,  so  wird  der 
Ausdruck  ftlr  Ä^B  rational,  und  es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  die 
Werthe  von  A  und  B  aus  Ä  +  B  und  Ä^  B  zu  bestimmen.  Bei  Dio- 
phant ist  j7  =  g  =  1.     Setzt  man  p  ==  1 ,  g  »  2,  so  wird 

m  =  6,   n  =  4,   ÄB+  A  +  B=^  125,   AB-A-B^Gi, 

.  .  T      61     .«      189    ,,      ^,,     2209     ,      «     47     ^      „    ^     7 
J  +  I^  =  -2iiiB=-2-,  (ii-B)«  =  -j-,  il-B  =  -g-.  ^  =  2i,  B  =  -^ 

A  u  f  g  ab  e  30.  Dieselbe  Aufgabe  sehr  einfach  gelöst  (aber  nicht  allgemein). 
Sei  -4  =  a?,    £  =  ««  —  «,    so  ist  -ä  +  ^  =  a?*,   AB  +  A  +  B  =  t\ 

AB-A-B  =  a?~2x*^t^,  al804  =  «  =  -3^.  B  =  W+jf'. 

9*  js-p»  (3*— p»)» 
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Aufgabe  31.  Man  soll  vier  Quadratzahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  die  Summe  der  Zahlen  und  die  Summe  ihrer  Wurzeln  zu- 
sammen genommen  eine  vorgeBchriebene  Zahl  gebe. 

Sind  die  vier  Zahlen  w^  x,  y^  z, 

so  ist  w^+w  +  a^  +  x  +  y^  +  y  +  z*  +  g  =  a,  also 

demnach  ist  a  +  1  in  vier  Quadrate  zu  zerlegen  und  von  der  Wurzel  eines 
jeden  5  abzuziehen ,  so  hat  man  die  gesuchten  Zahlen. 

Aufgabe  33  und  34.     Man  soll   die  Zahl  1   in  zwei  Stücke  theilen, 

zu  jedem  Stück  eine  gegebene  Zahl  addiren  und  das  Product  beider  soll 

ein  Quadrat  sein. 

Ä  +  B==l,     {Ä  +  a){B  +  l)=^p\ 

A=sx—a^    A  +  a  =  x^ 

B^a+l-x,    J5  +  6«a  +  6  +  l-a?, 

(il  +  a)(i?  +  6)=(a  +  6  +  l)»-a?«  =  f»V, 

a  +  h+l 
Xss — : — . 

m«+l 
Aber  x  muss  >  a  und  kleiner  als  a  + 1  sein. 

a  +  b  +  l>  am^  +  a^ 


m'  <  1 


a 
a  +  h  +  l<{a  +  l)m^  +  a  +  l, 

b 


m« 


Dann  wird: 


a+1 


■         6  +  1 -am«  .  ,  a  +  h  +  \ 

mr+l  m*+l 

Setzen  wir  [in  der  Diophant 'sehen  Lösung]  in  Nr.  33: 


so  wird 


x  = 


-|  +  //|+18(»« 

+  J) 

»»«  +  1 

-|  +  //4+18m« 

in«+l 
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81 

•j  +  18m«  oder  81  +  72w«  =  (g  +i)w)«  gesetzt  giebt: 

ISp 
•^^72=p' 

Bei  Diophant  ist  p  =?  8  gesetzt. 

Aufgabe  35.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  drei  Zahlen  von  der 
Beschaffenheit  theilen,  dass  das  Prodaot  der  ersten  nnd  zweiten  ein  Quadrat 
wird,  man  mag  die  dritte  Zähl  davon  abziehen  oder  hinzu  addiren. 

Ä  +  B  +  C^a,    4B  +  <7«mV    ÄB^O=^nK 
Sei  C«^»,  -ä^'Pi  80  ist  A  +  C^p+^Xy  also  £«*=«  — p  —  a:, 

-4JB  +  C=3p(a  — p)— /?a?  +  ajs=p(a— p)  — (p  — 1)«, 

AB^G  =3  p(a--p)— p»  — «=s=p(a— p)  — (p  +  1)«- 
Beide  Ausdrücke  sollen  Quadrate  werden;    daher  müssen  p — 1   und 
p  + 1  sich  wie  zwei  Quadrate  zu  einander  verhalten ,  also 

(P-1):(P  +  1)  =  ?»:H. 
also  i^  +  ^ 

^      r*  —  3* 
dann  ist  2^ 

darauf  lässt  sich  die  doppelte  Gleichung  in  bekannter  Weise  auflösen;  es 
wird  nSmlich:  2g^ 

2r* 

p(a-p)r«-^;j— ^a;  =  m|«, 

,        ,  ,      2g« r«  g 

p(a-p)tf«-^^ä-3y,aj«=V- 

Die  Differenz  beider  Gleichungen 

p  (a  -p)r« -  p  (a-p)  g«  =  »»i»-  fii«, 

zerlegt  man  in  beliebige  zwei  Factoren ,  setzt  den  einen  =  f»!  +  n^ ,  den 
anderen  =  9»|  —  n^  so  ist  die  halbe  Summe  dieser  Factoren  s=  m^ ,  die  halbe 
Differenz  »  n^,  und  die  Auflösung  beider  Gleichungen  rationaL  Es  ist 
nur  darauf  zu  achten,  dass  «H«  <p(a  — p)t^,  w,«<p(a— p)g*  werde. 

Aufgabe  36.     Man   soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  wenn  die  eine  von  der  anderen  denselben  aliquoten  Theil,    oder  die- 
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selben  aüqaoten  Theile  erhftit,  die  Samme  zu  dem  Beste  in  beiden  Fällen 
ein  Yorgeachriebenea  Verhftltniss  habe.  ^ 


Die  Frage  ist  nach  den  Werthen  von  —^  Äy  B. 

B.^(,_,E_=). 

Das  Product  beider  giebt: 
l-P?  =  (p-l)(?-l)^-|p(?  +  l)+«(p  +  l))^ 


»I*  .«.  .  vW 


also 


2pq 

m 


m      ^25  I  _  ■■«_■■  I  • ' " ~ 

«  P2+P  +  2+1 


^2pg+p  +  q±{p  +  q  +  2) 
2ipg  +  p  +  g  +  l) 

Das  obere  Zeichen  (+)  giebt  —  sl|  was  nicht  zalttssig  ist,  dagegen 

II 

das  untere  Zeichen  (»)  giebt: 

m  _         2pq—2         _       j?g— 1 
n"'2(pff+p  +  (z  +  l)""(p  +  l)(g  +  l)* 

Darans  folgt  das  Verh&ltniss  von  Ä  und  B^  n&mlich: 

Ä:B^{p+l):{q+l). 

Aufgabe  37.  Man  soll  in  unbestimmten  Ausdrücken  zwei  Zahlen 
von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  ihr  Product  und  die  Summe  beider 
Zahlen  zusammen  genommen  eine  vorgeschriebene  Zahl  gebe. 

Allgemein  sind  die  Zahlen  x  und  — r^i  denn 

x  +  l 

xy  +  x  +  y^a  giebt  y  =  — ^* 

X  "T  l 
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Aufgabe  38.     Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  sncben, 

dass   die  Producte  von  j^  zweien ,  wenn  noch  die  Summe  der  beiden  Zahlen 

dazu  Icommt ,  vorgeschriebene  Zahlen  gleich  werden.    Die  gegebenen  Zahlen 

müssen  aber  um  1  verkleinerte  Quadratzahlen  sein. 

Setzt  man  nämlich: 

fljy  +  Ä  +  y  =  a, 

X0  +  X  +  0  =^  h, 
so  wird 

X 


_     ,  ■  ,/(a+l)(6+l)       ^^_  jAa +  !){€  + 


1) 


z 


-       1     ,    -y/(&+l)(c  +  l) 


Diese  Ausdrücke   werden    durch  Diophant's  Determination  rational: 
dieselbe  ist  aber  zu  enge. 

Aufgabe  42.     Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  Sachen, 

dass  das  Product  von  je  zweien  zu  der  Summe  derselben  ein  vorgeschriebenes 

Verhältniss  habe. 

2fnnp 


Setzt  man 

xy^m{x  +  y) 
ye-n  (y  +  e) 
xz  =p  {e  +  x) 


X=z 


so  werden  die  drei  Zahlen  <   y  = 


e  = 


Allgemein. 

xy  :  {x+y)  =  in  :« 

xz  i{x  +  e)=^p  \  q 

giebt 

ye:(y  +  e)  =  r:t 

a?  = 


y  = 


pn  +  m{n  —  p) 

2fnnp 
/?m+n(/>  — I») 

2mnp 

2mpr     • 

— I 

mqr+npr-m^i 

2mpr 

npr  +  mpt-mqr 

2fnpr 


z  =  —    , 

mqr  +  mpt-npr 

Aufgabe  43.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  sachec, 
dass  das  Product  von  je  zweien  zu  der  Summe  aller  drei  Zahlen  ein  vor- 
geschriebenes  Verhältniss  habe. 

1)  xy  :{x  +  y  +  e)  =  m:  n, 

2)  xz  :  (x  +  y  +  z)=  p  :  q, 

3)  yz:{x  +  y  +  e)  =^  r  :t 

Da  das  zweite  Glied  der  Proportion  constant  ist,  so  folgt: 

X  :  y  =  pt  i  qr^ 

X  i  z  =smt :  »f, 
also : 
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Dieser  Werth  für  x  +  y  +  z  in  Gleichung  1)  und  2)  eingesetzt,  giebt: 

mpt  +  mgr  +  npr  mpt  +  mgr  +  npr 

npt  mgt 

und  folglich  mpt  +  mgr  +  npr 

ngr 

Aufgabe  45.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  der  Unterschied  der  grössten  und  mittelsten  zu  dem  Unterschiede  der 
mittelsten  und  kleinsten  ein  vorgeschriebenes  YerhSltniss  habe,  ausserdem 
aber  die  Summe  voti  je  zweien  eine  Quadratzahl  sei. 

Ä  +  B,  Ä  +  C  Quadrate  A- J?  =  «(J5- C). 

Es  sei       B  +  C=4m\   B=^2m^  +  x,    C^2m^-x,    B^C  =  2x, 

^^^  il-J5  =  2wa?,    Ä  =  2m^  +  {2n  +  ])x. 

Nun  soll  noch  sein:  • 

Ä+B^2m^  +  2{n+l)x^p\ 

u4  +  0  =  4m»  +  2na;  =  g^ 

p2^gi:=2x. 

X  X 

Zerlegt  man  hier  2a;  in  4m -^r—»  so  wird  g  =  2m  ^  -z — >    und    man 

^m  4:991 

findet  fl?  =  16  (2  n  + 1)  in^  wodurch  O  =  2m*  -  a?  negativ  wird.   Zerlege  daher 
p*  — g«  =  2a?  ganz  allgemein  in  2ra?»->   so  wird  g  =  ra?  — g-»  daher 

Ä  +  C=Am^  +  2nx^f^x^-x+-^^^ 

rV-.(2n  +  l)a?  =  4m«-;^, 


r«a?  =  «  +  g  +  /n«  +  n  +  4wV. 


Man  setzte  n^  +  n  +  4m*f*  =  (2mr  —  Äf)^  so  wird  r  = j — '  > 

^  m  fc 

{fe^-n(n+l)}*    _  A;»  +  2Ä;n  +  X;  +  n(n  +  l) 
16  »»*Ä^        ^""  2ä;  ' 

*^^^  ^  8in«fe[fe«  +  (2n  +  l)A;  +  w(n  +  l)] 

*  [Ä«-n(w  +  l)]* 

Damit  nun  C  =  2m*--«  positiv  werde,  muss  x  <  2m*,  also 

4Jc[Jc^  +  (2n  +  l)h  +  n(n  +  l)] 

[Ä;*-w(«+l)]»  "^ 

werden ,  was  bei  einem  in  Zahlen  gegebenen  n  sich  leicht  bestimmen  lässt. 
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Bei  Diophant  ist  «1  =  3,  also  haben  wir  die  Bedingung: 

ö<^«'  ;fc«- 4ifc8_  52;fc«.  48Ä+  144  >  0, 

Sachen  wir  hier  die  Grenzen  der  positiven  und  negativen  Warzeb}  go 
finden  wir,  dass  Je  entweder  <  2  oder  >  9  zu  nehmen  ist,  denn  von  +i 
bis  +  9  wird  das  Besultat  der  Gleichung  negativ ,  dagegen  von  —  oo  bis 
+  1    und  von  +  10  ^is  +^  positiv.     Setzen  wir  %  =  1,    so  erhalten  wir: 

_  8w«(l  +  7  +  12)_  160m« 
^^        (1-12)«        ""     121    ' 

Da  m*  beliebig  ist,  setzen  wir  m'e=:121,  adso  ä;=160,  das  ergiebt 

die  drei  Zahlen:         ^^^gga,    ^  =  402,     C=82, 
und  es  ist: 

Ji-5=960,  -4  +  J?=1764  =  42», 

J?-C=320,  il+C=1444=38^ 

4-^=-.3(J5-(7).      B+C:=    484  =  22«. 

Aufgabe  46.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass 
der  unterschied  zwischen  dem  Quadrat  der  grössten  und  dem  Quadrat  der 
mittelsten  zu  dem  Unterschiede  zwischen  der  mittelsten  und  der  kleinsten 
Zahl  ein  vorgeschriebenes  Yerhältniss  habe,  ausserdem  aber  die  SiuDDe 
von  je  zweien  ein  Quadrat  sei. 

j4  +  B,     A+C,    J5  +  CQuadrate  ^-B«  =  ii(jB-C). 
^®^  A  +  B=^fn^x^,    ^  =  |m«ir«+l?,    -B  =  im«««-i>, 


also 


Sei 


Nun  ist 


^  +  C  =  ^fii»Ä«,  wo  r«>  q\  <2q\ 

fr 

ß-C  =(l-Om»«», 


also 


2p  =  »(l-$) 


m*x\ 
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Demnach  bilden  wir  jetzt: 

<'=(S-ä)"--H'-$)^ 

es  ist  noch  übrig,  dass  auch  B  +  C  Quadrat  sei,  also 


also 


ir  r 


X  =z    = ±-L» 

r 

Buch  V. 

Aufgabe  1.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  welche  eine  geometrische 
Reihe  bilden^  und  ausserdem  so  beschaffen  sind,  dass  jede  von  ihnen  ein 
Quadrat  wird,  wenn  man  eine  vorgeschriebene  Zahl  davon  abzieht. 

Die  Zahlen  seien  ^,  Ax^  As?,  Diophant  nimmt  A  quadratisch  an» 
und  setzt:  ,    «. 

^J  SS    — — ^— ^^^— ~— —  • 

Nun  soll  noch  sein 

Ax  —  a  =  — 5 — 5—5 —  x—  a=  vry 

4m*n* 


r«  —  «*  =  — 3 — „  ^     is?  —  x\ 


4n»*w^ 


Sei 


2win  Ätn«  Jimn  4mn 

4w*w*  16w*n* 

(m«a +  n«)«+ 16  w«««a 

a?  = • 

14* 
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Demnach  sind  die  drei  Zahlen 

^~     4m»fi»     ' 

>^_  ^_  [(m»a  +  n»)»  +  16m'n«a|* 

64m««*(m«a  +  »»)» 

An f gäbe  2.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  welche  eine  c^eometriscii: 
Reihe  bilden,  nnd  ausserdem  so  beschaffen  sind,  dass  jede  von  ihnen  eii 
Quadrat  wird,  wenn  man  eine  vorgeschriebene  Zahl  dasn  addirt. 

Die  Zahlen  seien  A^  Ax,  At?,  Diophant  nimmt  wieder  A  qu- 
dratisch  an.  (m*a-wy 

^"      4m»n»     ' 

4m*n* 

g'-p*°^"*'/7fV-»). 

4in*fi* 

daher  (w»a-n«)«  _(m«o-fty 

4m«fi»      «  +  «-     lem«!!«    ' 

_  {ytfa  -  ny  ~  16w»n«a 
^^  4(m«a-fiV 

Demnach  sind  die  Zahlen: 

^     (m^a -fi^      „       .         (i»i«a-n«)-16«i«n»a 


4m*«*  16iH*ii* 

^_  ,  ,_[(m*a- nV^  16 m'itV 
^  -  ^a^  -       64m*n*(m»o  —  ««)* 

In  Aufgabe  3  behauptet  Diophant:  Wenn  man  zwei  Zahlen  b.* 
und  nicht  nnr  jede  dieser  Zahlen  für  sich,  sondern  anch  das  Prodnct  beii:' 
ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  nämliche  yorgeschriebene  Zahl  biiL.' 
addirt,  so  sind  sie  Yon  swei  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Qaadn:=: 
entstanden« 

Dieses  Porisma  beweist  Nesselmann  folgendermaassen: 

*^°a;y  +  a=i)»  =  m*«»-am*-an*  +  a*  +  a  =  m*n*-a(m*  +  n«-l)+3= 
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Dieser  Ausdruck,  gleich  (m«  —  a)'  =  wfr?  —  2mna  +  abgesetzt,  giebt 
m'  +  n*— l=:29ni»,  also  m^nssl,  wie  das  Porisma  sagt.    Es  ist  dem- 


nach zu  setzen 


Ä  +  a  =»  w^ 


so  ist 


iry  +  a=^«(m+l)«-2am(m+l)+a«=[m(m  +  l)^ap. 

Aufgabe  7  und  8.  7.  Lehnsatz  für  die  folgende  Aufgabe.  Man  soll 
zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  ihr  Prodnct  ein  Quadrat 
wird,  wenn  man  die  Summe  ihrer  Quadrate  dazu  addirt. 

8.  Man  soll  drei  rechtwinklige  Dreiecke  suchen,  deren  Flächen  ein- 
ander gleich  sind. 

a;«  +  y*  +  a?y5=m*, 


7) 


Q   '  P 

a:  =  2.(ffi  —  oj)  —  -(w  +  x)y 


g»-p« 


p«  +  2i)g 


m, 


m. 


oder,  wenn  wir  setzen: 

wird 
y^p^+2pq. 


^    g'  +  p'+pg. 

8.  Diophant  bildet  nun  drei  Dreiecke  aus  den  Zahlen  (in 7)  munda?^ 
m  und  y^  m  und  x  +  y^  das  ist  aus 

q^+P*+PQ^    Ü^-P\ 
a^+P^+PQy    P*  +  2pö', 

Die  Dreiecke  sind: 

1)  2q*  +  2pq»  +  p*g^  +  2p»q  +  2p\ 

2pq*  +  bp*g'  +  2p'q, 
2q*  +  2pq^  —  2p»  jf  -2p*; 

2)  ?*  +  2p ?» +  7p«?»  +  6p»g  +  2p*, 

9*  +  2p5»-p«j«-2p»y, 
4p?»  +  6p»  g«  +  6p»«  +  2p^; 

3)  23*  +  6p2»  +  7p»2«  +  6j>3» +p*, 

2pa»+p«a»-2i,»3-p*, 
2q*  +  6jp2»  +  6i)»a«  +  4p»2. 


182 


Historisch  -  literarische  Abtheilang. 


Dass  die  drei  Dreiecke  gleichen  Inhalt  haben,  geht  daraas  hervor,  dass 
je  zwei  Kathetenpaare  aus   denselben  Factoren  bestehen«     Es  ist  n&mlicb: 

in  1)  2p^  +  öp'q^  +  2p^q=^p.q,(q  +  2p){2q+p), 

2q'  +  2p^^2p'q-2p'  =  2.{q  +  p){q^p){^+pq+p^', 

in  2)         q^  +  2pq'-^p'q^--2p^q  =  q.{q^p)(q+p){q+2p), 

4p^  +  6p\*  +  6p^q  +  2p^  =  2.p.(2q+p){q^+pq+p')', 

in  3)  2p9'  +  PV-2;>»^-p*  =  p.(^-.p)(?+p)(2g+p). 

2q^  +  6pq^  +  6p^g^  +  4p^g=^2.q.{q  +  2p){q*  +  pg  +  (l'). 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also  in  allen  drei  Fällen 

P'q'{a+p){a-P){Q  +  2p){2q  +  p){q^+pq  +  p^). 

Aufgabe  12.  Man  soll  die  Zahl  1  in  zwei  Stttcke  theilen,  za  jedem 
Stfick  dieselbe  vorgeschriebene  Zahl  addiren,  und  diese  Smnmen  sollen 
Quadrate  werden.  Diese  vorgeschriebene  Zahl  darf  aber  weder  tingeiaiie 
sein,  noch  das  Doppelte  dieser  Zahl,  wenn  man  1  dazu  addirt,  yon  einer 
Primzahl  gemessen  werden. 

Zu  der  Determination  giebt  Nesselmann  folgende  Bemerkung: 

Denn  wenn  die  gegebene  Zahl  a  ungerade  ist,  wird  2a  +  l  =  ^P'l'^' 
kann  also  niemals  die  Summe  von  zwei  Quadraten  sein.  Ist  dagegen  0 
gerade,  so  ist  2a  +  l=4p  +  l,  welches,  wenn  es  Primzahl  ist  (und  dann 
immer)  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann«  Die  Determination  ist  msoferc 
zu  enge,  als  4p+  1>  &nch  wenn  es  das  Product  von  Prim factoren  derselben 
Form  ist,  Summe  zweier  Quadrate  ist.     Z.  B.:  65  =  5.  13,  85  =  5.17. 

Als  Lösung  giebt  Nesselmann: 

u4  +  J5  =  l;    A  +  a=^fn\ 

2a  +  l  =in«  +  n*. 
Es  sei  bekannt  2a  +  1  =  c'  +  ^  ^^^  c<.d.     Man  setze 


also 


m  =  c  +  Xj 
n  =px'—  rf, 
m^=^(?+2cx  +  x\ 
n^  =  €p-2dpx+p*a^, 

2dp-2e 


a;  = 


m  = 


n  = 


ep*  +  2dp  —  c 
d^-2cp-d 


Wenn  man .  nun  m  und  n  be- 
rechnet hat;  so  ist 

Nun  soll 


also 


folglich 


sein. 


<a  +  l, 


m 


>Vä 
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1)    2dp-2e 


>-c  +  Vi, 


2dp-2e>(-c+ya)p*-e  +  yä 
(-  c+VZ)p'  -2dp<-(c  +  V^) 

P<- 


-e+Vä 
d  +  Vä+1 

-e  +  Vä 
Bei  Diophant  ist 


< 


2)  2dp-2e  .1/— TT 

2dp-2c<  {-c+y^+l)p*-e+yiHl, 

(■•c+y^i)p^-2dp>-{c+v^ryi). 


p> 


d+Vd'  +  i^-ia  +  l) 

-e+y^TT 
d+n 


—  c  +  J/o  +  l 


also 


a  =  6,    c  =  2,    d=3, 
3+K7 


P< 


P> 


-2+F6 

3+yE 


p  <  12,5603, 
P>   8,4390. 


-2+1/7 

Aufgabe  13.  Man  soll  die  Zahl  1  in  zwei  Stücke  theilen,  und  zn 
jedem  Stacke  eine  andere,  aber  vorgeschriebene,  Zahl  addiren,  und  beide 
Summen  sollen  dadurch  Quadrate  werden. 


sei  «  +  6  + 1  =  c«  +  tP(c  <  d). 
Man  setze 

n  =px  —  d, 

rfi  =  d^-2dpx+t^a^, 
2dp~2c 


0  +  6  +  1=».«  +  »«, 


n' 


so  ist 


x  = 


tn  = 


p'+i 

cp*  +  2dp—e 
J>*  +  1       ' 
dp*  —  2ep—d 


t>t  =  c-\-  X 


<6  +  l, 


l) 


i>«  +  l 

Wenn  jnan  nun  m  und  n  be- 
rechnet hat,  so  ist 


Nun  soll 


m 


2 


>o 


<a+l 
sein,  dann  wird  auch 


P< 


<yä+i, 
>-c+ya 
"^-c+y^r+T' 

2dp-2c^  .  .  ,^ 

\p«+l  >^+^. 

rf+£c[+d^^ 

-c  +  F^ 
d  +  yb+1 


-c+ya 
2)2dp-2c^        ^j^-— 

d  +  y&'  +  d'-la  +  l) 


P> 


> 


-e+yä+l 

d+yj 
-e+y^+i' 
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Aufgabe  14.  Man  soll  die  Zahl  1  in  drei  Sifieke  thdlen,  sa  jedem 
Stück  dieselbe  yoigeschriebene  Zahl  addiien,  und  alle  drsl-StQeke  sollen 
dadurch  Quadrate  werden. 

Andere  Anflösung.    Zerlege  10  in  drei  Quadrate ,  Ton  denen  eines 

bereits  in  den  geforderten  Grenzen  zwischen  3  nnd4liegt,  was  sieb  immer 

81       144  81 

bewerkstelligen  iSsst,  s.  B.  1  +  ö^  +  "ö^*  ^^  oE    unmittelbar  anwendk 

144 
ist.     Sodann  zerlege  den  Best  1  +  -^  in  zwei  andere  Quadrate,  die  beiiie 

>  3  sind,  so  ist  die  Angabe  gelOst.     Sei  z.  B.: 

«  =-g-  — X,    P  =  ff«  — 1, 


so  folgt 


144      24 

^  10g +  24 

'""   5(2«  +  l)  ' 

12g«-10g-12  5^+24g~5. 

fi  = ,..-,. >   p  =  — , 


5(«*  +  l)       '  '"'     5(s»+l) 
■*  sowohl  als  />*  sollen  grOsser  sein  ab  3,   also  n  und  p>Vi 

12g'-10y  +  12  ^t^,.,^  .^  5+F94  ^  ^  ^^ 
—^^^,^^-jj— >  K3  folgt  g  >  j-^-^  >  4.40. 


ans 


aus 


Sfa^  +  l)        >  ^  folgt  g  <  ^^^^.^  <  5.92. 


81 


Setzt  man  nun  2  =  5,  and  bedenkt,  dass  das  ente  Quadrat  ^-' 
angenommen  war,  so  sind  die  Wnrzeln  der  drei  Quadrate 


9      117 
"•  =  §=65 

13689 
"^~  4225 

1014      6 
4SB5~25 

119 
•=65 

.       14161 
4225 

_      1486 
^  =  4225 

24      120 
''=13=65           1 

,      14400 
'*  ~  4225 

1725      69 

4225~l6a 

Dass   die  Anflösong  aof  diesem  W^^e  immer  mOglich  ist,  ist  kisr- 
Gesetzt,  wir  hStten  die  Zerl^nng  Ton  Zahlen 

Tor   uns,    so   liegt   keines   dieser  drei   Quadrate   innerhalb   der  Terlangte: 

(36  \*  /15\*      /36  V 

jo)  oder  (yöj  +(io)  '"' 

die  Summe  zweier  anderer  Quadrate ,   deren   eines  >*  3  aber   -<  4  ist,  > 
wird   die  Summe   des   zweiten  Quadrates   dieser  Theilnng   nad   des  dhtie: 
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Quadrates  der  ursprünglichen  Theilang  zwischen  den  Grenzen  6  und  7 
liegen,  daher  wird  diese  Summe  sich  allemal  in  zwei  Quadrate  zerlegen 
lassen,  deren  jedes  ebenfalls  >  3  ist. 

Aufgabe  15.  Man  soll  die  Zahl  1  in  drei  Stücke  theilen,  zu  jedem 
Stücke  eine  andere,  aber  vorgeschriebene  Zahl  addiren,  und  jedes  der  drei 
Stücke  dadurch  zu  einem  Quadrate  machen. 

A+  P  +  C=l,  irf  +  2  =  m«,  B  +  3  =  n\  C  +  4  =  p»,  10  =  m8  +  n«  +  p«. 

Theile  zuerst  10  in  zwei  Quadrate,  deren  eines  grösser  als  2  und  kleiner 
als  3  ist;  sei 

m  =  1  +  X,  m, s=(ga5— 3);  m*=  1  +2a?  +  «*i  mj*  =  9  — 6ga?  +  q^x\ 

also  6^—2 

*  ^  — «  i'i  * 

'^^   q'+i   <n' 

Es  findet  sich  y~ 

.  >  '^  >  W 

Sei  j«=  9,  80  wird 


m  ^ 


67        ,      4489         -       12321      /111\»     /36\»  .  /lOöV 

41'  '"=1681'  "^  =  lesr  =  1 4rj  =  Iji j  + 1 irJ  • 


Sei  nun:  ^    i 

""il"*"^'  .  _,  210r-72 

so  wird  jf  = 


105  '       41  (r«  + 1) 

also  _36f«  +  210r-36  >  VS 

"  4i(r«  +  l)        <    2' 

(weil  N*  zwischen  3  und  4  liegen  soll);  es  ergiebt  sich 

^  105+2^7278  ^  ,  .„ 

41^3-36 


r  >  '^  +r™  >  3,25. 
46 

Sei  r  —  5,  so  wird  gf^e 

"  =  533' 

915849 
284089' 

1166400 


R*s= 


P*ä=»»j*  — «*  = 


m'  = 


284089 

4489  _  758641 
1681   284089 
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Zieht  man  nun  von  m'  2,  von  rfi  3^  von  p'  4  ab,  so  erhält  man  die 

Theile  der  Einheit: 

190463 

284089' 

163582 
284089' 

30044 
284089' 

Aufgabe  33.  Zweierlei  Wein,  acht  Drachmen  das  Maass,  und 
schlechteren  zu  fünf  nur,  mischte  der  gütige  Herr  seinen  Bedienten  sum 
Fest.  Was  er  als  Preis  für  Beides  bezahlt^  ist  eine  Quadratzahl.  Setzt 
Du  zu  dem  Quadrat  aber  noch  sechzig  hinzu,  siehe,  so  hast  Da  ein  zweites 
Quadrat;  nun  merke,  die  Wurzel  zeigt  Dir^  wie  viel  Maass  Jener  im  Oanzen 
gekauft?  Und  nun  sage  mir  an,  wieviel  des  besseren  Weines  und  wieviel 
zu  fünf  wurde  zusammengemischt? 

1.  Die  Maasse  seien  x  und  ^,  so  ist 

8ir  +  5y  =  w^ 


a;  +  y  =  /m«+60, 


3a;  =  ni*-5^in2+60, 


3y  =  -»i*  +  8/m«  +  60, 


5p« -3  g« 
m  = 1 

( indem  man  m«  +  60  =  n*,  n-\-  ''^'=' •     n  —  m  =  —  setzt  Ii  dann  wird 

\  g  P  / 

25p*  -25p»  y  -  30p«g»  -  15p  g»  +  9g* 


X  = 


y  = 


3p*  9* 
-25p*+40p»g  +  30p«g«+24fig«-9g* 
~~  3p«g« 


Damit  x  und  y  positiv  werden,  mussm*  >  b}/m^  +  60  und  <  8  j/m*  +  6<^ 
werden.     Die  erste  Bedingung  giebt  ^  ^öy    50  +  10^265 ,   die   »weite 

m<4:j/2  +  /i9,  daraus  folgt  ^  >  1,794  und  <  2,280. 

2.  Anzahl   der  Maasse  x^  Preis  o?  ^  A,     Der  theuere   Preis  für  ein 
Maass  sei  a,  der  geringere  sei  &. 

9?  —  A<  aXy 

>  bx, 


a?  —  ax<A^    xKrza +  1/  -Tü^  +  Ay 


i«+//p 


ii?-hx>A,    x>^h+j/^l^  +  A. 
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Nun  soll  nf  —A  Quadrat  sein.    Sei  ic*  —  -^  =  («  —  n)*  =  «*  —  2  /« «  +  «*, 
80  ist  n^  j^  ^ 

* 2^- 

Nach  Obigem  ist 


2n 


\a^]/y 


"*"*"'^  <sa+^70*+^. 


>\l>-\rj/\v^  +  A, 


Bei  Diophant  ist  /4  =  60,  a  =  8.  b  =  5,  daher 
«n  4 +^  +  ^32  +  8^76, 

das  ist  „  <  22,8045, 

>  17,9300. 

Diophant  setzt  n  =  20,  so  gewinnt  er 

460      23 

Ist  nun  A  die  Anzahl  der  Maasse  zu  acht  Drachmen,  B  diejenige  der 
Maasse  zu  fünf  Drachmen,  so  haben  wir 

A4-Ä-23  _46 

8^  +  5^  =  ^-60     =289 


5-^  +  5» 


4  4 

230 
4 

8A  +  SB  =§!?: 

3.=  ^. 

32.=  ?. 

4 
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^  ^  />      138  Q  ^  .  R  D      867      289 

^  +  ^  =  12  8^  +  55  =  ^  =  -^. 

46      23  ,^                 240 

=  _  =  _  +60             =-^. 


8^  +  5fi+60  =  ^=(^)'-" 


3.  Der  Ansatz  auch  so:  ^  +  ^  sei  die  Anzahl  der  Maasse  der  beiden 

Sorten ,  so  ist  der  Preis  8  ^4  +  ö  ^  und  das  soll  ein  Quadrat  sein.     Eis  soll 

aber  auch  iÄArhB^^  ein  Qaadrat  sein,  und  zwar  {A  +  B^.     Sei  nnn 

^  +  ;B  =  a;,  so  ist  8-4  +  5 Ä  +  60  =  ä«, 

8^  +  5ß«aj«-6{) 
und  das  soll  Qaadrat  sein. 

Sei  es  =(re^f»)^    Danach  haben  wir  ftlr  A  and  B  die  Gleicbungen: 

A^-B^x, 
8^  +  55  =  »«- 60  =  («  -  n)«, 
5^  +  55  =  6«, 
8^  +  8^  =  8«, 

,      »«-5ir  +  60 

A  =s  ;: » 


5  = 


3 

-»«+8aj+60 


3 

Damit  Ä  and  B  positiv  werden,   mass 

aj«-5a;>60,    aj«-8a?<60 
sein,  also 


x>^+^j/m.  <4  +  ^. 


Nun  folgt  aber  aus  «*  —  60  =  («  —  n)*,    «  =  — g • 

<4+^76 

u.  s.  w« 
Beispiel  in  ganzen  Zahlen: 

Wein  za  13  Drachmen  and  za  9  Drachmen 

13^ +  95  ==»«-60, 

,     aj«-9aJ  +  60       „      -.a;2  + 13a;+60      a;>13,458,  n«  +  60 

4  4  «<  16,612,  2n 

also  n  >  24,46, 

<  47.92. 
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Sei  n  =  30,  so  ist  x  &=  16 
^=.13,    ß  =  3;    A  +  B^16,    13.^  +  95  =  196=14», 

13^ +  92? +  60  =  256  =  16«. 

Buch  VI. 

Aufgabe  1.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass  die  Hypotenuse  eine  Cubikzahl  wird,  wenn  man  jed- 
wede der  beiden  Katheten  davon  abzieht. 

Bilde  allgemein  das  Dreieck  aus  den  Zahlen  x  und  2m^^  also 

«*  +  4  m^    05»  —  4  m®,    4  m'a?, 

80  ist  eine  Bedingung  gelöst.    Die  andere  ist 

a;»  +  4m^—  4nfix  =  Cubns; 

es  ist  aber  =(«  — 2m')*,   also  rc  — 2m'=w',  x==2m^  +  n\     Demnach  ist 
das  Dreieck  zu  bilden  aus  den  Zahlen  2  m' +  n'  und  2  m'. 

Aufgabe  18.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass,  wenn  man  die  spitzen  Winkel  desselben  hftlftet,  die 
hälftende  Linie  sich  durch  eine  Bationalzahl  ausdrücken  iSsst. 

(Anmerkung  von  Nesselmann.)  Dagegen  kann  die  Linie,  welche  den 
rechten  Winkel  halbirt,  nie  rational  werden;  denn,  wenn  die  Katheten  a  und 
c  sind,  und  BF  den  Winkel  B  halbirt,  so  ist 


5F  = 


ac 


y^. 


Sei 


BD=={m*  +  n^x, 
AB  ^  2mnx^ 
AB=^  (m«  —  n^)x. 
Sei  femer  AC^(m^  -^ «*)p>  also  C />  =  (m*  —  n*) (p  —  «) ,  so  ist 

AD\  AB=xCDi  BC, 
^^  ^9*  (m«-n«):2mn  =  (m»-««)(j)-x):^(7, 

BC^2mn{p^x). 
Nun  soll  noch  sein  BC^=  AB^+  A  C*,  das  ist 

4m*«*p*  —  8m*«*p*a;  +  4m*w*a?*  =  4m*fi*a?*  +  (m*  —  yi*)p*, 

4m*n*  — (m*— «*) 

cetera  pateni 
Bei  Diophant  ist  m  =  2,  n  =  1,  p  =  1. 

Aufgabe   19.     In    derselben    wird    von  Diophant  verlangt:    Eine 
Cubikzahl  zu  suchen,  welche  um  zwei  grösser  ist  als  eine  Quadratzahl. 
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Bekannt  bt  (durch  Diophant's  Bechnnng); 

(3_a,)s_2  =  (n«-5)», 
25-27«+  9iB>-  «« =  n»»«-  lOnx  +  25, 
- 27  +  9« - s!»  =.  n'x-lOn. 


Seil0n  =  27,    «  =  tö'     ^""^^löo 


«  =  jQQ »     folglich 


/129y_         /_383  Y 


Anfgabe^O.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass  die  Summe  der  FlSche  und  der  Hypotenuse  eine  Cnbik- 
zahl,  der  Umfang  desselben  aber  eine  Quadratzahl  wird. 

Wenn  man  ein  Dreieck  bildet  aus  den  Zahlen  m  und 5 m,  wo 


>8 


<2p« 


>P* 


ist,  so  ist  der  Umfang  eine  Quadratzahl.    Man  kann  auch  setzen 


2 


m«  =  q\ 

n*  =  g*  —  4tp*q^  +  Ap* 

m8  +  n«=     22*-4p2g«  +  4p* 
m*  — «•=  +4p*^*  — 4p* 


Es  ist  auch 

166709671 
22900304 


/  66113  Y     o  -  /'i® 

vsoeöe/"^       \2i 


)■ 


Summe  =    4p*  ^^ 

Zu  Buch  IV,  Aufgabe  9.    Im  Allgemeinen  sind  zwei  Zahlen,  deren 
Cubi  um  eine  Quadratzahl  verschieden  sind,  folgende  beiden: 


2m2(6+l) 


2m«  (6-1) 


3&*+l        ^         36^+1 
und  wenn  auch  x  —  y  ein  Quadrat  sein  soll 
2m\Sq^-p^)(2pq  +  3q^-p^) 


X=s, 


2m«(3g«~p«)(2i?g-~3g»+p^ 


(3(Z*+i>*)' 
für  0?  — y=l  ist  m*  — 2mn  3n*— 2^« 

Zu  Buch  IV,  Aufgabe  44.    Wenn  die  drei  Zahlen  a?,  y,  jbf  sind,  und 
A  eine  dreieckige  Zahl  bedeutet,  so  ist  allgemein 


2mA 


X  = 


A  +  c^  +  m^ 


y  = 


(^   +   C8  _  y^»)8 


0  =■ 


2m(? 


A  +  cr^  +  tn^ 


Ihre  Summe 


^  +  c^  +  w» 
2^^ 


=  S,  also 
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x8  =i  A  =  ^(^  "1"^) ,  (?  und  in  können  jede 

^  ganze  und  gebrochene  Zahl 

„ (i4  +  c*  —  »**)*  bedeuten.  In  Diophant's 

4  t»*          '  Beispiel  ist  c=2, 

^5  =:  c*.  ^  =  153  =  17A,  m  =  1. 

Zu  Buch  Y,  Aufgabe  14.  Soll  eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  7 
zugleich  die  Form  3  a  +  1  haben ,  so  wird  sie  die  Form  24p  -f-  7  annehmen, 
und  diese  eben  sind  es,  welche  Diophant's  Determination  ausschliesst. 
Die  dazwischen  liegenden  Zahlen  der  Form  Sfi  +  7  stehen  in  keinem  Connex 
zur  Aufgabe ,  da  sie  nicht  30  +  1  sind. 

Nur  in   vier  Quadrate   lassen   sich  zerlegen  die  Zahlen  von  der  Form 

22n4-3,  p  ^  7  ,  2^\    Die  einzigen  ungeraden  Zahlen  dieser  Formel  sind  die 

von  der  Form  8P  +  7  (wo  fi  =  0).    Damit  3a  +  1  nicht  8P  +  7  werde, 

muss  a  nicht   8P  +2   sein.     Im  Allgemeinen    aber   muss   a  nicht    sein 

7  2"— 1  22"— 1  /         2'"— 1 

2^n^^p+''^  =  22»+8p  +  22»+i  +  ^— g-i  (nB!  =-g-=  ist  immer 

eine    ganze    Zahl,  j    Siehe  Fermat's  Observatio.    Hat  a  die  Form  4p -f  3, 

so  ist  die  Auflösung  immer  möglich,  denn  dann  ist  3a  +  1  =  12p  -)-  10, 
ungerad  gerade  (==  2  (6p  +  5)  also  immer  in  drei  Quadrate  zerlegbar.  Hat 
aber  a  die  Form  4|)  +  1 ,  so  wird  3a  +  1  =  I2p  +  4,  und  es  treten  dann 
weitere  Determinationen  ein,  die  D  i  o  p  h  an  t  nicht  gegeben  hat.  Diophant 's 
Determination  excludirt  nur  die  unzulässigen  geraden ,  nicht  die  unzulässigen 
ungeraden  a. 

Zu  Buch  VI,  Aufgabe  13.  Allgemeine  Auflösung,  ax^  +  h  =■  rn^'j 
sei  05  =  y  +  n,  so  ist  aoE^  +  6  =  ay*  +  2nay  +  an*  +  h.  Dieses  soll  ein 
Quadrat  sein,  was  möglich  ist,  wenn  an*  +  b  ein  Quadrat  wird,  das  ist 
aber  wieder  die  ursprüngliche  Gleichung.  Hat  man  also  einen  Werth  für 
Xy  welches  ax  +  h  zum  Quadrate  macht,  so  kann  man  durch  die  Sub- 
stitution x  =  y  +  n  unzählige  andere  finden.  Wenn  man  nämlich  den  Werth 
für  Xj  welcher  ax^  +  h  =^  m*  macht,  für  n  substituirt,  so  hat  man  die 
Formel  ay*  +  2nay  +  m'  zum  Quadrat  zu  machen. 

Zu    Buch    VI,    Aufgabe    18.     Es    ist   im   Allgemeinen 

A  B  =  2mn^  BD  =  m*  +  n%    AC  =  -. — ^  ^\   ^ — 5^- 

r,^_o-.r4m»n»+  (m»-«»)  l  _     2m>.  (m«  +  n«)« 
BC-  ^'«"  L4„«„,_(„,  _  „y  J  -  4«.„»_(^2_„ 


2 


AD^m*^n\     DC^^^f  2        «       2  2> 


oder:  wenn  BC^a'  +  h*,  BA^a*--h\  AC=2ah  ist,  '"''  ^'"~"  ^ 
so  ist  BD  rational,  wenn  a*  +  5'  ein  Quadrat,  aber  CE  rational,  wenn 
a^  +  V  ein  doppeltes  Quadrat  ist,  also  können  in  keinem  Dreiecke  BD 
unä  CE  zugleich  rational  sein. 
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Noch  allgemeiner,  wenn  kein  rechtwinkliges  Dreieck  erforderiich  wird,  ist 
die  Anflösnng  diese: 

^         mnq^{m  +  n)  h         i  ^^^  +  'i)  +  *^ (*w  —  w) 

"^  g*(m  +  fi)  —  r*  (»i  —  n)  q*  (m  +  n)  —  r*{m  —  n) 

mnr*(m  — w)  (m^  —  n*)ngr 

C  =  s-. : ^^ zr. r»    5  = 


q^{m  +  n)  —  r*(w  —  «)  g*(m  +  «)  —  r*  (m  —  «) 

Die  Auflösung  beruht  auf  dem  Satze:  Die  Differenz  der  Seiten  a,  e 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Differenz  der  HChenabschnitie 
und  der  Differenz  der  Abschnitte,  welche  die  Halbirungslinie  auf  h  bildet, 
oder  auch,  wenn  man  o  =  m,  8=  n,  f=^p  setzt,  so  ist 

mn*        ,  m^  +  n^  —  p^       <i  m 

"-  &  =  P- — in — li-^    P 


Zu    Buch  VI,    Aufgabe   19.      Aus   einer  Auflösung   unzählige   zu 
finden. 

Sei   »I*  +  ö  =  w*   gegeben ,   so   soll  auch  ic*  +  a  «=  y'  werden.      Sei 

a?  =  »i  — 2,   m^  +  a^n^— 2fn0+ n^  =  y\    Sei  y  =  n  —  »   2    '    ^^   ^^^^ 

^       36w«n»-27n6      ^,             8m*-36m«n3+27n«           9n*-8m*i» 
^  = ö — s >  daher  rc  = 5 — 0 >  y  = 1 — i • 

Die  Auflösung  wird  immer  möglich  sein,  wenn  a  der  üeberschuss  eines 
Cubus  ttber  ein  Quadrat  ist. 


Eecensionen. 


Die  Elementar -Planimetrie.  Ein  methodisches  Lehrbuch  für  den  Schal- 
and  Selbstunterricht.  Von  H.  Mullbr,  Egl.  Gymnasiallehrer.  Berlin, 
Verlag  von  Jul.  Springer.    1891.   187  S.  8^  Preis:  2,40  Mk. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  ziemlich  abstracten  und  gelehrten  Entwickel- 
ungen  über  die  Grundbegriffe,  denen  der  Anfänger  unmöglich  folgen  kann, 
zumal  sie  eine  Reihe  Unrichtigkeiten  bezw.  üngenauigkeiten  enthalten,  auf  die 
einzugehen  zu  weit  führen  würde;  wir  wollen  nur  auf  das  Baisonnement 
hinweisen,  dass  es  keine  weiteren  Grundgebilde  als  Punkt,  Linie,  Körper 
gebe.  Kugelfläche  und  Kreis  erscheinen  eher  als  die  Gerade,  welche  als  In- 
begriff aller  derjenigen  Punkte  erklärt  wird,  welche  bei  der  Drehung  eines 
festen  Körpers  um  zwei  Punkte  ihre  Lage  im  Baume  behalten.  Noch 
viel  verwickelter  ist  die  Definition  der  Ebene,  die  als  eine  Art  Kegelfläche 
aufgefasst  wird,  was  für  den  Anfänger  sehr  ermuthigend  sein  mag,  um- 
somehr,  da  die  bezüglichen  Erläuterungen  mehr  als  eine  Seite  umfassen. 
Die  Erklärung  des  Kreises  wird  dadurch  unklar  gemacht,  dass  eine  neue, 
von  der  früher  angeführten  ganz  abweichende  Erklärung  gegeben  wird,  und 
darin  das  unbestimmte  Wort  Fläche  statt  Ebene  gebraucht  wird.  Der  Winkel 
wird  erklärt  alsTheil  der  Ebene,  der  durch  zwei  von  einem  Punkte  aus- 
gehende Strahlen  begrenzt  wird.  Er  ist  ein  „unbegrenzt  grosses  Flächen- 
stück,  und  es  ist  deshalb  nicht  möglich,  die  wirkliche  Grösse  eines 
Winkels  zu  messen **  (sie!).  Das  Kapitel  „Beweisformen  und  Grundsätze" 
ist  schwer  verständlich;  hier,  wie  an  machen  anderen  Stellen,  vergeht  sich 
der  Verfasser  gegen  den  alten  pädagogischen  Grundsatz:  |,Erst  die  Beispiele, 
dann  die  Begel".  Ganz  verfehlt  ist  das  Capitel  über  die  Parallelentheorie« 
Die  neuere,  so  reiche  Literatur  über  diese  „Klippe  der  elementaren  Geo- 
metrie'' hat  längst  gezeigt,  dass  der  vom  Verfasser  Seite  27  gegebene 
Beweis  des  Haupttheorems  falsch  ist.  Nicht  nur  die  meisten  Erklärungen 
und  Beweise  sind  wenig  elegant  und  sehr  weitläufig ,  sondern  auch  der 
Inhalt  ist  zu  weitläufig  und  enthält  vieles  für  die  Schule  ganz  Ueberflüssige, 
z«  B.  die  Capitel  über  die  nicht  congruenten  Dreiecke,  Vierecke  etc.,  über 
congruente  Parallelogramme,  über  Winkelhalbirungslinien  im  Parallelo- 
gramm, über  die  Verbindungslinie  der  Diagonalen -Mitten  im  Trapez.  — 
Von  Werth   scheinen   uns  die  im  Laufe  des  Textes  verschiedentlich  auf- 

Hitt.-  lit  Abth.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXVn,  5.  15 
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tretenden  und  besonders  hervorgehobenen  „Winke''  za  sein,  deren  Zu- 
sammenstellung als  eine  Art  Anleitung  zur  Führung  von  Beweisen  gelteo 
kann.  p.  Schotte. 

Vorgchule  der  Mathematik  für  Qsterr.  üntergjmnasien  von  Jos.  Schsäm, 
Professor  am  Communal-Beal-  und  Obergjnmasium  in  Mariahilf  und 
BuD.  SoHÜssLBB ,  Doctor  der  Philosophie.  Mit  384  Fig^oren  in  be- 
sonderem Heft.  (Mit  Erlass  des  hohen  k.  k.  Ministeriums  etc  zca 
Unterrichtsgebrauche  zugelassen.)  Wien  1890.  Alfred  Holder.  2198. 
8^  Preis  geheftet  1  fl.  24  kr.  Dazu :  Vier  besondere  Hefte  „  Uebungsstoff*. 

Dieses  Lehrbuch  bietet  dem  Schüler  den  gesammten  Lehrstoff  wobl- 
gegliedert  in  kurzer  und  bündiger  Form.  Wir  hatten  schon  im  Yorig<ei 
Jahrgange  dieser  Zeitschrift  Gelegenheit,  auf  die  Vorzüge  dieses  Weite, 
welche  der  nunmehr  vorliegenden  neuen  Auflage  in  gleicher  Weise  an- 
haften, aufmerksam  zu  machen,  und  wollen  dasselbe  hiermit  nochmals  auf e 
Wärmste  empfehlen.  p.  Schütte. 

Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Yoü 
Dr.  M.  Paul  Manbion.  Vom  Verfasser  durchgesehene  nnd  Ter- 
mehrte  deutsche  Ausgabe.  Mit  Anhängen  von  S.  von  KowAi.VTSKr, 
Imsohbnbtzky  und  Darbouz.  Herausgegeben  von  H.  Maser.  Berlis. 
Julius  Springer.   1892.   8^.    XIV  und  489  S. 

Die  erste  Auflage  dieses  vortrefflichen  Werkes,  welches  die  Theorif 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  ihrer  historische: 
Entwickelung  vorführt  und  mit  kritischem  Geiste  den  verscbiedei^ 
Methoden,  unter  lichtvoller  Darlegung  ihrer  Beziehungen  zu  einander,  dk 
gebührende  Stellung  im  System  anweist,  ist  im  22.  Jahrgange  dieser  Zet- 
schrift  ausführlich  besprochen  worden. 

Die  neue  Ausgabe,  welche  in  deutscher  Sprache  veranstaltet  ist,  nni«:- 
scheidet  sich  von  der  ersten  durch  HinzufQgungen ,  die  in  besonderen  Naeb- 
trägen  gegeben  werden ,  und  durch  eine  beträchtliche  Vermehrung  der  bibic- 
graphischen  Notizen,  während  der  Vortrag  des  Textes,  abgesehen  von  gewiss 
Berichtigungen ,  im  Wesentlichen  unverändert  geblieben  ist.     Die  Int^raticr 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  allein  ist  in  veränderter  Dar- 
stellung entwickelt,  in  Folge  der  gleichzeitigen  Berücksichtigung  der  singnlSres 
Lösungen  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Gilbert,  der  zuerst  auf  die  Uc 
zulänglichkeit    der   üblichen   Art  der  Auseinandersetzung  hingewiesen  ba: 
Von  dieser  Aenderung  werden  lediglich  die  Nummern  18,  20  und  25  dei 
Textes  betroffen,  Nr.  20  nur  insofern,  als  zu  den  früheren  Beispielen  noei 
die  Herrn  Cookie  entlehnte  Gleichung  (rc  +  y) (1  +  p  +  ff)  +  Jffjp  =  0  hir- 
zugefügt  wird,  von  der  05  +  y  +  je?  =  0  eine  singulare  Lösung  sein  soll,  ck 
in   dem    allgemeinen  Integral   nicht   enthalten    sei.     Bemerkt   man  jedock 
dass  in  der  allgemeinen  Lösung  v  =^  q>{u)y  wo  qp  eine  willkürliche  Functic: 
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bedeutet,  auch  v  =  const.  und  insbesondere  t;  =od  enthalten  ist,  so  erhellt| 
da  hier  7     /     .        t     \   ,  ^ 


iß  +  y  +  e 

ist,  dass  X  +  y  +  0  =  0  auch  als  eine  particnlftre  Lösung  bezeichnet  werden 
kann.     Der  Beweis   der  Existenz   des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen 
Differentialgleichungen    war    in    der    französischen  Ausgabe,  als   der   all- 
gemeinen Theorie  der  Functionen  angehörend,  fortgelassen  worden«     Zur 
Ausfüllung   dieser  Lücke  dient  der  erste  Anhang,  worin  die  berühmte  Ab- 
handlung der  Frau  von  Eowalevsky^  Zur  Theorie  der  partiellen  Differential* 
gleichungen"  aus  Crelle's   Journal,   Bd.  80,  abgedruckt  ist.     Ferner  be- 
findet  sich    am   Schlüsse    der  Einleitung    als  Nachtrag  I    eine   historische 
üebersicht  über   die   auf  die  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  und  der 
singulSren  Lösungen  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen 
bezüglichen  Untersuchungen.     Das   erste  Buch   ist   durch   zwei  Nachträge 
vermehrt.    Nachtrag  II  giebt  eine  Anwendung  der  Ca uchy 'sehen  Methode, 
um  zu  zeigen,  wie  diese  Methode  zugleich  das  allgemeine  Integral  und  die 
singulare  Lösung  geben  kann.     Im  Nachtrag  III  wird  als  Anwendung  der 
Theorie   der  linearen  Gleichungen    die    partielle    Differentialgleichung    der 
RegelflSchen  integrirt.    Endlich  wird  den  beiden  ersten  Capiteln  des  zweiten 
Buches,   die  der  Jacobi'schen  Methode  gewidmet  sind,    als  Nachtrag  IV 
die  neue  Darlegung  hinzugefügt,  die  Herr  Gilbert  in  der  wichtigen  Arbeit 
„Sur  une  propri6t6  de  la  fonction  de  Poisson  et  sur  la  m6thode  de  Jacob!  ^ 
(Ann.  de  la  soc.  sc.  de  Bruxelles  1881 ,  Bd.  Y)  von  dieser  Methode  gegeben 
hat.     Die  gewöhnliche  Art  ihrer  Darstellung  litt  an  dem  Mangel,  dass  die 
verschiedenen    Formen,     unter    denen    die   Jacobi'schen    Integrabilitäts- 
bedingungen  sich  darstellen  lassen,    im  Verlauf  der  Integration  sSmmtlich 
als  Identitäten  behandelt  werden,  die  sie  nicht  nothwendig  zu  sein  brauchen, 
und    dass  ferner  die  Relationen,   die  benutzt  werden,    um  nach  und  nach 
za    den  Gleichungen   zu    gelangeii,    welche   mit    der   gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  ein  integrables  System  ausmachen  sollen,  nicht  Folgen 
der   früher   erhaltenen  Gleichungen  sind,   sondern   unzulSssiger   Weise  auf 
die  Voraussetzung    gestützt   werden,    die  erst  als  Resultat  erscheinen  soll, 
nämlich,  dass  das  durch  das  Verfahren  am  Schluss  sich  ergebende  System 
von  Gleichungen  integrabel  ist.     Die  bezeichnete  Schwierigkeit  wird   ver- 
mieden,  indem   mit  Hilfe  einer  Gleichung,  die  eine  wichtige  Eigenschaft 
der  Poisson'schen  Function   darstellt,   die  Integrabilitätsbedingungen  auf 
identische  Formen  gebracht  werden,  was  unerlässlich  ist,  um  die  benutzten 
Relationen  unabhängig  vom  Endresultat   als  richtig   zu  erweisen.     Es  sei 
hier    gelegentlich    darauf   hingewiesen,    dass  Herr   Frobenius    auf   eine 
analoge  Lücke  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  des  Pf  äff 'sehen   Pro- 
blems, wovon  bekanntlich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung   ein  specieller  Fall   ist,   in   seiner  bereits  im  Jahre 
1877  erschienen  Arbeit  ;,Ueber  das  Pfaff'sche  Problem"  (Grelle,  Journ. 
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Bd.  72)  die  Aufmerksamkeit  gelenkt  and  den  yermissten  Beweis  flllr  die 
Integrabilität  der  Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen*  ans 
denen  der  Reihe  nach  die  Fanctionen  in  dem  redncirten  Differentialanadmcke 
zn  bestimmen  sind^  geliefert  hat 

Eine  höchst  werthvolle  Bereicherang  verdankt  das  Werk  dem  üeber- 
Setzer  Herrn  Maser  dnrch  AnfQgang  zweier  wichtiger  Arbeiten  auf  dem 
Gebiete  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  deutscher 
üebertragung.  Die  erste  Arbeit  hat  Herrn  Imschenetzkj  zum  Ver- 
fasser und  erschien  zuerst  in  rassischer  Sprache  in  den  M6m«  de  Kasan,  1868. 
Sie  wurde  von  Herrn  J.  Hoüel  übersetzt  und  1872  in  Grunert's  Arehir, 
Bd.  54,  unter  dem  Titel  «Etüde  sur  les  m6thodes  d'int6gratiou  am  d^rivees 
partielles  du  second  ordre  d*une  fonction  de  deux  variables*'  TdrOffenÜicfai 
Auf  dem  noch  so  wenig  angebauten  Felde  der  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  bietet  die  Abhandlung  dem  Leser  eine  gründ- 
liche Orientirung  über  Alles,  was  in  Integrationsmethoden  bis  sur  Zeit 
geleistet  worden  ist,  mit  Ausschluss  der  Integration  durch  Reihen  und  be- 
stimmte Integrale,  und  eine  Yeryollstttndigung  der  betreffenden  Unter- 
suchungen durch  neue  Methoden,  namentlich  bezüglich  der  Ampdre'schea 
Gleichung.  Leider  fehlt  ein  Inhaltsverzeichniss  des  umfangreichen  Au&atzes, 
was  uns  zu  der  Bemerkung  veranlasst,  dass  Herr  A.  Mayer  seinem  besQg- 
lichen  Berichte  im  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  einen 
sehr  ausführlichen  Index  nach  Capitel  und  Paragraphen  beigefügt  hat. 

Die  zweite  Arbeit  von  Herrn  Darboux«  in  den  Ann.  de  T^o.  Norm.  YO 
1870,  unter  dem  Titel  j^Sur  les  6quations  aux  d6riv6es  partielles  du  second 
ordre^  erschienen,  enthält  ein  kurzes  Expos6  einer  neuen  Methode,  die 
einen  Fortschritt  in  der  Behandlung  der  partiellen  Differentialgleichungen 
bezeichnet  und  durch  die  Ausdehnung  bemerkenswerth  ist,  die  sie  auf 
Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig  vielen  Variablen  gestattet. 

Zur  Erhöhung  der  praktischen  Brauchbarkeit  des  Buches  sind  am 
obern  Bande  jeder  Seite  Hinweise  auf  den  Inhalt  und  die  fortlaufenden 
Nummern  gegeben.  Ein  ausführliches  Autorenverzeichniss  bildet  des 
Schluss.  In  der  üebersetzung  des  Textes,  die  sehr  sorgfältig  anggeftlhrt 
ist,  ist  uns  eine  Stelle  aufgefallen,  die  einer  Berichtigung  bedarf.  Auf 
Seite  97,  Zeile  4  von  oben,  steht  „oder*'  statt  „nun  ist  aber^  als  üeber- 
setzung des  in  der  französischen  Ausgabe  gebrauchten  „or'.  Die  beiden 
mit  dieser  Partikel  a.  a.  0.  in  Verbindung  gesetzten  Relationen  sind  in  der 
That  weder  gleichbedeutend,  noch  Folgen  von  einander ,  vielmehr  bildet 
die  zweite  Belation  das  vermittelnde  Glied,  um  aus  der  ersten  die  weiteren 
Folgerungen  abzuleiten. 

Möge  das  Buch  in  der  neuen  Auflage,  die  hervorragend  schön  aus- 
gestattet ist,  einem  weiteren  Kreis  von  Lesern  in  einem  der  wichtigsten 
Theile  der  Analysis  ein  bewährter  Führer  sein  und  Anregung  zu  eigenen 
Forschungen  bieten  I Hamburobr. 
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Ebene  Trigonometrie  und  elementare  Stereometrie.  Von  Prof.  Dr.  B.  F^auz, 
Oberlehrer  am  Egl.  Gymnasium  zu  Arnsberg.  Sechste  verbesserte 
Auflage  besorgt  durch  Fribdr.  Bosch,  Oberlehrer  am  Egl.  Gymnasium 
KU  Arnsberg.  Mit  51  eingedruckten  Figuren.  Paderborn,  Druck 
und  Verlag  von  Ferd.  SchOningh.  1891.  157  8.  8^. 
Die  F6anx 'sehen  Lehrbücher,  denen  man  es  auf  den  ersten  Blick  an* 
sieht,  dass  sie  sozusagen  ganz  aus  dem  unterrichte  herausgewachsen,  sind 
in  Bezug  auf  ihre  praktische  Brauchbarkeit  bekannt  genug  und  oft  genug 
Yon  der  Kritik  lobend  besprochen  wor.den,  als  dass  wir  hier  darüber  weitere 
Worte  verlieren  brauchen.  —  Die  hier  vorliegende  von  Herrn  Friedr.  Basch 
neu  bearbeitete  sechste  Auflage  der  ebenen  Trigonometrie  und  elementaren 
Stereometrie  zeigt  nichts  desto  weniger  gegen  die  fünfte,  von  Herrn  Luke  be« 
sorgte  Auflage,  einige  nicht  unwesentliche  Verbesserungen.  Der  sprach- 
liche Ausdruck  und  die  mathematische  Bezeichnung  ist  rielfach  verbessert 
und  prSciser  gestaltet.  Die  Einleitung  in  die  Trigonometrie  hat  eine  ein- 
fachere, übersichtlichere  Darstellung  und  einen  eleganteren  Zusammenhang 
erhalten,  ausserdem  ist  jetzt  in  derselben  der  allgemeine  Functionsbegriff 
entwickelt  worden.  Die  Stereometrie  ist  dnrch  ein  Capitel  über  das 
Prismatoid  bereichert  worden.  —  Eine  wesentliche  Umgestaltung  haben  die 
Figuren  in  der  Stereometrie  eriahren.  Dieselben  sind  fast  alle  dnrch  neue 
ersetzt  worden,  die  sich  durch  besondere  Anschaulichkeit  auszeichnen.  Es 
sind  nämlich  dic|jenigen  Linien  der  Figuren,  welche  dem  Beschauer  am 
nächsten  liegen,  dicker  gezeichnet,  und  zwar  um  so  mehr,  je  nfther  sie  sind; 
allerdings  in  etwas  übertriebener  Weise,  aber  die  Figuren  treten  in  Folge 
dessen  in  so  aufdringlicher  Weise  plastisch  hervor,  dass  man  weiterer  Yer- 
anschanlichungsmittel  ganz  entbehren  kann.  Bei  den  Figuren  mancher 
Lehrbücher  ist  man  oft  im  Zweifel,  welche  Theile  man  sich  als  vorne, 
welche  als  hinten  liegend  denken  solL  Diese  Zweideutigkeit  ist  hier  völlig 
ausgeschlossen.  Man  zeichne  einmal  solche  Figuren,  wie  sie  Herr  Busch 
hier  geliefert  hat,  anf  die  Wandtafel,  man  wird  überrascht  sein,  wie  schön 
und  plastisch  sie  gerade  dori  hervortreten«  Wir  glauben  den  lehrenden 
Fachgenossen  einen  Dienst  zu  erweisen ,  indem  wir  auf  diesen  umstand  be- 
sonders hinweisen.  Die  wenigen  noch  gebliebenen  alten  Figuren  werden 
hoffentlich  in  der  folgenden  Auflage  in  dem  verbesserten  Typus  neu  erstehen. 

F.  SohOttb. 

Planimetrische  Aufgaben  für  den  Gebranch  im  Schul-,  Privat-  und  Selbst- 
unterricht. Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Bbidt,  Oberlehrer  am  Gym- 
nasium za  Hamm.  Erster  Theil.  Aufgaben  geordnet  nach  den 
Lehrsätzen  des  Systems.  Zweite  Auflage.  Breslau,  Verlag  von 
Eduard  Trewendt.  1890.   96  S.   8^.   Preis  1,60  M. 

„Das  Gebiet  der  planimetrischen  Aufgaben  ist  bereits  von  so  rielen 
Seiten  mit  günstigem  Erfolge  behandelt  worden  und  die  bezüglichen  Schriften 
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Historisch-literarische  Abtheilimg. 


Unsere  Kenntnisse  von  alten  Erd-  und  Hinmielsgloben. 

Von 

Armin  W^ttstein. 


Als  ich  in  meinen  „ Historisch-astronomischen  Fragmenten 
aus  der  orientalischen  Literatur"*  die  These  aufstellte,  »dass, 
soweit  mein  Wissen  reiche,  von  einem  arabischen  oder  anderen  Erd-  resp. 
Himmelsglobus  sichere  Kunde  erst  wieder  aus  dem  13.  Jahrhunderte 
auf  uns  gekommen  sei,  und  wir  darüber  nicht  berichten  könnteu,  wie  es 
innerhalb  eines  Zeitraumes  von  mehr  als  1400  Jahren  (nftmlich  seit  Erates) 
im  Punkte  der  Verfertigung  solcher  Globen  ausgesehen  haben  mag,''  — 
war  mir  so  ziemlich  alles  Das,  was  man  gegen  meine  Behauptung  einwenden 
und  einen  oberflächlichen  Beurtheiler  mühelos  in  den  Stand  setzen  kann, 
sie  scheinbar  ad  absurdum  zu  führen,  bereits  bekannt.  Damals  glaubte 
ich  jedoch  dem  sachkundigen  Leser  einen  Beweis,  der  ja  nicht  viel  mehr 
als  eine  rein  compilatorische  Bearbeitung  vereinzelnter  Angaben  erfordert, 
kaum  schuldig  zu  sein.  Um  aber  einer,  der  meinigen  entgegengesetzten 
Ansicht,  die  im  Allgemeinen  als  die  dominirende  zu  betrachten  ist^  zu 
ihrem  Rechte  zu  verhelfen,  fehlte  es  mir  und  fehlt  es  mir  noch  an  über- 
zeugendem Material,  das  sichere  Schlüsse  gestattete;  ich  befand  mich  eben 
nahezu  in  derselben  Lage,  wie  vor  60  Jahren  Ideler,  der  in  seinem 
chronologischen  Werke  der  chinesischen  Zeitrechnung  nicht  gedacht  hatte 
und  erst  später  seine  Gründe  dafür  angab:  ;, Nicht,  dass  es  an  Nachrichten 
darüber  fehlte;  es  finden  sich  deren  genug,  in  manchen  Büchern  zerstreut. 

Allein   alle   diese  Nachrichten   stehen  isolirt  und  schwankend  da Ich 

habe  daher  in  meinem  Handbuch  der  Chronologie  von  der  Sache  lieber 
ganz  schweigen ,  als  nach  dem  Beispiel  meiner  Vorgänger  einzelne  Notizen  mit- 
theilen wollen ,  deren  Richtigkeit  sich  aus  inneren  Gründen  nicht  wenigstens 
v^ahrscheinlich  machen  liess."    („Zeitrechnung  von'Chatä  und  Igür.^) 

Obwohl  nun  inzwischen  meine  Kenntnisse  nicht  bereichert  und,  |yor 
Allem,  Schriften,  die  mich  eines  Besseren  belehren  könnten,   mir  eben  so 


*  „Abhandlungen  z.  Geschichte  d.  Mathematik,"  VI. Hefb.  Leipzig,  1892.  gr.80. 

HisL-Ut.  Abth.  d.  Zeltschr.  f.  Math,  tu  Fhys.  XXXVJl,  6.  16 
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wenig  zu  Gesicht  gekommen  sind,  meine  Auffassung  also  unverftndert  die- 
selbe geblieben  ist,  gestehe  ich  jetzt  doch,  dass  es  vielleicht  besser  ge- 
wesen w&re,  wenn  ich  a.  a.  0.  mit  dem,  was  ich  weiss,  und  auf  Grund 
dessen  ich  mir  mein  ürtheil  gebildet  habe,  nicht  zurückgehalten  hStte. 
Ich  hole  deshalb  das  Versäumte  hier  nach  und  bemerke  dazu  im  Voraus, 
dass  an  der  ganzen  Collection  nur  etwa  ein  halbes  Dutzend  Quellen  parti- 
cipirt,  deren  Mehrzahl  selbst  wieder  aus  Manuscripten  geschöpft  hat. 

I. 

Den  Anfang  mache  ich  mit  dem  grossen  Sammelwerke  des  Fabricius^ 
und  zwar  mit  dessen  fünftem  Bande,  in  welchem  auf  den  Seiten  297  hU 
306  der  Geschichte  der  Globen  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet  ist;  aus 
ihm  hebe  ich  Nachstehendes  heraus: 

Olobum  coelestem  primus  videtur  canstruxisse  stdlis  in  eo  notcüis  Eip- 

parchus Qassendi,    qui  Eudoxum  pviaJt   esse  primum^   qui  partim 

AegyptiaSy  partim  Graecas  imagines  siderum  repraesentari  in  globo  scHidatt 
sphaera  curavü.    Eudoxi  sphaeratn  descripsU  Aratus^  ut  Hipparcho  pridem 

notatutn  fuit, In  numis  frequentissimum  est ,  imperatores  a  Caesars 

usque,  regesque  ac  principes  cum  gloho  in  manu  conspici^  potestatis  deno- 

tandae  caussa In  palatio  Farnesiano  JRomae  exstat  statua  Herculis 

circa  Commodi  imp.  tempora ,  ut  videtur,  sculpta ,  sustinentis  glohum  coel^stcm^ 
siderihus  insignitum ,  de  quo  adscriham  haec  Franeisci  Bianchini  in  historia 
universalis  ex  antiquis  monumentis  confirmata^  Rom.  1699.  4\  Folgt  der 
italienische  Text. 

Damit  dürften  die  prägnantesten  Stellen  zur  Anführung  gelangt  seiiL 
Wenn  wir  einzeln,  der  Beihe  nach,  betrachten,  welche  Grade  der  Zuver- 
Ittssigkeit  ihnen  gebühren,  so  erkennen  wir,  dass  sich  dieser  gleich  fUr  die 
erste,  Hipparch  betreffende,  Mittheilung  als  ein  sehr  niedriger  erweist 
Ohne  Zweifel  ist  nämlich  damit  die,  mindestens  dunkele,  Bemerkung  am 
Schlüsse  des  ersten  Capitels  des  siebenten  Buches  im  Almagest  des  Ptolemaeci 
gemeint;  ich  citire  sie  hier  nach  der  Hai  manschen  Ausgabe  (Paris,  1813 
und  1816.    2  Bände  in  gr.4^): 

Ka\  tovxovg  fAivioi  naUv  avtovg  Si   Ton   compare  maintenant  ces 

Tovg öxrifAaTiafiovg  fUtig  ig)aQfi6ioi Tctlg  configurations  aux  repr^sentations  des 
Kctxd  xovrov  'IitnaQxov  Ttjg  avBQEcig  constellations  sur  la  sphdre  solide 
a(pa[Qag  aczfQiCfAOv  öicttvncaCfCi,  rag  d^Hipparque,  on  trouvera  que  les 
dvTctg  Sv  l'yytcyra  evgot  talg  vvv,  tag  positions  qu'  il  a  donn6es  aux  ^toiles. 
iK  rrjg  tot«  naQCCTtjQflastog  naxd  t?Jv  suivant  son  catalogue,  sont  a  tres- 
dvaYQciq)iqv  yivo^ivag  ctvxav  iv  xrj  peu  prds  les  mömes  que  Celles  qu'on 
a(paiQa  Giaeig,  remarque  encore  aujourd*hui. 

*  J.  A.  Fabricii  Bibliotheca  Graeca.  Editio  tertia  curante  QoMl, 
Christoph.  Harles.  Acceduht  Chr.  Aug.  Heumauni  supplementa  inedita.  Volumen 
quintum.    Hamburgi,  MDCCLXXXXVI.  4». 
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Sie  hilft  uns  herzlich  wenig,  wenngleich  sie  werthvoller  erscheint,  als 
die  von  Proclus  in  seinem  Commentar  zum  Euclid  (Proclus  in  Eacl., 
p.  41,  16)*:  1^  atpaiQonoUci  xatd  fi/jiiijtftv  xäv  ovQavlmv  7t(Qiq)0gmv,  o'iav 
Kttl  *AQXtfAfj8rjg  inQayttaTBvaaTo,  Ja,  es  ist  möglich,  dass  sich  Archimedes 
in  solcher  Ennstfertigkeit  versucht  hat! 

Einen  weit  besseren  Anhalt  dafür,  dass  man  sich  zu  jenen  Zeiten 
überhaupt  mit  der  Herstellung  künstlicher  Himmelskugeln  beschäftigte, 
giebt  uns  Ptolemaeus  (achtes  Buch,  drittes  Capitel)  durch  seine  aus- 
führliche Anleitung  hierzu,  die  sich  sogar  auf  die  dabei  zur  Verwendung 
kommenden  Farbentöne  erstreckt.  Wenn  Letzterer  es  damals  nicht  für 
überflüssig  hielt,  auf  derartige  Details  einzugehen,  so  war  zu  seiner  Zeit  dieser 
Zweig  der  Plastik  weder  neu,  noch  stand  er  auf  einer  tiefen  Stufe  der  Aus- 
bildung.  Aber,  wo  wird  ein  Globus  von  Ptolemaeus  aufbewahrt, 
oder,  welches  Schriftstück  schildert  uns  einen  solchen  in 
auch  nur  annähernd  befriedigender  Weise?  Einmal,  und  zwar 
im  elften  Jahrhunderte,  wird  allerdings  ein  Ort  genannt,  —  ich  komme 
später  auf  diese  Notiz  zurück  —  allein  die  ganze  Nachricht  ist  so  dürftig, 
dass  sie  wirklich  gläubiger  Gemüther  bedarf,  um  nicht  den  Argwohn  auf- 
kommen zu  lassen,  es  handele  sich  nur  um  eine  Ausgeburt  der  Phantasie. 
Da  ich  eben  eine  manuale  Fertigkeit  eine  nicht  neue  genannt  habe,  so 
kann  man  billiger  Weise  darüber  eine  Angabe  von  mir  erwarten ,  seit  wie 
lange  ich  ihren  Bestand  annehme.  Deshalb  sei  jetzt  jener  Ausspruch  dahin 
näher  präcisirt,  dass  dieselbe,  soweit  sie  sich  mit  plastischer  Darstellung 
des  gestirnten  Himmels  befasste,  erst  seit  Hipparch  ihre  wahre 
Bedeutung  erhalten  haben  kann;  denn  „erst  jetzt  wurde  es  möglich,  die 
Sternbilder  nach  richtigen  Verhältnissen  auf  Globen  und  Karten  aufzutragen, 
und  Veränderungen  am  Fixsternhimmel  mit  Sicherheit  zu  bemerken.  Erst 
jetzt  hatte  man  feste  Punkte,  womit  man  die  Oerter  der  Sonne,  des 
Mondes  und  der  Planeten  vergleichen  konnte,  ohne  welche  Vergleichung 
an  eine,  den  Erscheinungen  angemessene  Theorie  ihres  Laufes  nicht  zu 
denken  war.^  (I de  1er,  Untersuchungen  über  den  Ursprung  und  die  Be- 
deutung der  Sternnamen.) 

Den  bisherigen  Urkunden  gleichwerthig  erscheint  die  Erzählung  des 
Strabo  (S.  546  der  zweiten  Easaubonischen  Ausgabe),  gelegentlich  der  Er- 
oberung der  Stadt  Sinope**  durch  den  bekannten  Heerführer  im  Mithridatischen 


*  Archimedis  opera  omnia  cum  commentariis  EntodL  £  codice  Floren- 
tino recensuit,  latine  vertit  notisque  illnstravit  J.L.  Heiberg.  2.  Band.  Leipzig, 
1881.    80.    Mit  einer  LichtdrucktafeL 

**  Das  heutige  Sinob  am  Schwarzen  Meere ,  etwas  südlicher  als  die  nArdlichste 
Spitze  Eleinasiens  gelegen  und  zugleich  das  eine  Ende  einer  weitgeschwnngenen 
Bucht  bildend,  an  deren  anderem  der  kyzyl  irmäk  („rothe  Fluss",  der ''jlXvg  der 
Alten)  mündet.  Dieser  grosse  Fluas  zeigt  in  seinem  Laufe  eine  merkwürdige 
Aehnlichkeit  mit  dem  Orinoco. 

16» 


204  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

Kriege,  L.  Licinius  Lncnllus,  dass  nämlich  den  Bewohnern  alle  Zierden 
der  Stadt  erhalten  geblieben  seien,  mit  Ausnahme  der  Himmelskugel 
des  Biliar  OS  und  des  Auto  ly  kos,  eines  Werkes  von  Sthenis;  beide 
habe  Lucullus  mitgenommen.  Ohne  Frage  muss  man  die  Einnahme  von 
Sinope  in  das  erste  Jahrhundert  vor  Chr.  setzen;  denn  Cicero  spricht  in 
der  oratio  de  signis  (einer  seiner  Verrinischen  Beden)  von  einem  gewissen 
Eupolemus,  der  sich  in  der  Begleitung  des  Lucullus  befinde. 

Ich  komme  nun  zu  Dem,  der  Eudooci  spkaeram  descripsUy  nämlich  zum 
Aratus*,  dem  allein  wir  es  zu  danken  haben,  dass  uns  der  wichtigste 
Theil  der  Lehren  des  Ersteren  nicht  verloren  gegangen  ist.  Sollte  man, 
wie  so  oft  zu  lesen,  geneigt  sein,  unter  dieser  sphaera  etwa  eine  sphaera 
metääo  solida  zu  verstehen,  dann  muss  ich  sagen,  dass  der  ganze  Satz 
nur  eine  Fiction  enthält.  Ja,  Aratus  beschreibt  allerdings  die  Sphäre 
des  Eudoxus,  aber  die  am  Himmel,  das  heisst  deren  nothwendigste 
Kreise;  nirgends  spricht  er  von  einer  künstlichen.  Vers  61  und  62  seines, 
wenigstens  für  mich,  nichts  weniger  als  leichten  Gedichtes  lauten: 

xelvTf  nov  K{g>alfj  tvj  vlaatxai^  ^xl  nsQ  SxQat 
fjLlayovrctt  dvciig  re  xoi  avxoXal  ikXr^kjfiaiv» 

Hierzu  bemerkt  u.  A.  der  Scholiast:  o  61  vovg,  iKslvrj  i]  x{(pciXrj  t]  xov 
JqctKovxog  xctxa  xovxo  x6  (iigog  vtjxsxai  xal  KoXvfißa  Sxqcd  xov  (OKiavitv 
(rovr  ioxt  xov  ogl^ovxog^  ini^avovaaj  otcov  ^  xe  övcig  koi  tj  otvaxoXrj  ^avovGiv 
aXXriXcoVj  dtiXovoxi  negl  xov  fiBörjfißQivov  noXov  fjyovv  hvhXov,  Der  Sinn 
ist  also ,  dass  der  Kopf  des  Drachen  bei  der  Umdrehung  der  Himmelskugel 
den  Horizont  im  Norden  berührt.  Daraus  hat  man  ableiten  wollen,  dass 
Eudoxus  seine  Kugel  für  eine  Polhöhe  von  38^  eingerichtet  habe,  ein  schon 
deshalb  missliches  Beginnen,  weil  die  vier  hellen  Sterne  (/?,  y^  v^  v',  £)  am 
Kopfe  des  Drachen,  um  die  es  sich  allein  handeln  kann,  in  Decl.  fast  bis 
zu  5.4®  von  einander  abweichen  können,  und  man  nicht  weiss,  welcher 
gemeint  war,  wenn  es  auch  wohl  /  gewesen  sein  wird. 

Schliesslich  erübrigt  noch ,  die  Marmor  -  Statue  im  Farnesischen  Palaste 
zu  Rom**  auf  ihren  Werth  als  zuverlässiges  Denkmal  der  Globen- Ver- 
fertigung aus  dem  letzten  Viertel  des  zweiten  Jahrhunderts  nach  Chr.  (wie 
Fabricius  annimmt)  zu  prüfen.  Hierbei  werde  ich  mich  jedoch  nicht  auf 
Das  stützen,  wasBianchini  darüber  mittheilt,  sondern  der  umfangreichen 
Darstellung  folgen,  welche  Passe ri  im  Jahre  1750  gegeben  hat. 


*  Ära  tu  8  cum  scholiis.  Recognovit  Immanuel  B  ekk  er  u  8.  Berolini,  1828. 8^ 

**  Atlas  FarnesianuB  marmoreus,  inBigne  vetastatis  monumentum,  com- 
mentario  Jo.  Baptistae  Passerii  inluetratas.  Adcedunt  ejusdem  dissertationes 
XV  in  selectas  gemmas  antiquas  astriferas  et  in  praestantiora  inedita  cimelia. 
Florentiae,  anuo  CIO.IO.CC.L.  (Gori,  Thesaurus  gemmarum  antiquarum  astriferarum 
cum  Atlante  Famesiano  volumen  III.)   Klein- Folio,  mit  sechs  Kupfertafeln. 
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Im  13.  Capitel  erörtert  der  Verfasser  die  Frage  nach  dem  Alter  jenes, 
von  einem  Atlas  getragenen  Himmelsglobus  und  findet ,  dass  derselbe  schon 
vor  der  Zeit  der  Antonine,  also  vor  dem  Jahre  150  nach  Chr.,  ange- 
fertigt sein  mösse.  Da  aber  einige  Gelehrte  seine  Entscheidung  angezweifelt 
hätten,  —  oh  signorum  Cadestium  imagines  in  hoc  gloho  expressaSy  quas 
in  glohis  ddineari  consuevisse  ante  ea  tempora  constanter  negant  —  so  wolle 
er  jetzt  zeigen,  in  wie  weit  zurückliegenden  Zeiten  das  Eintragen  von 
Sternen  in  die  Oberfläche  einer  Himmelskugel  bereits  üblich  gewesen  sei. 
Zu  diesem  Zwecke  muss  ihm  das  ganze  classische  Alterthum  dienstbar  sein, 
und  eine  stattliche  Reihe  von  Repräsentanten  daraus  ist  es,  die  er  auf- 
marschiren  lässt;  Homer,  Sophokles,  Euripides,  Vitruy,  Hyginus 
erscheinen  in  ganz  neuem  Lichte,  und  neben  ihnen  durfte  auch  des  Anaxi- 
mander*s  gewichtige  Auctorität  nicht  fehlen.  „Was  aber,  wie  ich  der 
Meinung  bin,  am  unzweideutigsten  beweist,  dass  seine  An- 
fertigung in  eine  Zeit  fällt,  die  der  Regierungs-Aera  der 
Antonine  lange  vorhergeht,  ist,  dass  das  Zeichen  oder  Bild 
des  Antinous  gar  nicht  darauf  vorkommt. **  Dieses  neue  Gestirn  sei 
erst  von  Hadrian  an  den  Himmel  gesetzt  worden,  und  deshalb  „müsse  er 
sich  gar  sehr  wundern,  wie  im  Uebrigen  gelehrte  Männer  einen 
solchen  schwerwiegenden  Umstand  übersehen  konnten."  — 
Das  hat  sich  der  selige  Kaisar,  dessen  Globus  auch  dieses  Manco  aufweist, 
im  Jahre  1225  gewiss  nicht  träumen  lassen,  dass  damit  folgerichtig  auch 
er  und  sein  Machwerk  dereinst  in  das  zweite  Jahrhundert  nach  Chr.  verwiesen 
werden  würden! 

Abgesehen  davon,  dass  es  kaum  nöthig  ist,  zu  bemerken,  dass 
der  Antinous  und  das  Haupthaar  der  Berenice  (die  sogenannten 
„unförmlichen^  Sterne  im  Adler  und  Löwen)  erst  von  Tyge  Brahe 
im  eigentlichen  Sinne  als  Bilder  eingeführt  worden  sind^  erinnert  der 
Schlnss-Satz  ein  wenig  an  »jene  Höflichkeit,  die  (nach  A.  v.  Humboldt) 
zu  allen  Zeiten  wissenschaftliche  Streitfragen  begleitet  und  bezeichnet  hat", 
und  ist  überdiess,  mit  dem  vorangehenden  zusammengehalten,  noch  dazu 
angethan ,  Unbefangenen  ein  Lächeln  zu  entlocken ,  da  der  Verfasser  gleich 
darauf  etwas  unvorsichtig  —  vielleicht  aber  auch,  weil  er  selbst  fühlen 
mochte  9  grösserer  Nachdruck  könne  nicht  schaden  —  seiner  Weisheit  wahre 
Quelle  preisgiebt.  Auf  der  ersten  Eupfertafel  wird  nämlich  ein,  den 
Himmel  tragender  Atlas  abgebildet,  der  dem  Zeitalter  der  Antonine  an- 
gehöre: uti  cöUigitur  ex  coUocatione  Asterismorutn,  rdaid  ad  sphaerae 
CirculoSy  ilidem  expressos^  et  coUatä  cum  TahtUis  et  ohservationibuSy  d 
Ptolemaeo  peractis  eodem  saeculo;  —  wie  die  pomphafte  Unterschrift  be- 
sagt —  sodann,  und  damit  wird  der  Kern  der  Sache  enthüllt,  well  sich 
unter  Schutthaufen  Roms  eine ,  im  Farnesischen  Palaste  aufbewahrte  Münze 
fand^  die  genau  dieselbe  Figur  zeigt  und  unter  dem  20.  Tribunat  des 
Antoninus  Pius  geprägt  wurde.  —  Mir  ist  es  unerfindlich,  wie  Jemand 
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tiefe    üntersnchuDgen    über    Sternbilder   anstellen    kann,    von    denen    nur 
wenige  allgemeine  Umrisse  in  einer  Zeichnung  vorliegen. 

Mit  diesem  Bildnisse  ^  ja  sogar  hinsichtlich  einiger  Sternbilder  darauf, 
hat  nun  die  Marmor  •  Statue  im  Farnesischen  Palaste  eine  ganz  über- 
raschende Aehnlichkeit,  so  dass  bei  flüchtigem  Anblicke  beide  mit  ein- 
ander verwechselt  werden  können.  Die  tragenden  Atlanten  sind  ungemein 
kräftige  und  schöne  Männergestalten,  mit  prächtig  entwickelter  Muscnlatur; 
nur  erscheint  der  auf  der  Münze ,  im  Gegensatze  zu  dem  andern  y  im  hohen 
Grade  überanstrengt  und  ermattet.  Die  Sternbilder  auf  der  Marmorkugel, 
von  denen  einige  das  Gesicht  gegen  den  Beschauer  kehren,  während 
die  meisten,  bei  seitlicher  Drehung  des  Kopfes,  ihm  den  Bücken 
zuwenden,  —  sind  sehr  deutlich,  zum  Theil  ausserordentlich  naturgetrea, 
in  erhabener  Arbeit  ausgeführt.  Die  zur  Orientirung  beigefügten  Kreise 
erscheinen  gleichfalls  erhaben,  aber  gar  zu  massiv  gemeisselt.  Da  beide 
Bildwerke  einander  fast  völlig  gleichen,  und  sich  das  Alter  des  einen 
unzweideutig  feststellen  Hess,  so  war  es  am  Ende  kein  so  grosses  Kunst* 
stück,  hieraus  auf  das  des  anderen  zu  schliessen. 

Ist   ihre   perspectivische  Ansicht    richtig   entworfen,    dann    würde  ich 
mich    nicht   getrauen,    Abmessungen,    bis  zu  1^  genau,   auf  der   Sculptur 
selbst    vorzunehmen.      Letztere    scheint    mir,    wenn   ich  aus   dem    Bilde 
urtheilen  darf,  nur  der  Forderung  gerecht  zu  werden,  die  jeder  Himmels- 
globus,   bei    massigen  Ansprüchen  auf  Naturwahrheit,    erfüllen  muss:    die 
Sternbilder    stehen   ungefähr    da,    wohin    sie  gehören.     Der  Verfasser  ist 
anderer    Ansischt:    die    Schiefe    der    Ekliptik    stimmt,   die    Präcession    ist 
genau  berücksichtigt,  und  den  Wendekreisen  hat   der  Künstler  ganz  scharf 
die    ihnen  zukommenden  Plätze   angewiesen;    auch  soll  Cassini  im  Jahre 
1695    einige    Positionen    darauf    nachgemessen    und    dieselben    in   befrie- 
digender üebereinstimmung   mit    Ptolemaeus   gefunden    haben.     Weiter 
heisst  es,    mit    dem    obersten    und    untersten    (kleinen)    Kreise    habe    der 
Künstler   nichts    Anderes   bezweckt,    als   Grenzen   für   die  stets  sichtbaren 
und    stets    unsichtbaren  Sterne    dauernd    festzusetzen.     Da   nun   der  nörd- 
liche   Circumpolarkreis    40^    vom    Pole    des    Aequatoi*8    abstehe,    so    sei 
damit   die  Polhöhe   des  Ortes  gegeben,    an  welchem  der  Globus  verfertigt 
worden  ist:  et  ad  cuius   (nämlich  des  Poles)  devationem  disposüa  videtur  haec 
Sphaera;  adeo  ut  videatur  antiquum  Sculptorem  in  ora  Tarentina  versatum 
esse^    atque   ad   iUiiM   longüudinem  (kann  Druckfehler  sein!)   hunc  Qlobum 
adcammodasse:  est  enim  fere  graduum  XL  vd  XLL  —  Diese  Zahlenangabe 
lässt    aufs    Deutlichste    die    herrschende    Unsicherheit   erkennen.     Der   in 
Rede   stehende  Kreis   geht   nämlich   mitten    durch    die  rechte  Schulter  des 
Cepheus,    wo    sich    der  Stern  a  (gegenwärtig  etwa  27^52'  vom  Pole  ent- 
fernt)   befindet,    der    im   Jahre  127    nach    Chr.  34^  44'    Poldistanz   hatte; 
40^  würden  die  Statue  in^s  graueste  Alterthum  versetzen.     Für  a  Cephei 
gilt  noch;  A  =  347«  9',  ^  =  +  68«  51'  (im  Jahre  127). 
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Der  Verfasser  spricht  auch  von  der  Breite  des  Zodiacus  auf  dem 
Globus  und  theilt  mit,  dass  sie  12^  betrage,  mithin  über  6°  fehlerhaft  sei; 
denn  auf  Orund  neuerer  Beobachtungen  müsse  man  für  diesen  Gürtel  über 
18^  annehmen y  qfwd  praeeipue  cognoscUur  a  maxitno  Veneris  recessu^  quem 
Antiqui  minime  adsecuti  stmt.  Es  ist  wahr,  von  der  Erde  aus  gesehen, 
kann  die  Venus  bis  fast  9^  von  der  Ekliptik  entfernt  erscheinen;  allein 
aus  im  Allgemeinen  willkürlichen  und  durch  wenige  numerische  Bestimm- 
ungen unterstützten  Hypothesen  Über  die  geometrische  Natur  der  Bewegungen 
(vergl.  das  nicht  ganz  leichte  13.  Capitel  des  Almagest)  war  immerhin 
schon  eine  ganz  beachtenswerthe  Theorie  der  wirklichen  Bahnen  zu  Staude 
gebracht. 

Was  mir  an  dem  Bilde  des  Farnesischen  Globus  und  von  den  wich- 
tigsten Angaben  über  letzteren  untersuchenswerth  erschien,  habe  ich  unter- 
sucht und  im  Vorstehenden  der  Oeffentlichkeit  übergeben;  ob  man  danach 
dieSculptur  selbst  noch  auf  dem  hervorragenden  Platze  in  der  Geschichte 
der  Astronomie  belassen  will ,  den  ihr  Ruf  derselben  einräumt ,  bedarf  zuvor 
der  definitiven  Entscheidung  durch  einen  Astronomen  an  Ort  und  Stelle, 
das  heisst  jetzt  wohl  zu  Neapel  im  Nationalmuseum. 

Passeri  hat  sich  von  der  Wärme ,  mit  der  er  für  das  Kunstwerk 
eintrat,  zu  weit  hinreissen  lassen  in  dem  Bestreben,  dem  Globus  den 
Werth  eines  wissenschaftlichen  Denkmales  zu  sichern,  der  ihm  durchaus 
gebühren  sollte;  gleichwohl  verfährt  er  doch  nicht  so  summarisch,  wie 
Halma,  der  auf  dem  Titelblatte  des  zweiten  Bandes  seiner  Almagest- 
Ausgabe,  ohne  viel'  Scrupel,  den  Himmelsglobus  des  Hipparch  abbilden 
Hess,  leider  ohne  eine  Notiz  über  das  Material,  woraus  er  gemacht  war, 
die  zweifellos  interessant  gewesen  wäre. 

IL 

Ben  an-Nabdi  (y^  vXyJI  ^)  versichert •,  dass  er  im  Jahre  435  d. 
H.  (1043)  in  der  öfifentlicben  Bibliothek  zu  Kairo  zwei  Globen  gesehen 
habe,  einen  kupfernen  (^Liww UsU 9 ..^  J ,  von  Pto lern aeus  und  1250  Jahre 

alt,  sowie  einen  aus  Silber,  von  AbüM  Hasan  as^Süfi  für  den  König 
'Adad  ad-daula  (wörtlich  „Arm  des  Chalifates**)  verfertigt,  der  3000  Drach- 
men (Silberstticke)  wog  (^J-^'  ^^aa.^!  ^!  J*4X.  ^  l^JhS  q^  ^  j^'  ^j^^  J 
.  ^  .0  v^l  vi»  ib  L^j^  sJj  jJI  AAöt!  JJULI)  und  eben  so  viele  Goldstücke 
werth  war,  oder  dessen  Kaufpreis  diese  Summe  betragen  hatte. 


*  Bibliotheca  Arabico-Hiapana  Eficurialensis  eive  Librorum  omnium 
Mbs.  quoB  Arabien  ab  auctoribua  magnam  partem  Arabo-HiBpanis  compositos 
Bibliotheca  Coenobii  Escurialensis  complectitur ,  Recensio  et  Explanatio  Opera  et 
studio  Michaelis  Casiri.  Tomus  prior.  Matriti,  anno  M.DCC.LX.  Folio. 
Enthält  u.  A.  die  Mathematiker,  Mediciner,  Naturforscher. 
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Wenn  auch  in  beiden  Fällen  nicht  ausdrücklich  gesagt,  können  hier- 
nnter  wohl  nur  Himmelsgloben  zu  verstehen  sein;  denn  einmal  hStten 
solche  der  Erde  des  Berichterstatters  Aufmerksamkeit  doch  zu  sehr  gefesselt, 
als  dass  er  unterlassen  haben  sollte,  diess  besonders  zu  betonen,  sodann 
waren  alle  zwei  ans  den  H&nden  von  Astronomen  hervorgegangen. 

Der  Letztere,  ^3;;'^'^^^*^' /•^■o^Cr*'^^  ^"^^^  *Abdurrabman  ben 
*Omar  as-Stlfi  ar-Räzl  (geb.  903  zu  Rair  in  Persien,  gest.  986),  durch 
Schjellerup*  uns  näher  bekannt  geworden,  stand  bei  'Adad  ad-daula, 
der  im  Jahre  949  zur  Herrschaft  über  Persien  etc.  gelangte,  gleich  hoch 
in  Ounst  und  Ansehen;  in  der  Vorrede  zu  seinem  Fixstern -Verzeichnisse 
spricht  er  wiederholt,  aber  in  aller  Kürze,  von  Himmelskugeln  und  nur 
Ein  Mal   gedenkt  er,    mit    ein   Paar  Worten    mehr;    der   Sternbilder  auf 

dem  j, grossen''  Globus  des  (j^j^^  v,5*^^^  C^v,f^  '^^^  ^®^  *l8a  al-Harräni, 
jedoch  leider!  ohne  näher  auf  diesen  einzugeben. 

Was  den  angeblich  Ptolemäischen  Globus  aus  dem  Ende  des  zweiten 
Jahrhunderts  vor  Chr.  betrifft,  so  halte  ich  für  das  Wahrscheinlichste^ 
Ben  an-Nabdi  habe  sein  Alter  nur  nach  dem  Hörensagen  bestimmt,  nich; 
etwa,  dass  eine  so  lautende  Inscription  dazu  aufgefordert  hätte;  über  des 
Ptolemaeus  Lebenszeit  wird  der  alte  Araber  nicht  genau  informirt  ge- 
wesen sein. 

Der  Leser,  der  mir  bis  hierher,  das  heisst  bis  zum  Ende  meines  Aufsatzes. 
gefolgt  ist,  wird,  wie  ich  vermuthe,  verwundert  fragen,  wo  der,  in  der 
üeberschrift  gleichfalls  versprochene  Abschnitt  aus  der  Geschichte  der 
Erdgloben  bleibt?  Als  Antwort  darauf  das  Geständniss,  das  in  diesem 
Falle  für  mich  kein  fatales  ist:  ich  weiss  Nichts  davon!  Damit,  dass  ich 
zwar  beide  Arten  nannte,  von  der  ersten  aber  schweigen  musste,  habe  ich 
—  jedenfalls  in  einer  Form ,  wie  sie  nicht  kürzer  gedacht  werden  kann  — 
die  eine  und  die  andere  behandelt. 

Assemani  beginnt  seine  Beschreibung  desBorgianischen  Himmels- 
globus mit  den  Worten:  Qui  primus  cadestes  hasce  tnac^inas  molUus  fuerit 
ifUer  AraheSf  lotet.  Oredi  tarnen  potest,  tot  inter  exceUentes  Astronomas^  qui 
ex  plurihus  ncUionibus  apud  ChaUfam  Almamanem  conßuxerafU^  extitisse 
quempiamf  qui  in  äliquo  artefacto  Ohio  cadestium  siderum  formas^  ordinemque 
expresserü.  Ich  zweifele  auch  nicht  hieran  und  bedauere  deshalb  am  so 
mehr,  dass  sich  in  unseren  Sammlungen  Nichts  dergleichen  aus  jener  Zei: 
findet. 


*  H.  G.  F.  G.  S.chjellerup,  Description  des  steiles  fixes,  compos^  au  miliea 
da  diziäme  siäcle  de  notre  ^re  par  Tastronome  persan  Abd-al-Rahmaü 
al-Süfi  etc.    St.-Pätenbourg,  1874.  Imp.  4^*.    Mit  sieben  Figarentafeln. 
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Um  mich  gegen  jeden  Tadel  zu  sichern,  bemerke  ich,  dass  der 
Borgianische  Globus  zwar  unförmliche  Sterne  im  Adler  enthält ,  zu  ihrer 
Bezeichnung   aber   ein    schwer   entzifferbares    Wort   angiebt,    das  Ideler 

\j^^^^  liest;  eine  Beziehung  auf  den  Antinous  ist  damit  durchaus 
nicht  angedeutet 

Ueber  das  Vorkommen  dieses  Sternbildes  und  des  nXoTta^iog  BeQevUtjg 

bei  den  Arabern  (  g  Ij^  dafira,  Haarflechte)  vergleiche   man    die  Seiten 

44,  75,  76  bei  B.  Dorn,  Drei  in  der  Kaiserl.  öffentlichen  Bibliothek 
zu  St.  Petersburg  befindliche  astronomische  Instrumente  mit  arabischen 
Inschriften.    Mit  2  lithographirten  Tafeln.    St.  Petersburg,  1865«    Imp.  4^. 


Recensionen. 


Die  Deoade  nnd  die  Ziffemselirift  von  Hermann  Fault.  Nachdruck  rer- 
boten  und  alle  Rechte  vorbebalten.  Im  Selbstverlag  des  Yerfasseis 
Hermann  Panlj  -  Danzig ,  Eetterbagergasse  14.  Druck  von  A.  W. 
Eafemann.    1892. 

Eine  Seite  Vorwort  nnd  fünf  Seiten  Text !  Philosophisch  sein  wollende 
Redensarten  im  Selbstverlage.  Sollte  das  heissen:  keine  Zeitschrift  habe 
den  Aufsatz  drucken  wollen?  Referent  würde  es  von  einer  mathematisehes 
Zeitschrift  nur  begreiflich  finden,  denn  einem  Mathematiker  dQrfte  es  ui* 
möglich  sein  einzusehen,  dass  die  Zahl  10  so  sehr  allen  anderen  Grund- 
zahlen von  Systemen  an  Vorzügen  voraus  sei,  dass  deshalb  die  SchSpfnog 
sie  zur  Anzahl  der  menschlichen  Finger  gemacht  habe.  Cantoe. 


Notizen  über  die  Zahlwörter  im  Abaons  des  Boethins  von  Fr.  Th«  Eoppei 

Abdruck    aus    den    M^langes    gr6co-romains    T.   VI,    livraison  1. 
St.  Petersburg  1892  (Imprimerie  de  TAcad^mie  des  sciences).    18  S. 

Referent  hat  in  seinen  Vorlesungen  Gesch.  Mathem.  (I,  765)  die  be- 
kannten Verse  aus  dem  Mannscripte  von  Chartres  zum  Abdrucke  gebracht. 
in  welchen  die  Wörter  igin,  andras  u.  s.  w.  vorkommen.  Chasles  bat:? 
dieselben  Apercu  bist.  pag.  473  (deutsch  540)  veröffentlicht,  und  in  unseren: 
Abdrucke  ist  leider  der  Druckfehler  termenias  statt  temenias  stehen  g^ 
blieben»  der  in  die  deutsche  Ausgabe  von  Chasles  sich  einschlich.  Der 
Güte  von  Herrn  L.  Gegenbauer  verdanken  wir  die  Mittheilung ,  dass  die 
gleichen  Verse  mit  einigen  unwesentlichen  Abänderungen  in  dem  mit  der 
Signatur  Vai  üniv.  5327  versehenen  Pergamentscodex  der  Vaticanischec 
Bibliothek  enthalten  sind.  Dort  kommt  nicht  nur  das  im  ersten  Vene 
des  Codex  von  Chartres  fehlende  sibi  vor,  sondern  auch  als  Schlassven 
der  auf  cdentis  bezügliche  Vers: 

Terqne  notat  trinam  celentis  nomine  rithmum, 

das  heisst: 

Dreimal  schreibet  die  drei  das  Zeichen  celentis  mit  Namen. 

An  diese  Verse  schliesst  sich  der  von  Treutlein  herausgegebece 
Abacus  des  Gerlandus  (Nonnullis  arbitrantibns  etc.).  Herr  K 5  p p e r  hs: 
sich  die  schon  oft  vorgelegte  Frage  nach  dem  Ursprünge  jener  rathselhaften 
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Wörter  neuerdings  gestellt  und  ist  in  mancher  Beziehung  zu  neuen  Ansichten 
darüber  gelangt.  Er  verwirft  dabei  vollständig  diejenigen  Versuche,  welche 
eine  griechische  Ableitung  für  möglich  halten  und  stellt  dem  Leser  folgende 
Auswahl  zur  Verfügung,  welche  darin  mit  den  meisten  anderen  Forschern, 
auch  mit  dem  Referenten,  übereinstimmt,  dass  sie  nicht  einheitlich  ist: 

1  =  igin,  entweder  berberisch  iggen  oder  magyarisch  igy] 

2  =  andras,  germanisch  der  Andere*^ 

3  =  ormis,  magyarisch  häromj  vielleicht  früher  horm\ 
4=  arbas,  hebräisch  arba'  oder  arabisch  arbau\ 
5=:quimas,    lateinisch  quimus  (erhalten  in  guimaius^  das  Alter 

von  fünf  Jahren); 

6  =  c  a  1  c  i  s ,  vorläufig  unerkl  ärt ; 

7  =  zenis,  vorläufig  unerklärt,  vielleicht  an  das  russischerem'  zu 

denken ; 
8=:temenia8,  aramaeisch  temänya; 
9  =  celentis,  magyarisch  Tzüencz. 
Die   Magyaren    seien    um    das   Jahr    1000  zum    Ghristenthum    Über- 
getreten,  und  seit  dieser  Zeit  „kamen  Missionäre  und   deutsche  Kaufleute 
in's    Land;    und   diese  letzteren,   sowie   Gesandte  aus  verschiedenen  euro* 
päischen   Ländern,   haben   ohne  Zweifel  magyarische  Wörter  nach  Westen 
gelangen  lassen^.    So  die  Vermuthungen  von  Herrn  Köpper.    Referent  muss 
auch  jetzt  bei  seiner  alten  Meinung  stehen  bleiben:    Non  liquetl 

Cantor. 


Zur  Geschielite  der  EinftÜirang  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa  durch 
Gerbert,  eine  Studie  von  Professor  Dr.  H.  Weissenbobn.  Berlin 
1892.     Mayer  &  Müller.     III,  123  S. 

In  Gerbert 's  Briefen  ist  an  zwei  verschiedenen  Stellen  von  einem 
Büchlein  Über  die  Multiplication  und  die  Division  die  Rede,  welches 
„Joseph  sapiens^,  wie  er  das  eine  Mal,  „Joseph  Hispanus'',  wie  er 
das  andere  Mal  heisst,  zum  Verfasser  hatte.  Es  wäre  nicht  unwichtig, 
diesen  Joseph  genauer  zu  kennen,  es  wäre  noch  Wünschenswerther,  die 
Schrift  selbst  wieder  aufzufinden.  Bisher  war  keines  von  beiden  gelungen. 
Da  fand  Herr  Weissenborn  erst  bei  Jöcher,  dann  bei  Zedier  eine  Spur, 
welche  er  von  Citat  zu  Citat  weiter  rückwärts  verfolgte,  bis  er  schliesslich 
sich  überzeugte,  dass  sie  irrig  war,  und  nun  wissen  wir  von  jenem  Joseph 
nicht  ein  Wort  mehr,  als  früher  und  sind  wieder  ausschliesslich  auf  Ver- 
muthungen angewiesen.  Das  ist  der  Hauptinhalt  der  zu  zwei  Dritteln  aus 
Text,  zu  einem  Drittel  aus  Anmerkungen  bestehenden  Studie  des  Herrn 
Weissenborn.  Die  häufig  eingestreuten  polemischen  Bemerkungen  gegen 
den  Referenten  sind  wesentlich  höflicher  als  in  dem  „  Gerbert"  von  1888, 
über  welchen  wir  Bd.  XXXIII,  Hist-liter.  Abthlg.  S.  101—107,  berichtet 
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haben.  Wir  qnittiren  dankend  für  diese  Ver&ndenmg.  An  einer  Stelle  (8. 22) 
hat  Herr  Weissenborn  vollkommen  Recht  in  seiner  Bemftngelnng«  Sie 
richtet  sich  gegen  unsere  frühere  Annahme  eines  .ArchitaB  Latin ns", 
an  welcher  wir  noch  in  unseren  Vorlesungen  Gesch.  Mathem.  (I,  500)  fest- 
halten zu  dürfen  glaubten.  Inzwischen  sind  wir  durch  eine  Bemerkung 
des  Herrn  George  J.  Allman,  Hermathena  V,  194  (Dublin  1884)  belehrt 
und  bekehrt  worden.  Dort  ist  n&mlich  henroigehoben ,  dass  der  Ausdruck 
„non  sordidus  anctor**,  welcher  mit  Bezug  auf  jenen  Architas  gebraucht 
wird,  Horaz  angehört  und  in  dessen  Ode  auf  Archjtas  von  Taren t 
(Lib.  I,  Ode  28)  vorkommt.  Bei  dieser  üebereinstimmung  musste  jeder 
Zweifel  daran  schwinden,  dass  Architas  und  Archjtas  von  Tarent 
eine  und  dieselbe  Persönlichkeiten  sei.  Herrn  Weissenborn  scheint  diese 
Entdeckung  AUman's  unbekannt  geblieben  zu  sein,  wenigstens  föhrt  er  sie 
nicht  an,  und  deshalb  ergänzen  wir  hier  seine  Darstellung.  Der  ErgSnzung 
wäre  sie  auch  nach  der  Richtung  bedürftig,  dass  die  Arbeiten  des  Herrn  Na  gl 
in  keiner  Weise  berücksichtigt  sind,  welche  man  nicht  mehr  das  Recht 
hat,  zu  vemachlftssigen ,  mag  man  ihnen  beipflichten  oder  nicht.  Ausser 
dem  von  uns  angedeuteten  negativen  Hauptergebnisse  der  Weissenbor  ansehen 
Studie  ist  eine  werthvolle  Bemerkung  darin  enthalten.  Es  ist  nämlich  (S.  7) 
unseres  Wissens  zum  ersten  Male  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  Casiri 
unter  den  Schriften  des  Ostarabers  Alkindl  aus  dem  IX.  S.  auch  eine 
solche  nennt,  welche  den  Titel  führe  „De  Numeris  per  lineas  et  grana 
hordeacea  multiplicandis.**  Vorausgesetzt,  dass  die  üebersetsung  richtig 
wäre,  könnte  hier  allerdings  ein  Abacusrechnen  mit  Strichen  und  Gersten- 
körnern als  Rechenmarken  gemeint  sein,  wovon  bisher  bei  Arabern  jener 
verhältnissmässig  frühen  Zeit  noch  keine  Spur  gefunden  war.  Da  derselbe 
Alkindl  von  Casiri  als  Verfasser  eines  Buches  ^^De  Arithmetica  Indica' 
und  eines  solchen  „De  Numeris  harmonicis  a  Piatone  in  Timaeo  memoratis" 
genannt  wird,  ihm  also  indische  und  griechische  Quellen  zu  Gebote  ge- 
standen haben  müssen,  so  würde  die  weitere  Frage  auftreten,  ob  das 
Abacusrechnen  ihm  von  Osten  oder  von  Westen  her  bekannt  geworden 
war?  Unser  Zweifel,  ob  die  erwähnte  üeberschriflsübersetzung  auch  richtig 
sei,  fusst  daraiif,  dass  Herr  Suter  in  seiner  üebersetzung  des  Mathe- 
matiker-Verzeichnisses im  Fibrist  (Supplementheft  dieses  Bandes,  8.  11, 
Z.  11)  die  Üebersetzung  „Ueber  die  Linien  und  das  Multipliciren  mit  der 
Zahl  der  Gerstenkörner  (?)"  giebt,  eine  üebersetzung,  welche  an  Dunkel- 
heit dem  Urtexte  wohl  recht  nahe  kommt  und  das  von  Herrn  Suter  bei- 
gefügte Fragezeichen  reichlich  verdient.  Auch  Casiri 's  „De  numeris  har- 
monicis a  Piatone  in  Timaeo  memoratis"  dürft»  falsch  sein,  denn  nach 
Herrn  Suter  (1.  c.  S.  11,  Z.  6 — 7)  heisst  os  im  Fibrist  „Ueber  die  Er- 
klärung der  Zahlen 9  die  Piaton  in  seinem  Buche  vom  Staate  erwähnt", 
und  dort  kommen  thatsächlich  die  räthselhatten  Zahlen  vor.  üeberhaupt 
ist  Casiri    nur    mit   grösster  Vorsicht   zu  benutzen ,    und  auf  eine  ganz 
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vereinzelt  nur  bei  ihm  vorkommende  Uebersetznng  Schlussfolgeningen  zu 
gründen,  ist  höchst  gewagt,  wie  Herr  Weissenborn  sich  von  jedem 
Orientalisten  bestätigen  lassen  mag.  Cantor. 


Heber  den  Antheil  der  mathematiselLen  Wissenschaft  an  der  Cnltnr  der 
Renaissance.  Vortrag,  gehalten  im  Bathhaus  zu  Zürich  am  5.  Fe- 
bruar 1891  von  Dr.  F.  Rudio,  Professor  in  Zürich.  [Sammlung 
gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vorträge.  Neue  Folge. 
VI.  Serie,  Heft  142.]    Hamburg  1892.   Verlagsanstalt  und  Druckerei 

A.  G.  (vormals  J.  F.  Richter).    33  S. 

Die  historisch -literarische  Abtheilung  des  XXXVI.  Bandes  dieser  Zeit- 
schrift hat  Herrn  Rudio  unseren  Lesern  als  Historiker  schon  bekannt  gemacht. 

Seite   139    ist  eine   Notiz    aus    seiner   Feder  über   die    bekannte  Vieta- 

2 

sehe  Factorenfolge  für—  abgedruckt,    und    Seite  30    berichteten   wir  über 

TT 

eine  in  Zürich  erschienene  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers  über  das 
Problem  von  der  Quadratur  des  Zirkels.  Zeigte  sich  dort  Herr  Rudio  als 
vollständig  zu  Hause  in  einem  eng  umschriebenen  Bereiche  der  geschichtlich- 
mathematischen Forschung,  so  liefert  er  in  dem  heute  uns  vorliegenden 
Vortrage  den  Beweis ,  dass  er  reiche  Kenntnisse  in  dem  ganzen  Gebiete 
der  Geschichte  der  Mathematik  besitzt,  und  zeigt  aufs  Neue  die  Gabe 
anziehender  Darstellung ,  welche  man  jedesmal  an  ihm  zu  schätzen  gewohnt 
ist,  wann  und  wo  man  ihm  als  Schriftsteller  begegnet.  Neue  Entdeckungen 
sind  natürlich  in  dem  kurzen  üeberblick,  welchen  Herr  Rudio  vor  einem 
aus  Damen  und  Herren  gemischten  Zuhörerkreise  über  die  ganze  Ent- 
wicklungsgeschichte der  Mathematik  bis  etwa  zum  Jahre  1500  warf,  nicht 
mitgetheilt ,  aber  dafür  ist  es  dem  Redner  sicherlich  gelungen ,  eben  jenem 
Zuhörerkreise  den  Wahn  zu  vertreiben,  als  sei  die  „trockene^  Mathematik 
EU  allen  Zeiten  nichts  Anderes  gewesen,  als  ein  Mittel,  die  armen  Schüler 
zu  plagen!  Cantoe. 

Dialog  über  die  beiden  hauptsächlichsten  Weltsysteme,  das  Ptolemäische 
und  das  Kopernikanische  von  Galileo  Galilel  Aus  dem  Italienischen 
übersetzt  und  erläutert  von  Emil  Strauss,  ordentlicher  Lehrer  an 
der  Realschule  ^Philantropin**  in  Frankfurt  a.  M.    Leipzig  1892,  bei 

B.  G.  Teubner.     LXXIX ,  585  S. 

Ist  die  Herausgabe  einer  deutschen  üebersetzung  von  Galilei 's  be- 
rühmtem Dialoge  gerechtfertigt?  Ist  die  von  Herrn  Strauss  ausgeführte 
Üebersetzung  gut?  Das  sind  die  beiden  Fragen,  welche  allein  der  Beant- 
wortung bedürfen,  da  zwei  und  ein  halb  Jahrhunderte  bereits  die  Vorfrage 
nach  dem  Werthe   der  übersetzten  Schrift  beantwortetet  haben.     In  erster 
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Linie  dürfen  wir  behaupten,  die  Herausgabe  einer  Ueberseiznng  scheice 
uns  vollberechtigt.  Aufwachsend  im  hergebrachten  Glauben  an  die  kopeiri- 
kanische  Weltenordnung  ist  sich ,  meinen  wir,  unsere  Jugend  nicht  genOgen: 
der  Gründe  bewusst,  welche  diese  Annahme  vor  anderen  auszeichnen,  od: 
wo  konnte  sie  dieselben  besser  kennen  lernen,  als  in  dem  Werke,  welches,  wie 
kein  anderes,  zum  Siege  der  neuen  Lehre  beigetragen  hat?  Und  wie  aC 
dieser  Wissensdurst  Befriedigung  finden?  Die  alten  Originaldmcke  sied 
Seltenheit  des  buchhftndlerischen  Verkehrs  geworden,  die  neuen  Gesammt- 
ausgaben  von  Galilei's  Werken  sind  zu  umfangreich  und  von  zu  kcit- 
spieliger  Anschaffung ,  als  dass  sie  auf  grosse  Verbreitung  rechnen  können: 
eine  neue  Einzelausgabe  des  Dialoges  kann  allein  dieses  Bedürfnis»  befrie- 
digen, kann  allein  gestatten,  dass  an  recht  vielen  Mittelschulen  unter  der 
alljährlich  zu  vertheilenden  Preisbüchern  auch  Galilei 's  Dialog  regelm&ssir 
erscheine.  Kann  doch  der  Jüngling  ausser  jeuer  Begründung  der  koperri- 
kanischen  Lehre  noch  vieles  Andere  bei  Galilei  lernen,  z.  B.  wie  ma£ 
scharfe  Logik  mit  feiner  Ironie  paare,  wie  man  gelehrt  sei,  ohne  dem  Fluch 
der  Langweiligkeit  zu  verfallen.  Giebt  es  doch  kein  besseres  Buch  zu: 
Einführung  in  die  zahlreichen  Fragen,  welche  das  XVIL  Jahrhundert  deL 
Naturwissenschaften  stellte,  und  welche  nur  sehr  allmtthlich  Beantwortnnj 
fanden.  Wir  haben  den  Nutzen,  welche  jugendliche  Leser  ans  dem  gali- 
leischen  Dialoge  ziehen  können,  vorausgestellt,  weil  diese  Gattung  toi 
Lesern  nur  der  üebersetzung  sich  bedienen  wird,  während  dem  reiftrei 
Kreise  auch  ein  italienischer  Einzeldruck  genügen  könnte,  ohne  dass  dani/. 
gesagt  sein  soll ,  dass  nicht  auch  der  Mittelschnllehrer,  gleich  seinem  Schükr. 
ein  deutsches  Exemplar  vorziehen  wird.  Er  wird  dann,  von  Schwierig- 
keiten der  Sprache  ungehemmt,  um  so  mehr  dem  Genüsse  galileiseher  Dar- 
stellung sich  hingeben  können.  Freilich  setzt  dieser  Genuss  voraas,  da.-.' 
auch  die  zweite  von  uns  am  Anfange  betonte  Frage  Bejahung  finde,  da^: 
Herr  Strauss  eine  gute  Üebersetzung  lieferte.  Wir  reden  von  der  Arbeit 
eines  allzufrüh  aus  dem  Leben  Geschiedenen.  Emil  Strauss  ist  ^x. 
3.  Mai  1859  in  Frankfurt  am  Main  geboren,  am  6.  Februar  1892  ebenda 
gestorben.  Eine  Lungenentzündung  raffte  den  jugendlich  kräftigen  ManL 
in  wenigen  Tagen  dahin.  Er  war  Lehrer  an  der  „Philantropie*'  genanntem 
Realschule  seiner  Vaterstadt,  derselben  Schule,  in  welcher  einst  dureL 
seinen  Lehrer,  Herrn  G.  Wertheim,  unseren  geschätzten  Mitarbeiter,  d^f 
Lust  an  mathematischen  Studien  in  ihm  geweckt  wurde,  welchen  er  vier  Jahre 
(1878 — 1882)  an  der  Berliner  Hochschule  unter  MKnnern  widmen  durfte, 
von  denen  nur  einer  noch  als  Docent  thätig  ist:  Helmholtz.  üeber 
dessen  wichtigste  Entdeckungen  und  Arbeiten  hat  Strauss  seine  phjs: 
kaiische  Prüfungsarbeit  gemacht,  welche  in  dem  Prüfungszengnisse  voc 
November  1882  als  eine  vorzügliche  Leistung  bezeichnet  wurde.  Nur  eltt 
Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  nebst  fuuctionen-theoretisckf 
Anwendung  hat  Strauss   in  den  Acta  Mathematica  (1887)    veröfifentlicbi 
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Die  üebersetznng  des  Galilei'scben  Dialogs  ist  demnach  sein  wissen- 
schaftliches Lebenswerk  gewesen,  nnd  wenn  sie  uns  bedauern  Iftsst,  dass 
der  begabte  Schriftsteller  so  jung  aus  der  Schaffensfreude  herausgerissen 
wurde,  so  wird  sie  seinen  Namen  zu  erhalten  hinreichen.  Die  Sprache  ist 
edel  und  vornehm,  dem  Sinne  und  dem  Geiste  des  Originals  sich  anbe- 
quemend, ohne  sclavisch  an  dasselbe  angekettet  zu  sein.  Zahlreiche  An- 
merkungen, ohne  welche  nur  sehr  wenige  Leser  den  Dialog  in  allen  Einzelheiten 
zu  verstehen  im  Stande  wftren,  zeugen  von  der  seinen  Jahren  vorgeeilten 
Belesenheit  ihres  Verfassers.  Eine  biographische  Einleitung  giebt  Galilei's 
Lebens-  und  Leidensgeschichte;  auch  hier  erfreut  neben  der  Beherrschung 
des  überreichen  Stoffes  die  schOne ,  warme ,  an  manchen  Stellen  fast  dich- 
terische Sprache.  Cantob. 


Oino  Loria,  Nicola  Fergola  e  la  scuola  di  matematici  che  lo 
ebbe  a  duce.  Con  4  tavole  litografate.  144  pag.  Estratto  dagli 
Atti  della  B.  üniversitä  di  Genova.     Genova  1892. 

Wir  freuen  uns  jedes  Mal ,  wenn  wir  in  die  Lage  kommen ,  eine  neue 
geschichtlich  -  mathematische  Studie  unseres  jugendlichen  Fachgenossen  an- 
zuzeigen ,  und  sein  Fleiss  verschafft  ups  diese  Freude  h&ufig.  Heute  haben 
wir  über  Untersuchungen  zu  berichten,  welche  der  geometrischenneapoli- 
tanischen  Schale  am  Anfang  des  XIX.  Jahrhunderts  gewidmet 
sind.  Wenn  Chasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  (französische 
Ausgabe,  pag.  46,  deutsch  Seite  43)  das  Lob  von  Fergola  und  seinen 
Schülern  Bruno,  Flauti,  Scorza  ausspricht  und  der  Leser,  den  Worten 
des  französischen  Geometers  vertrauend,  nicht  weiter  im  Stande  zu  sein  pflegt, 
sie  zu  controliren,  als  höchstens  so  weit  Flauti*s  Qeomäria  di  süo  in 
Frage  kommt,  so  ist  es  doppelt  erwünscht,  dass  Herr  Gino  Loria  sich 
die  Mühe  gab ,  die  Grundlagen  zu  erforschen ,  auf  welchen  jenes  Lob  beruht, 
und  die  Ergebnisse  seiner  Forschung  in  der  ihm  eigenen  angenehmen  Dar- 
stellungsweise zu  veröffentlichen. 

Eine  Schule  war  es  in  der  That,  welche  Nicola  Fergola  (1753  bis 
1822)  gegründet  hat,  eine  Schule  von  so  engem  Zusammenhang,  wie  sie 
kaum  je  wieder  bestand,  seit  Pjthagoras  fast  in  derselben  Gegend  deren 
Musterbild  schuf.  Dieser  sehr  richtige  Vergleich  gehört  Herrn  Loria  an, 
welcher  ihn  noch  damit  belegte,  dass  bei  den  Schriften  der  neapolitanischen 
Schule  man  stets  in  Zweifel  sei,  ob  man  von  dem  Verfasser  oder  den  Ver- 
fassern reden  solle,  da  die  Arbeiten,  wie  die  Entdeckungen,  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  Gemeingut  waren,  der  Geist  des  Lehrers  vollends  überall 
sichtbar  blieb.  Man  möchte  zum  Vergleiche  wohl  auch  die  Arbeiten  bei- 
ziehen, welche  in  unseren  Tagen  aus  dem  chemischen  Laboratorium  be- 
rühmter Lehrer  hervorgehen.  Was  in  den  Geistesretorten  der  Neapolitaner 
sich  destillirte,  war  Geometrie  nach  Art  der  Alten. 
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Die  gleiche  Abneigung,  welche  gegen  das  rein  analytische  Ver&fare:: 
das  bei  Lagrange  die  extremste  Vertretung  gefunden  hatte ,  in  Frankre:: 
dann   in   Deutschland  wach    geworden    ist   und    dort    in    Gerg'onne,  :: 
Brianchon,  in  Poncelet,  in  Chasles,  hier  in  Möbins,    in  Steiner 
in  von  Staudt  Vertreter  einer   Reaktion  geschaffen   hat,    die    eine  k.- 
Geometrie  der  Alten  hervorbrachte ,  diese  selbe  Abneigung  rogte  sich  sca-:: 
vierzig  und  mehr  Jahre  früher  in  Fergola,   zu  früh  wahrscheinlich,  i-. 
dass    sie    ebenso   positive  Ergebnisse    hätte  zeitigen  können,    als   bei  d<: 
genannten  Franzosen  und  Deutschen.     Bei   diesen  waren   die   analjtiscbe: 
Methoden ,  und  was  man  durch  sie  herausgerechnet  hatte ,  wider  Willen  ii 
Fleisch  und  Blut  übergegangen.     Bechnungsgedanken  —  wir  erinnern  lc: 
an  das  DoppelschnittverhKltniss  —  lagen  fast  unbewusst  in  den  nenen  rej: 
geometrisch  gemeinten  Betrachtungen.    Das  war  bei  Fergola  nnd  b&lh 
Schülern    noch   nicht  der  Fall.     Sie  haben  darum  nur  eine  wirklich  de^ 
griechischen  Vorbilde  ähnliche  Oeometrie  zu  Wege  gebracht,    wShrend  c.i 
Zeit  nahte,   dass  eine  projective  Geometrie  entstehen  sollte.     Was  aber  ii 
der  neapolitanischen  Bichtung  mit  enthalten  war,  das  waren  geschichtikit 
Betrachtungen    über    euklidische   und   voreuklidische   Geometrie,    nnd  Ik: 
hätte  man  von  den  Schülern  Fergola 's  lernen  können,  wenn  ihre  Schhfbei 
weitere  Verbreitung  gefunden  hätten. 

Wir  unterlassen  es,  auf  das  Einzelne  einzugehen.  Wir  verweisen  viel- 
mehr unsere  Leser  auf  die  Arbeit,  welche  die  üeberschrift  unserer  kam: 
Anzeige  bildet.  Dort  werden  sie  mannigfache  und  genussreiche  Belehnz; 
finden.  Caittob. 


Das  Ott^jano'sclie  Problem.  Eine  mathematisch -historische  Stndie  tc 
Oberlehrer  Dr.  Jobannes  Max  Brückner.  Wissenschaftlicbe  Beili^ 
zum  Jahresbericht  über  das  Realgymnasium  zu  Zwickau ,  Ostern  1S£ 
(1892.   Progr.-Nr,  555.) 

Chasles  hat  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  (französische  Aci- 
gabe  S.  328,  deutsche  üebersetzung  S.  341)  die  yerschiedenen  Entwicklan^* 
stufen  bemerkbar  gemacht»  welche  die  Aufgabe:  in  einen  Kreis  ei: 
Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch  drei  gegebesr 
Punkte  gehen  durchlief,  seitPappus  sie  für  den  ganz  besonderen  Fl 
löste,  dass  die  drei  gegebenen  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Abc 
Chasles  begnügte  sich,  dem  Charakter  einer  Anmerkung,  wenn  auch  eiscr 
ausgedehnteren  Anmerkung  entsprechend,  mit  der  Angabe  der  Schrift- 
steller und  der  Stellen ,  wo  sie  sich  mit  jener  Aufgabe  beschSftigt  habet 
Wollte  man  alle  diese  Einzelleistungen  kennen  lernen,  so  war  man  dana: 
angewiesen,  in  zahlreichen  Bänden  nachzuschlagen,  die  überdies  nicht  genuit 
aller  Orten  zur  Verfügung  standen.  Herr  Brückner  hat  sich  die^*: 
Sammelmühe  ein  für  alle  Mal  unterzogen  und  sttmmtliche  Untersnchanga 
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—  auch  solche  neueren  Ursprungs,  welche  Chasles  noch  nicht  auführen 
konnte  —  gruppenweise  geordnet  seinen  Lesern  vereinigt  geboten.  Es 
war  eine  sehr  dankenswerthe  Mtthe,  die  er  sich  gab,  und  er  hat  dadurch 
die  Programmliteratnr  um  eine  Nummer  bereichert,  welche  sicherlich  auch 
in  weiteren  Kreisen  sich  Freunde  erwerben  wird.  Einem  Irrthume  ist  er 
verfallen,  zu  welchem  Chasles,  der  eben  denselben  beging,  die  Veran- 
lassung bot.  Einen  jungen  Neapolitaner  Ottajano,  welcher  mit  der 
betreffenden  Aufgabe  sich  erfolgreich  beschäftigte,  hat  es  nicht  gegeben. 
Der  jugendliche  Gelehrte,  dessen  Auflösung  durch  Lorgna  bekannt  geworden 
ist,  hiess  Annibale  Oiordano  und  war  in  Ottajano,  einem  grösseren 
hinter  dem  Vesuv  gelegenen  Orte,  geboren.  Das  geht  zweifellos  aus  dem 
Bändchen :  OpuscoU  matematici  deUa  Scuöla  del  sig.  N*  Fergöla  parte  giä 
puhhlicati  e  parte  inediti.  Vol.  I.  Napoli  1810  hervor,  in  welchem  A.  Gior- 
dano  als  Verfasser  des  ersten  Aufsatzes  Bisolugioni  di  älcuni  difficiUssiini 
geometrid  prohlemi  genannt  ist,  und  dieser  Aufsatz  enthält  eben  die  erwähnte 
Auflösung.  Cantor. 


Anal]rtisch6  Geometrie  desPnnktes,  der  Geraden  und  der  Kegelschnitte. 

Nach  neueren  Methoden  dargestellt  von  Adolf  Hanneb,  ordentlicher 
Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  K.  und  E.  technischen 
Militär -Akademie  in  Wien.  Mit  127  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Prag  1891.  Verlag  von  H.  Dominicus.    Th.  Grass.  8®.   VIII,  480  S. 

An  die  Ausarbeitung  des  vorliegenden  neuen  Lehrbuches  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  ging  der  Verfasser  zunächst  in  der  Absicht,  seinen 
eigenen  Schülern  ein  Handbuch  zu  liefern,  das  zur  Grandlage  und  Ver- 
vollständigung seiner  Vorlesungen  an  der  Wiener  Militär -Academie  dienen 
sollte.  In  der  Form,  die  es  schliesslich  gewonnen  hat,  rechnet  es  aber 
auf  einen  viel  weiteren  Kreis,  auf  die  Studirenden  der  Mathematik  über- 
haupt. Die  langjährige  Lehrthätigkeit  des  Verfassers  lässt  von  vornherein 
die  Vermuthung  entstehen ,  dass  wir  es  mit  einem  besonnenen  und  brauch- 
baren Werke  zu  thun  haben,  und  wir  sehen  uns  hierin  nicht  getäuscht. 

Nachdem  die  Cartesischen  Coordinaten  erläutert  sind,  werden  die 
Gleichungen  der  Geraden  und  des  Punktes  besprochen,  wobei  sofort  das 
Princip  der  Dualität  hervortritt.  Es  folgen  die  Grandgebilde  erster  Stufe 
und  das  Doppelverhältniss.  Sehr  gut  hat  dem  Referenten  gefallen,  dass 
vor  der  Behandlung  des  letzten  Begriffes  die  einfachen  Theilverhältnisse  in 
§  15 — 17  einer  ausführlicheren  Behandlung  und  eigenen  Bezeichnung  ge- 
würdigt werden,  was  auf  das  Verständniss  der  Doppelverhältnisse  nur  günstig 
wirken  kann.  Weiter  werden  die  vollständigen  Figuren  gebracht  und  zum 
Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  die  homogenen  Coordinaten  und  deren 
Transformation  gelehrt. 

Hi8t.-Ut.  Abth.  d.  Zeltschr.  f.  Math.  u.  Fhys.  yXXVll,  6.  17 
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Der  zweite  Abschnitt,  ^Projectiyische  Geometrie **  betitelt,  giebt  die 
Lehre  von  der  Projectivitftt  und  Involution  der  Grnndgebilde  erster  ßtafe, 
daran  anknüpfend  ein  Capitel  mit  der  üeberschrift  ,, Invarianten  und  Co- 
Varianten  binftrer  Formen^  und  schliesslich  CoUineation  und  ReciprocitSt 
ebener  Systeme,  mit  Einschluss  der  Polarsysteme. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  der  Theorie  der  Kegelschnitte  gewidmet 
Nach  den  gewöhnlich  zuerst  abgehandelten  allgemeineren  Eigenschaften  be- 
schäftigt er  sich,  unter  dem  nicht  besonders  empfehlenswerthen  Titel 
„Polarisation*'  mit  Polen  und  Polaren,  dann  mit  Mittelpunkten,  Asymptoten 
und  Durchmessern,  mit  der  projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte^ 
und  schliesslich,  unter  Zuhilfenahme  invarianten  -  theoretischer  Betrachtungeo, 
mit  Kegelschnittbüscheln  und  Kegelschnittreihen. 

Die  in  den  Text  gedruckten  Figuren  entsprechen  ihrem  Zwecke;  die 
Ausstattung  ist  lobenswerth.  Literaturangaben*  und  Aufgabensammlungen 
enth&lt  das  Buch  nicht.  Ein  doppeltes  Bestreben  des  Verfassers  ist  es,  welche 
dem  Buche  seine  Physiognomie  verleiht 

Inhaltlich  wünschte  er ,  ohne  irgendwo  Neues  bieten  zu  wollen ,  seinezc 
Werke  ein  Gepräge  zu  verleihen,  das  man  in  Bausch  und  Bogen  als 
modern  bezeichnen  kann.  Das  Wesen  der  Dualität,  der  homogenen  Co- 
ordinaten,  der  Projectivität,  der  Invariantenbegriffe,  tritt  unter  ausfGLhrlicben 
Anwendungen  deutlich  hervor,  Determinantentheorie  wird  vorausgesetzt 
Das  erstgenannte  Princip  wird  man  in  wenig  Lehrbüchern  mit  solcbef 
Liebe  und  Consequenz  dargestellt  finden ,  was  sich  schon  äusserlich  an  da, 
so  weit  irgend  thunlich,  festgehaltenen  Zweitheilung  der  Seiten  ausspricht 
Wollte  man  nur  mit  Bücksicht  auf  diese  Zweitheilung  urtheilen,  so  möchte 
man  dem  Buche  ein  grösseres  Format  wünschen ,  siehe  z.  B.  Seite  268 ;  bei 
der  gegenwärtigen  Schmalheit  werden  sogar  ein  Mal  die  Zeilen  einer 
Determinante  gebrochen,  Seite  270.  Wenn  man  auch  sagen  kann,  sobald 
das  Princip  erkannt  ist,  sei  die  Uebersetzung  eines  einseitig  gegebeses 
Satzes  in  den  reciproken  sehr  leicht,  so  hat  die  ausführliche  Darstellang 
doch  sicher  ihre  Vortheile.  Sie  kommt  der  Geometrie  der  Linieneoordi- 
naten  zu  Oute,  welche,  was  man  auch  sagen  mag,  den  meisten  von  usi 
doch  weniger  vertraut  zu  bleiben  pflegt,  wie  die  der  Punktcoordinaten. 

Die  homogenen  Coordinaten  bleiben  von  ihrer  Einführung  an  das 
bevorzugte  Mittel  der  Darstellung,  und  es  wird  zu  den  speciellen  cartesischei. 
Coordinaten  nur  in  den  Fällen  metrischer  Aufgaben,  wo  sie  Vortheile  bietes. 
zurückgegriffen.  Das  letzte  invarianten  -  theoretische  Capitel,  hauptsSehlkb 
Gordan*s  Lehrbuche  entnommen,  giebt  die  Begriffe  der  Invariante,  C- 
Variante  und  Contravariante  und  bedient  sich  für  dieselben  und  für  die  binSn^i 
Formen  der  kurzen  symbolischen  Bezeichnungsweisen. 


*  Mit  ganz  geringen  Ausnahmen. 
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Hinsichtliob  der  Form  bat  der  Verfasser  Tor  Allem  auf  leichifassliche 
Darstellung  gesehen.  Eine  Hauptsache,  um  ein  mathematisches  Buch  an- 
genehm lesbar  zu  machen ,  is^  die  gl  eich  massige,  entweder  stärkere  oder 
schwächere  Ausführlichkeit  der  Beweise,  welche  den  Leser  schon  nach 
kurzer  Leetüre  das  Maass  geistiger  Anstrengung  sicher  erkennen  lässt, 
welches  er  durchweg  beim  Verstftndniss  anwenden  muss.  Es  giebt  yiele 
sonst  gute  Bücher,  welche  darauf  nicht  Bücksicht  nehmen,  vielmehr  an 
der  einen  Stelle  ausführlich  yerfabren,  an  einer  anderen,  von  gleich  grosser 
Schwierigkeit,  mit  einem  „Man  siebt  leicht**,  oder  auch  ohne  jede  Andeutung 
den  ganzen  Beweis  hinunterschlucken.  Der  Leser  plagt  sich  dann  oft  ver- 
geblich mit  naheliegenden,  selbstverständlichen  Gedanken,  den  Beweis  zu 
führen,  der  ihm  leichter  werden  würde,  wenn  er  wüsste,  dass  er  schwer  ist 

Hanner*s  Buch  befleissigt  sich  einer  solchen  Gleicbmässigkeit  in  der 
Ausführung ,  und  verdankt  derselben  wesentliche  Vorzüge.  Es  ist  ein  leicht 
und  angenehm  zu  lesendes  Buch,  bei  dem  auch  das  Quantum  des  Gebotenen 
geschickt  abgemessen  ist. 

Wir  kOnnen  hiernach  Hanner 's  Streben  nach  modemer  Gestaltung 
und  leichtfasslicher  Darstellung  als  von  Erfolg  begleitet  bezeichnen,  und 
glauben ,  dass  sein  Lehrbuch  die  Concurrenz  mit  den  vielen  anderen  bereits 
bestehenden  Lehrbüchern  über  denselben  Gegenstand  getrost  aufnehmen 
kann. 

Bei  dem  Interesse  und  der  eingehenden  Prüfung,  die  wir  dem  Buche 
zugewendet  haben,  ist  es  natürlich,  dass  wir  auch  Stellen  entdeckten, 
welche  uns  weniger  gelungen  erschiepen,  und  wir  wollen  auch  mit  unseren 
Ausstellungen  nicht  zurückhalten.  Vielleicht,  dass  bei  einer  doch  wohl  zu 
erwartenden  Neuauflage  ein  oder  die  andere  unserer  Bemerkungen  von  Seite 
des  Autors  Berücksichtigung  findet. 

Das  erste  Dutzend  Paragraphen  ist  es  nicht,  welches  uns  am  besten 
gefallen  hat.  Die  Elemente  sollten  simpler  und  zugleich  präciser  dargestellt 
werden.  Auch  darf  man  hier  mit  erläuternden  Worten  nicht  sparen  und 
nichts  als  selbstverständlich  voraussetzen,  was  nur  dem  gelernten  Geometer 
ganz  geläufig  erscheint.  Bei  H anner  kommen  uns  z.  B.  diejenigen  Be- 
merkungen, welche  sich  auf  üebersetzung  des  Vorzeichens  von  Zahlen  in 
den  Sinn  geometrischer  Gebilde  beziehen,  undeutlich,  zerstreut  und  viel- 
fach als  zu  selbstverständlich  hingestellt  vor. 

In  der  That  aber  handelt  es  sich  doch  um  einen  der  Cardinalpunkte, 
gegenüber  denen  alles  Andere  nur  das  Prädicat ;,  Anwendung**  oder  „Neben- 
sache** verdient.  Auch  sind  gerade  Vorzeichenfragen  diejenigen,  in  denen 
man  sich  am  leichtesten  verwirrt  und  in  denen  selbst  geübte  Mathematiker 
Fehler  machen.  Statt  also  den  Anfänger  in  seiner  ohnehin  stets  vorhan- 
denen Neigung,  das  Vorzeichen  auf  die  leichte  Achsel  zu  nehmen,  zu 
bestärken^  ist  es  geratben,  ihn  eben  hier  zur  äussersten  Gewissenhaftigkeit 
anzuleiten.     Wenn  es  z.  B.  auf  Seite  3  ohne  Weiteres  heisst:  „Es  ist  klar, 
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dass  unter  (xL)  derjenige  Winkel  Cgemeint  ist  offenbar  der  Winkel  <  n) 
zu  verstehen  ist,  welchen  die  positive  Bichtung  der  Projectionsaebse  mit 
der  positiven  Bichtnng  der  Geraden  (Z)  —  {Uchtang  von  M^  nach  M^  — 
bildet^,  so  würden  wir  im  Gegentheil  es  angezeigt  finden ,  die  hier  in  Frage 
kommenden  Verhältnisse  etwas  ausführlicher  zu  erOrtern,  etwa  eine  zweite 
Figur  beizufügen,  wo  die  positive  Bichtung  nicht  mit  der  Bichtung  Jlf|  J^ 
übereinstimmt,  und  des  häufig  vorkommenden  Falles  zu  gedenken,  das« 
die  Linienlängen  absolut,  die  Winkel  von  der  o;- Achse  aus  drehend ,  in 
einem  bestimmten  Sinne  gemessen  werden.  Wird  ja  doch  diese  Art  der 
Winkelbestimmung  später  Seite  14  und  16  wirklich  eingeführt  Die  Be- 
schreibung des  Drehungssinnes  mit  „von  rechts  nach  links"  ist  geföhrlich 
einfach.  Mag  Hanner  damit  auch  das  Bichtige  —  den  der  Uhrzeiger- 
bewegung entgegengesetzten  Sinn  —  meinen,  ein  Anderer  wird  das  Gegen- 
theil darunter  verstehen.  Diese  und  andere  zweifelhaften,  ursprünglich 
unlogischen  Bezeichnungen,  wie  z.  B.  rechtsdrehend  etc.,  sollte  man  steta 
durch  unzweideutige,  wie  links  vornläufig,  linksobendrehend  etc.,  ersetzen. 

Auf  Seite  44,  ebenso  Seite  223,  Zeile  4  von  oben,  ist  immer  von 
dem  ^inkel  zweier  Strahlen  I/|,  L^  die  Bede,  sowie  von  inneren  und 
äusseren  Theilstrahlen  desselben,  ohne  dass  die  Zweideutigkeit  aus  dem 
Wege  geräumt  würde  —  übrigens  ein  ganz  hergebrachter,  schon  bei 
Chasles  sich  findender  Fehler. 

Nicht  ohne  eine  kleine  Schadenfreude  hat  der  Beferent  bemerkt,  dass 
Herrn  Hanner  selbst  mit  dem  Vorzeichen  ein  Versehen  passirt  ist,  indem 
die  Vorzeichenbestimmung  der  Strecke  NO  =  d^  auf  Seite  29,  oben  mit 
jener  in  Gleichung  (24),  Seite  15,  in  Widerspruch  steht. 

Bei  den  Polarcoordinaten,  §  7,  lässt  Hanne r  negative  Werthe  des 
Badius  vector  zu,  während  man  gewöhnlich  vorzieht,  den  Badias  recifs 
ein  für  alle  Mal  positiv  zu  nehmen.  Man  wünscht  ja  doch  ein  ein -ein- 
deutiges Entsprechen  zwischen  geometrischem  Object  und  System  der 
zugehörigen  Coordinaten werthe.  Hanne r  giebt  übrigens  auch  keine  all> 
gemeinere  Definition  von  Coordinaten,  sagt  nicht  ein  Mal,  dass  darunter 
Bestimmungsstücke  zu  verstehen  seien,  sondern  überlässt  es  dem  Instinkta 
des  Lesers,  allmählich  sich  die  richtige  Idee  zu  bilden.  Auch  eine  all- 
gemeinere Darstellung  des  Fundamentalprincips ,  wie  eine  Curve  dtutsh  eine 
Gleichung  zwischen  Coordinaten  sich  darstellen  lässt,  gehört  doch  unzweifel- 
haft an  den  Anfang  des  Buches.  Statt  dessen  kommen  wir  auf  Seite  13 
gleich  speciell  zu  der  Geraden  und  finden  natürlich  auch  später  das  all- 
gemeine Princip  nicht  mehr  herausgehoben. 

Die  Beweise  sind  zum  Theil  unabhängiger  von  den  Figuren  zu  stellen; 
in  §  3  z.  B.  könnte  mit  einem  Worte  gesagt  werden,  warum  das  erhalten« 
Besultat  allgemein  giltig  ist.  Man  muss  an  die  Neigung  des  Anfängers 
denken,  sich  stets  auf  gewisse  specielle  Figurengestaltnngen  zu  besehrSnken^ 
oder  von  ihnen  aus  falsch  zu  verallgemeinem. 
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Es  kommt  uns  nicht  gerade  gut  gesagt  tmd  gut  erklärt  vor,  wenn 
es  Seite  11  heisst:  „Die  Wahl . .  •  h&ngt  mit  dem  . . .  Principe  der .  • .  Beci- 
procitftt  innig  zusammen  ^  nach  welchem  nftmlich  in  den  meisten  Fällen  zu 
jedem  Satze  ein  reciproker  Satz  gefunden  werden  kann.* 

Wenn  das  Werk  auch  im  Allgemeinen  keine  Literaturangaben  bringen 
will,  80  könnten  doch  wohl  an  den  Stellen,  wo  Cartesius,  Plücker, 
Hesse  als  Oründer  genannt  werden;  auch  die  Titel  ihrer  Hauptwerke 
sammt  Zeitangabe  beigefügt  sein. 

Was  die  Determinanten  anlangt,  so  wollen  wir  über  deren  Zulässig- 
keit  im  Oanzen  nicht  streiten.  Es  ist  ein  Zeichen  des  mathematischen 
Fortschritts  der  letzten  Jahrzehnte,  dass  dieselben  jetzt  sogar  in  elemen- 
tarereh  Lehrbüchern  figuriren  dürfen.  Gewiss  aber  verdient  das  Yerständniss 
der  untersten  Grundlagen  einer  selbst  so  fundamentalen  Disciplin,  wie  die 
analytische  Geometrie  ist ,  von  dem  der  Determinanten  unabhängig  gehalten 
zu  werden,  und  es  empfiehlt  sich,  die  allereinfachsten  Aufgaben  über 
Bestimmung  und  Schnitt  von  Geraden  ausser  in  Determinanten,  auch  in 
ausgeschriebener  Form  zu  bringen.  Jedenfalls  aber  sind  Determinanten, 
die  zu  zwecklosem  Aufputz  dienen,  wie  eine  auf  Seite  7,  überflüssig. 

Auf  Seite  28,  §  11,  ist  es  wohl  weniger  wichtig  zu  betonen,  dass 
es  überhaupt  unendlich  viele  imaginäre  Punkte  einer  Geraden  giebt,  als 
vielmehr,  dass  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Punkte  eine  zweifach  unend- 
liche Ausdehnung  hat.  Es  wird  ja  in  Folge  dessen ,  sobald  man  reelle  und 
imaginäre  Funkte  als  gleichberechtigt  ansieht,  etwas  ganz  Wesentliches 
an  dem  Begriffe  der  Curve,  wie  man  ihn  durch  die  Anschauung  erworben 
hat,  zerstört,  man  bekommt  es  mit  einem  Dinge  ganz  anderer  Dimension 
zu  thun.  Diese  wichtige  Bemerkung  fehlt  übrigens  auch  in  anderen  Lehr- 
büchern. §  20,  Seite  67,  ist  statt  von  „benachbarten"  Punkten  Mi  oder 
Strahlen  or;  besser  von  drei  mit  aufeinander  folgenden  Indiceswerthen  ver- 
sehenen zu  sprechen.  §  23,  Seite  92,  enthalten  die  Ausdrücke  ^  dass  aus 
den  Gleichungen  dreier  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  die  der  drei 
anderen  „hergeleitet  werden  können"  resp.  „bestimmt  sind**,  doch  mehr  als 
sie  sollen.  Im  Vorbeigehen  sei  erwähnt,  dass  es  vielleicht  nicht  unpraktisch 
wäre,  statt  der  Bezeichnungen  u,  t;  für  die  Geradencoordinaten  die  Bezeich- 
nungen X,  Y  einzufahren.  Daraufhin  würden  z.  B.  die  Transformations- 
Gleichungen  Seite  104  und  105  sich  nur  noch  durch  die  Grössenart  der 
Buchstaben  unterscheiden. 

Dass  Seite  129  die  Gleichung  s^^^  +  s^x^  +  h^z  »=  0  in  Folge  der 
für  die  endlichen  Geraden  geltenden  Bedingung 

s^Xi  +  s^x^  +  s^Xq  =  8 

keine  im  Endlichen  liegende  Gerade  sein  kann,  ist  ohne  die  Zuhilfenahme 
einer  Hilfsgeraden  L  ersichtlich.  Dass  zwei  Grundgebilde  erster  Stufe 
projectivisch  sind,  wenn  jedem  Elemente  M  der  einen  Reihe  ein  und  nur 
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ein  Element  der  anderen  entspricht,  ist,  in  dieser  Allgemeinheit  hingestellt, 
ein  Unsinn,  den  man  sehr  oft  ausgesprochen  findet.*  Seite  146 — 147  wird 
vom  Doppelverhältniss  auf  das  einfache  Theilverhftltniss  zurückgeschlossen ; 
natürlicher  wäre  der  umgekehrte  Weg. 

In  §  37,  Seite  162,  Zeile  12  von  unten,  ist  es  doch  wohl  zu  kdhn, 
von  einer  viel  einfacheren  und  besseren  Methode  zu  sprechen. 

Im  Umkehren  von  Schiassfolgerungen  ist  Hanner  oft  etwas  zu  rasch 
bei  der  Hand.  In  §  36,  Seite  159,  handelt  es  sich  darum,  dass  die  drei 
Coefficienten  K^,  K^y  K^  einer  quadratischen  Gleichung  von  der  Form 

Zi  =  a  {A^a^  +  B^\  +  C,)  +  5  {Ä^a^  +  B^h^  +  C7,); 

Z,  =  c  {Ä^a^  +  B^h^  +C^)-a  {A,a^  +  B,h,  +  C,) 

-  h {A,a^  +  B,\  +  C,)  +  d iA,a,  +  B^\  +  (7,); 

2r,  =  c  {A,a,  +  B^l,+  C,)  +  d  {A,a^  +  B,\  +  C,); 

sttmmtlich  zu  Null  werden.  Letzteres  sei  aber,  sagt  Hanner,  nur  dann 
möglich;  wenn 

.    ^jai  +  J?,^  +  C7=05    A^a^  +  B^h^  +  C^^O-, 

h{A,a^  +  BJ>^  +  C,)  =  c{A^a^  +  B^\  +  (7,); 

ist.  Allerdings  verschwinden  unter  diesen  Bedingungen  die  £*,  sie  thun  es 
aber  auch  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  andere  Arten,  von  denen 
eine  Art  und  Weise,  z.  B.  durch  die  Gleichungen 

^»»i  +  -ß2^  +  C;  =  0;     A^a^  +  JJ^ft,  +  0,  =  0; 

a{A,a,  +  J?i &i  +  0,)  -Idi^A^a^  +  J?,&a  +  CT)  =  0; 

6c=0;     c  =  0, 

sofort  angegeben  werden  kann.  Geometrisch  entspricht  an  der  angezogenen 
Stelle  die  Thatsache,  das  es  zur  Perspectivität  eines  Strahlbüschels  und  einer 
Punktreihe  doch  durchaus  nicht  nöthig  ist,  dass  die  beiden  zur  Darstellung 
der  Büschel-  und  Punktreihengleichung  gewählten  Elementenpaare  gerade 
entsprechende  sind.  Auch  auf  Seite  226  scheint  die  Umkehr  des  Schlusses: 
Wenn  zwei  zusammengehörige  Punkte  einer^  Involution  in  die  Rechnung 
eingehen,  verschwindet  eine  gewisse  Determinante  —  obwohl  sie  ja  richtig 
ist,  zu  leichthin  vorgebracht. j  Ebenso  kann  auf.  Seite  315  und  316  aus 
der  Thatsache,  dass  für  die  Gleichungsform 

JJ  =  a^x^  +  Oj«*  +  a^x^  =  0 

das  Coordinatendreieck  in  Bezug  auf  TT  sich  selbst  conjugirt  ist,  nicht 
sofort  das  Umgekehrte  geschlossen  werden,  dass  jeder  Kegelschnitt,  auf 
ein  sich  selbst  conjugirtes  als  Coordinatendreieck  bezogen,  diese  Gleichungs- 
form annimmt. 


*  In  besserer  Einsicht  wird  auch  beim  Beweise  des  Satzes  Seite  148—149 
auf  die  Anwendung  dieser  Definition  verzichtet. 


s.  .  . 
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Die  Betrachtongen  über  die  Doppelpunkte  in  projectivischen  zusammen- 
liegenden Panktreihen,  Seite  174 — 178,  welche  durchaus  unseren  Beifall 
haben,  möchten  wir  nur  nicht  gerade  als  ;, analytische^  (Seite  178,  Zeile 
5  von  unten),   sondern  vielmehr  als  kinematisch -geometrische  bezeichnen. 

In  §  41  würde  es  sich  yielleicht  empfehlen,  die  Gleichung  (264)  gleich 
in  die  Definition  involutorischer  Gebilde  mit  hinein  zu  ziehen,  weil  sonst  die 
Möglichkeit  der  Existenz  solcher  Gebilde  nicht  sofort  klar  ist.  Inconsequent 
erscheint,  dass  in  Capitel  VIII  die  Begriffe  der  Invariante  und  Covariante 
als  bekannt  vorausgesetzt,  in  Capitel  XIV  dagegen,  Seite  422  und  424,  er- 
klärt werden,  ohne  dass  im  erstgenannten  Capitel  auf  das  Spätere  ver- 
wiesen wäre. 

Seite  241,  beim  Beweise  des  Satzes,  dass  die  CoUineation  ebener 
Systeme  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  ist,  dürfte  die 
gleichmässige  Ausführlichkeit  (siehe  oben  S.219)  wohl  eine  Andeutung  darüber 
fordern,  dass  man  die  Systeme  (316)  resp.  (318)  durch  Elimination  von  g 
resp.  fi  erst  auf  je  zwei  Gleichungen  zu  reduciren  hat,  wenn  man  durch 
Einsetzung  der  Coordinaten,  statt  12  Gleichungen  mit  13  unbekannten 
sofort  die  dort  erwähnten  8  Gleichungen  mit  9  unbekannten  erhalten  will« 

Wenn  auf  Seite  247  oben  die  Doppelpunkte  einer  CoUineation  als 
Eckpunkte  des  Fundamentaldreiecks  verwendet  werden,  so  wird  die  bis 
dahin  mindestens  vom  Leser  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  der 
Realität  dieser  Eckpunkte  unter  umständen  fallen  gelassen,  was  wohl 
der  Erwähnung  werth  wäre. 

Seite  248  muss  zu  dem  geometrischen  Ort  aller  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  collinearen  zusammen  liegenden  Systeme  natürlich 
auch  der  Punkt  gerechnet  werden,  welchen  die  ausser  der  Doppelwurzel 
a  ezistirende  Wurzel  q  der  Gleichung  A  (Seite  246)  ergiebt,  das  heisst: 
das  Centrum  der  CoUineation  selbst.  Analoges  gilt  reciprok,  so  dass  es 
Seite  248,  Zeile  6  von  oben  nach  „Systeme**,  heissen  muss:  „ausgenommen 
die  Achse**. 

In  §  51  sollte  die  Definition  der  Affinität  zunächst  unabhängig  vom 
Zusammenliegen  der  beiden  Systeme  gegeben  werden. 

Besondere  Vorsicht  ist  bei  Besprechung  der  Ordnungskegelschnitte  in 
allgemeinen  reciproken  und  polaren  Systemen  anzuwenden.  Es  ist  daher 
nicht  zu  billigen,  dass  Seite  263  der  Ort  der  Punkte  x  des  Systems  J, 
welche  in  entsprechenden  Strahlen  T  des  Systemes  II  liegen  ohne  Angabe 
des  einfachen  Beweises  mit  dem  Ort  der  Punkte  y  von  II  identificirt  wird, 
welche  in  entsprechenden  Strahlen  X  von  I  liegen.  Es  wäre  an  dieser 
Stelle  passend,  darauf  hinzuweisen,  dass  die  einem  bestimmten  Punkte  p 
des  betreffenden  Ordnungskegelschnittes  K  entsprechenden  zwei  Strahlen 
X  und  Y  im  Allgemeinen  nicht  mit  einander*'oder  mit  der  Tangente  von 
K  in  jp7  zusammen  fallen. 
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Es  würde  dann  wohl  auch  nicht  za  einer  irrigen  Behanptnng  betreflb 
der  Ordnungscurve  des  Polarsystems,  Seite  266,  gekommen  sein.  Dort 
heisst  es,  weil  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  (339)  durch  die  ent- 
sprechenden Pankte  des  Kegelschnittes  (338)  gehen,  so  sei  an  sich  klar, 
dass  beide  Curven  identisch  sind.  Dem  ist  nicht  so ;  denn  wftre  die  IdentitSt 
hier  selbstyerstttndlich ,  so  würde  sie  es  aach  bei  den  allgemeineren  reci- 
proken  Systemen  sein.  Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  yielmehr  aus 
der  Form  der  beiden  Gleichungen  (338)  und  (339)  erst  mit  Hilfe  des 
späteren  §  59. 

Wenn  auf  Seite  311  die  Oleichung  L'  "\-  L"  +  U"  =  0  richtig  sein  soll, 
so  ist  entweder  die  Bedeutung  der  L  gegen  vorher  als  um  gewisse  Factoren 
geändert  anzusehen,  oder  statt  Xr' zu  setzen:  ZlT x' . STT x" .  L' ^  etc.  Auf 
Seite  327  kann  die  Existenz  eines  Mittelpunktes  bei  Kegelschnitten  ab 
streng  erwiesen  nicht  angesehen  und  müsste  wenigstens  hinterher  noch 
gezeigt  werden ,  dass  der  berechnete  Punkt  395)  wirklich  aUe  durchgehenden 
Sehnen  halbirt. 

Auf  Seite  341  heisst  es:  „Nimmt  man  femer  an,  dass  der  Winkel  der 
Sehnen  alle  Werthe  durchläuft  Ton  0  bis  29s,  so  wird  auch  der  Winkel 
«1 ,  unter  welchem  der  Diameter  (d)  gegen  die  Achse  der  x  geneigt  erscheint, 
alle  Werthe  annehmen  von  0  bis  2 »  etc.^    Dies  ist  zu  sorglos  geschlossen. 

Zu  Seite  360  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  kurzweg  von  dem  «Para- 
meter**  einer  Parabel  gesprochen  wird,  gewöhnlich  die  Enfemung  yon 
Brennpunkt  und  Directriz,  also  die  Hälfte  der  Grösse  |>  bei  Hanner 
gemeint  ist. 

Seite  416  wird  eine  Construction  gemacht,  ;, wodurch  man  nach  dem 
Pascal 'sehen  Satze  bereits  eine  Gerade  erhält,  in  welcher  ein  sechster  Punkt 
des  Kegelschnittes  liegen  muss.^  Dies  ist  natürlich  auch  ohne  den  Pascal- 
sehen  Satz  ersichtlich.  Auch  vermag  ich  nicht  einzusehen ,  warum  Seite  461 
unten  die  Beziehung  der  beiden  Kegelschnitte  {JJ')  und  (Jf)  auf  ein  ge- 
meinsames Polardreieck  nicht  an  und  für  sich,  sondern  „vermöge  der  contra- 
varianten  Eigenschaft  von  <D  und  der  covarianten  Eigenschaft  von  9^' 
gestattet  sein  soll. 

In  dem  Absatz  hinter  (514)  dürfte  bei  Discussion  der  Gleichung 
A^ (»11  +  ö»)*  —  4 j1* (aj, 0^2  —  «12)*  =  0  a^c^  <iie  Möglichkeit  A^O  mit 
ein  paar  Worten  behandelt  werden. 

Wenn  es  Seite  477  heisst,  dass  die  Parabel  nur  einen  reellen  Brenn- 
punkt aufweise,  indem  der  zweite  unendlich  fem  liegt,  so  ist  zu  erwähnen, 
dass  nach  der  gewöhnlichen  Sprechweise  auch  dieser  noch  als  reell  zu  be- 
zeichnen ist. 

Seite  478  wäre  der  Sicherheit  wegen  wenigstens  ein  Mal  der  speoiellen 
Lage  des  Curvensystems  gegen  das  Coordinatensystem  zu  gedenken. 

Die  Diction  ist  in  Einzelheiten  noch  der  Verbesserung  fähig.  Es 
macheu   sich    manchmal    falsche    Satzverbindungen    bemerkbar,    unnöthige 
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Partikeln  schlüpfen  herein,  und  verleiten  den  Leser,  unrichtige  CausalitSten 
anzunehmen.  Abgesehen  Ton  bereits  angeführten  Stellen  yergleiche  man 
z.  B.  noch  Seite  192  oben:  „nnd. .  .aber  auch'',  Seite 269:  j,nnd. .  .übrigens", 
Seite  314:  „und  gelangt  man  sonach  zur  Erkenntniss",  Seite  152:  „und 
bedeutet. .  .die  Constante  /*  selbstverstftndlich  eine  Flache". 
Störende  Druckfehler  etc.  habe  ich  folgende  bemerkt: 
In  (65),  Seite  33,  lies  Ä^  für  Ä\ 


Seite  239  Zeile  16  von  oben 


240 

267 
301 
326 
332 
422 
462 


18  Ton  unten 

1  und  2  von  unten 
17  von  unten  links 
6  Ton  unten 
8  Ton  oben 
15  von  oben 
14  Ton  oben  links 
(analoges  rechts), 
6  von  unten 


lies        — 
Ä 

2? 


statt  Q.Äy 


n 


n 


(383) 

(399) 
eine  solche 
ersten 


» 


ti 


»1««. 
(283), 

(390). 

diejenige, 

zweiten, 

Quadraten, 


„     479     „      6  von  unten  „    Quadranten    „ 

„     187     9      6    von    unten    für    „Transportation**    schlagen    wir 

„Verschiebung"  vor. 

Statt  „Desarque"  lies  überall  „Desargues".  Ob  „proportionirt**  für 
„proportional**  ein  Versehen,  oder  in  Oesterreich  gebräuchlich,  wage  ich 
nicht  zu  entscheiden.  Das  zwischen  die  zwei  Indices  eines  Buchstabens 
eingeschobene,  überflüssige  Komma  wirkt  nicht  günstig. 

Wir  haben  uns  schliesslich  ganz  in  Kleinigkeiten  verloren.  Man  wird 
dies  hofifentlich  nicht  zu  pedantisch  finden  bei  einem  Lehrbuche,  das  auf 
Verwendung  in  weiteren  Kreisen  Aussicht  hat.  Man  hat  ja  bei  einem 
solchen,  um  sozusagen  das  Gewicht  eines  Fehlers  zu  finden ,  denselben  mit 
der  Anzahl  der  unerfahrenen  Leser  zu  multipliciren.  Gebräuchliche  Lehr- 
bücher sollen  mit  der  Zeit  tadellos  werden.  Glücklich  ein  neues  Buch, 
das  durch  Correctur  an  einzelnen  Stellen  diesem  Ziele  nahe  geführt  werden 
kann,  üeber  eine  verfehlte  Grundanlage  würde  kein  flickweises  Verbessern 
hinweghelfen  können.  Hermann  Brunn. 
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Akad.  Ber.  XCIX,  319. 
889.  Sar  la  valeur  de  la  tension  ^lectrostatiqae  dans  le  diälectrique.    L.  de  la 

Bive.    Compt.  Beud.  CXUI,  429. 

840.  Ueber  die  Yei^nderung  elektroetatischer  Eraftwirkungen  durch  eine  leitende 

Wand.    G.  Adler.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  61. 

841.  Thäor^me  relatif  au  calcul  de  la  r^sistance  d*une  d^rivation.    Ch.  Ed.  Guil- 

lanme.    Compt  Bend.  CXU,  223. 

842.  Ueber  die  Theorie  der  osdllatorischen  Entladung.    J.  Stefan.    Wien.  Akad. 

Ber.  XCIX,  634. 
848.  Variation  de  la  foroe  ^lectromotrice  des  piles  avec  la  pression.     H.  Gil- 

bault.    Compt.  Bend.  CXni,  466. 
344.  Sur  la  thäorie  de  la  pile.    P.  Duhem.    Compt.  Bend.  CXUI,  686. 

EUipie. 

846.  Ueber   die  Variation  der  Parallelproiection  einer  Ellipse  mit  der  Richtung 
der    projicirenden  Strahlen    una    mit  der  Lage   der  Projectionsebene. 
Ph.  Weinmeister.    Grün.  Archiv  2  B.  X,  380. 
Vergi.  Maxima  und  Minima  449. 

EUiptiiehe  TraaBoendenten. 

346.  Ueber  die  compleze  Multiplication  der  elliptischen  Functionen.    L.  Kiepert. 

Mathem.  Annal.  XXXIX,  146. 

347.  A  transformation  in  elliptic  functions.  A.  Caylej.  Quart.  Journ.math. XXIV, 269. 

848.  Compl^ment  ä  un  probl^me  d*Abel.    Bougaief.    Compt.  Bend.  CXIII,  1026. 

849.  Sur  les  p^riodes  des  integrales  elliptiques.    V.  Jamet.    N.  ann.  math.  Ser.  8, 

X,  198. 

860.  Sur  une  dasse  d'^quations  modulaires.    F.  BrioschL   Compt.  Bend.  CXII,  28. 

Vergl.  Formen  864.    Functionen  867. 

F. 

Formen. 

861.  Th^orämes  arithm^tiques.    H.  Minkowski.'  Compt.  Bend.  CXII,  209.   [Vergl 

Nr.  86.] 

862.  Sur    les    formes    quadratiques    k   ind^terminäes    conjuguäes.     E.    Picard. 

Mathem.  Annal.  XXXIX,  142. 

868.  On  binarv   quadratic  forms  with  complex   coef&cients.    G.   B.   Mathews. 

Quart.  Joum.  math.  XXV,  289.    [Vergl.  Nr.  288.] 
864.  Weierstrassian  formulae  applied  to  the  oinary  quartic  and  temary  cubio. 

H.  F.  Baker.    Quart.  Joum.  math.  XXIV,  1. 
366.  The  associated  concomitants  of  temary  forms.    W.  E.  Brunyate.    Quart. 

Joum.  math.  XXV,  166. 
366.  Die   Invarianten   dreier  quaternären   quadratischen  Formen.     F.  Mertens. 
Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  867. 
Vergl.  Determinanten  808. 

Functionen. 

867.  Ueber  das  Axiom  des  Archimedes.    0.  Stolz.    Mathem.  Annal.  XXXIX,  107. 
368.  Siir  la  repräsentAtion  approch^e  des  fonctions.    E.  Picard.    Compt.  Bend. 
CXn,  188. 

869.  Sur    une    gändralisation    des   dquations   de  la  th^orie   des   fonctions   d*une 

variable  complexe.    E.  Picard.    Compt.  Bend.  CXII,  1399. 

360.  Sur  les  fonctions  pdriodiques  de  deux  variables.  P.  Appell.  Joum.  Mathem. 
Ser.  4,  VII,  167. 

861.  Ueber  Functionen,  welche  gewissen  Functionalgleichungen  genügen.  W.  Wir- 
tinger.   Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  918. 

362.  Ueber  Functionen  von  zwei  Veränderlichen  und  einem  Satz  des  Herrn  NOther- 
A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XXXIX,  129. 

368.  Sur  une  transcendante  remarquable  trouv^e  par  Mr.  Fredholm.  G.Mittag. 
Leffler.    Acta  Math.  XV,  279. 
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864.  üeber  den  Znsammeiiliang  der  Facaltftten-Goefficieiiteii  mit  den  Bernoulli- 

schen  nnd  £aler*8€hen  Zahlen.    F.  BogeL    Gran.  Archiv  2.  B.  X,  318. 

865.  Sar  leB  fonctions  sym^triquefl.    Worontzoff.    N.  ann.  math,  Ser.  3,  X,  32&. 

866.  Ddterminer  un  polynöme  entier  en  x  da  septi^'me  degr^  /'(^)«  sachant  qae 

fix) -hl  est  divisible  par  («-!)*  et  f{x)^l  nar  («  +  !)*.  Barisiea. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  212.  —  £.  Bouch^  ibid.  214.  —  Ch.  Brisse 
ibid.  216. 

367.  Oeber  eine  namerische  Berechnung    der  Argumente  der  cykÜBchen,  hyper- 

bolischen nnd  elliptischen  Functionen.    C.  Bunge.    Adta  Math.  XV,  221. 

368.  Sur  le  nombre  e.    V.  Jamet.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  215. 

369.  On  the  doublv  periodic  functions  arising  out  of  the  cnrve  a;'  +  y'  — 3axy=l. 

A.  C.  Dixon.  Quart.  Journ.  math.  XKIV,  167. 
Yergl.  Abbildung.  AbeFsche  Tranecendenten.  Bestimmte  Integrale.  Deter- 
minanten. Differentialgleichungen.  Differential<iuotient.  Elliptische Trans- 
oendenten.  Formen.  Gammafunctionen.  Gleichungen.  Hyperelliptische 
Functionen.  Kettenbrüche.  Kugelfunctionen.  Logarithmen.  Mazima 
nnd  Minima.  Potential.  Beihen.  Substikitionen.  Theti^unctionen.  Topo- 
logie.    Transfbrmationsgruppen. 

e. 

Oaounaftuiotioiien. 

370.  8ar  la  formale  de  Stirling.    Gomez  Teixeira.    N.  ann.  matlu  8er.  3,  X, 

313.    £.  Bouchd  ibid.  315.    [Vergl.  Bd.  XXXVl,  Nr.  344.] 
Yergl.  Differenzengleichnngen. 

Geodäsie. 

371.  Bor  rhypoth^  du  sph^roide  et  sur  la  formation  de  la  croüte  terreBtre. 

H.  Faye.    Compt.  Bend.  CXn,  69. 

372.  De  r^tat  actuel  des  travauxg^od^siques  et  topographiqnes  en  Bussie.   Venu- 

koff.    Compt.  Bend.  GXni,  844. 

373.  De  la  mesure  du  52«  parallMe  en  Europe.  Vennkoff.   Compt  Bend.  GXIJ,  518. 

Yergl.  Geschichte  der  Mathematik  390,  392.    Metrologie. 

Geometrie  (deseriptlTe). 

374.  Intersection  d*une  droite  avec  un  hyperboloide  de  r^^olntion.    8.  Bayier. 

N.  ann.  math,  Ser.  3,  X,  29. 
375  Intersection  de  denz  cönes.    F.  J.  M.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  X,  33. 

Geometrie  (höhere). 

376.  YoD  den  Bewegungen  und  Umlegungen.  E.  Study.  Mathem.Annal.  XXXIX,  441. 
877.  üeber  Cremona- Transformationen  in  der  Ebene,  welche  eine  Curre  enthalten, 

die  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht.    K  Doehlemann.    Mathem. 

Annal.  XXXIX,  567. 

378.  üeber  eine  algebraische  Theorie  der  Schaaren  nichtao^ungirier  Berührungs- 

curven,  welche  zu  einer  algebraischen  Curve  gehören.  W.  YS/^eiss. 
Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  284. 

379.  Sur  une  classe  particuli^re  de  congruences  de  droites.    C.  Guichard.    Compt. 

Bend.  OXII,  1424.    A.  Petot  ibid.  CXUI,  841. 

380.  Sur  une  propriät^  d^involution ,  commune  ä  nn  groupe  plan  de  5  droites  et 

ä  un  Systeme  de  9  plans.    P.  Serret.    Compt.  Bend.  CXUI,  326,  347. 

381.  Constmction  von  Tangenten  an  einige  höhere  Curven  mittelst  Kegelsdmitte. 

W.  Bulf.    Grün.  Archiv.  2.  B.  X,  446. 

382.  Th^or^me  de  g^omätrie.    Tarry.    Compt.  Bend.  CXII,  984. 

383.  Sur  les  syst^mea  cycliques.    A.  Bibaucour.    Compt.  Bend.  CXUI,  304,  324. 

384.  Einfache  Constructionen  für  eine  Beihe  von  Onicursalcurven  dritter  Ordnung. 

H.  Willig.    Grün.  Archiv  2.  B.  X,  1. 

385.  On  twisted  cubics.    A.  C.  Dixon.    Quart  Journ.  math.  XXI Y,  30. 

386.  On  the  identity  of  the  nodos  of  a  nodal  curve  of  the  fourth  order  with  those 

of  its  quurtic  and  seztic  contravariants.  H.  M«  Jeffery.  Quart  Journ. 
math.  XXIV,  250. 

387.  Baumcurven  sechster  Ordnung  vom  Geschlechte  1.   Em.  Weyr.   Wien.  Akad. 

Ber.  XCIX,  932. 
Yerfll.   Imaginäres.     Kegelschnitte.     Mehrdimensionale  Geometrie.     Ober- 
flächen.   Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Topologie. 
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Oetebiohte  der  Xathomalik. 

388.  Sar  des  manascritB  k  figures  interessant  Tbistoire  de  Tartillerie  et  des  arts 
m^caniques vers la fin da xnoyeo age.  Berthelot.  Compt. Rend. CXU 1, 7 15. 

889.  Sqt  le  jour  de  naissaace  (27.  L  1701)  de  La  Condamine.  A.  Marre.  Compt. 
Bend.  GXUI,  838. 

390.  Sur  les  pyramides  aus  extr^mites  de  la  base  da  Päroa  de  1740.    6.  de  Vauz. 

Compt.  Bend.  CXQ,  38. 

391.  Notice  sur  le  g^n^ral  Ibanez  f  29./I*  1891.    J.  Bertrand.    Compt.  Bend. 

CXII,  266. 

392.  Histoire  de  Tappareil  Ibafies- Branner.   Bud.  Wolf.    Compt« Bend.  CXU,  370. 

393.  Notice  snr  Wilbelm  Weber  f  28./ VI.  1891.    Mascart.    ComptBend.CXIII,105. 

394.  Notice  sur  P.  F.  Boilean  f  ll./IX.  1891.    M.  Ldvy.    Compt.  Bend.  CXIII,  409. 

Yergl.  Logarithmen  443.    Metoologie. 

Oleichongea. 

396.  Demonstration  parement  alg^brique  da  thäor^me  fondamental  de  la  thäorie 
des  ^quations.    E.  Amigues.    Compt.  Bend.  CXQ,  212. 

396.  Demonstration  du  th^oräme  fondamental  de  la  thäorie  des  ^quations.   E.  C ar- 

vall o.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  109. 

397.  Theoreme  fondamental  poor  la  r^solution  numeriqae  des  ^quations.  E.  Car- 

vallo.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  429. 

398.  Snr  les  äquations  abäliennes.    A.  Pellet.    Compt.  Bend.  CXU,  1196,  1249. 

399.  On  the  Classification  of  Symmetrie  fanctions.    G.  B.  Mathews.    Qaart.  Journ. 

math.  XXV,  127. 

400.  Ueber  einen  Sats  der  höheren  Algebra.  F.  Hertens.  Wien.  Akad.Ber.XCIXf  907. 

401.  Sur   le  nombre   des  raoines  communes  k  plnsieurs   ^qaations   simoltan^ee. 

E.  Picard.    Compt.  Bend.  CXUI,   356,   669,  1012.  —  L.  Kronecker 
ibid.  1006. 
Vergl.  Functionen  366. 


Hydrodynamik. 

402.  üeber   den    durch  die  Botation  der  Erde  bewirkten  Seitendraok  fliessender 

Gewässer.    E.  Oe kinghaus     Gran.  Arohiy  2.  B.  X,  96. 

403.  Sur  Temploi  des  percussions  dans  la  thäorie  da  monTement  d*aa  solide  plongä 

dans  un  fluide.    H.  Willotte.    Jonm.  Math^m.  Ser.  4,  YII,  399. 

404.  Sur  le  mouyement  d*un  yortex  reotiligne  dans  un  liqaide  contena  dans  an 

prisme  rectangle  de  lonjg^ear  ind^finie.  A  n  d  r  a  d  e.  Compt.  Bend.  CXU,  418. 

405.  Essai  de  dynamique  graphioae  pour  T^tude  des  p^riodes  de  troable  dans  les 

moteurs  hydrauliquee.    H.  L^aut^.    Compi  Bend.  CXU,  1038. 

406.  Sur  la  mani^re  dont  les  yitesses,  dans  un  tube  cylindhque  de  section  circu- 

laire,  ^vas^  k  son  enträe,  se  distribuent  depuis  ceite  enträe  jusqu^aux 
endroits  oa  se  trouve  ätabli  an  regime  uniforme.  J.  Boussinesq. 
Compt.  Bend.  CXUI,  9. 

407.  Calcul  de  la  moindre  longueur  que  doit  ayoir  un  tube  circulaire,  ävasä  ä  son 

entr^e,  pour  qu^un  regime  sensiblement  uniforme  s*y  ^tablisse,  et  de  la 
d^pense  de  charge  quV  entraine  T^tablissement  de  ce  rägime.  J.  Bous- 
sinesq.   Compt.  Bend.  CXIII,  49. 

408.  Exp^riences  sur  les  d^yersoirs.    H.  Bazin.    Compt.  Bend.  CXÜI,  122. 

Hyperbel. 

409.  Dreitheilung  jedes  Winkels   mittelst  einer  festen  Hyperbel.    W.  Panzer- 

bieter.   Grün.  Archiy.  2.  B.  X,  333,  441. 

410.  Sur  les  normales  mento  d*un  point  k  une  hyperbole.    Barisien.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  261. 

Hyperelliptisehs  TnnotioBea. 

411.  Sur  deux  syst^mes  d'^qaations  diffärentielles  dont  les  fonctions  hyperellip- 

tiques  de  premi^re  esp^ce  forment  les  integrales.  F.  Caspary.  Compt. 
Bend.  CXU,  1306.    [Vergl.  Nr.  646,  647.] 

Ui«t.-  Ut.  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Ph  jb.  XXXYIE,  6.  lg 
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412.  -R^lisation  et  nsage  des  forme«  imaginaires  en  g^m^trie.     Max.  Marie. 

N.  ann.  math.  8er.  S,  X,  172,  276,  329,  37S,  417,  499.    [VergL  Bd.  XXXVI 
Nr.  402.] 

413.  Snr    la  repr^eDiation  ff^m^trique  des  points  imaginaires  dans  re^>aee. 

P.  Molenbroch.     li.  ann.  math.  8er.  3,  X,  434.  —  Gran.  AzddT  2l  R. 
X,  261. 

414.  Ueber  die  geometrische  Bedeutung  der  Formeln  der  sphSziscfaen  Trigono- 

metrie im  Falle  complexer  Argumente.    Fr.  Schilling.    Math.  AnnaL 
XXXIX,  598. 

415.  On  ortbomorphosis.    A.  Oayley.     Quart.  Joum.  math.  XXV,  203. 

Vergl.  Formen  353.    Mechanik  457.    Transformationsgmppen  555. 


Xegelidudtta. 

416.  £tade    g^om^trique    des  propri^täs   des   coniques   d^apr^  leurs  definitions. 

L.  Maleix.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  37,  91, 125, 163.    [YergL  Bd.  XXX VI 
Nr.  408.J 

417.  Coniques  inscrites  dans  un  triangle  donn^  et  vues  d*un  point  donn^  sons  im 

angle  droit.    M.  Lironx.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  A,  264.  —  Lemaire 
ibid.  267.  —  Marchand  ibid.  269. 

418.  Coniques  asstgetties  &  diverses  coiMÜtions.    Barisien.    N.  ann.  math.  Ser.  3» 

X,  -232. 

419.  Cordes  d'intersection  d*nne  coniqne  et  d'une  circonf^renoe,  dont  le  centre  se 

trouve  sur  une  axe  de  la  conique.    T.  Clugnet.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 
X,  153. 

420.  Snr  un  cercle  remarquable  qui  passe  par  deuz  points  fixes  d*une  conique. 

Genese.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  318. 

421.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugu^  par  rapport  &  une  conique 

fixe  coupent  orthogonalement  un  cercle  fixe,  concentrique  ä  ia  conique. 
£.  Duporcq.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  140. 

422.  Tangentes  communes  k  deux  coniqaes.    J.  8.  Co  Hin.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

X,  802. 
Vergl  Analytische  Geometrie  der  Ebene  278.    Dreieckgeometrie.    Ellipse. 
Geometrie  (höhere)  381.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Xettsnbrflshs. 

423.  Sur  la  convergence  des  fractions  continues  simples.   H.  Padä.    Compt  Send. 

CXU,  988. 

424.  Sur  quelques  fractions  continues.    Stieltjes.    Quart.  Joum.  math.  XXV,  198. 

425.  Sur  le  ddveloppement  de  YE  en  fraction  continue.    J.  Dolbnia.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  134. 

426.  Sur  les  fractions  continues  r^guli^res  relatives  ke^,   H.  Pad^.    Compl  Bend. 

CXU,  712. 

427.  Sur  quelques  integrales  d^finies  et  leur  ddyeloppement  en  fractions  continues. 

T.  J.  Stieltjes.    Quart  Joum.  math.  XXlV,  370. 

Kinematik. 

428.  Remarques  sur  le  däplacement  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  tous 

les  plans  passen t  par  des  points  fixes.    A.  Mannheim.    Compt.  Bend. 
CXII,  283.    [Vergl.  Bd.  XXXVI  Nr.  422.] 

429.  Transformation  de  d^monstration.    A.  Mannheim.    Compt.  Bend.  CXU,  475. 

[Vergl.  Bd.  XXXVI  Nr.  422  u.  423.] 

430.  On  tbe  kinematics  of  a  triangle  of  constant  shape  but  varjing  size.  F.  Morley. 

Quart.  Journ.  math.  XXIV,  359,  386. 

Kreis. 

431.  Die  Mascheroni 'sehen  Constructionen.    Aug.  Adler.     Wien.  Akad.  Ber. 

XCiX,  910     [Vergl.  Nr.  522.] 

432.  Application    of    Grassmann's   Ausdehnungslehre    to    properties    of   circles. 

Üomersham  Cox.    Quart.  Joum.  math.  XXV,  1. 
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4Ad.  On  tbe  problem  of  tactiona.    A.  Cayley.    Qnart.  Joarn.  matb.  XXV,  104. 

434.  Gerde  tangent  II  trois  cercles  donn^s.    V.  Hioux.   N.  ann.  matb.  Ser.  3,  X,  399. 

435.  Sur  Tändle  sons  leqael  se  coupent  deux  circonfärences  tangentes  k  une  m^me 

droite.    E.  Gross etSte.     N.  ann.  ixiath.  Ser.  3,  X,  201. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie.    Kegelscbnitte  419,  420,  421. 

Krümmimg. 

436.  Construction  gäomäiriqae  du  centre  de  courbure  eu  un  point  d^ane  courbe 

rapport^e  ä  des  coordouiiäea  polaires.    Husquin  de  fchdville.    N.  ann. 
matb.  Ser.  3,  X,  411. 

437.  Sar  ie  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  gaucbe  et  sur  les  courbes 

gauches  k  courbure  constante.    P.  Adam. .  N.  ann.  matb.  Ser.  3,  X,  142. 

438.  Zur  Tbeorie  der  Krümmung  der  Fiacben.    A.  Voss.   Math.  Annal.  XXXlX,  179. 

439.  Sur  la  courbure  des  surfaces.    E.  Catalan«  .Acta  Math.  XV,  191. 

Kugdlftihotloneik. 

440.  On  Legendre's  coefßcients.    H.  J.  Sharp e.    Quart.  Journ.  matb.  XXIV,  383. 

Logarithmen. 

441.  Sur  les  approximations   dans  le  calcul  logarithmique.    Vlad.  Puchewicz. 

N.  ann.  matb.  Ser.  3,  X,  893. 

442.  Calcalation  of  the  byperbolic  iogaritbme  ofnio  tbirty  decimal  places.   J.  W. 

L.  Glaisher.    Quart.  Journ.  math.  XXV,  362,  884. 

443.  Sar  une  Table  de  logarithmes  oentäsimaux  k  8  d^cimales.    Derräcagaix. 

Compt.  Rend.  CXU,  277. 

444.  Errata  aux  tables  de  logarithmes  de  Scbröu.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  102,  189. 

Kagnetisrnns. 

445.  Ueber  eine  Cooseqnenz  der  PoisBon-MoBottrschen  Theorie.     6.  Adler. 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  1044. 

446.  Sur   les  pressions  k   Tinterieur   des   milieux  magnätiques   ou  diälectriques. 

P.  Duhem.    Compt.  Bend.  CXII,  657.  ;  ... 

Xaxima  und  Minima.  -     -*'  * 

447.  Die   Maxima   und  Minima   der  Functionen   von   mehreren   Veränderlichen. 

0.  Stolz.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  495. 

448.  Relation  der  Fl&cbenwinkel  des  Tetraeders.    R  Hoppe.    Grün.  Arcbiv  2.  R. 

X,  102,  111,  220. 

449.  Ueber    die   Ellipse    vom  kleinsten   Umfange   durch   drei    gegebene   Punkte. 

V.  V.  Dantscher.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  10. 

450.  Sur  les  surfaces  minima  limitäe's  par  quatre  erstes  d*nn  quadrilat^re  gauche. 

A.  Schoe-nflies.    Compt.  Rend.  CXII,  478. 

451.  Sur  les  ^quations  de  deux  surfaces  minima  päriodiqnes,  poss^dant  la  sym^ 

trie  de  Tocta^dre.    A.  Schoen flies.    Compt.  Rend.  CXII,  615. 
Vergl.  Mechanik  455. 

Mechanik. 

452.  Gän^ralisation  d^un  theoräme  sur  T^quilibre  des  surfaces  ferm^s.   Ch.  Robert. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X.  180. 

453.  Sur  le  principe  d'Huygens.    A.  Potier.    Compt.  Rend.  CXU,  220. 

454.  Sur  un  probUme  d'analyse  qui   se  rattache  aux  dquations  de  la  dynamique. 

R.  Liouville.    Compt.  Rend    CXII,  710. 

455.  Die  Resultirende  als  Maxima  der  Projectionen  der  Seitenkräfto.    V.  Tball- 

mayer.    Grün.  Archiv  2.  R.  X,  310. 

456.  Sur    les    integrales    du    second    degr^    dans    les    probl^mes    de    m^caniqne. 

R.  Liouville.    Compt.  Rend.  CXUl,  838. 

457.  Sur  les  mouvements  plans.    L.  Lecornu.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  5. 
4ü8.  Le  centre  d^inertie  et  les  momeuts  d'inertie  du  corps  ^picycloidal.    Svechni- 

koff.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  385,  473. 
459.  Sur  les  petites  oscillations  d*un   systäme  soumia  k  des  forces  perturbatrices 
päriodiques.    E.  Vicaire.    Compt.  Rend.J^CXII,  82. 
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460.  D^formations  homogene»  fioies.    ilnergie  d*un  corps  isotrope.   M.  Brilloain. 

Compi  Bend.  CXII,  1600. 

461.  Sar  le  mooYexnent  d'an  corps  solide  antour  d*iiii  point  fixe.    Boberjot. 

N.  ann.  math.  Ser.  8,  X,  865. 

462.  8ar  un  probläme  de  moaTement  relatif.    Marchand.    N.  ann«  math.  Ser.  3, 

X,  821.    [Vergl  Bd.  XXXVI,  Nr.  447.] 
468.  Mouvement  d*nn  point  asscgetti  k  se  moavoir  snr  un  paraboloide  ayant  Ini 
mSme  an  mouvement  de  rotation.    De  Saint  Germain.    N.  ann.  malii. 
Ser.  8,  X,  516. 

464.  Der  freie  Fall,  berechnet  aas  dem  Gravitationsgesetse.    AI.  Walter.    Wien. 

Akad.  Her.  XGIX,  521. 

465.  Snr  le  mouTement  d*an  doable  cOne  qai  roale  sar  deax  droites.   A.  de  Saint - 

Germain.    Compt  Bend.  CXn,  215.    [Verffl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  424.J 

466.  Pendale  isochrone.    Pnillips.    Compt.  Bend.  CXII,  177. 

467.  Sar  an  memoire  de  M.  de  Sparre:  Sar  le  pendale  de  Foacaalt:  Besal.   Compt 

Bend.  CXH,  769.    [Vergl.  Bd.  XXX!VI,  Nr.  458.} 

468.  NoaTcl  appareil  ^roscopiqae.    G.  Sire.    Compt.  Bend.  CXII,  688. 

469.  Note  sar  les  poolies-yolants.    H.  L^aatd.    Compt.  Bend.  CXII,  75. 

470.  Le  Tol  des  insectes  ^tadiä  par  la  photochronograpnie.    Marey.   Compi  Bend. 

CXIII,  15. 

471.  Emploi  de  la  chronophotographie  pour  Tätade  des  aopareils  destin^  k  la 

locomotion  a^rienne,    Marey.    Compt.  Bend.  CXÜI,  615. 

472.  De  la  forme  extärieare  värifi^c  par  la  cnronopbotograpbie  des   moscles  de 

rhomme,  dans  ses  rapports  avecles  mouvements  ezecut^.    G.  Demeny. 
Compt  Bend.  CXIII,  657. 
Vergl.    Akastik.     Astronomie.      Elasticit&t     Elektricit&t     Hydrodynamik. 
Kinematik.    Magnetismus.    Molekularphysik.   Nantik.    Optik.   Potential. 
Wärmelehre. 

Mslirdlmensloiisls  Geometrie. 

478.  Ueber  die  verschiedenen  Formen  von  Gruppen,  welche  r  beliebige  Punkte  im 
n-dimensionaien  Baume  bilden  können.  V.  Schlegel  Urun.  Archiv 
2.  B.  X,  288. 

474.  üeber  die  CÜfford-Klein^sehen  Baumformen.    W.  Eilling.    Mathem.  Annal. 

XXXIX,  257. 

Metrologie. 

475.  Comparaison  du  m^tre  international  avec  leprototype  des  Archives.   Bosscha. 

Compt  Bend.  CXÜI,  844.  ^  W.  FOrster  ibid.  418. 

Molesnlarpliysik. 

476.  Snr  Texplication   physique   de  la  fluiditä.    J.  Boussinesq.    Compt  Bend. 

CXII,  1099. 

477.  Tbäorie  ^lastique  de  la  plasticitä  et  de  la  fragilit^  des  corps  solides.    M.  Bril- 

le uin.    Compt  Bend.  CXII,  1054. 

478.  Lois  des  chocs  moläculaires.    C eller ier.    Journ.  Matb^m.  Ser.  4,  VII,  109. 

479.  Sur  quelques  effets  des  tremblements  de  terre.    Cell  er  ier.    Journ.  Mathem. 

Ser.  4,  Vn,  271. 

M. 

Hantik. 

480.  Sur  le  rendement  des  machines  marines  et  celui  des  h^iices.    Meth6de  g^- 

mätrique  pour  calcules  le  premier  de  ces  rendements  sans  dynamomätre. 
A.  Ledieu.    Compt  Bend.  CXII,  926. 

O. 

Obarfläohen. 

481.  Ueber  die  geometrische   Bedeutung   der  flächen  theoretischen   Fundamental- 

gleichungen.   J.  Knoblauch.    Acta  Math.  XV,  249. 

482.  Sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfoces  courbes.   A.  Bibaucour.   Journ.  Math. 

Ser.  4,  VII,  5,  219. 

483.  Sur  la  thäorie  des  surfaces  applicables.    J.  Weingarten.    Compt.  Bend. 

CXII,  607,  706.  —  E.  Goursat  ibid.  707. 
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484.  Snr  les  snrfaces  de  r^TOlution  applicables  sur  d'autres  snrfaces.    A.  Adam. 

N.  ann.  math.  Ser.  S,  X,  18. 

485.  üeber  die  sphärische  Darstellung  der  asymptotischen  Linien  einer  Fläche. 

B.  Hoppe.    Orun.  Archiv  2.  R.  X,  443. 

486.  Snr  les  systömes  conjugu^s  et  snr  la  däformation  des  snrfaces.   E.  Cosserat. 

Compt.  Rend.  CXUl,  460. 

487.  Sur  les  syst^mes  cycligues  et  snr  la  deformation  des  snrfaces.   £.  Gosserat. 

Compt.  Rend.  CXUl,  498. 

488.  Snr  les  syst^mes  conjugn^s  ä  invariants  ^ganx.    G.  Eoenigs.    Compt.  Rend. 

CXlfl,  1022. 

489.  Snr  une  classe  de  snrfaces  haimoniques.    L.  Raffy.    Compt.  Rend.  CXII,  424. 

490.  Sur  la  deformation  des  snrfaces  spirales.    L.  Raffy.    Compt.  Rend.  CXII,  860. 

491.  Snr   la   dätermination    des   snrfaces   spirales   d^apräs  lenr   ^läment  linäaire. 

L.  Raffy.    Compt.  Rend.  CXII,  1421. 

492.  Sur   les  snrfaces  ä  gdn^ratrices  rationnelles.     Lelienvre.     Compt.   Rend. 

CXni,  636. 

493.  Des  snrfaces  qni  poss^dent  la  sym^trie  courbe  des  syst^mes  de  plans.   S.  Man- 

go ot.    Compt.  Rend.  CXII,  1497. 

494.  Eine  Gattung  windschiefer  Flächen.  A.  Sncharda.  Wien.  Akad.  6er.  XCIX,  549. 

495.  Ueber  Berührungscurven  und  HflUtorsen  der  windschiefen  Helikoide  und  ein 

dabei  auftretendes  zwei  zweideutiges  Nnllsystem.     Th.  Schmid.    Wien. 
Akad.  ßer.  XCIX,  952. 

496.  Quelques  th^or^mes  de  gäom^trie  ^lämentaire.    Q.  Lechalas.    N.  ann.  math. 

8er.  3,  X,  627. 

497.  Dämonstration  d*un  thöoreme  sur  les  normalies.    H.  Ader.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  X,  226. 

498.  üeber   eine  neue   Erzengungsart  der  Flächen  dritter  Ordnung.    G.  Kohn. 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  683. 

499.  Sur  la  surface  desmique  du  qnatriäme  ordre.    G.  Humbert.    Journ.  Mathäm. 

Ser.  4,  VII,  353, 

500.  üeber  die  Entstehung  organischer  Cylindergebilde.    E.  Fuchs.    Wien.  Akad. 

Ber.  XCIX,  967. 
Vergl.  Complanation     Krümmung.    Maxima  nnd  Minima  460,  451.    Singn« 
laritäten.    Thetafunctionen  647. 

Oberflächen  zweiter  Ordnimg. 

501.  Snr  la  transformation  par  rayons  vectenrs  räciproques  et  sur  une  gdnäration 

mäcaniane  des  quadriques.    S.  L.  Ravier.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  371. 

502.  Snr  les  quadriques  inscrites  dans  un  c6ne  du  second  degr^.   Genty.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  204. 

503.  Snrfaces  de  symätrie   du  troisieme  ordre  d'une   quadrique.     S.  Mangeot. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  235. 

504.  Intersection  de   deux  quadriques.    L.  Lävy.    N.  ann.   math.  Ser.  8,  X,  65. 

[Vergl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  496J 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  287.  Geometrie  (deecriptive).  Sphänk. 

Optik. 

506.  Snr  la  the'orie  de  la  lumi^re.    C.  Ravean.    Compt.  Rend.  CXH,  868. 

506.  Ueber  die  Reflexion  an  einer  Eugelfläche.    U.  Big  1er.    Grün.  Archiv  2.  R. 

X,  113. 
607.  Extension  aux  psendo- snrfaces  du  thäor^me  de  Malus  relatif  ä  lamarche  des 

rayons  luminenx.    Issaly.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  190. 

508.  Eine  allgemeine  Linsengleichung.    M.  Man  dl.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  574. 

509.  Sur  la  surface  d'onde  dans  les  cristaux.    C.  Raveau.    Compt. Rend. CXII,  1056. 

510.  üeber  Mac-Cnllagh^s   Differentialgleichungen    für  Lichtechwingungen   in 

zweiachsigen   Crystallen    und  deren  Verallgemeinerung.     E.   Kobold. 
Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  826. 

511.  On  the  ma^itndes  of  conjugate  ray  velocities  in  a  biaxis  crystal  and  their 

inclination  to  each  other.    W.  Walton.    Quart.  Journ.  math.  XXV,  182. 

512.  Compatibilitä  des  lois  de  la  dispersion  et  de  la  double  r^fraction.    E.  Car- 

vallo.    Compt.  Rend.  CXII,  521. 

513.  Snr  les  anneaux  coloräs.    Mascart.    Compt.  Rend.  CXII,  407. 

514.  Snr  une  exp^rieuce  räcente,  d^terminant  la  direction  de  la  Vibration  dans  la 

Inmi^re  polarisäe.    A.  Cornu.    Compt.  Rend.  CXII,  186,  365.  —  ü.  Poin- 
carö  ibid.  825,  466.  —  A.  Potier  ibid.  888.  —  E.  Carvallo  ibid.  431. 
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515.  Sar  la  polarisatioii  rotatoire.    E.  Garvallo.    Gompt.  Read.  CXni,  846w 

516.  Zar  Theorie  der  HalbBchattenpoIarimeter.    F.  Lippich.    Wien.  Akad.  Ber. 

XCIX,  695. 

517.  Sur  Taberration.    MaBcari    Compt.  Rend.  CXIII,  571. 

518.  Determination  de  la  constante  de  raberration.    Loewy  ft  Paiseax.    Compt 

Rend.  CXU,  549,  1089. 
Vergl.  Electricit&t  337. 

F. 

FarabeL 

519.  Th^oräme  ear  la  parabole.    Barisien.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  246. 

520.  Paraboles  tangentes  k  des  droites  variables  daus  des  points  fixes.    Barisien. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  243. 

521.  Sar  le  faisceau  des  paraboles  <^ui  passent  par  un  point  donnä  et  qoi  ont  uce 

droite  donnäe  pour  directnce.    Barisien.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  228. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie  331. 

Planimetrie. 

522.  Ueber  die  zur  Aosfflhrang  ffeometrischer  Constractionsaafgaben  zweiten  Grades 

noth wendigen  Hilfsmittel.    Aag.  Adler.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  S46. 
[Vergl.  Nr.  431.J 

Potential. 

523.  The  Potentials  of  ellipsoids  of  variable  densities.    F.  W.  Dyson.    Qnart 

Joarn.  math.  XXV,  259. 

524.  Sar  un  probläme  de  Mr.  Bruns.    Soph.  EowalevskL    Acta  Math.  XV,  45. 


Beetification. 

525.  Sar  une  courbe  d^finie  par  la  loi  de  sa  rectification.   M.  d*  Ocagne.   N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  82. 

Belhea. 

526.  Zar  Theorie  der  sogenannten  Convergenz- Kriterien  zweiter  Art.    A.  Frings • 

heim.    Mathem.  Annal.  XXXIX,  125.    FVergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  680.] 

527.  Sar  la  convergence  de  quelques  s^ries.    E.  Cah  en.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  453. 

528.  Sur  un  d^veloppement  des  quantit^s  nnm^riques  qoi  präsente  qnelque  analogie 

avec  celai  en  fractions  continues.    E.  C  ahen.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  508. 

00 

529.  Sur  la  s^rie   Jj^*^'^*    £.  Cahen.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  476. 

530.  Formule  des  diffdrences  et  formule  de  Taylor.    E.  Carvallo.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  X,  24. 

531.  Eine  bemerkenswerthe  Identität.    F.  Rogel.    Gran.  Archiv  2.  B.  X,  110. 

532.  Ueber  die  Reihenumkehrung.    0.  Jezek.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  191. 

533.  Expansion  in  a  series  of  ( 1  +  x)'.  £.  C  H udson.  Quarte Joum.  math.XXrV,  233. 

534.  Transformationen  der  Potenzreihen  ganzer  und  reciproker  Zahlen.  F.  Rogel. 

Grün.  Archiv  2  R.  X,  169. 

535.  Expression  du  nombre  n  par  une  s^rie  tr^s  convergente.   F.  Lucas.    Compt 

Rend.  CXII,  1050. 

536.  On  tbe  sura  of  the  inverse  prime  nnmbers.  J.  W.  L.  Glaisher.  Quart.  Joum. 

math.  XXV,  369. 

537.  On  the  sums  of  the  inverse  powers  of  the  prime  nunibers.    J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Joum.  math.  XXV,  347. 

538.  On  the  series  3  ~6  "^7  "*■  11  ^13  "'"    ^'  ^'  ^   Ölaisher.    Quart.  Joum. 

math.  XXV,  376. 
Vergl.  Astronomie  290,  291.    Bestimmte  Integrale  301.    Zahlentheorie  576. 

Singularitäten. 

539.  The  theory  of  the  singnlarities  of  sarfaces  of  revolution.    W.  P.  Workman. 

Quart.  Journ.  math.  XXV,  89. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  378,  384,  386. 
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540.  Sur  nne  Sphäre  variable  toacbant  denz  spb^res  donn^es.    Marcband.   N.  ann. 
math.  Ser.  3,  X,  322. 
Vergl.  Analytiscbe  Geometrie  des  Baumes  286. 

Stereometrie. 
641.  Ueber  congruente  Baumtheilnugen.    V.  Schlegel.   Gran.  Archiv  2.  R.  X,  154. 

SubttitntioneiL. 

542.  Weitere  Untersuchungen  über  automorphe  Gruppen  solcher  linearen  Substitu- 

tionen einer  Yariabeln,  deren  Coemcienten  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen 
enthalten.    R.  Fricke.    Mathem.  Aunal.  XXXIX,  62.    [Vergl.  Nr.  237.] 

543.  On  poBsible  groups  of  substitutions  that  can   be  formed  with  three,  four, 

five,  siz  and  seven  letters  respectively.  E.  H.  As k with.  Quart.  Journ. 
math.  XXIV,  111. 

544.  On  groups  of  substitutions  that  cau  be  formed  with  eight  letters.    E.  H.  Ask- 

with.    Quart.  Journ.  math.  XXIV,  263. 

545.  On  the  Substitution  groups  for  two,  three,  four,  five,  siz,  seveu,  and  eight 

letters.    A.  Cajlej.    Quart  Journ.  maüi.  XXV,  71,  137. 

r 

T. 

Thetafimetionfln. 

546.  Sur  une  m^thode  ^Umentaire  pour  ^tablir  les  ^quations  difF^rentielles  dont 

les  fonctions  thdta  formen t  les  integrales.  F.  Caspary.  Compt.  Rend. 
CXn,  1120. 

547.  Sur  les   deuz  formee  sous  lesquelles  B*ezpriment,   au  moyen  des  fonctions 

th^ta  de  deuz  arguments,  les  coordonnäes  de  la  surface  du  (^uatriäme 
degrd,  d^crite  pour  les  sommets  des  cönes  du  second  ordre  qui  passent 
par  siz  points  donn^s.    F.  Caspary.    Compt.  Rend.  CXII,  1356. 

Topologle. 

548.  Ueber  Riem  ann 'sehe  Flächen  mit  gegebenen  Verzweigungspunkten.   A.  Hur- 

witz.   Mathem.  Annal.  XXXIX,  1. 

549.  Map-colour  theorem.    P.  J.  Heawood.    Quart.  Journ.  math.  XXIV,  332. 

550.  Die  Theorie  der  regulären  Graphs.    Jul.  Petersen.    Acta  Math.  XV,  193. 

Tramformationsgnippen. 

551.  Ueber  cotinuirliche  Transformationsgruppen.    L.  Maurer.    Mathem,  Annal. 

XXXIX,  409. 

552.  Sur  une  application  des  groupes  de  M.  Lie.    L.  Au  tonne.    Compt.  Rend. 

CXn,  570. 

553.  Sur  les  integrales  alg^briques  de  P^quation  differentielle  du  premier  ordre. 

L.  Au  tonne.    Compt.  Rend.  CXIII,  632. 

554.  Sur  les  äquations diffärentielles  lin^aires.  E.Vessiot.  Compt.  Rend.  CXII,  778. 

555.  Zurückftihrung    complezer    Zahlen    auf  'typische    Formen.     G.  Scheffers. 

Mathem.  Annal.  XXXIX,  293. 
Vergl.  Absolute  Geometrie. 

Trigonometrie. 

556.  On  certain  analogous  properties  of  the  circumscribed  and  inscribed  quadrl- 

lateral  aud  pentahedron.    H.  M.  Jaffery.    Quart.  Journ.  math.  XX V,  336. 
Vergl.  Imaginäres  404.    Mazima  und  Minima  448. 

W. 

Wärmelehre. 

557.  Beitrag  zur  mechanischen  Wärmetheorie.    V.  v    Lang.    Wien.  Akad.  Ber. 

XCIX,  899. 

558.  Ueber  die  Schwingungen  periodisch  erwärmter  Luft.    M.  Margules.    Wien. 

Akad.  Ber.  XCIX,  204. 

559.  Ueber  eine   allgemeine  Form  der  Zustandsgieichung.     E.  Eobald.     Wien. 

Akad.  Ber.  XCIX.  817. 

560.  Abaissement  du  plan  d^ean  dans  un  corps  eylindrique  horizontal.    Ha  ton  de 

la  Goupilli^re.    Compt.  Rend.  CXII,  1036. 


f,^ 
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661.  Zur  Theorie  der  Dampfspannung.    G.  Jäger.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  679. 

562.  Sur  la  dur^e  de  Tävaporation  dane  les  gän^ratenrs.    Haton  de  la  Goapil- 

liöre.    Compt.  Kend.  CXII,  977. 

563.  Ueber  die  Abhängigkeit  dea  specifischen  Volumens  gesättigter  Dämpfe  von 

dem  Bpecifischen  Volumen  der  zugehörigen  Flüssigkeiten  und  der  Tem- 
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